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UVOD

Grupa predstavlja jedan od fundamentalnih matemati¢kih pojmova sa Sirokim rasponom
primjena u brojnim podrucjima, kao Sto su algebra, analiza, algebarska geometrija itd.
Jedan vazan aspekt proucavanja teorije grupa jest njena teorija reprezentacija. Teorija re-
prezentacija je relativno nova grana matematike, ¢ije promatranje je zapocelo u 20. sto-
lje¢u. U ovom radu ¢emo se fokusirati na reprezentacije konacnih grupa, kako bismo lakse
razumjeli njezinu strukturu i njezina svojstva. Pojam reprezentacije grupe moZemo, pojed-
nostavljeno, definirati kao nacin na koji grupa djeluje na vektorski prostor.

Glavni cilj ovog rada je prouciti reprezentacije simetricne grupe i njihovu ulogu u
proucavanju simetri¢ne grupe. Spomenut ¢emo nekoliko osnovnih rezultata iz teorije re-
prezentacija i njihovu primjenu u podrucju reprezentacija simetri¢ne grupe. Glavni alat ko-
jeg ¢emo pritom koristiti su Youngovi dijagrami i pripadne tablice, koji ¢e nam omoguciti
da prou¢imo tzv. Spechtove module simetri¢ne grupe.

Kako bismo prezentirali glavne rezultate ovog rada, prvo ¢emo precizno definirati os-
novne pojmove i rezultate iz teorije reprezentacija grupa. Sljedece Zelimo definirati Sto
je karakter reprezentacije konacne grupe i izloZiti rezultate teorije reprezentacija konacnih
grupa koji ée nam takoder biti potrebni za nase izlaganje. Nakon svega toga u radu ¢emo
uvesti osnovne pojmove iz podru¢ja Youngovih dijagrama i tablica te prouditi njihovu
ulogu u teoriji reprezentacija simetrine grupe.

U prvom poglavlju slijedit ¢emo ve¢inom gradivo knjiga [1]] 1 [3]. Definirati ¢emo ten-
zorski produkt, dokazati njegovu egzistenciju i jedinstvenost te se prisjetiti nekih njegovih
osnovnih svojstava. Takoder ¢emo definirati neke osnovne pojmove kao Sto su reprezenta-
cija, subreprezentacija, preplitanje, direkta suma, klasa konjugiranosti, realacija ekvivalen-
cije itd. Ovi pojmovi e biti od posebne vaznosti kroz diplomski rad. Na kraju poglavlja
¢emo dokazati Schurovu lemu koja predstavlja fundamentalan alat iz podrucja reprezenta-
cija grupa.

U drugom poglavlju fokusiramo se na gradivo knjige [1]. Cilj nam je definirati karak-
ter reprezentacije i, pomocu njega, prouciti neka osnovna svojstva reprezentacija konacnih
grupa. Defnirati éemo centralne funkcije 1 prezentirati nekoliko rezultata o karakterima
reprezentacija konacnih grupa. Rezultate ovog poglavlja primijeniti ¢emo u sljede¢em po-
glavlju za prou€avanje reprezentacija simetrine grupe.

Treée poglavlje slijedi gradivo knjige [2]. U ovom poglavlju éemo definirati simetricnu
grupu, Youngove dijagrame i Youngove tablice. Nakon toga ¢emo uvesti i proucavati dje-
lovanje simetri¢ne grupe na Youngove tablice. Na kraju ¢emo definirati Spechtove module
1 objasniti koja je njihova uloga u teoriji reprezentacija simetricne grupe. Izmedu ostalog,
dokazat ¢emo da postoji bijektivna veza izmedu particija prirodnog broja n i ireducibilnih
reprezentacija grupe S,,, koja se realizira pomocu Spechtovih modula.



1 REPREZENTACIJE GRUPA

1.1 Tenzorski produkt

Ovaj dio poglavlja slijedi poglavlje 1. iz knjige [3]; viSe informacija o tenzorskom produktu
dostupno je 1 u knjizi [6]]. Definirat ¢emo Sto je tenzorski produkt i navesti neka njegova
svojstva.

Definicija 1.1. Neka su V', W i Z proizvoljni vektorski prostori nad istim poljem 1" i neka
Jje definirano preslikavanje

p: VW —=Z.
Za preslikavanje p kaZemo da je bilinearno ako zadovoljava sljedeéa dva svojstva

o(Axy + pxa,y) = Ap(x1,y) + pp(ra,y), za sve xy,29 € V,y € W, \,u €T,
o(@, Ayr + py2) = Ap(z, 1) + pp(w,y2), zasvex €V, y1,y2 € W, A, p € T

Takoder, ako vrijedi da je Z = T', tada ¢ zovemo bilinearni funkcional.

Sada ¢emo razmotriti jednu vaznu konstrukciju u teoriji reprezentacija, a to je tenzorski
produkt. U nastavku poglavlja svi vektorski prostori koje promatramo su kompleksni,
kona¢nodimenzionalni i definirani nad istim poljem I'.

Neka je ® bilinearno preslikavanje ® : V' x W — T za kojeg vrijdi z ® y = ®(x, ).
KaZemo da ® zadovoljava univerzalno svojstvo, ako su zadovoljeni sljedeci uvijeti:
(71) Vektoriz @ y (x € V, y € W) generiraju T', odnosno Im® = T.
(i2) Neka je ¢ bilinearno preslikavanje ¢ : V xW — H, tada postoji linearno preslikavanje
f:T — H takvo da vrijedi ¢ = f o ®.

Ova dva uvjeta moZemo ekvivalentno zapisati kao sljedeci jedan uvjet:
(7) Neka je H vektorski prostori ¢ : V' x W — H bilinearno preslikavanje, tada postoji
jedinstveni linearni operator f : T — H takav da vrijedi ¢ = f o ®.

Dokazimo da su ovi uvjeti zaista ekvivalentni. Prvo pretpostavimo da su uvjeti (1) 1
(i2) zadovoljeni i neka su f; : T — H i fy : T — H linearna preslikavanja takva da
vrijedi:

p(z,y) = filz®y) i p(z,y) = falz @ y).
Tada imamo
fit®y) = folzr®y),zasvexr € V,y € W.

Iz svojstva (21) slijedi da je f; = fo, pa je f jedinstveno odredena s (.

Dokazimo i obrat, pretpostavimo da je svojstvo (¢) zadovoljeno. Svojstvo (i) ocito
direktno vrijedi iz svojstva (¢). Kako bismo dokazali svojstvo (1), definiramo 7} koji je
vektorski potprostor od 7" generiran vektorima x ® y, zax € V iy € W. Tada imamo
bilinearno preslikavanje ¢ : V' x W — T3 takvo da vrijedi

3



ip(r,y) =r®y,zasvex € V,y e W.
gdje je i : 177 — T inkluzija. Postoji linearno preslikavanje f : T" — T} takvo da vrijedi
flx,y)=fr®y),zasvex € V,y € W.
Primjenjujucéi preslikavanje ¢ na ovu relaciju, dobivamo
(iof)z®@y) = (iop)(a,y) =z @y
S druge strane, ocito vrijedi
l(lx®@y)=xQy,zasvex € V,y € W.

gdje je [ funkcija identiteta na 7'. Jedinstvenost u () nas navodi na ¢ o f = [. Slijedi da je
preslikavanje 7 surjekcija i vrijedi 77 = 71'. Time smo dokazali da vrijedi (7).

PRIMJER 1.1.

Neka su W i H vektorski prostori nad poljem ' i f bilinearno preslikavanje I' x W — W
dano s f(\,y) = Ay. Znamo da vrijedi f(1,y) = y, pa f zadovoljava svojstvo (iy).
Kako bismo pokazali (i), neka je ¢ : I' X W — H proizvoljno bilinearno preslikavanje i
definiramo linearno preslikavanje g : W — H takvo da

9(y) = (1, y).
Tada,za A € I'iy € W vrijedi
e\ y) = o(1y) = Ag(y) = g(\y) = g(f(A,9)),

¢ime smo dokazali i (i5) svojstvo.

U nastavku ¢emo navesti nekoliko lema, ¢iji dokazi slijede direktno iz definicije tenzorskog
produkta. Pretpostavljamo da je ® : V' x W — T bilinearno preslikavanje za kojeg vrijedi
univerzalno svojstvo.

Lema 1.1. Neka su a; (i = 1,...,r) linearno nezavisni vektori iz V i neka su b; (i =
1,...,r) proizvoljni vektori u W. Tada iz relacije

slijedidajeb; =0(i=1,...,r).

Dokaz. 1z pretpostavke leme da su a; linearno nezavisni moZemo izabrati r linearnih funk-
cionala f?: V — T takvih da je

fila;) =0}, zasved, j=1,...,r.
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Prouc¢imo sada bilinearni funkcional
O(z,y) = X f'(x)g'(y), zasvex € V,y e W,

gdje su g’ proizvoljni linearni funkcionali g* : W — I'. Zbog svojstva (i) postoji linearni
funkcional h na 7" takav da

r

h(z®@y) = X f'()g'(y).

Tada je,

WS 0b) = 3 Fia)g' ) = Eg ().

1,]= =1

Iz ¢injenice da je Zlaj ® b; = 0, slijedi da je
j:

.§1gi(bz’) = 0.
Kako su g; proizvoljni, dobivamo

bj=0,zasvei=1,...,r.

Korolar 1.1. Za a # 0ib # 0 vrijedi da je a @ b # 0.

Lema 1.2. Neka su V, W i T vektorski prostori koji zadovoljavaju univerzalno svojstvo i
neka je {€q}aca baza od V. Tada se svaki vektor z € T moZe zapisati u obliku

z = 2e, ®b,, za sve b, € W,

gdje je konacno mnogo b, # 0. Takoder, vektori b, su jedinstveno odredeni sa z.
Dokaz. Zbog svojstva (i1), z mozemo zapisati kao kona¢nu sumu
z:§xl,®y,,,:vy ceV,y, e W.
Svaki vektor x,, moZemo zapisati kao
T, = %])\,‘}ea, zaneke \j € I,
Tada imamo
z = y%)\fjea RY, = VZaea @ Aoy, = %ea ® by,
gdje je
bo = EV]/\Z‘f‘yl,.



Dokazali smo prvu tvrdnju leme i da je kona¢no mnogo b, # 0. Da bi dobili jedinstvenost
pretpostavimo da je

gea ® by = %ea ® b, by, b, € W.
Tada vrijedi
%ea ® (b — b)) =0,
pa prema prethodnoj lemi slijedi da je b, = b/, za sve a € A. |

Lema 1.3. Svaki vektor z € T koji je razlicit od 0 moZe se zapisati u obliku
z = ;1:6@- Ry, zasvexr; € V,y; € W,

gdje su x;, zasve 1 =1, ... r linearno nezavisni i y;, za sve v = 1, ..., r takoder linearno
nezavisni.

Dokaz. ZapiSimo vektor z u obliku z = ‘éxi ® y; gdje je r minimalan.
Zar = 1, iz bilinearnosti slijedi da je z;é Oiy, #0.
U slucaju r > 2 pretpostavimo da su vektori z; linearno zavisni. Tada moZemo pretposta-
viti da
r=1_ .
Ty = ¢§1 \'z;, za neke skalare \°.
Tada imamo da je

1 1

r—1 r—1 r—1 . r—
2= Na @yt LN @y, = D@y +Ny) = B @y

1

Sto je u kontradikciji s minimalnosti od r. Stoga, vrijedi da su vektori z; linearno nezavisni.
Analogno bi pokazali da su vektori y; linearno nezavisni. ]

U nastavku ¢emo pokazati jedinstvenost i egzistenciju bilinearnog preslikavanja za kojeg
vrijedi univerzalno svojstvo. Pretpostavimodasu ® : V xW = Ti® : V. xW —

T bilinearna preslikavanja koja zadovoljavaju univerzalno svojstvo. Zbog svojstva (is)
postoje linearna preslikavanja

FTST i ¢g:T—T
takva da

f(x@y):xg@y i gz®y)=r®y,zasvexreV,yeW.

Ove dvije relacije nas navode na



gfz@y)=z@y i felz®y) =z®y.
Nadalje, zbog svojstva (1) slijedi da je
gof=t 1 fog=i,

gdje je s 7 oznaCena identiteta na 7" u prvoj, odnosno, identiteta na 7" u drugoj jednakosti.
1z ovoga slijedi da su f i g inverzni linearni izomorfizmi.

Kako bismo pokazali egzistenciju koristit ¢emo slobodan vektorski prostor C(V x W) nad
V x W. Preciznije, C'(V x W) je vektorski prostor ¢iju jednu bazu ¢ini skup V' x W. Neka
N(V, W) oznacava potprostor od C'(V x W) generiran vektorima

(Axl +u:c2,y) - )\<x17y) - N(x%y)’ Za SVe Iy, T2 S ‘/vay € VI/;)VM € F’

(.Z’, )\yl + Ny2) - A(%?/l) - /J(x’?h)’ ZasSve T © V7 Y1, Y2 € W7 >\7 JIRS L.
Definiramo prostor
T = C(V x W)/N(V, W)

inekaje 7 : C(V x W) — T kanonska projekcija.
Definiramo funkciju ® : V- x W — T'sa

r@y=m(z,y)

Pokazat ¢emo da je ® bilinearno preslikavanje koje zadovoljava univerzalno svojstvo.
Imamo da je

T(Azy + paa, y) — Am(xy,y) — pm(za,y) € N(V, W), zasve x1, 20 € V.y e WA, u €T,
pa slijedi da je

(A1 + pae) @ y = m(Axy + pae, y) = Mr(@1,y) + pr(z2,y) = Avy @ y + pxs @ y, za
svexy, o € Viye WA, uel.

Analogno bismo pokazali da je ® linearan u drugoj varijabli.
Kako bismo pokazali svojstvo (z1), uo¢imo da je svaki vektor z € 7" oblika

z=n(XN"(x,,y,)). zasvez, € V,y, € W.
v,

1z ovoga slijedi

EAVMJ;V X y,u - ZAV“W(JIW y,u, = WZ)\VM(‘IW yﬂ) it
U, v, v,p
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Ovime smo pokazali svojstvo (i1), odnosno, Imm = T'. Kako bismo pokazali svojstvo (i),
uzimamo proizvoljno bilinearno preslikavanje ¢» : V' x W — H. Zato jer uredeni parovi
(x,y),x € V,y € W &ine bazu za C(V x W) postoji jedinstveno linearno preslikavanje

g:C(VxW)—H
takvo da vrijedi
g(z,y) =¢Y(x,y), zasvex € V,y € W.
Iz bilinearnosti od ¢ slijedi N(V, W) C Ker(g). Naime, ako je
z = (Axy + pxa,y) — Mz1,y) — p(wa,y), zasve 1,20 € Viy € WA, p €T

generator od N (V, W), tada je

(Azy 4 pws,y) — Ag(w1,y) — pg(ra, y)
= YAz + pwe,y) — Mp(21,y) — pp(z2,Y) (1.1)
0

9(2)

Analogno, moZemo pokazati da je
gl(z, Ayr + pya) — Mz, y1) — p(z,y2)] =0, zasvex € Viy,yo € WA p el
paslijedi da je N(V, W) C Ker(g). Stoga, g inducira linearno preslikavanje
f:C(VxW)/NV,W)—H
takvo da je
fomr=g.
Slijedi da je
(fe®)(z,y) = fr(z,y) = g(x,y) = d(z,y), zasvex € V,y € W.

Ovime smo dobili da je ® bilinearno preslikavanje koje zadovoljava univerzalno svojstvo.
Sada smo spremni definirati tenzorski produkt.

Definicija 1.2. Neka su V' i W vektorski prostori. Tenzorski produkt prostora Vi W
je ureden par (T, ®), gdje je T vektorski prostor, a ® je bilinearno preslikavanje @ :
V' x W — T koje zadovoljava univerzalno svojstvo.

Vektorski prostor 7' koji je do na izomorfizam jedinstveno odreden s V' i W, takoder zo-
vemo tenzorski produkt od V' i W i oznacavamo gasa V ® V.

U nastavku ¢emo pokazati da vrijedi svojstvo komutativnosti za tenzorski produkt, od-
nosno da imamo sljedeci izomorfizam vektorskih prostora

8



VeW=IWweV.
Proucit ¢emo bilinearna preslikavanja
e VxW-WeV 1 ¢v:WxVaVeW
zadana kao
olr,y) =y®zx i YPy,x)=z®y,zasvex € V,y € W.

Uzimajudéi u obzir svojstvo (i5), dolazimo do linearnih preslikavanja f : VW — WV
1g: W®V =V ®W definiranih kao

flrey)=y®z i gly®z)=z®y,zasvexecV,yecW.

Zajedno sa svojstvom (i1), ove relacije implicirajudaje go f = i1 f o g = 7. Stoga su
f 1 g inverzni izomorfizmi ¢ime smo dokazali da su tenzorski produkti V @ WiW & V
izomorfni.

PRIMJER 1.2.

Uzimamo daje V = C?i W = C3. Neka su ey, €51 f1, f2, f3 standardne kanonske baze od
V' 1 W. Tada vektori e; ® f1,e1 ® fo, €1 ® f3,e2® f1,e9R fo, €2 ® f3, Cine bazu tenzorskog
produkta prostora V' i W. Specijalno, tenzorski produkt V' ® W je dimenzije 6.

Opcenito, moze se dokazati da je tenzorski produkt vektorskih prostora dimenzija m i n
vektorski prostor dimenzije m-n. Stovise, ako vektori vy, . . ., v,, &ine bazu prvog, a vektori
wy, . . ., wy, bazu drugog prostora, onda vektori v; ®w;, gdjesui =1,...,m,j =1,...,n,
¢ine bazu njihovog tenzorskog produkta.

U nastavku ovog poglavlja ¢emo prikazati redukciju bilinearnih preslikavanja na line-
arna preslikavanja. Fiksiramo vektorske prostore V' 1 W, te neka je Z tre¢i vektorski pros-
tor. U nastavku ¢emo s B(V, W; Z) oznacavati skup svih bilinearnih funkcijas V' x W u
7. Tada postoji izomorfizam vektorskih prostora

:L(VoW:Z) = B(V,W;Z).
definiran s
O(f)=fo® feLlVeW;2Z).

Svojstvo (i2) povlaci da je ® surjektivna poSto tvrdi da svako linearno preslikavanje ¢ :
V x W — Z moZemo faktorizirati preko tenzorskog produkta. Kako bismo dokazali
da je ® injektivna pretpostavimo da vrijedi f o ® = 0 za neko linearno preslikavanje
fVeW—Z

Prema (4,), prostor V. ® W je generiran produktima x ® y, zasve x € V,y € W pa
slijedi da je f = 0.



Vezu izmedu bilinearnog preslikavanja ¢ : V' x W — Z i linearnog preslikavanja f :
V @ W — Z, iz gornje diskusije, izrazavamo pomocu sljede¢eg komutativnog dijagrama:

VXWL?Z

|

VeWw

Slika 1: Komutativni dijagram

Propozicija 1.1. Neka je o : V x W — Z bilinearno preslikavanje i f : V @ W —
Z inducirano linearno preslikavanje. Preslikavanje [ je surjektivno ako i samo ako ¢
zadovoljava svojstvo (i1). Nadalje, f je injektivno ako i samo ako p zadovoljava svojstvo

(12).
Dokaz. Dokaz prve tvrdnje slijedi iz sljedece relacije

Im(p) = Im(f).

Kako bismo dokazali drugu tvrdnju pretpostavimo da je f injektivna. Tada je uredeni
par (Im(p), @) tenzorski produkt prostora V' i . Stoga, svako bilinearno preslikavanje
¥V x W — K inducira linearno preslikavanje g : Im(y) — K takvo da je

U(x,y) = go(z,y).
Ako je f prosirenje od g do linearnog preslikavanja f : Z — K, onda slijedi da je

Y(x,y) = folr,y)

pa ¢ zadovoljava svojstvo (i2).
Obratno, pretpostavimo da ¢ zadovoljava svojstvo (i5). Tada bilinearno preslikavanje
®:V x W — V @ W inducira linearno preslikavanje i : Z — V @ W takvo da

x @y = ho(z,y).
S druge strane, imamo ¢(z,y) = f(x ® y) pa slijedi da je

TRy =hf(r®y).

Stoga je h o f =i, paje f injektivna. |
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1.2 Osnovni pojmovi

U ovom dijelu ¢emo definirati neke osnovne pojmove i definicije iz teorije reprezentacija
grupa, koje ¢emo koristiti u nastavku, kako bismo lakSe mogli razumjeti temu. Navedene
pojmove 1 definicije mozete pronaci u tocki 1.1 knjige [1], knjizi [6]] ili skripti [4].

Definicija 1.3. Neka su (V,-) i (W, x) grupe. Preslikavanje f : V' — W je homomorfizam
grupe V u grupu W ako je

fla-b) = f(a) x f(b),

za svaki izbor a,b € V. Ukoliko je f bijekcija, tada to preslikavanje jos nazivamo izomor-
Sfizam grupe V u grupu W.

Homomorfizam f : V — V se naziva endomorfizam grupe V. Automorfizmom nazivamo
bijektivni endomorfizam.

Definicija 1.4. Neka je X vektorski prostor nad poljem U, gdje je I" polje realnih ili polje
kompleksnih brojeva. Skalarni produkt je preslikavanje (-,-) : X x X — T' s svojstvima:
1{zx,x) >0, zasvex € X

2.(x,x) = 0 ako i samo ako x = 0

3.(z,y) = (y,x), zasvex,y € X

4.(z,ay) = oz, y), za sve x,y € X i svaki o € T’

Sz, y+z) = (x,y) + (x,2) zasve x,y,z € X

Vektorski prostor na kojemu je definiran skalarni produkt naziva se unitarni prostor.

Sa (y, x) oznatavamo broj kompleksno konjugiran broju (z, y).

Definicija 1.5. Neka je W unitaran prostor nad poljem 1. Za vektore u,v € W kaZemo
da su ortogonalni ako vrijedi (u,v) = 0. Tada definiramo ortogonalni komplement W+
prostora W kao:

Wht={zeW:(z,y)=0,zasvey € W}

Definicija 1.6. Za skup vektora {e, ..., ey} kaZemo da je ortonormiran ako vrijedi
(€i,e;) = d;j, za sve indekse i, = 1,...k

pri ¢emu je ;; Kroneckerov simbol (0 za i # j, 1 zai = j).

Za svaki ortonormirani skup vrijedi da je linearno nezavisan.

Definicija 1.7. Za element a grupe G kaZemo da je konjugiran elementu b € G ako postoji
¢ € G takav da je a = ¢ ‘be. Za dva elementa a i b kaZemo da se nalaze u istoj klasi
konjugiranosti ako je a konjugiran elementu b.

Uvodimo definicije binarne relacije i pojma ekvivalencije.
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Definicija 1.8. Neka su A i B neki skupovi, a R neki podskup skupa A x B = {(a,b)|a €
A,b € B}. Svaki podskup R skupa A x B zove se binarna relacija izmedu elemenata
skupa A i elemenata skupa B ili relacija sa A u B. Za x € A kaZemo da je u relaciji R s
y € B ipisemo xRy, ako je (x,y) € R.

Definicija 1.9. Neka je A neki skup. Za relaciju R C A x A kaZemo da je relacija
ekvivalencije ako je ona refleksivna, simetri¢na i tranzitivna, odnosno, ako vrijedi:

1) Za relaciju R C A x A kaZemo da je refleksivna ako je aRa, za svaki a € A.

2) Za relaciju R C A x A kaZemo da je simetri¢na ako ima svojstvo: ako je aRb, tada
jeibRa, za sve a,b € A.

3) Za relaciju R C A x A kaZemo da je tranzitivna ako ima svojstvo: ako je aRb i bR,
tada je i aRc, za sve a, b, c € A.

Lako se vidi da je konjugiranost relacija ekvivalencije na grupi G pa je G disjunktna unija
svojih klasa konjugiranosti.

Definicija 1.10. Neka je I" neko proizvoljno polje i neka je V' neki konacnodimenzionalan
vektorski prostor nad I. Sa L(V') oznacimo algebru linearnih operatora na V. Za pro-
izvoljan A € L(V') definiramo

GL(V) :={A € L(V)|A je invertibilan operator}.

Drugim rijecima, linearni operatori A iz GL(V') su oni koji su jos i bijekcije, a GL(V)
zovemo opéa linearna grupa.

GL(V') je zatvoren na operaciju mnoZenja, sadrzi jedini¢an operator, tj. identitetu V' — V'
te vidimo da ako je A € GL(V), onda je takoder i A~' € GL(V), pa je taj skup zaista
grupa.

Definicija 1.11. Reprezentacijom konacne grupe G na kompleksnom konacnodimenzional-
nom vektorskom prostoru V nazivamo homomorfizam grupa p : G — GL(V), gdje je
GL(V) ili Aut(V') grupa svih automorfizama od V. Tada kaZemo da preslikavanje p defi-
nira na vektorskom prostoru V' strukturu G-modula.

Ukoliko preslikavanje p zadovoljava svojstvo iz definicije 1.11., tada za vektorski prostor
V' takoder kazemo da je reprezentacija grupe G te u tome slucaju ¢emo obi¢no umjesto
p(g)v pisati gv. Dimenziju od V' nazivamo stupnjem preslikavanja p.

Preslikavanje ¢ izmedu dvije reprezentacije V' i W grupe G (takoder zvana i G—linearno
preslikavanje) je linearan operator ¢ : V' — W takav da je gp(v) = ¢(gv) zasve g € G i
v € V. Takvo preslikavanje ¢ ¢emo zvati preplitanjem reprezentacija V' 1 .

Definicija 1.12. Subreprezentacija od reprezentacije V grupe G je vektorski potprostor
W od V' koji je invarijantan na djelovanje grupe G, tj. takav da vrijedi gw € W za sve
g € Giw € W. Za reprezentaciju V' kazemo da je ireducibilna ako ne postoji netrivijalan
invarijantni potprostor W od V.
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Definicija 1.13. Neka su V i W dvije reprezentacije grupe G. Tada se direktna suma tih
dviju reprezentacija oznacava V- W, a definira se kao

g(v,w) = (gv,gw), zasve g€ G,v e Viwe W.
Tenzorski produkt reprezentacija Vi W definiramo kao
gvew)=(9v)® (gw),zasveg e G,veViweW.

Neka su V' i W reprezentacije neke grupe G, tada se lagano moZe provjeriti da su njihova
direktna suma V' @ W 1 njihov tenzorski produkt V' @ W, dani prethodnom definicijom
takoder reprezentacije od GG. Za reprezentaciju V, njezin n-ti produkt V" je ponovno
reprezentacija od G (zbog g(v ® w) = gv ® gw). Isto vrijedi i za n-tu direktnu sumu
reprezentacija V",

Definicija 1.14. Neka je  reprezentacija grupe G na vektorskom prostoruV nad poljem T'.
Na dualnom prostoru V* = L(V,T) definiramo dualnu reprezentaciju w' reprezentacije
e

m(a)f = for(a™'), 4. (7'(a)f)(v) = f(r(a ), zasvea e G,v eV, feV*

Nakon Sto smo definirali dualnu reprezentaciju i tenzorski produkt od dvije reprezen-
tacije, tada, ako su V i W reprezentacije od neke grupe G, na prostoru Hom(V, W)
mozemo definirati strukturu reprezentacije od G pomocu izomorfizma vektorskih prostora
Hom(V,W) 2 V* @ W. Djelovanje od G je tada dano sljede¢om formulom:

(gp)(v) = gp(g~'v), zasvev € V.

MoZemo napomenuti da je dualna reprezentacija zapravo poseban slucaj od situacije kada
je W = C trivijalna reprezentacija, npr; gw = w, za sve w € C, pa je V* G-modul.

Valja istaknuti kako sljedeéi izomorfizam, osim za vektorske prostore, vrijedi i za re-
prezentacije:

VeUaeW)=2VelU)ae(VeW).

Neka je X konacan skup i neka G djeluje na X, tj. neka je dan homomorfizam grupa
G — Aut(X). Tada moZemo definirati pripadnu permutacijsku reprezentaciju.

Definicija 1.15. Neka je V' vektorski prostor sa bazom {e, : © € X} i neka G djeluje na
V sa

9205, = YAzCyp.

Djelovanje grupe G nazivamo permutacijskom reprezentacijom.
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Definicija 1.16. Oznacimo s R kompleksan vektorski prostor svih funkcija s grupe G u
polje kompleksnih brojeva C. Tada je regularna reprezentacija grupe G na prostoru R
definirana s

(gf)(h) = f(g7th), zasve g, h iz G i sve f iz R.

U nastavku ¢e nam biti potreban pojam reprezentacije prstena na vektorskom prostoru.

Definicija 1.17. Reprezentacija prstena A s jedinicom na vektorskom prostoru V je pres-
likavanje m: A — L(V') takvo da vrijedi

m(a)(z+y) = m(a)z+m(a)y, w(a+b) =m(a)+n(b), m(ab)=m(a)r(b) i =(1)='1idy

za sve elemente a,b € Aix,y € V. Tada kaZemo da je V (lijevi) A-modul.

1.3 Schurova Lema

Ovaj dio poglavlja slijedi tocku 1.2 knjige [1]. Takoder u ovom dijelu poglavlja proma-
tramo reprezentacije konac¢nih grupa na kompleksnom prostoru C.

Ranije smo demonstrirali kako reprezentacije od G' moZemo dobiti pomo¢u drugih nje-
nih reprezentacija koristeci jednostavne linearno algebarske operacije poput direktne sume.
Stoga ¢emo se fokusirati na reprezentacije koje se ne mogu izraziti pomucu direktne sume
ostalih reprezentacija ili pomocu drugih operacija. Takve reprezentacije nazivamo neras-
tavljive reprezentacije. Vrijedi sljedece:

Reprezentacija je nerastavljiva ako i samo ako je ireducibilna. Sve ovo nam objasnjava
sljedeca propozicija. Prije propozicije uvodimo definiciju pojma koji nam je potreban.

Propozicija 1.2. Neka je G konacna grupa, V njezina reprezentacija i W subreprezenta-
cija od V. Tada postoji skalarni produkt na V' te invarijantan potprostor W' od 'V, koji
je ortogonalan na W, takav da vrijedi V.= W @ W', tj. takav da je W' ortogonalni
komplement od W u V.

Dokaz. Uvodimo skalarni produkt H na V, koji je invarijantan na djelovanje grupe G, tj.
takav da je H(gv, gw) = H(v,w) zasve v,w € V i g € G. Neka je Hy bilo koji skalarni
produkt na V. MoZemo pronaci takav [ tako da uzmemo tzv. srednju vrijednost preko
cijelog G

H(Uu U)) = g?GHO(gU? gw)

Tada je W+ ortogonalni komplement prostora W u V. |

Korolar 1.2. Svaka reprezentacija konacne grupe na konacnodimenzionalnom prostoru je
izomorfna direktnoj sumi ireducibilnih reprezentacija.
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Prethodni korolar direktno slijedi iz [propozicije 1.2,
Navedeno svojstvo se naziva potpuna reducibilnost. Uocimo da aditivna grupa R
nema ovo svojstvo jer reprezentacija
a— La
01

ostavlja x-os fiksnom, ali ne postoji komplementaran potprostor.

Definicija 1.18. Neka su V' i W vektorski prostori nad istim poljem te neka je B: 'V — W
linearan operator. Sliku od B definiramo kao

Im(B)={B(v) :v eV}
dok jezgru od B definiramo kao
Ker(B)={veV:B(V)=0}

Lagano se provjerava da je jezgra potprostor od V' i slika potprostor od W, odnosno,
Ker(B) CVilm(B) C W u prethodnoj definiciji.

Jedna od posljedica leme koju ¢emo upravo dokazati je jedinstvenost dekompozicije
proizvoljne reprezentacije V' na direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija.

Lema 1.4. Schurova Lema
Neka su 'V i W ireducibilne reprezentacije od konacne grupe G i ¢ : V — W preplitanje.
tada

1) 1li je p izomorfizam ili je p = 0.

2)Ako V =W, tada je p = N\ za neki \ € C, gdje je I indentiteta.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi direktno iz Cinjenice da su Kery i Imip invarijantni potpros-
tori.

Za drugu tvrdnju, jer je C algebarski zatvoren, ¢ mora imati svojstvenu vrijednost A,
odnosno za neki A € C, ¢ — Al ima nepraznu jezgru. Stoga je prema prvoj tvrdnji
© = Al. |

Sve Sto smo do sada dokazali moZemo saZeti u iducoj propoziciji.
Propozicija 1.3. Za bilo koju reprezentaciju V konacne grupe G, postoji dekompozicija
V=Vf"gp.. . eV,

gdje suVi, i € {1,2,...,k} ireducibilne reprezentacije. Dekompozicija od V na direktnu
sumu od k sumanada je jedinstvena, kao sto su i prostori V; i njihovi multipliciteti a;.

Dokaz. 1z Schurove leme slijedi da ako je WW jos jedna reprezentacija od (G, sa dekompo-
zicijom W = @Wj@bj ,i@:V — W preplitanje, tada ¢ mora preslikati svaki V;** u neki
J

Wj@bj za koji vrijedi da je W; = V; i a; = b;. Odatle slijedi trazena jedinstvenost gornje

dekompozicije. Njena egzistencija slijedi iz [
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2 REPREZENTACIJE KONACNIH GRUPA

2.1 Karakter reprezentacije

U ovom poglavlju slijedimo poglavlje 2. knjige [1]. Promatrat ¢emo isklju¢ivo reprezenta-
cije kona¢nih grupa i upoznat ¢emo se sa teorijom karaktera, koja ¢e nam pomo¢i u razu-
mjevanju reprezentacija konacne grupe (. Naslucujemo da pronalaZzenjem svih svojstvenih
vrijednosti djelovanja od GG bi nam omogudilo da moZemo opisati traZzenu reprezentaciju.
PronalaZenje svih tih svojstvenih vrijednosti za sve elemente g € G nije efikasno, ali je
ujedno i nepotrebno. Ukoliko znamo svojstvene vrijednosti {\;} elementa ¢ € G, tada
znamo i svojstvene vrijednosti {\F} od ¢*, za svaki & € N. Klju¢na opservacija ovdje je
da je dovoljno poznavati sumu svojstvenih vrijednosti svakog elementa iz G, jer iz suma
k—tih potencija ?Af moZemo odrediti svojstvene vrijednosti {\;} od g. To nas navodi na

sljedecu definiciju.

Definicija 2.1. Neka je V reprezentacija od G. Definiramo kompleksnu funkciju xv : G —
C kao

xv(g) =Tr(glv), gdieje g € G.
Funkcija x zove se karakter reprezentacije V.

Drugim rije¢ima, vrijednost karaktera na elementu ¢ € G jednaka je sumi svojstvenih
vrijednosti njegovog djelovanja na V.

Za svaki karakter reprezentacije imamo xyv(hgh™') = xv(g), pa je xv konstantna na
svakoj klasi konjugiranosti u grupi GG. Svaku funkciju s tim svojstvom zovemo centralna
funkcija. Takoder vrijedi xy (1) = dimV.

Propozicija 2.1. Neka su V' i W reprezentacije od G. Tada vrijedi:

Xvew = XV + Xw Xvew = XV * XwW Xv+ = XV

Dokaz. Fiksiramo proizvoljni ¢ € GG i na njemu provjeravamo ranije navedene jednakosti
za karakter reprezentacije. Za element g € G neka njegovo djelovanje na V' ima svoj-
stvene vrijednosti {)\;}, a njegovo djelovanje na W svojstvene vrijednosti {x; }. MoZemo
zakljuciti da su tada {\; + p;} i {\; - p1;} svojstvene vrijednostiod V@ WiV @ W, iz
Cega slijede prve dvije formule propozicije.

Sli¢no dobivamo da su {\; ' = )\;} svojstvene vrijednosti za g od V*, jer su sve svoj-
stvene vrijednosti n—ti korijeni iz jedinice, gdje je n red od g. Vrijedi
(BXi)2 =227

i

S AN =

1<j

pa iz Cinjenice da g ima svojstvene vrijednosti {\?}, dolazimo i do posljednje formule.
|
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Prema ranijem komentaru karakter reprezentacije grupe G moZemo promatrati kao funk-
ciju na klasama konjugiranosti grupe G. Ovo nas navodi da informacije o ireducibilnim
reprezentacijama grupe G prikaZzemo u obliku tablice karaktera. To je tablica koja na
vrhu ima klasu konjugiranosti [g] od G elementa g, dok je broj elemenata u svakoj klasi
konjugiranosti iznad nje. Ireducibilna reprezentacija V' od G se nalazi u stupcu lijevo, dok
u odgovarajuéem kvadraticu tablice, nalazi se vrijednost karaktera reprezentacije yy na
klasi konjugiranosti [g].

Grupu permutacija skupa {1, 2, . .., n} nazivamo simetri¢na grupa stupnja n i oznaca-
vamo ju kao S,,. U nastavku éemo prikazati primjer tablice karaktera za S3. Primjer slijedi
tocku 2.1 rada [7].

PRIMJER 2.1.

Zapocnimo s dvije jednostavne reprezentacije od S5 koje zovemo trivijalna i alternirajuca
reprezentacija. Trivijalna reprezentacija U je jednodimenzionalna reprezentacija koja svaki
element preslika u identitetu. Alternirajucu reprezentaciju U’ definiramo kao jednodimen-
zionalnu reprezentaciju gv = sgn(g)v, gdje sgn(g) oznacava predznak permutacije g.
Preciznije, alternirajuca reprezentacija preslikava parne permutacije u identitetu, a neparne
u minus identitetu.

Kako postoje tri klase konjugiranosti od S3, pozivajuéi se na svojstvo da je do na iz-
omorfizam broj ireducibilnih reprezentacija od grupe G jednak broju klasa konjugiranosti
od GG, znamo da postoji jo$ jedna ireducibilna reprezentacija od S3. Navedeno svojstvo
¢emo dokazati u propoziciji 2.4.| u nastavku rada. Pogledajmo prirodnu reprezentaciju od
S5 u kojoj S djeluje na C? permutirajuéi koordinate. Takva reprezentacija ima dimenziju
3, ali postoji invarijantan potprostor ove reprezentacije generiran s (1, 1,1). Prema tome,
na potprostoru V = {(a, b, ¢) € C*|a+b+c = 0} imamo reprezentaciju od S dimenzije 2.

Prvo izraunajmo karaktere od U i U’. Tri klase konjugiranosti od S3 su identiteta
s jednim elementom, klasa konjugiranosti prezentirana transpozicijom (12) koja sadrzi
tri elementa i klasa konjugiranosti koja sadrzi dva ciklusa (duljine 3), u oznaci (123), s
dva elementa. Lagano vidimo da je karakter trivijalne reprezentacije 1 za sve tri klase
konjugiranosti, dok karakter alternirajuce reprezentacije je (1, —1, 1).

Nadalje, ratunamo Yy . Imamo da je C* = U @ V, gdje sa U oznafavamo trivijalnu
reprezentaciju na prostoru razapetom vektorom (1,1, 1), pa je xcz = xv + xv. Dobivamo

xcx = (Tr(1d), Tr(p(12)), Tr(p(123))) = (3,1,0).
Iz ovog dobivamo da je xy = (2,0, —1) jer je &y = (1,1, 1). Kako bismo provijerili
da su U, U’ iV traZene ireducibilne reprezentacije, koristimo iz sljedeée tocke
kako bismo dobili

<XV7 XV) =L
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(xv, xv) = (xv, xv) = (xv, xv) = 0.

Dobivamo sljedecu tablicu karaktera za Ss.

d
3
| N TS Y
|
—_
—_

2.2 Formule projekcije i njihove posljedice

U ovome dijelu poglavlja zapocet ¢emo sa proucavanjem odredenih projekcija ireducibilne
reprezentacije, te ¢emo kasnije komentirati koje su posljedice ove formule. Ovaj dio po-
glavlja Ce sljediti tocke 2.2 1 2.4 knjige [1].

Za pocetak, za proizvoljnu reprezentaciju V' grupe G definiramo:

VE={veV:gv=uv,zasveg € G}.

Postavljamo si pitanje, postoji li na¢in da eksplicitno odredimo V¢? MoZemo uociti da
za proizvoljnu reprezentaciju V od G i proizvoljni ¢ € G, endomorfizam g : V — V
generalno nije preplitanje. S druge strane, ukoliko uzmemo srednju vrijednost svih tih
endomorfizama, tj., preciznije, ako definiramo

o= 50 € End(V),

endomorfizam ¢ opet neée biti preplitanje zbog g = L hgh~!. Medutim, vrijedi sljedeca

propozicija:

Propozicija 2.2. Preslikavanje o je projekcija s V na V°.

_ 1

Dokaz. Nekajev = p(w) = IG]

Ygw. Tada, za proizvoljni h € G vrijedi

1 1
hv = @Zhgw = @ng,

pa je slika preslikavanja o sadrzana u V¢, Takoder, ako je v € V¢, tada p(v) = ‘—é'Ev =,

pa vrijedi daje V¢ C Im(p)ipop = . [
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Sada imamo nacin da eksplicitno pronademo direktnu sumu trivijalnih subreprezentacija
od nase dane reprezentacije, ali ono Sto mi dodatno Zelimo joS napraviti je pojednostaviti tu
formulu. Ukoliko Zelimo odrediti vrijednost m jednak broju kopija trivijalne reprezentacije
koje se pojavljuju u dekompoziciji od V', to moZemo rijeSiti numericki jer je vrijednost m
zapravo trag od projekcije ¢. Dobivamo:

. 1 1
m = dimVY = Tr(yp) X Tr(g) = @gEEGXV(g). (2.1)

n @geG
Uocimo, za sve ireducibilne reprezentacije V' izuzev trivijalne ireducibilne reprezentacije,
suma po svim g € G vrijednosti karaktera reprezentacije xy iznosi 0.

Koristec¢i ovo dolazimo do nove formule. Neka su V' i W reprezentacije od GG i neka na
Hom(V, W) reprezentacija od GG jednako definirana kao i u prvom poglavlju. Oznac¢imo s
Homg(V, W) sva preplitanjas V u .

Ako je V ireducibilna reprezentacija, tada prema Schurovoj lemi vrijedi da je dim Homg
(V, W) multiplicitet od V' u W. Sli¢no, ako je W ireducibilna reprezentacija, tada je
dimHomg (V, W) multiplicitet od W u V. U sluc¢aju da su V' i W ireducibilne reprezen-
tacije, imamo

1l,ako V=W
dimHomg(V,W) =< " axo (2.2)
0,ako V22 W.

Tada je, prema propoziciji 2.1.,[karakter X rom(v,w) reprezentacije Hom(V, W) = V*@W
dan formulom

XHom(V,W) (9) = Xv(g) : XW(Q)-

Sada, koriste¢i formulu (2.1]) u ovom slucaju, dobivamo

1
‘aggGXV(g) xwlg) = (2.3)

1, ako V=W
0,ako VZW

Oznacimo s C.(G) skup svih centralnih funkcija na grupi G. Definiramo skalarni produkt
na C.(G) kao

Posljedica formule (2.3)) je idudi teorem

Teorem 2.1. S obzirom na ranije navedeni skalarni produkt, karakteri ireducibilnih repre-
zentacija od G su ortonormirani.

Ortonormiranost tri ireducibilne reprezentacije od S3 moZemo iscitati iz tablice karaktera
koju imamo u Primjeru 2.1. Brojevi iznad svake klase konjugiranosti nam govore koliko
puta da brojimo vrijednosti tog stupca.
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Korolar 2.1. Broj ireducibilnih reprezentacija od G je manji ili jednak od broja klasa
konjugiranosti.

Uskoro ¢emo pokazati da ne postoje centralne funkcije razlicite od 0 ortogonalne na ka-
raktere reprezentacija, pa iz ove tvrdnje dobivamo da vrijedi jednakost u Korolaru 2.1..

Korolar 2.2. Svaka reprezentacija je jedinstveno odredena svojim karakterom.

Doista, ako je V = V" @ ... @ V7 (dekompozicija od V na direktnu sumu iredu-
cibilnih subreprezentacija), onda razliCite subreprezentacije V; imaju medusobno razlicite
karaktere. Tada je xyv = Xa;xv; te su svi yy, linearno nezavisni.

(2

Korolar 2.3. Reprezentacija V' je ireducibilna ako i samo ako (xv, xv) = 1.

Nekaje V = VP @... @V ™ kao i ranije, tada vrijedi da je (yv, xv) = a?. Multiplicitet
a; mozemo izraCunati pomocu iduéeg korolara.

Korolar 2.4. Multiplicitet od a; od V; iz V' je skalarni produkt od v sa xv,, odnosno
a; = (Xv, Xv;)-

Dolazimo do joS nekoliko formula ako ranije navedena svojstva primijenimo na regularnu
reprezentaciju R od GG. Karakter reprezentacije R jednak je

0,ako g e
= 2.4
xnlg) {yG|,akog:e. 24

Mozemo uoditi da R nije ireducibilna ukoliko je G # {e}. Ukoliko vrijedi da je R =
@V;@‘”, gdje su V; medusobno razliCite ireducibilne reprezentacije, tada je

1 .
a; = (Xv;, Xr) = @X%(G) - |G| = dimV; (2.5)

Korolar 2.5. Svaka ireducibilna reprezentacija V' od G pojavijuje se u regularnoj repre-
zentaciji tocno dimV puta.

Ovo nas navodi na zakljucak da za svaku kona¢nu grupu postoji konaéno mnogo neizo-
morfnih ireducibilnih reprezentacija. Kao posljedicu ove tvrdnje imamo sljede¢u formulu

|G| = dim(R) = Sdim(V;)?. (2.6)

Primjenjujuci ovo na vrijednost karaktera regularne reprezentacije dobivene na elementu
g € G gdje je g # e, dobivamo

0 = Xdim(V;) - xv.(g), ako g # e. (2.7)

PRIMJER 2.2.

Sjetimo se da je |S3| = 3! = 6 te da smo u|primjeru 2.1.| konstruirali tri ireducibilne neizo-
morfne reprezentacije od S3 dimenzija 1,11 2. Kako je 6 = 12 + 12 + 22, iz formule (2.6))
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slijedi da su to, do na izomorfizam, jedine ireducibilne reprezentacije simetri¢ne grupe Ss.

PRIMJER 2.3.

Ortogonalnost redova od tablice karaktera je ekvivalentna ortogonalnosti stupaca iste ta-
blice (pod pretpostavkom da imamo isti broj redaka i stupaca). Ovo nam govori sljedeée
(i) Za svaki g € G,

() — 161
Ex(9)x(9) = 55

gdje suma obuhvaca sve karaktere ireducibilnih reprezentacija, dok c¢(g) je broj elemenata
u klasi konjugiranosti od g.

(i1) Ako su g, h € G koji nisu medusobno konjugirani, tj. ne nalaze se u istoj klasi konju-
giranosti, tada vrijedi

Takoder, moZemo uoditi da za g = e, dolazimo do formula i 2.7).

U nastavku ovog poglavlja zavrSavamo analizu karaktera ireducibilnih reprezentacija kona-
¢nih grupa i definirat cemo opcCenitiju formulu za projekciju proizvoljne reprezentacije V'
na direktnu sumu faktora u V' koji su izomorfni danoj ireducibilnoj reprezentaciji. Glavna

ideja je generalizacija lendomorfizmal Umjesto da uzmemo srednju vrijednost po svim
elementima grupe (G, zanimat Ce nas koje linearne kombinacije endomorfizama g : V — V

su preplitanja? Odgovor na pitanje nam daje sljedeca propozicija.

Propozicija 2.3. Neka je o : G — C proizvoljna funkcija na grupi G. Za proizvoljnu
reprezentaciju V od G definiramo

Yav=2alg)-g:V =V, zasve g € G.
geG

Tada je ¢, v preplitanje za sve V' ako i samo ako je o centralna funkcija.

Dokaz. Ispisujemo sve uvjete koje ¢, v mora zadovoljavati da bi bio preplitanje i na kraju
¢emo do¢i do trazenog dokaza. Vrijedi da je

Pay(hv) = B alg)- g(hv)
= X a(hgh™') - hgh™'(hv).

geG

Zamijenjujemo hgh~' sa g, ¢ime dobivamo

W % alhgh™) - g(v))
= h(ggGa(g) -g(v)).

Ako je « centralna funkcija, gornja formula je jednaka
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h(@av (v))-

Dokazali samo da je ¢, v preplitanje za sve V' ako je « centralna funkcija.
Obrat se moZze dokazati tako da se, ukoliko « nije centralna funkcija, eksplicitno kons-
truira reprezentacija V' od G za koju ¢, v nije preplitanje.
|

Kao direktna posljedica prethodne propozicije, slijedi nam sljedeca propozicija

Propozicija 2.4. Broj ireducibilnih reprezentacija od G jednak je broju klasa konjugira-
nosti od G. Takoder, karakteri reprezentacija ine ortonormiranu bazu za C.(G).

Dokaz. Nekaje o : G — C centralna funkcija i (o, xy/) = 0 za sve ireducibilne reprezen-
tacije V. Zelimo pokazati da je tada v = 0. Promatramo endomorfizam

= X - g
Pa,v geGa(g) g:V =V

koji je ovako definiran. Prema Schurovoj lemi ¢, v = A-1iako je n = dimV/, tada vrijedi

A= % ' TT(QDa,V)

1
=iy

w2 (9)xv(9)
= ‘_Sj'(a7XV*) = 0.

Stoga je ¢,y = 0, odnosno vrijedi EGa(g) - g = 0 za sve reprezentacije V od G, pa ée
ge

to vrijediti i za regularnu reprezentaciju V' = R. U reprezetaciji R elementi {g € G},
koje moZemo promatrati i kao elemente od End(R), su linearno nezavisni. Tako su npr.
elementi {g(e)} takoder svi nezavisni. Zbog ovog slijedi da mora vrijediti a(g) = 0, za
sve g € G, §to smo i Zeljeli dokazati.

[
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3 REPREZENTACIJE SIMETRICNE GRUPE

3.1 Simetri¢na grupa

Ovaj dio poglavlja slijedi to¢ku 7.1 knjige [2]]. Neka je S # () neki skup. Definiramo
Perm(S) :={f: S — S| fjebijekcija}.

Neka je f : S — S bijekcija, tada postoji inverzna funkcija f~! : S — S koja je takoder
bijekcija.

Nadalje, za bilo koje funkcije f,g : S — S definirana je njihova kompozicija g o f :
S — S. Za tri funkcije f, g, h : S — S, vrijedi asocijativnost kompozicije, tj. ho(go f) =
(h o g) o f. Konacno, funkcija identiteta id = idg : S — S, id(x) = x, zasve x € S,
zadovoljava svojstvo f oid = id o f = f, za bilo koji f. Sve ovo navedeno nam govori da
je (Perm(S), o) grupa. Ta se grupa zove grupa permutacija, ili simetri¢na grupa skupa
S.

Posebno, ako je skup S konacan, moZemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da
je zapravo S = {1,2,...,n}. U tom slu¢aju standardno se permutacije f od S zapisuju u
obliku

f—< 1 2 ... n )
F) f@) o f))
Nadalje, grupu permutacija skupa {1, ..., n} ¢emo oznaCavati sa S,,. Takoder, permutacija

T € S, zove se transpozicija ako postoje 1 < i,j < n,i # jtakvidaje7(i) = j,7(j) =i
iT(k) =kzasvek #1,j.

NAPOMENA 3.1: Vrijede sljedece tvrdnje za simetriCne grupe

L.|S,| = n!
2. Grupa 5,, je generirana transpozicijama, tj. svaku se permutaciju o € .S,, mozZe napisati
kao kompoziciju o = 7, o ... o 7y, za neke transpozicije 7y, . . . , Tp.

3. Opcenito, grupa (Perm(S), o) nije komutativna.

3.2 Youngovi dijagrami

Prije nego Sto krenemo na djelovanje simetri¢ne grupe na Youngove dijagrame, ovdje ¢emo
definirati Sto tocno jesu Youngovi dijagrami. Sadrzaj obraden u ovoj tocki slijedi tocke 4.1
1 4.2 ¢lanka [8]].

Definicija 3.1. Particija brojan € N je svaki konac¢an niz A = (A1, Aa, ..., \x) prirodnih
brojeva takvih da ja A\ > Xo > ... > Ngin = AN + Xa+ ...+ M. Brojn = |A| je
vrijednost particije, a k = [(\) je duljina particije.

Tako na primjer broj 5 ima 7 particija, koje su (5), (4,1), (3,2),(3,1,1), (2,2,1),(2,1,1,1),
(1,1,1,1,1). Particije moZemo reprezentirati i pomoc¢u Youngovih dijagrama.

Y ) Y Y
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Definicija 3.2. Youngov dijagram je konacna kolekcija kvadratic¢a, poredanih s lijeva na
desno u redove te se broj kvadratica u redovima smanjuje odozgo prema dolje. Tako ce

particija A = (A1, Ay, ..., \x) imati k redova te Ce i-ti redak imati \; kvadrati¢a. Tada za
Youngov dijagram kaZemo da je oblika \.

[4.3,3,3,1] [#.3.2.1] [3.3] [3] [1.1.1]

I | II]IE

Slika 2: Primjeri Youngovih dijagrama

Definicija 3.3. Neka je \ particija broja n. Youngova tablica t oblika \ je dobivena
ispunjujuci kvadratice Youngova dijagrama oblika \ brojevima 1,2, ... n gdje se svaki
broj pojavljuje to¢no jedanput. U ovom slucaju kaZemo da je t \-tablica.

(2,2) (2,1,1) (1,1,1,1)

w
.
o
.
w

ES BT
N

l1|2|3|4| 12I3| ll|4| 13|4|

Slika 3: Primjeri Youngovih tablica

Definicija 3.4. Standardna tablica je Youngova tablica Cije vrijednosti se povecavaju kroz
svaki red s lijeva na desno i svaki stupac odozgo prema dolje.

11214|7|8
3|5|6]9
10

Slika 4: Primjer standardne tablice particije A = (5,4, 1)

Za gornji Youngov dijagram definirat ¢emo grupu stupaca, koja je zapravo lista svih vrijed-
nosti Youngove tablice zapisane od donjih prema gornjim vrijednostim, tako da idemo po
stupcima s lijeva na desno. Tako grupa stupaca za nasu Youngovu tablicu je (10315264978).
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3.3 Djelovanje simetri¢ne grupe na Youngove tablice

Ova tocka usko slijedi tocku 7.1 knjige [2] i to¢ku 4.3 ¢lanka [8].

U ovom poglavlju ¢emo opisati kako simetri¢na grupa .S,, djeluje na Youngove dija-
grame enumerirane brojevima 1, 2, ..., n bez ponavljanja te ¢emo dokazati osnovnu kom-
binatornu lemu koju ¢emo koristiti u nastavku ovog poglavlja.

Kroz ovo poglavlje ¢e T'i T" oznaCavati enumeracije Youngovog dijagrama sa n kva-
drati¢a sa brojevima {1,2,...,n} bez ponavljanja. Njih éemo u nastavku kratko zvati
enumeriranim Youngovim dijagramima, tj. enumeracijama Youngovih dijagrama. Sime-
tricna grupa .S,, djeluje na enumerirani Youngov dijagram 7', tako da za svakio € S,, 0 - T
je enumerirani Youngov dijagram u kojem se o(7) nalazi u istom kvadrati¢u u kojem se
u 7T nalazi ¢. Za numeriranje 7' imamo podgrupu R(7") od S, koju ¢emo zvati grupom
redaka od 7', koja sadrZi one permutacije koje permutiraju vrijednosti svakog retka. Ako
jeA = (A > ... > M\ > 0) particija od T, onda je R(T) produkt simetri¢nih grupa
S, X ... x Sy,. Takvu podgrupu od S,, obi¢no nazivamo Youngova podgrupa. Na slican
nacin mozemo definirati grupu stupaca C'(T') koja se sastoji od permutacija stupaca od 7T'.
Za ove grupe vrijede sljedece jednakosti:

(WR(o-T)=0-R(T) -0~

(2)C(o-T)=0-C(T) o7 L.

PRIMJER 3.1.
U ovom primjeru prikazat ¢emo djelovanje simetri¢ne grupe S, na enumerirani Youngov
dijagram 7'. Neka je T' Youngov dijagram enumeriran na sljedeci nacin

2134
1}

ineka o € S, permutacija 0 = (3421). Tada enumerirani Youngov dijagram o - T glasi

2(1)

4
3]

Definicija 3.5. Neka su \ i X particije broja n, takve da vrijedi A\ > Mo > ... 1 N} >
A, > ... Za particiju X kaZemo da je dominirajuéa prema particiji ' ako je

Mt F NN+ F N, zasvek > 1

i tada pisemo \ > N. Ukoliko vrijedi stroga nejednakost za sve k > 1, tada kaZemo da je
A strogo dominirajuéa prema X' i pisemo \r> N
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Sljedeca lema je jedna od osnovnih tvrdnji koje koristimo u teoriji reprezentacija simetri¢ne
grupe.

Lema 3.1. Neka su T i T' enumeracije Youngovih dijagrama oblika \ i N'. Pretpostavimo
da \ nije strogo dominiraju¢a prema \'. Tada vrijedi tocno jedna od sljedecih tvrdnji:

(i) Postoje dva cijela broja koja se pojavljuju u istom retku od T" i u istom stupcu od T.
(ii) A = N i postoje nekip' € R(T") iq € C(T) takvidap - T' = q-T.

Dokaz. Pretpostavimo da (i) ne vrijedi. Vrijednosti prvog retka od 7" moraju se pojaviti u
razli¢itim stupcima od 7', pa postoji ¢; € C(T') takav da se te vrijednosti pojave u prvom
retku od ¢; - T'. Vrijednosti od drugog retka od 7" moraju se pojaviti u razli¢itim stupcima
od T, pa tako postoji g2 € C(q; - T) = C(T), koja neCe pomicati vrijednosti jednake
onima iz prvog retka od 7", tako da se sve te vrijednosti sada pojave u prva dva retka od
G2 - ¢1 - T. Ponavljamo ovaj postupak i dobivamo ¢, ..., q; u C(T') takve da vrijednosti
prvih k redaka od 7" se pojave u prvih k redakaod g - ... -q1-T. Tiqy ... q - T imaju
iste oblike pa slijedi da vrijedi \] + ... + A, < A + ...+ A4 Ovo je istinito za sve k, pa
slijedi da je \ < \.

Kako smo pretpostavili da A nije strogo dominiraju¢a od )\, dobivamo A = )\

Uzimajuéi da je k broj redakaod N\ig = ¢ - ... - q;, mozemo uocitida ¢ - 71 T’ imaju
iste vrijednosti u svakom retku. Stoga postoji p’ € R(T") takav da vrijedip’-T" = ¢-7. A

Definicija 3.6. Neka je A\ = (A, ..., \y,) particija broja n. Tada za enumerirani Youngov
dijagram particije \ kaZemo da je oblika )\. KaZemo da je oblik )\ veci ili jednak od oblika
X ako vrijedi da je \; > X, za sve i > 1. Takoder, ako je \; > X, za sve i > 1, tada kaZemo
da oblik \ dominira oblik \ .

Definiramo linearni uredaj na nizu svih enumeracija Youngovih dijagrama sa n kvadratica,
tako da piSemo 7" > T ako vrijedi jedno od sljedeceg:

1) oblik od 7" je veci od oblika od 7" u smislu definicije 3.6.

2) T" i T imaju isti oblik i najveéa vrijednost koja se nalazi u razli¢itim kvadrati¢ima od
ove dvije enumeracije se pojavi ranije u grupi stupaca od 7" nego u grupi stupca od 7.

12 |4 1|2 |3
s | 5 4|5

<
6 | 7 6 | 7

Slika 7: Usporedba dvije Youngove tablice s grupama stupaca (6317524) i (6417523)

Vazno svojstvno ovog uredaja, koje slijedi iz definicije, jest da ako je I' standardna tablica,
tada zasvakip € R(T)iq € C(T),

p-T>T i ¢ T<T. (3.1)
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Zaista, najveca vrijednost od 7" pomaknut za p ée se pomaknuti u lijevo, dok najvecéa vri-
jednost od 1" pomaknut za ¢ se pomice prema gore.

Korolar 3.1. Ako suT" i T standardne Youngove tablice sa svojstvom T" > T, onda postoji
par cijelih brojeva u istom retku od T" i u istom stupcu od T.

Dokaz. Znamo da T" > T pa oblik od 7" ne moze dominirati oblik od 7”. Pretpostavimo
da ne postoji takav par cijelih brojeva. Tada se nalazimo u slu¢aju (ii) prethodno dokazane
leme p' - T" = q-T. T i T su Youngove tablice, pa prema (3.I) imamo ¢ - 7" < T'i
p' - T" > T, ato je u kontradikciji s pretpostavkom 7" > T'. |

3.4 Spechtovi moduli

U ovoj tocki poglavlja slijedimo tocku 7.2 knjige [2]] i tocke 4.4 i 4.6 Clanka [8]]. Kroz ovu
tocku promatrat cemo kompleksne reprezentacije grupa.
Neka su 7" i T" dvije enumeracije Youngovog dijagrama oblika . Tada kazemo da su 7'
i T" ekvivalentni po redovima, oznaka 7" ~ T, ako svi odgovarajuéi redovi od 7" i T”
sadrZe jednake elemente. Tabloid oblika A je klasa ekvivalencija enumeracija Youngovih
dijagrama i oznaCavamo ju s {T'} = {T'|T" ~ T}. Vrijedi da je {T"} = {T'} kada
T' =p-Tzanekip e R(T).

Tabloide obi¢no crtamo tako da uklonimo vertikalne linije izmedu kvadratica, naglaSav-
ajuci da je samo sadrzaj svakog retka bitan.

7]

L
75

L |

7 T
5 #
3

b L =
Ul O =~
b O =
Ol | 3
b O =
O B3| =
af Q| =1

Slika 8: Primjer jednakih i razlicitih tabloida

Simetri¢na grupa S,, djeluje na nizu tabloida prema formuli:
o-{T}={0-T}.
Neka A = C[S,] oznacava grupovni prsten od S,,, koji sadrzi sve kompleksne linearne

kombinacije Yz, 0 pri ¢emu je mnoZenje definirano kompozicijom permutacija iz S,,. Neka
imamo neku enumeraciju 7" Youngovog dijagrama od n kvadratiéa (sa cijelim brojevima

1,2,...,n bez ponavljanja), definiramo elemente ar i by u A formulama
or= 2P 1 r= 3 (T)sgn(q)q (3.2)

gdje sgn(q) oznatava predznak od ¢. Ovi elementi i produkt ¢z = by -ar se zovu Youngovi
simetrizatori.

NAPOMENA 3.2:
a)Zap € R(T)iq € C(T) vrijedi da je

27



p-ar=ar-p i q-br =br-q=sgn(q)br.
b) Vrijedida je ap - ar = #R(T) ~aribp by = #C’(T) - by

Zelimo pronaéi jednu ireducibilnu reprezentaciju za svaku klasu konjugiranosti u S,.
Klase konjugiranosti odgovaraju particijama A broja n. Klasa konjugiranosti C'(\) sadrzi
permutacije koje kada rastavimo na cikluse, dobivamo cikluse duljina Ay, Ao, ..., Ak, gdje
jed=(A\ =X >... >\ >0).

Definiramo M* kao kompleksni vektorski prostor sa bazom koja se sastoji od svih
tabloida {7'} oblika A, gdje je A particija broja n. S,, djeluje na skup tabloida, pa tako
djeluje onda i na M*, pretvarajuéi M* u lijevi A-modul. Za svaki enumerirani Youngov
dijagram 7" od )\ postoji element v u M* definiran formulom:

v = by - {T} . (T)sgn(Q){q } (3.3)
NAPOMENA 3.3: Zasve T'isve o € S, vrijedi da je o - vp = v,.7.

Lema 3.2. Neka su T i T' enumeracije oblika \ i N i pretpostavimo da \ nije strogo
dominantna u odnosu na X\'. Ukoliko postoji par cijelih brojeva u istom retku od T' i u
istom stupcu od T', onda je by - {T"} = 0. U slu¢aju da ne postoji takav par cijelih brojeva,
onda vrijedi by - {T"} = tor.

Dokaz. U slucaju kada postoji takav par cijelih brojeva, neka je ¢ transpozicija koja ih
permutira. Tada vrijedi by - t = —by, jer je t u grupi stupacaod 7', alit - {1} = {T"} jer
je t u grupi redaka od 7”. To nas dovodi do:
br AT} = br - (t-{T"}) = (br - 1) - {T"} = —=br - {T"}

pa vrijedi da je by - {T"} = 0.

U slucaju da ne postoji takav par cijelih brojeva, neka su p’ i ¢ kao u tvrdnji (ii)
3.1.|1z poglavlja 3.3.. Tada vrijedi:
br AT} =br - {p"-T'} =br - {q- T} = br - q-{T} = sgn(q)br - {T'} = sgn(q) - vr.

|

Pomocu korolara 3.1.| iz poglavlja 3.3. zaklju¢ujemo:

Korolar 3.2. Neka su T i T' standardne Youngove tablice sa svojstvom T' > T, tada
vrijedi da je by - {T"} = 0.

Definiramo Spechtov modul S* kao potprostor od M* razapet elementima vy, dok T pro-

lazi svim enumeracijama oblika \. 1z slijedi da je S* invarijantan na S,,, tj.
da je on A-podmodul od M?. Slijedi da je S* = A - vy za bilo koju standardnu Youngovu

tablicu 7.

NAPOMENA 3.4: Za A = (n), S™ je trivijalna reprezentacija od S,,, za A = (17), S1")
je alternirajuca reprezentacija od 5,,. U slucaju n = 3 te dvije repezentacije smo ve¢ vidjeli

28



ufprimjeru 2.1.

Svi vy su razliditi od nula pa su moduli S* svi razli¢iti od 0. Moduli nisu u parovima
medusobno izomorfni. zajedno s [napomenom 3.2, nas dovodi do zakljucka da
za bilo koji enumerirani Youngov dijagram 7" oblika A imamo:

by - M> =bp - S* =C-vp # 0; (3.4)
by - MY =br-SY =0, ako ' > . (3.5)

Ove jednakosti impliciraju da je svaki S* ireducibilan. Ukoliko S* = V @ W, tada je
C-vp=0bp-S*=0bp-V @®bp-W paV ili W mora sadrzavati vp. U sluaju da V sadrzi
vp,tadaje SA = A-vp = V.

Time smo dosli do ireducibilne reprezentacije za svaku particiju od n. PoSto postoji
jednak broj particija broja n i klasa konjugiranosti u .S, i, prema [propoziciji 2.4.| broj klasa
konjugiranosti je jednak broju ireducibilnih reprezentacija, to su onda sve ireducibilne re-
prezentacije. To ujedno i dokazuje sljedeci teorem:

Teorem 3.1. Za svaku particiju A od n, S* je ireducibilna reprezentacija od S,. Svaka
ireducibilna reprezentacija od S, je izomorfna tocno jednom S>.

Lema 3.3. Neka je O : M» — M preplitanje reprezentacija od S,. Ako S nije sadrZan
u jezgri od 9, tada vrijedi da je N < \.

Dokaz. Neka je T enumeracija od A. Jer vy nije u jezgri od ¥, vrijedi da je by - ¥({T'}) =
Y(vr) # 0. Stoga, postoji enumeracija 77 od )\ takva da je by - {T"} # 0. Ukoliko \ # N
i A ne dominira )\, tada smo u slucaju (i) od pa dobivamo kontradikciju s
B2 [

Korolar 3.3. Postoje nenegativni cijeli brojevi k), za v > \ takvi da:

M* = S g @ (SV)%k,
>
Dokaz. Za svaki v, neka je k,, multiplicitet ireducibilne reprezentacije S” u rastavu od
M*. Uzimajuéi proizvoljni enumerirani Youngov dijagram T oblika ) i koriste¢i jednakost
(3.4) dokazimo da je k), = 1. Postoji projekcija sa M na S” jer je svaki S” sadrzan u
MY . Pretpostavimo da se S” pojavljuje i u rastavu od M*. Tada je kompozicija projekcije
MY — S i ulaganja S” u M* preplitanje M” — M?* koje ne sadrzi S” u svojoj jezgri. Iz
slijedi da je A < v, §to zavrSava na§ dokaz. |

Teorem 3.2. Elementi vr, gdje T ide po svim standardnim tablicama oblika )\, ¢ine bazu
za S,

Dokaz. Element vy je linearna kombinacija od {1} (sa koeficijentom 1) i elemenata {q-T'}
za q € C(T) (sakoeficijentima +1).

Uzmimo u obzir da je ¢ - T' < T', za svaki netrivijalni element ¢q. Lagano se dokaze da
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su elementi vy linearno nezavisni promatraju¢i maksimalni 7" koji ima koeficijent razli¢it
od 0 u izrazu Yxpvp = 0. Ovo nam pokazuje da je dimenzija od S* veéa ili jednaka broju
f* standardnih tablica oblika \.

Cinjenicu da ovi elementi razapinju S* moZemo dokazati iz toga da je suma kvadrata
dimenzija ireducibilnih reprezentacija jednaka redu grupe:

n! = %\](dim(S)‘))2 > %\3(]”)2 = n!

gdje nam posljednja jednakost slijedi iz Robinsonove jednakosti, ¢iji se dokaz moZe pronaci
u tocki 4.3 knjige [2]. Slijedi da je dim(S*) = f*, za sve ), $to dokazuje da elementi vy
moraju razapinjati S*. |

Zato jer je M reprezentacija pridruzena djelovanju od S,, na skup tabloida, trag elementa
Y od S, jednak je broju tabloida koji su fiksirani s ©J. Ukoliko napiSemo ¢ kao produkt
ciklusa, neki tabloid je fiksiran upravo ako se elementi svakog ciklusa pojave u istom retku
tabloida. Broj takvih tabloida moZemo iskazati na sljede¢i nacin. Neka je ) u klasi konju-
giranosti C'(x) i neka je m, multiplicitet cijelog broja ¢ u . Neka je r(p, ¢) broj ciklusa
duljine ¢ ¢iji elementi se nalaze u p-tom retku tabloida. Stoga broj tabloida fiksiranih s ¢
je:

n mg!
(%) 2 1 st

gdje suma ide po svim matricama (r(p, ¢))1
ljavaju:

» nenegativnih cijelih brojeva, koji zadovo-

-----

r(p,1)+2r(p,2) +3r(p,3) + ... +nr(p,n) = A\p, 7(L,q) +7(2,¢) + ... +7(n, q) = my.
Sada za bilo koji ¢ imamo binomnu formulu:

m mg! r(1, r(n,
(I({ oot 1’%) = Z r(l,Q)!-..fI-r(n,Q)!m({ . coo T ( Q)’

gdje suma ide po svim n-torkama (7 (p, ¢))1<pq<n takvim da je > r(p, q) = m,.
p

Broj |(*)|je onda koeficijent od 2* = 27" - ... - z\* u polinomu
pu(T1, .. xn) = H(:v(f + .o xd)me. (3.6)
q=1

Ovime smo dokazali:

Propozicija 3.1. Vrijednost karaktera reprezentacije M* na klasi konjugiranosti C(u) je
jednaka koeficijentu od x* u polinomu (3.6)
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Popis slika

(1 Komutativni dijagram| . . . . . . . ... ... ... . 10
[2 Primjer1 Youngovih dyjagramal . . . . . . ... ... oo 24
[3 Primjer1 Youngovih tablica| . . . . . ... ... ... ... .. ... 24
¥ Primjer standardne tablice particije A = (5,4, 1)[. . . . .. ... ... .. 24
[5 Enumeracija Youngovog dijagrama /| . . . . . ... ... ... ..... 25
(] Enumeracija Youngovog dijjagramao -7, . . . . . .. ... L. 25
[7  Usporedba dvije Youngove tablice s grupama stupaca (6317524) 1 (6417523)| 26
(8 Primjer jednakih 1 razlicitih tabloida] . . . . . . . ... ..o 000 27
Popis tablica
(1 Tablica karakteraza S| . . . . . . . . .. . oo 18

slika 2 preuzeta sa stranice https://stackoverflow.com/questions/1570
5001 /programming—-for—-young—-tableaux (08.09.2020.)

slika 3 preuzeta sa stranice https://www.researchgate.net/figure/Stan
dard\-Young-tableaux-of-size-n-4_fig2_260678759/(12.09.2020.)

slika 4 preuzeta sa stranice https://en.wikipedia.org/wiki/Young_table
au (12.09.2020.)

slika 7 preuzeta sa stranice https://www.researchgate.net/figure/aExa
mple-of—-a-Young-tableau-a3-2-2-bIntegers-di-N-that-enter-t
he-numerator—-of_fi1g4_265015099 (03.09.2021.)

slika 8 preuzeta iz tocke 4.3 ¢lanka [8]]
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https://stackoverflow.com/questions/15705001/programming-for-young-tableaux
https://stackoverflow.com/questions/15705001/programming-for-young-tableaux
https://www.researchgate.net/figure/Standard\-Young-tableaux-of-size-n-4_fig2_260678759
https://www.researchgate.net/figure/Standard\-Young-tableaux-of-size-n-4_fig2_260678759
https://en.wikipedia.org/wiki/Young_tableau
https://en.wikipedia.org/wiki/Young_tableau
https://www.researchgate.net/figure/aExample-of-a-Young-tableau-a3-2-2-bIntegers-di-N-that-enter-the-numerator-of_fig4_265015099
https://www.researchgate.net/figure/aExample-of-a-Young-tableau-a3-2-2-bIntegers-di-N-that-enter-the-numerator-of_fig4_265015099
https://www.researchgate.net/figure/aExample-of-a-Young-tableau-a3-2-2-bIntegers-di-N-that-enter-the-numerator-of_fig4_265015099
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SAZETAK

Glavni cilj ovog rada bio je prouciti reprezentacije simetri¢ne grupe i njihovo djelovanje
na Youngove tablice. U prva dva poglavlja definirali smo pojam tenzorskog produkta i
naveli nekoliko svojstava koja tenzorski produkt zadovoljava. Prezentirali smo Sto je re-
prezentacija grupe te koja su njezina obiljeZja. Nakratko smo pribliZili Schurovu lemu 1
objasnili njezin znacaj za reprezentacije grupa. Definirali smo karakter reprezentacije i Sto
je centralna funkcija te ih detaljno proucili za reprezentacije konacne grupe. Definicije 1
rezultati iz ova dva poglavlja bili su nam potrebni da bismo mogli prouciti reprezentacije
simetri¢ne grupe.

Nakon toga, u treCem poglavlju smo preusmyjerili fokus na reprezentacije simetri¢ne
grupe, definirali Youngove dijagrame te uveli i analizirali djelovanje simetricne grupe na
Youngove tablice. Predstavili smo Spechtove module i kroz nekoliko propozicija objasnili
njihovu vezu s teorijom reprezentacija. U ovom poglavlju smo predstavili glavne pojmove,
konstrukcije i rezultate koji su nam bili potrebni da definiramo i1 prou¢imo djelovanje si-
metri¢ne grupe na Youngove tablice, Sto smo Zeljeli prezentirati ovim radom.
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SUMMARY

The main goal of this thesis was to study representations of the symmetric groups and their
action on Young tableaux. In the first two chapters of the thesis, we define tensor products
and recall some of their properties. We introduced the notion of representation of a group
and we presented its properties. We took a closer look at Schur’s lemma and explained its
connection with group representations. Finally, we defined the character of representation
and class functions on a group, and we investigated closely these notions in the case of
finite groups. The definitions and results from these two chapters present important tools
for studying representations of symmetric groups.

In the third chapter we turned our focus on representations of symmetric groups, we
defined Young diagrams and introduced and analyzed the action of symmetric groups on
Young tableaux. We presented the notion of the Specht module and through several pro-
positions explained its connection with representation theory. In this chapter, we presented
main concepts, constructions, and results that were necessary to define and investigate the
action of a symmetric group on Young tableaux, which was the main goal of this thesis.
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