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Uvod

U ovom radu uvest ¢emo pojmove Rieszove baze, baznog okvira i priblizno Rieszove
baze i dati pregled nekih od najvaznijih rezultata koji ih povezuju.

Teorija baznih okvira nalazi brojne primjene u raznim podruc¢jima matematike i
inzenjerstva kao Sto su teorija operatora, teorija uzorkovanja, teorija vali¢a, kodira-
nje, rekonstrukcija signala i drugo. Pojam baznih okvira uveli su Duffin i Schaeffer
1952. godine u sklopu svog rada na neharmonijskim Fourierovim redovima [3], ali je
popularnost stekao tek pola stoljeca kasnije, uvelike zahvaljujuci radu I. Daubechies,
A. Grossmanna i Y. Meyera.

U prvom poglavlju prisjetit ¢emo se osnovnih rezultata teorije normiranih prostora
na koje se oslanjaju ostala poglavlja i rezultati. U prvom dijelu poglavlja bez dokaza
navodimo osnovne rezultate u vezi pojmova neprekidnosti i ograni¢enosti operatora,
apsolutne i bezuvjetne konvergencije redova te ortonormiranog, fundamentalnog i
maksimalnog niza u Hilbertovom prostoru. U drugom i tre¢em dijelu uvodimo pojam
Rieszove baze i Besselovog niza koje obradujemo na nesto detaljniji nacin.

U drugom poglavlju definiramo jedan od klju¢nih pojmova rada - bazni okvir.
Bavimo se svojstvima baznih okvira i dajemo neke karakterizacije.

U tre¢em poglavlju uvodimo pojam priblizno Rieszove baze i trazimo poveznicu
s pojmovima beselskog baznog okvira i bezuvjetnog baznog okvira.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi normiranih
prostora

1.1 Normirani prostori. Bezuvjetna
konvergencija

U ovom dijelu dajemo pregled osnovnih pojmova i rezultata o normiranim prostorima,
koje koristimo u kasnijim poglavljima.

Definicija 1.1.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
I|IIl : X — R sa sljedeéim svojstvima:

(a) ||z]| > 0,Vx € X;
(b) ||z|| =0 < x = 0;
(c) |lax|| = |a|||z]|, Yo € F, Vo € X;
(d) |z +yll < =l + llyll, Yo,y € X.
Uredeni par (X, ||-||) naziva se normiran prostor.

Definicija 1.1.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je pres-
likavange (-,-) : X x X — F sa sljedeéim svojstvima:

(a) (x,z) >0, Vz e X;
(b) (x,z) =0< x=0;
(c) {ar,y) = afr,y), Va € F, Vo, y € X;
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(d) <ZL‘1 + 1'2,y> = <ZL‘1,y> + <l’2,y>, Vl'l,l‘g,y € X:'
(6) <$,y> :<y7—$>'

Uredeni par (X, (-,-)) zovemo unitaran prostor.

Definicija 1.1.3. Neka su X @'Y normirani prostori i f : X — Y.
Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki xg € X ako

Ve>0 30>0 tako da ||z — x| <0=|f(z)— flzo)] <e.

Funkcija f je neprekidna na skupu S C X ako je neprekidna u svakoj tocki xo € X.
Kazemo da je f uniformno neprekidna na skupu S C X ako vrijedi

Ve>0 36>0 tako da w1,29€ S, ||x1 — 22| <= ||f(z1) — f(z2)|| <e.

Definicija 1.1.4. Neka je (), niz u normiranom prostoru X.
Kazemo da niz (z,), konvergira prema x € X i piSemo x = lim,,_,o, x,, ako

Ve>0 dnpeN takav da no<n=|z,—z|] <e.
Kazemo da je niz (x,), Cauchyjev ako
Ve >0 3ngeN takav da nog<m,n= |z, —z,| <e.

Definicija 1.1.5. KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u
njemu konvergira. Potpun normiran prostor zove se jos i Banachov prostor. Potpun
unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.

Definicija 1.1.6. Neka su X 1Y normirani prostori. KaZemo da je linearan operator
A X = Y ogranicen ako postoji M > 0 takav da vrijedi ||Az|| < M|z||, Yz € X.
Skup svih ogranicenih operatora oznacavamo s B(X,Y). Ako je X =Y, piSemo

B(X).

Propozicija 1.1.7. Neka su X 1Y normirani prostori 1 A : X — Y linearan opera-
tor. Sljedece su tvrdnje medusobno ekvivalentne:

(a) A je neprekidan u nekoj tocki xg € X;
(b) A je neprekidan na X ;
(c) A je uniformno neprekidan na X;

(d) A je ogranicen.
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Definicija 1.1.8. (> = {(2,), € F¥: 3% |z,|* < oo}.

Definicija 1.1.9. Neka je (z,) niz u normiranom prostoru X. KaZemo da red
> | @y, konvergira

(a) apsolutno, ako red > " ||z,|| konvergira u R,
(b) bezuvjetno, ako red " | To(m)y konvergira uw X za svaku permutaciju o od N.

Propozicija 1.1.10. Neka je (z,,), niz u Banachovom prostoru takav da red y | x,
konvergira apsolutno. Tada red Y > | x, konvergira u X 1 vrijedi

oo oo
> 7| < 3 _llwall
n=1 n=1

Ako je X mormiran prostor u kojem svaki apsolutno konvergentan red konvergira i
obicno, tada je X potpun, tj. Banachov prostor.

Teorem 1.1.11. Neka je (x,,), niz u Banachovom prostoru X. Ako red Y~ x,
konvergira apsolutno, onda konvergira i bezuvjetno.

Propozicija 1.1.12. Neka je (e,), ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H te
(Cn)n iz skalara. Red Y > | cpe, konvergira ako i samo ako je (c,), € ¢*. Nadalje,
red > 07 | cpen konvergira obicno ako i samo ako konvergira bezuvjetno.

Teorem 1.1.13. Za niz (x,), u Hilbertovom prostoru H vrijedi

[e.e] oo
an konvergira bezuvjetno = ZHJCnHQ < 00.

n=1 n=1

Teorem 1.1.14. Neka je (x,,), niz u Banachovom prostoru X. Sljedeée su tvrdnje
ekvivalentne:

(a) {x, :n € N} je sumabilna familija.

(b) >0, x, konvergira bezuvjetno.

(c) D02 Tpmy konvergira za svaki podniz (Tpm))n 0d (Tn)n.

(d) > enty konvergira za svaki izbor predznaka €, = £1.
(e) S0 Auxyn konvergira za svaki ogranicen niz skalara (A, )y.

(f) S0 | f(@n)| konvergira uniformno na zatvorenog jedinicnoj kugli u dualnom
prostoru X', tj. vrijedi imp oo sup{d> -~ v |f(zn)| : f € X', |If]| <1} =0.
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Korolar 1.1.15. Neka je (z,,), niz u normiranom prostoru X. Ako red Y | x,, ko-

nvergira bezuvjetno, onda za svaku permutaciju o od N vrijedi Y " | Ton) = D 0oy Tn.

Definicija 1.1.16. Ortonormiran niz (e,), je ortonormirana baza unitarnog prostora
X ako za svaki x € X postoji niz skalara (¢,), takav da

x:icnen. (1.1)
n=1

Napomena 1.1.17. (a) Ako unitaran prostor X ima ortonormiranu bazu (e )n,
X je separabilan.

(b) Ako unitaran prostor X ima ortonormiranu bazu (ey)n, konvergencija w (|1.1)
je bezuvjetna po Propoziciji|1.1.12

(c) Koeficijenti ¢, u (1.1) su jedinstveno odredeni za svaki x, tj. ¢, = (z,e,).

(d) Ako je (en)n ortonormiran niz u unitarnom prostoru X, tada svaki x € X
zadovoljava Besselovu nejednakost, 320 |(z, en)|* < ||z||?.

(e) U svakom separabilnom unitarnom prostoru X postoji ortonormiran fundamen-
talan niz (ey,),. Svaki ortonormiran skup u X je najvise prebrojiv.

Definicija 1.1.18. Neka je X normiran prostor. Niz (b,), u X je fundamentalan
ako razapinje qust potprostor u X, tj. ako vrijeds

span{b, : n € N} = X.

Definicija 1.1.19. Neka je X unitaran prostor. Niz (b,), uw X je maksimalan ako
za svaki x € X wvrijeds
xLb,,Vne N=x=0.

Definicija 1.1.20. Neka je X Banachov prostor i X' pripadni dualni prostor. KaZemo
da su nizovi (z,), 12 X i (an)n iz X' biortogonalni ako za sve m,n € N ovrijedi

Teorem 1.1.21. Neka je (ey), ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H. FEkui-
valentno je:

(a) (en)n je ortonormirana baza za H.
(b) (en)n je fundamentalan niz v H.

(¢) Vrigedi ||z||> = 32°°, |(z, e,)| za svakiz € H.

n=1
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(d) Vrigedi (z,y) =" (z,e,){en,y) za sve x,y € H.

(e) (en)n je maksimalan niz u H.

Ako je H samo unitaran, vrijedi (a) < (b) < (¢) < (d) = (e). Posebno, za-
kljucujemo da svaki separabilan unitaran prostor ima ortonormiranu bazu.

1.2 Topoloske i Reiszove baze

Definicija 1.2.1. Niz (x,), je (topoloska) baza normiranog prostora X ako za svaki
x iz X postoji jedinstven niz skalara (a,(x)), takav da

xr = Zan(aj)mn. (1.2)

Napomena 1.2.2. Neka je (x,), baza mormiranog prostora X. Za svaki n € N
promatramo preslikavanje a, : X — F definirano s © — a,(z), gdje je an(x) n-ti
koeficijent u rastavu (1.2)). Zbog jedinstvenosti rastava, a,, su linearni funkcionali.
Ponekad pisemo ((Ty)n, (an)n) kako bismo naveli bazu skupa s ovim pripadnim
nizom funkcionala.
Uoc¢imo, an,(x,) = 0 za sve m # n i a,(x,) = 1, tj. za sve m,n € N imamo
U (X)) = O, PO SU (ay)n @ (x4,)n biortogonalni.

Definicija 1.2.3. Neka je (x,), baza normiranog prostora X. KaZemo da je (z,),
(a) bezuvjetna baza ako red (1.2)) konvergira bezuvjetno za svaki x iz X.
(b) ogranicena baza ako vrijedi 0 < inf,||x,| < sup,||z.| < co.

Teorem 1.2.4. Neka je ((x,)n, (an)n) baza Banachovog prostora X. Za svakin € N,
funkcional a, je neprekidan (za ovakvu bazu kaZemo da je Schauderova). Stovise,
funkcionali a,, n € N, zadovoljavaju nejednakosti

gdje je C = supy|Sy|l, a Sy : X — X operator definiran s Sy(z) = S°N_| an (@),
n € N.

Dokaz. Prvo pokazimo da je C' dobro definiran, tj. supy||Sy| < oo. Definirajmo

prostor
Y = {(cn)n : Z cn, Kkonvergira u X}

n=1
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s polunormom
N

E CnTn

n=1

[I(en)nlly = sup
N

te operator S : Y — X sa S((cp)n) = Doy Cny za koji se moze pokazati da je

bijektivan ogranicen linearan operator ¢iji je inverz S™! : X — Y takoder ogranicen
operator (vidi [2], Propozicija 1.2.5). Sada imamo

Z an(x)z

= [(an(@))ally = 1S 2lly < IS - ],

sup|| Sy (2)|| = sup
N N

pa je i
supl| x| < 157 < oo,

Uzmimo x € X i n € N. Vrijedi

|an(@)] - [J2nl] = [lan ()2,

n
= E ak( 9514—5 Gk
k=1

n n—1
< Zak(x + Zak
k= k=1

[1Sn ( M+ 1Sn-1 ()] < 2C] ||

2C
= o) < pglel [ sup

[lzf|=1
2C
= el <
n
S druge strane, imamo 1 = a,(z,) = |an(z,)| < ||an||||zn||- O

Definicija 1.2.5. Neka su X 1Y Banachovi prostori. KaZemo da je baza (x,), za
X ekvivalentna bazi (Yn)n za'Y i pisemo () ~ (Yn)n ako postoji bijektivan operator
A e B(X,Y) takav da za svakin € N vrijedi y,, = Ax,,.

Propozicija 1.2.6. Neka je (x,), niz u Banachovom prostoru X . Sljedeée su tvrdnje
ekvivalentne:

(a) (x,), je bezuvjetna baza za X .
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(b) (To(n))n je baza za svaku permutaciju o od N.

Dokaz. (a) = (b) Neka vrijedi (a). Neka je o proizvoljna permutacija i * € X.
Red z = > 7 a,(x)x, konvergira bezuvjetno, pa prema Korolaru vrijedi
T =" U(n)(T)To(m). Moramo pokazati da je ovaj rastav od x pomocu niza ()
jedinstven.

Pretpostavimo da za neki drugi niz skalara (c,), vrijedi z = > 7

vrijedi

n=1nTo(n)- Tada

aa(m)(x) = Gg(m) <Z Cnxa(n)> = Z Cnaa(m)(xo(n)) =Cm

n=1 n=1
jer su nizovi (), 1 (an), biortogonalni.

(b) = (a) Pretpostavimo da je (Z4(y)), baza za X za svaku permutaciju o. Neka
je (an)n niz funkcionala pridruzen bazi (x,),. Pokazimo da za svaki x € X izraz
= Y, ay(x)z, konvergira bezuvjetno. Za fiksnu permutaciju o, niz (om))n je
baza, pa postoji jedinstven niz skalara (c,), takav da je x = >~ ¢, Zym). Dje-

lovanjem funkcionala aq(,) na ovaj izraz dobivamo ag(m)(x) = ¢,,. Prema tome,
T =) Cally = Yo Ue(n)(Z)Te(n) konvergira za svaku permutaciju o, §to znaci
daz=>"" a,(x)z, konvergira bezuvjetno. O

Teorem 1.2.7. Neka su (x,)n @ (Yn)n baze Banachovih prostora X 1Y, redom. Ek-
vivalentno je:

(a) (Tn)n ~ (Yn)n;

(b) >0, coxy konvergira uw X ako i samo ako Y~ | ¢y, konvergira u'Y .

Dokaz. (a) = (b) Neka je A € B(X,Y) bijektivan operator takav da za svaki n € N
vrijedi y, = Az,. Ako > 7, ¢,z, konvergira u X k z, zbog neprekidnosti od A
imamo da Y7, ¢, Az, konvergira k y = Az. Obrat slijedi analogno iz ogranic¢enosti
operatora A~

(b) = (a) Ozna¢imo s (ay,), 1 (by), nizove funkcionala pripadnih bazama (), i
(Yn)n- Za x € X imamo x = Y, a,(z)z,. Prema (b) dijelu, tada konvergira i red
> an(z)y,, pa mozemo definirati Az = > 7 a,(x)y,. Ovako definirano presli-

kavanje A : X — Y je dobro definirano zbog jedinstvenosti rastava x = > 7 | ¢, 2.
A je linearan operator i za svaki n oc¢ito vrijedi Az, = y,. Ako je Ax = 0, tj.
> an(2)y, = 0, zbog jedinstvenosti rastava 0 = Y >° , 0 - y,, imamo a,(z) = 0, za

svaki n pa je i = 0. Dakle, A je injektivan.

Sada promotrimo proizvoljan y € Y, y = > 7 b,(y)y,. S obzirom da vrijedi
(b), x = >>°°, by(y)z, je dobro definiran element u X. (z,), je baza pa zbog
jedinstvenosti rastava imamo b, (y) = a,(z) za sve n. Stoga je Ax =y, dakle A je i
surjektivan.
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Preostaje pokazati da je A ograni¢en operator. Za N € N definiramo Ay : X = Y
s An(z) = ij:l an(x)y,. Ay je neprekidan jer su svi funkcionali @, neprekidni po

Teoremu [1.2.4

N N N
AN @) = D an(@)yn| < D lan(@) lyall < 2l D llanll - ynll, Vo € X.
n=1 n=1 n=1

Kako Ay(z) = Az kad N — oo, niz (Ay(z))n je ogranicen i vrijedi

[Az]| < sup[|Ax(2)]| < oo, V2 € X.
N

Po principu uniformne ograni¢enosti (Teorem 5.3.2, [1]), slijedi supy||An|| < oc.

Slijedi
| Az|| < sup||lAyz| < (supllANII) ]]-
N N
O

Napomena 1.2.8. U Hilbertovom prostoru sve su ortonormirane baze ekvivalentne.
Naime, ako su (€,)n @ (fn)n ortonormirane baze za H, preslikavanje U : e, + fp,
n € N moZemo prosiriti do unitarnog operatora U € B(H).

Definicija 1.2.9. Niz (x,), u Hilbertovom prostoru H je Rieszova baza za H ako
postoji ortonormirana baza (ey,), za H i bijektivan operator T € B(H) takvi da vrijedi
T, = Te, za svaki n € N.

Napomena 1.2.10. Svaka Rieszova baza je ujedno i baza u topoloskom smislu.
Propozicija 1.2.11. Neka je H Hilbertov prostor. Vrijedi:

(a) Svaka Rieszova baza je bezuvjetna i ogranicena.

(b) Sve Rieszove baze za H su ekvivalentne.

(c) Ako je (z,)n Rieszova baza za H i S € B(H,K) bijekcija, tada je (Sx,)n
Rieszova baza za K.

Dokaz. (a) Neka je (z,), Rieszova baza za H. Po definiciji Rieszove baze, postoje
ONB (en)n za H i bijektivan ograni¢en operator T' takvi da T'e, = x,, za sve n.
Baza (e,), o€ito je ograniCena jer je |e,|| = 1,Vn, a prema Propoziciji je i
bezuvjetna. Baze (z,), i (€,), su ekvivalentne po operatoru T'. Jer je T ogranicen,
imamo ||z,|| < ||T|| - le.]| = ||T||, pa je i baza (x,), ograni¢ena. Prema Propoziciji
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1.1.12] (e,), je bezuvjetna jer je ONB, a prema Propoziciji [1.2.6] (z,) je bezuvjetna
jer je ekvivalentna (e;,)s,.

(b) Neka su (x,,), 1 (yn)n proizvoljne Rieszove baze za H te (e,) i (f,)n pripadne
ortonormirane baze takve da Te, = x, i Sf, = y,, za sve n. Definirajmo operator U
na bazi (e,), s Ue, = f,. Ovakav operator je unitaran i ogranic¢en pa je kompozicija
SUT~! invertibilan ograni¢en operator na H kao kompozicija takvih. Takoder, za
sve n vrijedi y, = SUT 'z, paje (2,)n ~ (Yn)n-

(c) Po definiciji, H ima ONB pa je separabilan (Napomena[l.1.17). Neka je (e,),
ONBza HiT € B(H) bijektivan operator takav da Te,, = x,,. Uo¢imo, Sz,, = STe,,
za sve n. Kako je S : H — K bijektivan i ogranicen, K je takoder separabilan i iste
dimenzije kao H. Dakle, postoji unitaran operator U € B(H, K). (Ue,), je ONB za
K ivrijedi Sz, = (STU*)(Ue,) pa je (Sx,), Rieszova baza za K. O

Lema 1.2.12. Neka su ((zn)n, (an)n) @ ((Yn)n, (bn)n) baze Hilbertovog prostora H.
Ako je (xn)n ~ (Yn)n, tada je i (ap)n ~ (by)n-

Dokaz. Prvo, zakljuéimo da su i ((an)n, (Tn)n) 1 ((Yn)n, (bn)n) baze za H (Korolar
1.2.21, [2]).

Ako je (zn)n ~ (Yn)n, postoji bijektivan operator S € B(H) takav da za sve n
vrijedi Sz, = y,. Operator S* takoder je bijektivan i za sve m,n € N imamo

<xm> S*bn> = <Sxmybn> = <ym7bn> = 5mn = <xm7an>-
(x,) je fundamentalan niz pa je S*b, = a, za sve n, tj. imamo (b,), ~ (a,),. O

Korolar 1.2.13. Neka je ((n)n, (Yn)n) baza Hilbertovog prostora H. Sljedeée su
tordnje ekvivalentne:

(a) (x,), je Rieszova baza;

(b) (yn)n je Rieszova baza;
(¢) (@a)n ~ (Yn)n-

Dokaz. Uocimo, svaka ONB je biortogonalna sama sebi, tj. vrijedi e,(en) = dpmn. Za
pripadni niz funkcionala (a,,),, vrijedi a,(€m) = dpmn. Vidimo da su nizovi (a, ), i (€n)n
biortogonalni bazi (e,),. Imamo (a, — €,)(en) = an(em) — en(em) = dmn — Omn = 0
za sve m i n. Niz (e,), je fundamentalan pa iz (a, — e,)(en) = 0, ¥m,n slijedi
a, — e, = 0 za sve n, tj. a, = e,. Stoga je niz funkcionala pridruzen ortonormiranoj
bazi ona sama.

(a) = (b),(c) Ako je (z,), Rieszova baza, po definiciji imamo neku ONB za
H ekvivalentnu s (x,),. Dakle, imamo baze ((z,)n, (Yn)n) 1 ((€n)n, (én)n) takve da
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(Zn)n ~ (€n)n, Pa po prethodnoj lemi vrijedi (yn)n ~ (€n)n. Stoga je (y,), takoder
Rieszova baza i vrijedi (z,)n ~ (Yn)n-

(b) = (a), (¢) Kao i ranije, zakljué¢ujemo da je i ((yn)n, (xn)n) baza za H pa je ova
tvrdnja analogna prvom dijelu dokaza.

(¢) = (a) Neka je S € B(H) bijektivan operator za koji imamo Sz, = yn, za sve
n. Kako je ((xy)n, (Yn)n) baza, za svaki  u H imamo

T = Z(xayn>xn - Z(xa S$n>xn
n=1 n=1
Slijedi
St = Z(w, Szp)Sx, 1 (Sz,x)= Z [, Sz,) | > 0.
n=1 n=1

Nadalje, lako se provjeri da vrijedi

(S, y) = [<s<x Fy)a ) — (S —y)a— gt

e

+i(S(z +1y),x + iy) —i(S(x —iy),z —iy)|.

Iz (Sx,z) > 0 znamo da je (Sz,z) € R pa mora vrijediti (Sx,z) = (z, Sz). Primije-
nimo li ovo na prethodnu relaciju, dobivamo

(z+y,S(x+y) —(r—y, Sz —y)+

| =

(Sz,y) =

+i(w + iy, S(x +iy)) —i(x — iy, S(x — iy))}
= (z, Sy).

Dakle, S je hermitski operator i vrijedi (Sz,z) > 0 pa je S pozitivno semidefinitan
-1
operator. I S~! je pozitivno definitan. Nadalje, imamo 577 = <S%) > 0. 92 je

hermitski pa za sve m i n vrijedi

(S%xm,S%xn) = (T, STpn) = (T, Yn) = Omn-
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Sada znamo da je (S2z,), ortonormiran niz, a kako je Sz bijektivan i (z,),
fundamentalan u H, slijedi da je (S22,), ONB za H (Teorem|1.1.21)). Dakle, (z,,), =
((S72)S22,), je Rieszova baza. O

Teorem 1.2.14. Neka je (x,), niz u Hilbertovom prostoru H. Sljedeée su tvrdnje
ekvivalentne:

(a) (x,)n je Rieszova baza za H.
(b) (zn)n je baza za H i za niz skalara (¢,), vrijedi
chxn konvergira <= (c,)n € (%

n=1

(c) (xn)n je fundamentalan niz uw H i postoje konstante A i B takve da

N 2 N
chmn §BZ|cn|2.
n=1 n=1

N
VN € N,Vey,c9,...,c8 € ]F,AZ|cn\2 <
n=1

(d) Postoji ekvivalentan skalarni produkt (-|-) na H takav da je (z,,), ortonormirana
baza za (H,(-]")).

Dokaz. (a) = (b) Pretpostavimo da vrijedi (a). Neka su (e,), ONBza HiT € B(H)
takvi da za sve n vrijedi T'e,, = x,,. Neka je (¢,), niz skalara. Po Teoremu red
> caxy, konvergira ako i samo ako red Y7, cpe, konvergira. S druge strane, po
Propoziciji red > ¢pe, konvergira ako i samo ako je (¢,), € 2.

(b) = (a) Neka je (x,), baza za H i (e,), ONB za H. Imamo da red )" 7 ¢,y
konvergira ako i samo ako red > 7 c,e, konvergira jer su po pretpostavci (b) i
Propoziciji obje konvergencije ekvivalentne s (c,), € ¢?. Sada po Teoremu
imamo (x,,)n ~ (€n)n, pa je (z,), Rieszova baza.

(a) = (d) Neka vrijedi (a) i neka su (e,), ONB za H i T € B(H) invertibilan
operator takvi da Te,, = z,. Definiramo skalarni produkt na H kao

(zly) = (T2, T'y), v,y € H.

Pripadna norma je dana s [|z|| = |77 'z|. Kako je T ogranicen i ogranicen
odozdo, norma |||-|| ekvivalentna je normi ||-||. Stoga je (x,), fundamentalan u odnosu
na ovu novu normu 1 imamo

(-rn|l‘m) = <T_1xn7T_1:L‘m> = <en7€m> = 6mn
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Prema Teoremu i dokazanom, (z,), je ONB za (H, (+|-)).
(d) = (c) Neka vrijedi (d). Neka su A i B konstante za koje vrijedi

2 2

Allz(® < [l«)1* < Bll«|I”, Vo € H. (1.3)

(n)n je ONB u odnosu na novi skalarni produkt (-|-), pa druga nejednakost u (|1.3)

povlaci da je (z,), fundamentalan u odnosu na originalnu normu ||-||. Odaberimo
N € N i proizvoljne skalare ¢y, co, ..., cy. Vrijedi

Tn

2 N N N
2
= E CnTn, E CnTn, :E len|”
n=1 n=1 n=1

U kombinaciji s (1.3) ovo daje trazenu nejednakost.
(¢) = (a) Neka vrijedi (c) i neka je (e,), neka ONB za H. Izaberimo x € H.

Vrijedi
o0
ern i |z|)? = Z\xen
n=1

Neka je M < N. Uzmlmocl:02:---:cM:0lcn:(x,en> zan=M-+1,M+
2,...,N. Prema (c) tada vrijedi

N
Z T, €en)T chxn <BZ|cn\ —BZ|xen
n=M-+1 M+1

Prema tome, red Y > | (z, e,)x, konvergira, pa za svaki x € H mozemo definirati
Sz = > > (x, en>xn S je ocito linearan operator - tvrdimo da je i ogranicen i
bijektivan.

Prema (c), uz N — oo, imamo

Al =AY z.ea)” < [1S2]* < BY [{w, ea)l” = Blal|*.

n=1

Dakle, S je ogranicen i ogranicen odozdo. Posebno, slika od S, Im S je zatvoren
potprostor u H. S druge strane, za svaki m imamo Se,, = x,, pa je Im S gust skup
u H. Dakle, S je bijektivan. Po definiciji, (x,), = (Sen)n je Rieszova baza za H. [

Korolar 1.2.15. Ako je (z,), Rieszova baza za Hilbertov prostor H, postoje kons-
tante A i B takve da

Allzl* <) e, za)* < Bllz|* ¥z € H. (1.4)
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Dokaz. Neka je (e,), ONB za H i T invertibilan ograni¢en operator takav da za svaki
n vrijedi z,, = Te,,. Imamo

ZI z,2,)[" = Z\ “z,e)|* = ||IT72]. (1.5)

Dakle, imamo
(0]

D Mz = 1T72))® < |ITIP2),

n=1
Stouz B = ||T||* daje drugu nejednakost u (1.4). T* je takoder invertibilan operator,
ogranicen i ograni¢en odozdo, pa imamo

lzll = (T~ T2l < (T - Il = 1T 1T,

£,
_ . _ 2
ol < T2 - 17"l = |72 - <Z|<$,xn>! > :
n=1
Stouz A = ﬁ daje prvu nejednakost u ((1.4)). O

1.3 Besselovi nizovi

Definicija 1.3.1. KaZemo da je niz (x,), u Hilbertovom prostoru H Besselov ako za

svaki x € H vrijeds
Z| T, Tp)| (1.6)
n=1

Lema 1.3.2. Ako je (x,) Besselov niz u Hilbertovom prostoru H, tada je preslikava-
nje U : H — (? definirano s Uz = ({x,z,)), ograni¢en linearan operator. Posebno,
postoji konstanta B > 0 takva da

> e, zn)? < Bllzl|® Vo € H. (1.7)

Dokaz. U je dobro definirano preslikavanje jer je (x,), Besselov niz pa vrijedi (1.6)).
U je ocito linearan operator. Pokazat ¢emo da U ima zatvoren graf pa ¢e po Teoremu
o zatvorenom grafu ([I], Teorem 6.1.7) vrijediti da je U ogranicen.

Neka yy —y € H i Uyy — (¢,)n € 2. Tada za svaki fiksan m imamo

lem — (yn, T |* < Z len — (s 2) 2 = [ (en)n — Uyn||> = 0 kad N — oo.
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Dakle, ¢;, = imy_oo(Yn, Tim) = (Y, ) za svaki m, pa je (cu)n = ((y,zn))n pa U
ima zatvoren graf. ]

Definicija 1.3.3. Operator U iz prethodne leme zovemo operatorom analize pri-
druzenom nizu (x,),. Njegov adjungirani operator U* € B(¢?, H) zovemo operatorom
sinteze. Konstantu B u (1.7)) zovemo Besselovom ogradom niza ().

Napomena 1.3.4. Uocimo da Besselova ograda nije jedinstvena: sve vrijednosti vece
od B takoder zadovoljavaju danu nejednakost. Najmanja vrijednost koja zadovoljava
ovu nejednakost jest |U|°.

Propozicija 1.3.5. Neka je (x,), Besselov niz u Hilbertovom prostoru H s opera-
torom analize U. Tada za svaki niz (¢,), u 02 red 22021 CnTyn konvergira bezuvjetno 1
operator sinteze U* dan je sa U*(¢p)n =D ooy Can. Posebno, ako je (ey,), kanonska
baza za (%, imamo U*e,, = x, pa za svaki n vrigedi ||z, || < ||U]|.

Dokaz. Neka je B Besselova ograda za (x,),. Uzmimo (c,), iz £>. Prema Teoremu

red Y 7 | ¢,, konvergira bezuvjetno ako i samo ako je familija {¢,z,, : n € N}

sumabilna, tj. hiperniz (3, p ¢n2n)rer Cauchyjev (vidi [1], Propozicija 3.1.5).
Neka je F' proizvoljan konacan podskup od N. Vrijedi

2 2
chl‘n = sup <chxn,y> : ||y|| =1
ner ner
2
= sup ch<mn7y> : ||y|| =1
neF

< sup { (igg Icnlz) <;|<wmy>l2> gl = 1}

< sup {BIIyIIQZ leal” : llyll = 1} =B el

neF ner

Kako red Y 7, |, |” konvergira apsolutno i bezuvjetno, prema Teoremu je hi-
perniz (ZneF |Cn’2)F€]: Cauchyjev. Sada slijedi po racunu gore da jei (Y, .p CnTn)rer
Cauchyjev.

Sada mozemo odrediti djelovanje operatora U*. Naime, za svakix € H i (c,), € (?

(@, U*(en)n) = Uz, (ca)n) = Y (@, 2)C = <x chxn> :

n=1
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O

Propozicija 1.3.6. Neka je (x,,), niz u Hilbertovom prostoru H takav da red . | ¢,y
konvergira za svaki (c,), iz £2. Tada je (), Besselov niz.

Dokaz. Definirajmo preslikavanje T : €2 — H s T(¢p)n = Doy . T je oCito
linearan operator. Za svaki N € N mozemo definirati i Ty € B(¢?, H) s Tx(cp)n =
ij:l Cny. Ocito, T je jaki limes niza (T)y. Po principu uniformne ograni¢enosti,

T je ograni¢en operator. Neka je |T|| = v/B. Za T* takoder vrijedi |T*|| = v/B.
Ako oznac¢imo kanonsku bazu od ¢ s (e,,),, imamo

(T*z,e,) = (x,Te,) = (x,x,), Yo € HVn € N.

Prema tome, za svaki « € H je T*x = ((z,x,)),. Dakle, za svaki x € H, niz
((z, 2,))n je niz u £2 pa vrijedi 0% (2, 2,)]* < 0. O

Napomena 1.3.7. Prethodni rezultati pokazuju sljedece: niz (x,), u Hilbertovom
prostoru H je Besselov ako i samo ako postoji ograniéen operator T € B(¢*, H) takav
da je Te, = x, za svakin € N, gdje je (e,), kanonska ONB za (*. U tom sluc¢aju, T
se poklapa s operatorom sinteze U* niza (xy,)n.

Dodatno, buduci da su sve ortonormirane baze separabilnog Hilbertovog prostora
ekvivalentne, zakljucujemo kako je niz (x,), v H Besselov ako i samo ako postoje Hil-
bertov prostor K, ortonormirana baza (f,), za K i ogranicen operator T € B(K, H)
takvi da za svaki n € N vrijedi T'f,, = x,,.



Poglavlje 2

Teorija baznih okvira

2.1 Osnovna svojstva baznih okvira

U ovom poglavlju uvodimo pojam baznog okvira, svojevrsnog poopcenja pojma baze
prostora, koje zadrzava rekonstrukcijsko svojstvo, ali pokazuje vecu fleksibilnost i
manju osjetljivost.

Definicija 2.1.1. KaZemo da je niz (z,), u Hilbertovom prostoru H bazni okvir za
H ako postoje pozitivne konstante A i B takve da vrijedi

Allel® <Y e,z < Bzl Vo € H. (2.1)
n=1

Konstante A © B s ovim svojstvom zovemo granicama baznog okvira.
Ako je A = B, kazemo da je okvir napet. Posebno, kazemo da je bazni okvir (x,)s,
Parsevalov ako je A= B =1, tj. imamo

Sl wa) P = l|z))?, Vo € H.

n=1

KazZemo da je bazni okvir egzaktan ako niz dobiven izostavljanjem bilo kojeg nje-
govog clana vise nije bazni okvir za H.

Napomena 2.1.2. (a) Granice baznih okvira nisu jedinstvene. Maksimalna vri-
jednost A i minimalna vrijednost B za koje je zadovoljeno svojstvo (2.1) zovu
se optimalne granice baznih okvira i oznacavamo ih s Aqp @ Bopt.

(b) Ako je (), bazni okvir, red Y00 |(x,x,)|* je apsolutno konvergentan red ne-
negativnih realnih brojeva, stoga je i bezuvjetno konvergentan. Slijedi da je svaka

17
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permutacija baznog okvira opet bazni okvir, pa za indeksni skup mozZemo uzeti
bilo koji prebrojiv skup (najéesée koristimo skup prirodnih brojeva).

Primjer 2.1.3. Neka je (e,), ONB za Hilbertov prostor H. Tada je niz

(a)
(b)
(¢)
(d)
(¢)
(f)

€1, €2, €3,... Parsevalov egzaktan bazni okvir za H;
e1,0,e9,0,e3,... Parsevalov neegzaktan bazni okvir za H ;
ey, €1, €2, €, ... napet (A = B = 2) neegzaktan bazni okvir za H;

2e1, €9,€3,€4,... egzaktan (A =1, B =2) bazni okvir za H;

e, \%62, \%62, \/Lgeg, %63, \/Lgeg, ... Parsevalov neegzaktan bazni okvir za H;
€1, %62, %63, ... ortogonalan i fundamentalan niz, ali ne i bazni okvir za H.

Napomena 2.1.4. (a) Svaki bazni okvir (x,), za H je fundamentalan niz u H.

(b)

(d)

Ovo slijedi iz ¢injenice da je H Hilbertov prostor i (x,), maksimalan, $to vidimo
iz prve nejednakosti v (2.1). Iz (f) dijela u prethodnom primjeru jasno je da
obrat ne vrijedi.

U nastavku promatramo samo separabilne Hilbertove prostore.

Za beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor ne postoji konacan fundamenta-
lan niz, pa ne moZe postojati ni konacan bazni okvir.

Konacan niz (z,) | bazni je okvir za konacnodimenzionalan Hilbertov prostor
H ako i samo ako je {x, : 1 <n < M} sustav izvodnica za H.

Dokaz. Jedan smjer slijedi, kao i ranije, iz ¢injenice da je svaki bazni okvir u
H ujedno i maksimalan.

Kako bismo pokazali obrat, pretpostavimo da konacan niz (z1, xs, ...,z ) ¢ini
sustav izvodnica za H. Tada mozemo definirati operator

U:H =T Uz = ((z,21), (z,23), ..., (2, 25)).

U je linearan i injektivan operator, stoga je Uy : H — Im U, Uyz = Ux inverti-
bilan i njegov inverz V : ImU — H je ogranicen. Odaberimo konstantu C' > 0
takvu da

IV(U)||* < CllUz||*, Yz € H
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Za A = % gornja nejednakost uz VUz = x daje
M
Aol <3 ), Y € H.
n=1

S druge strane, za svaki # € H uz B = 3. ||z,,||? takoder imamo

M M

2
S W) < 2l llzal® < Bz
n=1 n=1

]

Iz definicije baznog okvira, jasno je da je svaki bazni okvir ujedno i Besselov niz.
Zato je za bazni okvir (x,), u H, operator analize U : H — (* dobro definiran i
ogranicen, uz konvenciju da (z,), moze oznacavati i konacan niz od M elemenata, i
u tom slucaju U poprima vrijednosti u FV.

Posebno, znamo iz Propozicije da je operator sinteze U* dan s U*(c,,), =
>0 | Cnn, gdje ovaj red konvergira bezuvjetno za svaki (¢,), € €2

Dodatno, iz Definicije vidimo da je operator analize U svakog baznog ok-
vira odozdo ogranicen. U nastavku ¢e nam trebati sljedeci rezultati o ograni¢enim

operatorima u Hilbertovim prostorima.

Lema 2.1.5. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Ako je T € B(H, K) surjektivan,
T je ogranicen odozdo.

Dokaz. Neka je T surjekcija i S = {y € K : ||T"y|| = 1}. Uocimo, S je slabo
ogranicen, tj. njegova slika pri svakom neprekidnom linearnom funkcionalu ogranic¢en
je skup u polju skalara. Naime, za proizvoljan z € K imamo x € H takavdajeTz = z
i za svaki y € S vrijedi

[y, 2)| = [y, Tx)| = KTy, )| < Tyl - [l = |-

Po principu uniformne ogranic¢enosti zakljuc¢ujemo kako je S ogranicen. Stoga postoji
konstanta C' > 0 takva da za svaki y iz S vrijedi ||y|| < C.

Sada uoc¢imo da surjektivnost od 7" i jednakost K = Im(7") @ Ker(7T™) povlace da
je T* injekcija. Stoga je T*v # 0 za sve v # 0. Dakle, ako je v # 0, ||T—va dobro
je definiran vektor u S. Kako je ||y|| < C za sve y € S, imamo H”T—”vHH < C, tj.

ITvll = Zloll- 0

Propozicija 2.1.6. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K).
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(a) Im T je zatvoren potprostor od K ako i samo ako je ImT* zatvoren potprostor
u H.

(b) T je surjektivan ako i samo ako je T* ogranicen odozdo.
(c) Ako je ImT zatvoren potprostor, TT* je invertibilan na ImT.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je ImT zatvoren potprostor. Ako je T' surjektivan,
prema prethodnoj lemi 7™ je ogranicen odozdo pa je ImT™ zatvoren. Naime, kako
je T ogranicen odozdo, postoji m > 0 takav da za svaki vektor x € H vrijedi
|T*z|| > m||x|| pa za Cauchyjev niz (T*x,), u ImT* imamo

1
|Tm — xn|| < EHT*xm —T*x,|| — 0.

Dakle, (z,), Cauchyjev pa i konvergentan u H, x = limz,,. Zbog neprekidnosti od
T* je lim T*x, = T*x, tj. Cauchyjev niz (Tx,), je konvergentan u Im T"*.

Ako T nije surjektivan, oznacimo Im 7T s K i promotrimo T : H — K definiran
s Tox = Tx. Kako je Ty surjektivan, slika operatora 7] je zatvorena pa preostaje
samo pokazati Im(7y)* = Im T™.

Kako je Tjj, = (To)", imamo Im(Zp)* € Im7™. Obratna inkluzija slijedi iz
ImT* C (KerT)* = (KerTy)* = Im(Tp)*, pa je implikacija dokazana. Obrat slijedi
ako primijenimo dokazani smjer na operator 7.

(b) Ako je T surjektivan, po prethodnoj lemi slijedi da je T* ograni¢en odozdo.
Preostaje pokazati obrat. Pretpostavimo da je T™ ograni¢en odozdo. Tada je Ker T =
{0} i ImT™* je zatvoren potprostor pa je po (a) dijelu i ImT zatvoren. Stoga je
ImT = (KerT*)* = K, tj. T je surjektivan.

(c) Pretpostavimo da je Im T zatvoren potprostor od K. Neka je TT*y = 0 za
neki y € Im7T. Uocimo, Ker T'T™* = Ker T™ pa imamo y € Ker T*NIm T iz ¢ega slijedi
y = 0. Dakle, TT* je injektivan na Im7. S druge strane, po (a) dijelu znamo da
je i slika od T™ zatvoren potprostor pa je H = KerT @& ImT™. To znaci da za svaki
x u H postoje y € KerT i v € K takvi da x = y + T*v. Djelovanjem operatora T’
dobivamo Tx = TT*v pa je ImT C ImTT*. Konac¢no, imamo

ImT =ImTT*=TT"(K)=TT"(KerT* & Im7T) =TT*(ImT),
pa je TT™* surjektivan na Im 7. O

Teorem 2.1.7. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H. Tada je pripadni
operator analize U ogranicen i ogranicen odozdo, i operator sinteze U* je surjektivan.
Obratno, ako je T € B((* H) surjektivan, niz (xp)n, T, = Te,, n € N, gdje je (en)n
kanonska baza za €%, bazni je okvir za H ¢iji se operator analize poklapa s T*.
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Dokaz. Pretpostavimo da je (z,), bazni okvir. Znamo da je U ogranicen i ogranicen
odozdo. Prethodna propozicija povlaci da je U* surjektivan.

Pretpostavimo da je T' € B(¢?, H) surjekcija. Iz prethodne propozicije slijedi da
je T™ ograni¢en odozdo. Dakle, postoje konstante A, B > 0 takve da vrijedi

Allz|* < |T"2[* < B, ¥z € H.

S druge strane, za svaki x € H imamo

Tz = i(T*x, en)en = i(w, Te,)e, = i(m,xn>em

odakle slijedi
Tz = ((wan))n 1 T2 = @,z
n=1
O

Korolar 2.1.8. Niz (x,), u Hilbertovom prostoru H je bazni okvir za H ako i samo
ako postoje separabilan Hilbertov prostor L, surjektivan operator T € B(L, H) i ONB
(fn)n za L takvi da x, = Tf,, za svakin € N.

Dokaz. Jedan smjer slijedi iz prethodnog teorema i Propozicije [1.3.5}

Ako je (fn)n ONB za Hilbertov prostor L, postoji unitaran operator V : (> — L
takav da je Ve, = f, za svaki n € N, gdje je (e,), kanonska baza za (?. Prema
prethodnom teoremu sada slijedi obratni smjer. O]

Napomena 2.1.9. Operator analize Parsevalovog baznog okvira je izometrija. Pri-
padni operator sinteze je stoga koizometrija (surjektivna parcijalna izometrija). Lako
se vidi da su Parsevalovi bazni okviri nizovi u koje se preslikaju ortonormirane baze
pri djelovanju neke koizometrije.

Propozicija 2.1.10. Neka je (x,), bazni okvir za Hilbertov prostor H s operatorom
analize U. Tada je operator U*U invertibilan v optimalne granice baznog okvira dane

su sa )
Ay = ————— =min{\: A € o(U*U)}
Tolw o)

Bopt = ||UU|| = max{\ : A € oc(U*U)}.
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Dokaz. Prema Propoziciji[2.1.6| primijenjenoj na U*, kompozicija U*U invertibilan je
operator na Im U* = H. Prema Propoziciji [1.3.5 imamo

UUzx = Z(x,xn>xn, Ve € H.
n=1

Skalarnim mnozenjem ove jednakosti sa  dobivamo
oo
(U'Ux,x) Z]wxn , Vo € H.
n=1

Sada zakljucujemo da je Aoyl < U*U < By, tj. By = ||U*U|| = ||U||>. S druge
strane imamo

_ 1
Agl <U'U = (UU)"! I,
opt
iz cega slijedi da je ||(U*U)7| < fpt. Vrijedi i obratna nejednakost: ako pret-
postavimo suprotno, da je ||(U*U)7 | = C < fpt, vrijedilo bi (U*U)™' < C -1,

tj. = I < U, sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je A,y najveca donja granica
baznog okvira jer Je > Aopt. Stoga vrijedi

1

= |[(U*U)7 .
yiiad GO

O

Korolar 2.1.11. Neka su H 1 K Hilbertovi prostori. Pretpostavimo da je (x,), bazni
okvir za H i T € B(H, K) surjektivan. Neka je y, = Tx,, n € N. Tada je (yn)n
bazm' okvir za K. Ako su A i B granice baznog okvira (x,,),, tada su granice za (Yn)n

e BITIR.

Dokaz. Prva tvrdnja direktna je posljedica Korolara
Oznacimo s U operator analize pridruzen (z,),. Lako se vidi da je tada za (y,)n
operator analize dan s V' = UT”*. Bududi da je A < A, 1 Bopyy < B, iz Agpl <
U*U < Byl imamo
Al <U*U < BI.

Jer je T surjektivan, po (c) dijelu Propozicije je TT* invertibilan pa je
(T~ < (7T -1
tj.
1

TT* > 1.
1T~
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Iz ovoga slijedi

V¥V = (TU*(UT*) = T(U*U)T* < B-TT* < B||ITT*||I = B||T|*I

A
VYV =TUHUT) =TUU)T*>A-TT* > —v—-1.
[(TT=)~1|
Dobili smo

—————T < V'V < B|T|I,
[(TT=)~]]

Sto je i trebalo pokazati. O]

Definicija 2.1.12. Neka je (z,), bazni okvir s operatorom analize U. Bazni okvir
(Yn)n definiran s y, = (U*U) 'z, n € N, zovemo kanonskim dualom od (z,)y.

Uocimo da je operator analize kanonskog duala U(U*U)™! te da se Parsevalov
okvir poklapa sa svojim kanonskim dualom. Vrijedi i obrat: Parsevalovi bazni okviri
jedini imaju ovo svojstvo, Sto slijedi iz Cinjenice za je operator U izometrija ako i
samo ako U*U = I.

Teorem 2.1.13. Neka je (x,), bazni okvir Hilbertovog prostora H s operatorom
analize U. Tada je U*U invertibilan operator na H i niz (y,), definiran s y, =
(U*U) 'z, n € N, takoder je bazni okvir za H i zadovoljava

x = Z(x, Tp)Yp = Z(x,yn>xn, Vo € H. (2.2)
n=1 n=1

Posebno, ako je (x,), Parsevalov bazni okvir, jednakosti u (2.2) postaju

T = Z<l‘, Tp)Tp, Y € H. (2.3)

n=1
Dokaz. Kao i ranije, prema Propoziciji [2.1.6] primijenjenoj na U*, kompozicija U*U
invertibilan je operator na Im U* = H te iz Propozicije |1.3.5| imamo

UUz = Z(x,xn>xn, Vo € H.

n=1

Djelovanjem operatora (U*U)~! na ovu jednakost dobivamo

o

(x, 2, (UU) 2, = Z(:z:, Tn)Yn, Vo € H.

1 n=1

M8

n
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Prema Korolaru [2.1.11} znamo da je (y,), takoder bazni okvir za H s operatorom
analize V = U (U*U)~" = (U*)”". Prema tome, iz iste argumentacije kao i ranije, ali
primijenjene na bazni okvir (y,), i operator V*V', imamo

V'V = Z(x,yn>yn, Vo e H,
n=1
tj.
r = Z(x,ynﬂV*V)’lyn, Vo € H.
n=1

Kako je (V*V)~ ! = V- Y{(V*)"t = U*U, vrijedi (V*V) "1y, = (U*U)y, = =, paslijedi

o0

xr = Z<$,yn):vn, Vo € H.

n=1

Ako je (z,), Parsevalov, znamo da se on poklapa sa svojim kanonskim dualom

pa vrijedi (12.3)). O

Svojstvo (2.2)), odnosno ([2.3)), ¢esto zovemo rekonstrukcijskim svojstvom baznih
okvira. Opcenito, bazni okviri su linearno zavisni skupovi, pa je intuitivno jasno da
kanonski dual baznog okvira nije jedini niz koji se moze koristiti za analizu ili sintezu

vektora (signala) kako bismo dobili jednakosti analogne (2.2)) i (2.3]).

Propozicija 2.1.14. Neka je (), bazni okvir za H s operatorom analize U. Neka
je up, = (U*U) 22,. Tada je (uy), Parsevalov bazni okvir za H.

Dokaz. (U*U )_% je invertibilan operator, pa je posebno i surjektivan. Prema Koro-
laru [2.1.11] (uy), je bazni okvir s operatorom analize U(U*U)~2. Ovaj bazni okvir

je Parsevalov jer je

(U(U*U)—%) UU*U)E = 1.

]

Propozicija 2.1.15. Neka je (x,), niz u Hilbertovom prostoru H. (x,), je Parse-
valov bazni okvir za H ako i samo ako

[M]¢

(x,xn) Ty, Vo € H. (2.4)

xTr =

n=1

Posebno, ako je (fn)n ONB za H i M zatvoren potprostor od H, tada je niz (P f,),
Parsevalov bazni okvir za M, gdje P oznacava ortogonalni projektor na M.
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Dokaz. Jedan smjer tvrdnja je Teorema [2.1.13
Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2.4). Primjenom skalarnog produkta s x na

jednakost, dobivamo
2
=) = e,z
n=1

Sada uoc¢imo da se za x € M relacija x = - (x, fn) fn, moze zapisati kao
v=Pr=Y (Pr,f)Pfu=> (x,Pfu)Pfn
n=1 n=1

]

Propozicija 2.1.16. Neka je (z,), Parsevalov bazni okvir za Hilbertov prostor H.
Tada postoje Hilbertov prostor Hy takav da je H zatvoren potprostor u Hy i orto-
normirana baza (fn)n za Hy takvi da x, = Pf, za sve n € N, gdje je P € B(H,)
ortogonalni projektor na H.

Dokaz. Oznacimo s U operator analize od (z,),. Znamo da je U izometrija i da je
M = ImU zatvoren potprostor od /2. Neka je Q € B(£?) ortogonalni projektor na
M i Hy= H ® M*. H o¢ito mozemo promatrati kao H @ {0} < Hy. Oznaéimo s
P € B(H,) ortogonalni projektor na H & {0}.

Promotrimo niz (f,,), u Hy definiran s f,, = (z,, (I — Q)e,), n € N, gdje je (en)n
kanonska baza za ¢*. Ocito vrijedi Pf, = (z,,0) za sve n. Sada tvrdimo da je (f,)n
ortonormirana baza za H,. Kako bismo to pokazali, konstruiramo unitaran operator
W : (* - H, takav da je We, = f, za sve n.

Prvo, uoc¢imo da je U*|y; : M — H unitaran. Takoder, zbog (* = M & Ker U*
imamo x,, = U*e,, = U*Qe,, = (U*| ) Qe, za sve n.

Neka je W = U*|y @ Ipge 2 02 — Hy, gdje je Ip;o identiteta na M+, Tada je W
ocito unitaran operator i vrijedi

We, = Uy @ Iy )(Qen + (I —Qen) = (xn, (I —Q)ey) = fn, Vn € N.

2.2 Karakterizacije baznih okvira

Prema Korolaru iz prethodnog dijela, znamo da je niz elemenata u Hilbertovom
prostoru H bazni okvir ako i samo ako je slika ortonormirane baze po djelovanju nekog
ogranic¢enog surjektivnog operatora. S druge strane, po definiciji znamo kako je niz
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u H Rieszova baza za H ako je slika ortonormirane baze pri djelovanju invertibilnog
ogranicenog operatora. Stoga je svaka Rieszova baza ujedno i bazni okvir. Zanima
nas Sto je zajednicko baznim okvirima koji su Rieszove baze. Pocinjemo trazenjem
odgovora na pitanje koje se prirodno namece: ako promatramo Rieszovu bazu kao
bazni okvir, koji joj je pripadni kanonski dual?

Prisjetimo se, kanonski dual (y,,), baznog okvira (x,), Hilbertovog prostora H s
operatorom analize U definirali smo s y,, = (U*U) 'z, i pokazali smo da vrijedi

T = i(m,xn)yn = i(x,ynﬂn, Vo € H.
n=1 n=1

Definicija 2.2.1. Neka je (x,), bazni okvir Hilbertovog prostora H. Svaki niz (zy,)
koji zadovoljava

(o)
Z X, Zn) T, Yo € H
n=1

zovemo dualom od (xy,),.

Propozicija 2.2.2. Neka je ((zn)n, (Yn)n) Rieszova baza Hilbertovog prostora H.
Tada se kanonski dual baznog okvira (x,,), poklapa s (yn)n-

Dokaz. Kako za sve x € H vrijedi © =Y " (2, yn)Tpn, (Yn)n dual je okvira (z,),. S
obzirom da je (z,), Rieszova baza, postoji ONB (e,), za H i invertibilan 7" € B(H)
takav da Te, = x,, za sve n. S druge strane, prema Korolaru [1.2.13} (y,), takoder
je Rieszova baza za H pa postoji invertibilan ograni¢en operator S takav da za sve
n € N vrijedi Se,, = y,. Dakle, mozemo zakljuciti da za sve n vrijedi y, = ST 'x,,.

Neka je (2,), kanonski dual od (z,),. Zelimo pokazati da je ST~' = (U*U)~*
Yn = 2Zn za sve n. Za svaki x € H imamo

i (@, Yn)Tp = i(w,ST‘lxn)xn,
n=1 n=1

ali 1
oo

szn Ty Z( (UU) )2y,

n=1
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Primijenimo zadnju jednakost na vektor (U*U)(ST!)*x.

((UrU)ST Yz, (U U)  an) 2,

WE

(U*U)(ST Yz =

I
—_

n

(x, ST 2,z

I I
* i

Dakle, (U*U)(ST~Y)* = I pa je (ST~1)* = (U*U)™', tj. ST™' = (U*U)"!. Prema
tome, za sve n imamo y, = 2, tj. (Yn)n je kanonski dual od (z,,),. O

Propozicija 2.2.3. Ako je bazni okvir (x,,), Hilbertovog prostora H baza za H, tada
je (), Rieszova baza za H.

Dokaz. Neka je bazni okvir (z,), ujedno i baza, te U pripadni operator analize. Ako
s (én)n oznacimo kanonsku bazu prostora 2, prema Propoziciji za sve n € N
vrijedi x,, = U*e,. Dovoljno je pokazati da je U* bijektivan.

Neka je (¢,), € Ker U*. ITmamo U*(¢,)n, = > oo, cpxy = 0, a jer je (z,), baza,

n=1

slijedi ¢,, = 0 za sve n. Dakle, Ker U* = {0}. O

Korolar 2.2.4. Ako je Parsevalov okvir (x,), Hilbertovog prostora H baza za H,
onda je (x,), ortonormirana baza za H.

Dokaz. Operator analize U Parsevalovog okvira (x,), je izometrija i po prethodnoj
propoziciji je bijektivan. Stoga je U unitaran operator. Za kanonsku bazu (e,),
prostora (% vrijedi U*e,, = x, pa je (z,), ONB za H. ]

U nastavku odgovaramo na pitanje iz uvodnog paragrafa: koji su bazni okviri
Rieszove baze? Pokazat ¢emo da su Rieszove baze upravo egzaktni bazni okviri. Pri-
sjetimo se, bazni okvir je egzaktan ako niz dobiven izostavljanjem bilo kojeg njegovog
¢lana viSe nije bazni okvir.

Teorem 2.2.5. Neka je (x,), bazni okvir Hilbertovog prostora H s pripadnim opera-
torom analize U. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(a) (x,)n je Rieszova baza.
(b) (zn)n je egzaktan bazni okvir.
(c) (xn)n i@ ((U*U) L 2y), su biortogonalni.

(d) Postoji niz (y,)n biortogonalan nizu (x,,),.



POGLAVLJE 2. TEORIJA BAZNIH OKVIRA 28

(e) (x,)n je minimalan, tj. x,, ¢ sSpan{z, : n # m}, Vm.
(f) (xn)n je w-nezavisan, tj. Y -, cpxn, = 0 povlaci ¢, = 0, Vn.
(9) Ako za neki (c,), € (? vrijedi > >

ey CnTn = 0, tada je ¢, = 0 za sve n.

Dokaz. (a) = (b) Bazni okvir (z,), je Rieszova baza. Po definiciji, postoje ONB
(én)n za H i invertibilan T" € B(H) takav da za sve n imamo z, = Te,. Svaka
ortonormirana baza je egzaktan bazni okvir, a invertibilan operator T preslikava
egzaktan okvir u egzaktan okvir, pa je i (x,), egzaktan.

(b) = (c¢) Neka je (z,), egzaktan bazni okvir. Prvo ¢emo pokazati da za svaki
n € N vrijedi (z,, (U*U) 'z,) = 1.

Naime, ako postoji m takav da vrijedi (z,,, (U*U) 'x,,) # 1, uzmemo a, =
gmm,(U*U)_lxn% neN Iz, =5 az, slhjed z, = ﬁzn#manxn pa
imamo

o2 = | St )| S o 3 el 3 )

71

n#m R n#m n;ém
el
Dakle, vrijedi
0o
S @ anl = [ anl + 3 a1 +0) Y [z
n=1 n#Em n#m

Ako su A i B granice baznog okvira (x,),, imamo

2 2
el _HCZW% < 3" lfe,wn)* < Bllal

n#m

Tada je i niz (x,)nxm bazni okvir za H, s granicama % i B, §to je u kontradikciji s

pretpostavkom da je (x,), egzaktan. Dakle, imamo (z,, (U*U) 'z,) = 1 za svaki n.
Preostaje pokazati da je za sve m # n, (x,, (U*U)*lxm) =0.
Fiksirajmo n i neka je a,, = (a:n,(U*U) ZTm), m € N. Uo¢imo da je z, =
> AT 1 Ty =D o O Ty
Prema Propoziciji 2.2.4 u [2], za bazni okvir (z,,), s kanonskim dualom (y,,),, 1 niz

skalara (c,), takav da za neki x € H vrijedi x = )7 | ¢,&,, imamo

Do lenl” = Kyl + D 1w ya) — cal”
n=1 n=1 n=1
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Uvrstimo © = &, ¢ = Opm 1 @y = (T, Yp) pa imamo

1= i -
m=1

= am* + > lam — Gnml*
m=1 m=1
= |an|2 + Z |am|2 + an — 1’2 + Z ’am‘27

m#n m#n

odakle slijedi

2 an’ =1 |an” — |an — 1%
m#n

Sada imamo

S (s (UF0) )| = % L [, (U 0) )~ 1~ (a, (U°0) )]

m#n

VvV TV
=[1]2=1 =[1-1[2=0

=0

pa je tvrdnja dokazana.

(¢) = (d) Trivijalno.

(d) = (e) Neka je (ay), niz funkcionala biortogonalan nizu (z,), i m fiksan. Za
x ¢ span{z, : n # m} je a,(x) = 0 jer je a,,(z,) = 0 za sve n # m, a x je linearna
kombinacija upravo takvih z,. a,, je neprekidan pa za sve x € span{z, : n # m}
vrijedi a,, () = 0. S obzirom da je a,,(z;,) = 1, slijedi z,, ¢ span{x, : n # m}, tj.
vrijedi (e).

() = (f) Pretpostavimo da je (z,), minimalan, ali ne vrijedi (f), tj. red
> | epy, konvergira i vrijedi >0 cp,x, = 0, ali postoji ¢, # 0. Tada je

n=1 n=1
1

T = —— § CpTnp,
Cm

tj. &, € span{z, : n # m}, §to je u kontradikciji s (e). Dakle, mora vrijediti (f).

(f) = (g) Ocito.

(9) = (a) Operator U je injektivan jer vrijedi (g), pa je i bijektivan. Dakle, U*
preslikava kanonsku bazu od (2 u (z,), pa je (r,), Rieszova baza. O



Poglavlje 3

Priblizno Rieszove baze

3.1 Priblizno Rieszove baze

Definicija 3.1.1. KazZemo da je bazni okvir (x,), Hilbertovog prostora H priblizno
Rieszova baza za H ako postoji konacan indeksni skup S takav da je (x,)n¢s Rieszova
baza za H.

Kazemo da je bazni okvir (z,), beselski ako konvergencija reda
je (cn)n miz skalara, povlaci (c,), € (2.

Konacno, kaZemo da je bazni okvir (x,), bezuvjetan bazni okvir ako je, kad red

> k ' ki niz skal k ] ’no b '
> oo Cny konvergira za neki niz skalara (cy),, konvergencija nuzno bezuvjetna.

oo

o Cny, gdje

Ako je (z,,), Rieszova baza za H i (¢,), niz skalara, iz Teorema [1.2.14] znamo

o
chxn konvergira <= (cp)n € 2.

n=1

Lako se vidi da isto vrijedi i za priblizno Rieszove baze. Nadalje, ako je (x,), pro-
izvoljan bazni okvir (ili cak samo Besselov niz), prema Propoziciji znamo da red

>0 | eny, konvergira bezuvjetno za sve (*-nizove (¢, ).

Napomena 3.1.2. Neka je (x,), priblizno Rieszova baza za Hilbertov prostor H i
(¢n)n niz skalara. Tada vrijedi

(o] o0
chxn konvergira <= (c,)n € ? = chxn konvergira bezuvjetno.

n=1 n=1

1z ovoga direktno slyedi da je svaka priblizno Rieszova baza ujedno i beselski okuvir te
da je svaki beselski bazni okvir bezuvjetan bazni okvir. Medutim, svaki bazni okvir nije

30
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nuzno bezuvjetan. Na primger, za (e,), ONB u H i bazni okvir (e1, €1, ez, €9, ...), red
i 1 1 . 1 1 n

—e1+—=ey— —ey+ —e3 — —e3z + ...

1 NG 2 NG 2 73 3 73 3

oc¢ito konvergira, ali ne konvergira bezuvjetno.

€1

Pokazat ¢emo da je beselsko svojstvo baznih okvira duboko povezano s pripadnim
operatorom analize. Uvedimo prvo pojam sli¢nih baznih okvira.

Definicija 3.1.3. Neka su (x,)n @ (Yn)n bazni okviri Hilbertovih prostora H i K,
redom. KaZemo da su (,)n 1 (Yn)n slicni bazni okviri ako postoji invertibilan operator
T € B(H, K) takav da za svakin vrijedi y, = Tx,,.

Uocimo, svaki okvir slican je svom kanonskom dualu. Takoder, okvir koji je slican
priblizno Rieszovoj bazi je i sam priblizno Rieszova baza. Analogno vrijedi i za
beselske bazne okvire i bezuvjetne bazne okvire.

Lema 3.1.4. Svaki bazni okvir slican je okviru oblika (Pey,)n, gdje je (e,)n kanonska
baza za ? i P ortogonalni projektor na zatvoreni potprostor M od (2.

Dokaz. Neka je (z,), bazni okvir Hilbertovog prostora H s operatorom analize U. U
je ogranicen odozdo pa je M = Im U zatvoren potprostor u £2. Oznacimo s P € B((?)
ortogonalni projektor na M. Po Propoziciji znamo da je (Pe,), Parsevalov
bazni okvir za M.

Uocimo, M+ = Ker U*. Dakle, za niz skalara (c,), imamo

U((cn)n) = U (P(cu)n + (I = P)(cn)n) = U (P(cn)n)-

Posebno, vrijedi
r, = U"e, = U"Pe,, Vn € N.

Uoc¢imo, U* : M — H je invertibilan operator, pa je (z,), po definiciji slican okviru

(Pen)n. O

Teorem 3.1.5. Neka je (z,,), beselski bazni okvir za Hilbertov prostor H s pripadnim
operatorom analize U. Tada je dim(Ker U*) < oo.

Dokaz. M = ImU je zatvoren potprostor od 2. Neka je P ortogonalni projektor
na M. Oznacimo li s (e,), kanonsku bazu za %, prema prethodnoj lemi znamo da
je (Pey), Parsevalov okvir za M slican okviru (z,),. Nadalje, operator analize od
(Pey,)n je operator inkluzije M <— H. Uz to, (Pe,), je i beselski okvir jer je slican
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Pokazujemo da je dim M+ < oo. Pretpostavimo suprotno, tj. dim M+ = oo.
To nam omoguéava konstrukciju niza skalara (c,), koji nije ¢* niz, ali za koji red
> > | cn Pe,, konvergira.

Neka je (), ortonormirana baza za M*. Iz

w1 = Z<901, enjen i 0=Pp = Z(¢1,€n>P€n
n=1 n=1
slijedi
N N
]\}1_{1;0 ;(cpl, en)en|| =1 i ]\}1_{1;0 ;(apl, en) Pey, || = 0.
Neka je Ny = 0. Izaberimo N; takav da vrijedi N; > Ny i
al 1. |& 1
;(901,%)6” > 7 i ;<g01,en)Pen <7 (3.1)
Sada uoc¢imo da za svaki m vrijedi
0 2 Ny 2~
pm— D (pmeeden| =|D_(emenden| =D lomen)l*.
n=Ni+1 n=1 n=1

Iz slabe konvergencije niza (¢, ), prema nuli, takoder imamo

N

n}g{goz; (s em)|” = 0.

Neka je m; = 1. Iz prethodne jednakosti slijedi da postoji ms > m, takav da

1
2

<Z |<S0m2, 6n> |2) =

o0

Pmy — Z <90m2>€n>6n

n:N1+1

- 1
16

Tvrdimo da je

[e.9]

Z <90m2= en>en

n=N1+1

> (3.2)

1
E.
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Pokazat ¢emo ovo pretpostavljanjem suprotnog, tj.

> fpmeaten| <
n=N1+1
Tada bi vrijedilo
1= ||§0m H < ||Pme — i <90m 7€n>en + i <90m 7€n>€n < i‘FL,
B M : : 16 V32
n=N1+1 n=N1+1

sto je kontradikcija. Dakle, mora vrijediti (3.2). Sada mozemo zakljuciti da postoji
N > N takav da

N

Z <‘;0m2a en>€n

n=N1+1

1
> —.

N > N, = 5

120 = P, = > o 1 (Pmys €n) Pey, slijedi

[e’s) Ny

= Z«Omw 6n>P€n - Z«Dm?’ €”>P6"

n=1 n=1

[e.9]

Z <90m276n>P6n

n=N1+1

IA

Z<90m27 €n)en

n=1
Ny
1
. 2
- ;Kspmyen”) <1_6'

Dakle, postoji NJ > N; takav da je

N

[e.9]

Z (Prmss €n) Pen

n=N1+1

1
< -.

N > Nj = 3

Dobili smo da za my > my i sve N > Ny = max{Nj, NJ} vrijedi
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No 1 No 1
Z (Omys €nyen|| > —= ali Z (Pmys €n) Peg|| < <. (3.3)
n=N1+1 \/5 n=N1+1 i

Induktivno nastavljajuci postupak kojim smo dobili m; i N za koje vrijedi ({3.1])
img > my te Ny > Ny za koje vrijedi (3.3]), konstruiramo nizove (Ng)¥_o 1 (mx)%_,
takve da za sve K > 0 vrijedi

Nkt 1 Ng 41
Z <90mK+176n>€n > E 1 Z <90mK+17 >p€n 2K+2' (34)
n=Ng+1 n=Ng+1
Dodatno, znamo da vrijedi
R R
Z (L1 en) Pen Z (Prmrciisen)en|| <1, VR 2 Nk + 1. (3.5)

Sada definiramo niz (c,), na sljedeéi nacin.

1
. Zan:N0+1:1,N0—|—2,...,N1,cn:ﬁ«oml,en).

1
e Zan=N;+1,N +2,...,n9, cnzﬁ@mg,en).

1

e Zan=Ng+1,Ng+2,...., 0511, Cch = —(Pmr.)En)-
K K K+1 \/m<<p K+1 >

Tada za svaki K imamo

Nk 11 Ni 41
G 1
Soolal =Y )| > o
K+1 + 2K +1

Dakle, > |c,|* ne konvergira, pa (c,), nije ¢*-niz. Preostaje pokazati da red
> cnPe, konvergira. Pokazat ¢emo da je pripadni niz parcijalnih suma Cauchyjev
niz iz cega ce slijediti konvergencija reda.
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Neka je € > 0 proizvoljan. Za dovoljno veliki Ky, tj. Ky > 6% —1,1iR> N > Ng,
te K i L za koje vrijedi Ny < N < Ngy11 Ngip+1< R < Ngypi1 imamo

R N
E cpPe,, — E cpPenll =
n=1 n=1
<
Sve ¢lanove izraza
NK+1 NK+2
E cnPen || + E cpPe,,
n=N+1 n=Ng41+1

R
Z cpPe,
n=N+1
Ni i1 Nk 42

Z cnPen || + Z cpPen||l + -+
n=N+1 n=Ng1+1

Nk+r Ng

+ Z cnPen||l + Z cpPe,,

n=Ngir_1+1 n=Ngr+1

N+ Ng
+ -+ Z cnPen || + Z c,Pe,,
n=Ngir_1+1 n=Ngr+1

osim prvog i zadnjeg mozemo ograditi pomocu (3.4)) jer za k izmedu K +1i K+ L—1

vrijedi
Niq1 Niq1 1
D alall=| > ——(om
n:Nk—i—l n:Nk—i—l k + 1

Za prvi ¢lan pak vrijedi

Nk N1 N
Z cpPen || = Z cpPe,, — Z cpPey,
n=N+1 n=Ng+1 n=Ng+1
Nk1
| X =l Pen—
n:NK+1 K+ 1 mK+1’ n n
< 1 1 n 1
T VK +128%2 0 K1
R e N——
kao i prije iz slijedi iz

a za zadnji po (3.5 imamo

en) Pey,

1 1
Yt

al 1
Z —/—<()0mK+1 ’ en>P€n
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ali ali 1 1
Cnpen = T \%m 7enP€n < —
NX: 72 K+L+1<w s o) K+L+1
n=Ngr+1 n=Ngr+1
pa citavi izraz mozemo ograditi sumom ove tri ograde kako slijedi.
R N R
Z cpPe,, — Z cpPenll = Z cpPe,,
n=1 n=1 n=N+1
NK+1 NK+2
< Z cnPen|| + Z cnPen|| 4+ -+
n=N+1 n=Ng41+1
NkyL Ngr
+ Z cnPen || + Z cnPey,
n=Ngir_1+1 n=Ngir+1
< 1 1 n 1 n
T VK + 125+ K+1
. K*i S| . 1
e VEF1262 VK + L+
1 1 1 fE
VK+1 VK+L+1 VEK+1 & 2
K+L+1
1 1 1 1
= * + DI
VE+1 VK+L+1 VK+1 42,2
———

<1
<3 L < 5 <
T VK417 VEy+1

E.

Kona¢no, imamo niz (¢,), takav da red >~ ¢, Pe, konvergira, ali (c,), nije iz
2, sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je Pe,, beselski bazni okvir. O]

Lema 3.1.6. Neka je (e,), ONB za Hilbertov prostor H. Neka je niz (2,), u H
takav da Y 07 | |len — z||* < 1. Tada je (z,), Rieszova baza za H.

Dokaz. Neka je m* = "> |le, — 2z,]|*. Po pretpostavei teorema vrijedi m < 1.
Definirajmo operator V na H s Ve, = z,, n € N. Kako bismo zakljucili da je V'
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dobro definiran, ogranicen i invertibilan, pokazat ¢emo da je I —V ogranic¢en operator
takav da je ||[I — V|| < m.

-~ . . .. N
Za svaku konacnu linearnu kombinaciju y = >

1 Cn€n iIMamo

N
||(] - V)yH = ch(en - Zn)
n=1
N
< Z |cnl - llen — 2l
n=1

Iz ovoga vidimo da je I — V € B(¢?) i ||[I — V|| < m < 1. Kako je
Vel < |(F = V)all + =] < (1 = VI + 1) [l=]],

V' je ogranicen. Bududi da je || — V|| < m < 1, za svaki n € N je operator definiran

S
n

Sp=) (I-V)

=0
ograni¢en i moze se pokazati da je niz (S,), Cauchyjev, pa i konvergentan. Za
S = lim S,, onda slijedi da je V.S = SV = I, pa je V i invertibilan. ]

Teorem 3.1.7. Neka je (), bazni okvir Hilbertovog prostora H s pripadnim opera-
torom analize U. Sljedeci uvjeti su ekvivalentni:

(a) (x,), je priblizno Rieszova baza;
(b) (z)n je beselski bazni okvir;
(c¢) dim(Ker U*) < 0.

Dokaz. (a) = (b) Napomena (3.1.2]

(b) = (c) Teorem [3.1.5]

(¢) = (a) Neka je dim Ker U* < 0o. Oznacimo s M sliku Im U. Uocimo, Ker U* =
(ImU)+ = M*. Neka je P ortogonalni projektor na M, a (e,), kanonska baza za (2.

Ranije je pokazano da je (Pe,), bazni okvir za M ¢iji je operator analize inkluzija
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M < (% Jer je (Pe,), slican (x,),, dovoljno je pokazati da je (Pe,), priblizno
Rieszova baza za M.

Prema pretpostavci (c), dim M+ < oo, pa je I — P kona¢nog ranga, tj. radi se o
Hilbert-Schmidtovom operatoru. Dakle,

> I = Peall* < oo,
n=1

Sto znaci da postoji IV takav da je

D llen = Pen|* < 1.

n=N+1

Definirajmo niz u £? s

€ns n=12...,N
Zn =
Pe,, n=N+1,N+2,...

Sada imamo
oo
> llen = zall* < 1.
n=1

Po Lemi m slijedi da je (2,), Rieszova baza za (?. Stoga je niz (z,)p>ni1 =
(Pey)n>n+1 Rieszova baza za Span{z, : n > N + 1}. (Pe,), je bazni okvir za M,
pa je kodimenzija prostora span{Pe, : n > N + 1} u M kona¢na. Sada lako slijedi
da postoji konacan S C {1,2,....N} takav da je (Pe,)nes U (Pey)n>ny1 priblizno
Rieszova baza za M. O]

Napomena 3.1.8. Glavni dio prethodnog teorema nosi implikacija (b) = (c), sadrZana
u Teoremu[3.1.5 Uocimo, ekvivalencija turdnji (a) i (c) moZe se lakse pokazati bez
posredovanja beselskog svojstva. Da (a) slijedi iz (c) veé smo pokazali. Preostaje
pokazati (a) = (c).

Dokaz. Neka je (z,), priblizno Rieszova baza za H i U pripadni operator analize.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je (z,).>k+1 Rieszova baza za
H. Oznac¢imo s (ey), kanonsku bazu za (? i s T € B(¢* H) invertibilan operator
koji zadovoljava Te, = Tpin, za svaki n € N. Neka je S € B(¢?) unilateralni sift.
Iz U*e, = x,, Vn, slijedi T = U*S*. Neka je M, = span{e;,es,...,ex}. Ocito,
M, = Ker(S*)* i Im S* = M-

Tvrdimo da je M- NKer U* = {0}. Neka je z € M;- NKer U* proizvoljan element
presjeka. Jer je Im S* = M, postoji v takav da z = S*v. Slijedi 0 = U*z = U*S*v =
T, pa jer je T invertibilan, imamo v = 0.
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Oznacimo s Py ortogonalni projektor na M. Iz ranije zakljucenog slijedi da je
preslikavanje Py : Ker U* — M}, injekcija. Naime, ako je P,z = 0 za neki z € Ker U*,
tada ocito z € M;- N Ker U* = {0} pa je x = 0.

Dakle, Ker U* mora biti kona¢nodimenzionalan jer je M} kona¢nodimenzionalan
a P, : Ker U* — M, injektivan. O

Teorem 3.1.9. Neka je (z,), bazni okvir Hilbertovog prostora H s pripadnim opera-
torom analize U. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(a) (x,), je priblizno Rieszova baza;
(b) (z)n je beselski bazni okvir;

(c) dim(Ker U*) < oo;

(d) (x,)n je bezuvjetni bazni okvir.

Dokaz. Ekvivalencija prve tri tvdrnje je pokazana u Teoremu [3.1.7] Preostaje poka-
zati da je (d) ekvivalentna s bilo kojom od prve tri tvrdnje. Iz Napomene slijedi
(b) = (d). Pokazat ¢emo da vrijedi i (d) = (b).

Pretpostavimo dodatno da je (x,), ograni¢en odozdo. Neka je m > 0 takav da
za sve n vrijedi ||z,|| > m. Neka je (¢,), niz skalara takav da Y | ¢,, konvergira.
Prema pretpostavci (d), ovaj red konvergira bezuvjetno pa po Teoremu (dokaz
dostupan u [4], Teorem 3.16) imamo Y-, [lc @, ||* < 0o. Stoga vrijedi

o o0 o0
m? Z |Cn|2 < Z |Cn|2 [ z:”Cnan2 < 0.
n=1 n=1 n=1

Prema tome, (c,), je (*-niz. O



Bibliografija

[1] D. Bakié¢, Normirani prostori, https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/np/
NP_17_18.pdf.

2]

, Notes on frames, https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/frames/
notes’%20on%20frames%20final . pdf.

[3] R. Duffin i A. Schaeffer, A class of nonharmonic Fourier series, Transactions of
the American Mathematical Society 72 (1952), 341-366.

[4] C. Heil, A Basis Theory Primer: Ezpanded Edition, Birkhduser Boston, Boston,
2011.

40


https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/np/NP_17_18.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/np/NP_17_18.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/frames/notes%20on%20frames%20final.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/frames/notes%20on%20frames%20final.pdf

Sazetak

Cilj rada bio je uvesti i obraditi osnovne pojmove teorije baznih okvira i otkriti
poveznice izmedu posebnih vrsta baznih okvira (egzaktan, Parsevalov,...) s pojmom
Rieszove baze te pojmom priblizno Rieszove baze. Najvaznijim rezultatom zavrSnog
poglavlja dobili smo poveznicu priblizno Rieszove baze s beselskim i bezuvjetnim
baznim okvirima.

Kako bi bilo mogucée ostvariti ovaj cilj uz minimalnu koli¢inu nejasnih i (u radu)
nedokazanih tvrdnji, prvo smo morali utvrditi teoriju normiranih prostora i izvesti
svojstva Rieszovih baza i Besselovih nizova.



Summary

The aim of this thesis was to introduce frames and some results of the frame theory
in order to find the link between special types of frames - exact and Parseval -
and Riesz bases, but also between near-Riesz bases and Besselian and unconditional
frames. This was achieved through the main theorems of chapters 2 and 3.

In order to accomplish this and avoid relying on results not shown in the thesis
as much as possible, it was necessary to start with laying the foundation by revising
the theory of normed spaces and deriving the properties of Riesz bases and Bessel
sequences. The theory on normed spaces mostly relies on the results in [I] and results
about frames can be found in [2].
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