Teorija slucajnih skupova

Ivankovié¢, Daniela

Master's thesis / Diplomski rad

2021

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:730289

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-14

W £,
% £,
& S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:730289
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:10120
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:10120
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:10120

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Daniela Ivankovi¢

TEORIJA SLUCAJNIH SKUPOVA

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof. dr. sc. Bojan Basrak

Zagreb, rujan 2021.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Mami, tati i sestri



Sadrzaj

Uvod

(1 Slucajni skupovil

(1. Vjerojatnosni prostor 1 slucajnielements| . . . . . . ... .. ... ....

(1.2 Zatvoreni sluCajni skupovi| . .
(1.3 Funkcya kapaciteta] . . . . . .
(1.4  Choquetov teorem|. . . . . . .

2 Konvergencije slucajnih skupoval
[2.1 ~Choquetov mtegral . . . . ..

[2.2  Konvergencije nizova zatvorenih slucajnih skupoval . . . . . .. ... ..

[3 Zatvoreni slucajni skupovi u primjeni

[3.1 Konvergencija niza ME plotoval

v

iv

DO N W W

14

18

22
22

29



Uvod

Centralni pojam ovoga rada je zatvoreni slucajni skup. Povijesno, zaceci njegova prou-
¢avanja motivirani su primjenama u ekonomiji. Zatvoreni slucajni skupovi pojavljuju se
u modelima viSestrukog izbora, igrama s viSestrukim ekvilibrijima i povezani su s teori-
jom kooperativnih igara. Motiviran problemima iz podru¢ja morfologije, francuski ma-
tematicar Georges Matheron je 1975. godine u svojoj knjizi Random sets and integral
geometry precizno definirao koncept zatvorenog sluajnog skupa koriStenjem fopologije
pogodaka i promasaja. Matheronov rad je postao temelj daljnjeg istrazivanja teorije i pri-
mjene zatvorenih slucajnih skupova.

Intuitivno, zatvoreni slucajni skup je prirodno poopéenje pojmova slucajne varijable 1
slu¢ajnog vektora. Slucajni skup se takoder moZe promatrati kao neprecizna opservacija.
Odnosno, umjesto proucavanja opazene vrijednosti x neke slucajne varijable X, pretpos-
tavljamo da tu vrijednost nije mogucée toc¢no odrediti pa promatramo skup s koji gotovo
sigurno sadrzi opazanje x. Tada je s zapravo jedna realizacija slucajnog skupa S .

Novije primjene zatvorenih slu€ajnih skupova doprinijele su brzom razvoju teorije. Ra-
zvojem racunala, zatvoreni slu€ajni skupovi poceli su se upotrebljavati u analizi slike te
umjetnoj inteligenciji za pametno upravljanje i donoSenje odluka. U statistici zatvorene
slucajne skupove pronalazimo u pouzdanim intervalima i neparametarskim procjenama
vjerojatnosnih funkcija gustoe. Znacajna je i primjena u biostatistici i biomedicini za
modeliranje rasta tumora.

Rad je strukturiran u tri poglavlja. U prvom poglavlju dajemo pregled osnovnih poj-
mova o vjerojatnosnom prostoru i slu€ajnim elementima koji ¢e nam biti potrebni za ra-
zumijevanje novih koncepata. Predstavljeno je nekoliko primjera zatvorenih slucajnih
skupova kako bi se dala motivacija za njihovo proucavanje. Teoriju slucajnih skupova
uvodimo postepeno, prvo definirajuci konacne slucajne skupove 1 analiziraju¢i osnovne
rezultate vezane uz njihove funkcije distribucija i funkcije kapaciteta. Prelaskom na za-
tvorene slucajne skupove definiramo topologiju pogodaka i promasaja te dajemo primjere
zatvorenih slucajnih skupova. Definiramo funkciju kapaciteta te pokazujemo da ona je-
dinstveno odreduje zakon razdiobe zatvorenog slucajnog skupa. Naposljetku, iskazujemo
Choquet—Kendall-Matheronov teorem koji daje nuzne i dovoljne uvjete da dana funkcija
bude funkcija kapaciteta nekog zatvorenog sluc¢ajnog skupa.



SADRZAJ 2

U drugom dijelu rada definira se Choquetov integral potreban za integriranje neaditiv-
nih skupovnih funkcija, kakve su funkcije kapaciteta zatvorenih slucajnih skupova. Takva
integracija nam je potrebna kako bi definirali tri tipa konvergencije niza zatvorenih slu¢ajnih
skupova koji su zapravo generalizacija konvergencija slucajnih varijabli. Pokazuju se i ek-
vivalentni nacini definiranja konvergencije te neki nuzni i dovoljni uvjeti za konvergenciju.

U posljednjem poglavlju donosimo primjenu zatvorenih slu¢ajnih skupova u proucavanju
ekstremnih opaZanja te pronalaZenju adekvatnih modela za vrijednosti koje prelaze una-
prijed odredeni prag. Za pogodni odabir praga koristi se ME funkcija. Kada promatramo
vrijednosti procjenitelja ME funkcije u opaZanjima iz nekog slu¢ajnog uzorka, dobivamo
graf koji ¢ini zatvoreni slucajni skup. Iskazujemo osnovni teorem konvergencije takvih za-
tvorenih skupova te na simuliranim i stvarnim podacima ilustriramo rezultat tog teorema.



Poglavlje 1

Slucajni skupovi

1.1 Vjerojatnosni prostor i slucajni elementi

Neka je (Q, A, P) vjerojatnosni prostor. Slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q, A, P) je preslikavanje X : Q — R koje je (A, Br) — izmjerivo, odnosno za pro-
izvoljni Borelov skup B je X~ (B) € F. Definicija slu¢ajne varijable moZe se poop(iti na
izmjeriva preslikavanja koja poprimaju vrijednosti u R”, odnosno do slucajnih vektora. Po
uzoru na slucajne varijable i vektore mogu se sasvim opcenito definirati slucajni elementi
na sljedeci nacin.

Definicija 1.1.1. Neka je (QQ, A,P) i (U, U) izmjerivi prostor. Slucajni element je preslika-
vanje X: Q — U koje je izmjerivo u paru o—algebri (A, U).

Prilikom provodenja istraZivanja, najcesée nije moguce ispitati cijelu populaciju i zato
se odabire podskup populacije pomocu kojega ¢emo donositi zakljucke. Kako bi se moglo
pretpostaviti da doneseni zakljucci vrijede za cijelu populaciju, taj podskup mora biti re-
prezentativan. Stoga se odabire uzorak iz populacije U na slucajan nacin. To jest, provodi
se sluc¢ajan eksperiment ¢iji ishod su podskupovi od U koji se zovu slucajni skupovi.

Slucajni skupovi se prirodno javljaju pri trazenju pouzdanih intervala. Neka je { f(x, 6) :
x € X CR" 6 € ® € RY} parametrizirana familija funkcija gustoa. Neka je od interesa

vrijednost statistike ¢(6) koja ovisi o nepoznatom parametru 6. Neka je Xi,Xs,...,X,
slucajan uzorak iz populacije s pravom vrijednoS€u parametra 6. Potrebno je pronaci
sluc¢ajan skup C(X;, Xz, ..., X,) koji sadrzi ¢(6y) s odredenom vjerojatnoScu.

Sli¢no, ako je X n-dimenzionalni slucajni vektor s nepoznatom funkcijom gustoce f,
tada nosac te funkcije gustoée, S(f) = {x € R? : f(x) > 0} takoder nije poznat. Ako
se S(f) zeli procijeniti iz nekog slu¢ajnog uzorka, procjenitelj je skup koji ovisi o tom
slu¢ajnom uzorku, dakle slucajni skup.
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U gruboj analizi podataka nije moguce opaziti tocne vrijednosti neke varijable ve¢ samo
skupove unutar kojih se nalaze stvarne vrijednosti. Tada se opazaju realizacije slucajnog
skupa S koje sadrze vrijednosti slucajne varijable od interesa X. Umjesto slu¢ajnog uzorka
X1,X5,...,X, od X, promatra se i analizira slucajan uzorak S, S,,...,S, za slucajni skup
S. Slucajan skup S naziva se poopcenje od X i vrijedi P(X € §) = 1.

Ovo su samo neki od primjera za koje je vazno razviti teoriju o slu¢ajnim skupovima 1
njihovim distribucijama. Slijedi formalna definicija konacnih slucajnih skupova te njihove
glavne karakteristike i pridruZene funkcije. 1z toga slijedi motivacija za definiciju zatvo-
renog slucajnog skupa te pojmova koje je potrebno definirati za razvoj teorije zatvorenih
slu¢ajnih skupova.

Definicija 1.1.2. Konacan slucajni skup je preslikavanje X : Q — 2Y, gdje je 2V partitivni
skup konacnog skupa U, takvo da je za svaki podskup A od U, skup X™' ({A}) = {w € Q :
X(w) = A} A-izmjeriv.

Napomena 1.1.3. Slucajan skup X je slucajan element ako promatramo izmjeriv prostor
(2Y,8), gdje je & partitivni skup skupa 2V. Odnosno, X'(E) C A jer VA € & X 1(A) =

U X' ({A}) (a prebrojiva unija A-izmjerivih skupova je ponovo A-izmjeriv skup). Zato je
AeA
uvjet izmjerivosti iz definicije nuZan za definiranje zakona razdiobe od X, Px, na & pomocu

vjerojatnosti na jednoclanim skupovima.
Neka je f: 2V — [0, 1] definirana sa f(A) = P(X = A). Tada je f vjerojatnosna
funkcija gustoée na 2Y, odnosno, f > 0i 3 f(A) =PX €2Y)=PxRY)=1. Za A € &,
ACU

Px(A) = 2 f(A).

AeA

Funkcija distribucije konatnog sluc¢ajnog skupa X je funkcija F: 2Y — [0, 1] defini-
rana sa F'(A) = P(X € A). To je monotona funkcija jer za A, B C U, A C B vrijedi

F(A)=P(X CA) <P(X C B) = F(B).
Funkcija F je i 2-monotona, odnosno za proizvoljne A, B C U je
F(AUB)> F(A)+ F(B)-F(ANB),

Sto slijedi 1z skupovne jednakosti AUB = {A\ (AN B)}U{B\(ANB)}U{AN B} 1 monotonosti
vjerojatnosti. Proizvoljna 2-monotona funkcija ne mora biti monotona jer za A € B imamo

F(B)=F(AU(B\A)>2FA)+FB\A)-FANB\A)=FA)+FB\A)-F(©).

pa je za monotonost tada nuzno da vrijedi F(0) = 0. Slucajan skup X za koji vrijedi
F(@@) = P(X = 0) = 0 zovemo neprazan slucajni skup. Slucajni skupovi koji se javljaju
u primjenama vec¢inom zadovoljavaju pretpostavku o nepraznosti. Ako je f: 2Y — [0,1]
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funkcija gustoce kona¢nog slucajnog skupa, onda za funkciju distribucije tog sluajnog
skupa F vrijedi
F(A) = Zf(B), za A C U. (1.1)

BCA
RelacijaP(X € A) = P(XNA° =0) = 1-PX N A° # 0) motivira definiciju funkcije
kapaciteta kona¢nog slucajnog skupa X na U:

T:2U 50,1, TA)=PXNA%0) =1- FA).

Teorem 1.1.4. Neka je X neprazan slucajan skup na konacnom skupu U i neka je F: 2V —
[0, 1] njegova funkcija distribucije definirana sa F(A) = P(X C A). Tada F zadovoljava
sljedeca svojstva:

1. F(0)=0, F(U) =1,

2. (k—=monotonost): Za proizvoljan k > 2 i proizvoljne A, A,, ..., A, € U je

k
F[U A.,-] > Z (—1)"'+1F[ﬂ A[). (1.2)
=1 0#£1C(1,2,...k) iel
Dokaz. 1. Vrijedi F(0) = P(X € 0) = P(X = 0) = 0, gdje posljednja jednakost slijedi
iz ¢injenice da je X neprazan slucajni skup. Takoder, F(U) =P(X C U) = 1jerje X
slucajan skup definiran na skupu U.
2. ZaBC Unekaje J(B) ={i € {1,2,...,k} : BC A;}. Vrijedi BC () A;. Sada je
icJ(B)
lijeva strana u (I.2) jednaka

k
F[UAj]@ PIRGCEDINC)
a (A Jl(;l%g’w

i=1
gdje posljednja nejednakost vrijedi zato Sto J(B) # 0 povlaci da postoji A; takav
k
da je B C A; pa je posebno i B C HAi. Za svaki neprazan konaCan skup S je
> (=1)B*! =1 (jer strogih podskupova od S ima 25!—1) pa primjenomna S = J(B)

BcS

dobivamo
DB =) [ D DBy = T DY f(B) =
BCU, BCU, [0+Ici(B) 0£ICU BCU,
J(B)#0 J(B)#0 J(B)2I

= > ey Y ey (—D"'*‘F(ﬂA,-].

0#IC(1,2,....k} BCN A; 0#IC(1,2,....k} i€l

iel
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O

Opéenito, funkcija F: 2Y — [0, 1] koja zadovoljava uvjete teorema se zove funk-
cija distribucije na 2. MoZe se pokazati da funkcija distribucije jedinstveno definira neki
slucajan skup na U (vidi [6]).

Skupovna funkcija T: 2Y — [0, 1] je funkcija kapaciteta nekog konac¢nog slu¢ajnog
skupa na U ako zadovoljava

1. T(0)=0iT) =1,

2. Zaproizvoljan k > 2 i proizvoljne A, A,, ..., A € U je

T [ﬁ A,-] < > (=pmr [U Ai).

0#1c(1,2,....k} i€l

Iz relacije T(A) = 1 — F(A°) slijedi da i funkcija kapaciteta T takoder karakterizira zakon
razdiobe konacnog sluc¢ajnog skupa X.

1.2 Zatvoreni sluc¢ajni skupovi

Zatvoreni slucajni skupovi su slucajni skupovi koji poprimaju vrijednosti u klasi zatvore-
nih podskupova od R?, odnosno opéenitije, u klasi zatvorenih podskupova Hausdorffovog,
lokalno kompaktnog topoloSkog prostora koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Slu¢ajan vektor X: Q — R¢Y moZe se promatrati kao slu¢ajan skup S: Q — PRY)
koji poprima samo vrijednosti jedno¢lanih skupova {X}. Jedno€lani podskupovi od R¢ su
zatvoreni skupovi.

Za preciznu definiciju zatvorenih slucajnih skupova potrebna je dobro definirana o-
algebra na familiji svih zatvorenih podskupova od R, # = F(R?). Prirodni nain kons-
trukcije o-algebre o () na ¥ je opskrbiti ¥ nekom pogodnom topologijom i definirati
o (F) kao Borelovu o-algebru na tom topoloskom prostoru.

Ako je U konacan skup, na U promatramo diskretnu topologiju u kojoj je svaki podskup
od U otvoren skup, odnosno U(U) = P(U). Tada je svaki konacan slucajni skup X ujedno
i zatvoreni slu€ajan skup i njegov zakon razdiobe na o-algebri P(2V) na 2V je jedinstveno
odreden funkcijom kapaciteta

T:2Y - 10,11, T(A) =PXXNA #0).

Vrijedi: {XNA # 0} = {w : X(w)NA # 0} = X" (F4), gdjeje Fa = {BC U : BNA # 0}.
Dakle, za U = R?i X: Q — F, podskupovi od ¥ oblika Fy = {F € F : FNA # 0} za
proizvoljni A C R moraju pripadati o-algebri o(¥) generiranoj topologijom 7 na ¥.
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Tada i komplement tog skupa 4 = {F € ¥ : F N A = 0} mora pripadati o(F). Skup ¥,
zovemo skup pogodaka od A, a skup F2 skup promasaja od A.

Neka je ¥ familija zatvorenih podskupova od R?, G familija otvorenih podskupova od
R9, a K familija kompaktnih podskupova od R“. Za bazu topologije 7 na ¥ je moguce
uzeti familiju skupova Fx za K € K. Topologija generirana tom bazom naziva se topolo-
gija pogodaka i promasaja od F i pripadna Borelova o-algebra je B(F ). Ekvivalentno, za
bazu moZemo uzeti i familiju skupova s za G € G. To vrijedi jer za svaki otvoreni skup
G C R? postoji rastuéi (u smislu inkluzije) niz kompaktnih skupova (K,,),ay takvih da je
K, c Gzasvakin € Nteje G = |J K, te takoder za svaki kompaktan skup K C R? postoji

neN
padajuci niz otvorenih skupova u RY, (G,),ex takvih da je K = () G,.. Tadaje Fx = () Fg,
neN neN
iT,G = U ¢Kn'
neN

Definicija 1.2.1. Neka je (Q, A, P) vjerojatnosni prostor. Preslikavanje X: Q — F je
zatvoren slucajni skup ako je X izmjerivo u paru o-algebri (A, B(F)), odnosno ako je
skup {w : X(w) N K # 0} A-izmjeriv za svaki K € K kompaktan podskup od R®.

Ekvivalentno, X: Q — ¥ je zatvoren slucajan skup ako vrijedi jedno od sljedeceg:
l. X' (Fr) e A, zasvaki F € F,
2. X (Fg) € A, zasvakiG € G,
3. X Y(Fk) € A, zasvaki K € K.

,,,,,,

FeFaUFs, © FNA #0iliFNA#0 S FNAIUA) #0 & F € Fa,ua,-

Medutim, ¥4, N F4, ne mora biti jednako F4,n4,. Primjerice, ako uzmemo A, = {1, 2, 3},
Ay =1{2,3,4}iX ={l,4},tadaje X e Fu, NFa,jer XNA ={1} #0iXNA, ={4} #0,
ali X ¢ Farn, jer XN(A NA) =XN{2,3} =0.

Primjer 1.2.2. Primjeri zatvorenih sluc¢ajnih skupova:

1. Slucajni jednoclani skup je zatvoren slucajni skup. Neka je X: Q — F, X(w) =
{é(w)). Tada X zapravo svakom elementu w € Q pridruZi jedan element £(w) € RY.
Tako definiran X doista zadovoljava uvjet iz definicije zatvorenog slucajnog skupa.
Neka je K € K proizvoljan. Tada je {w : X(w) N K # 0} = {w : {f(w)}NK #
0} = {w : é&(w) € K} = {£ € K} Sto je A-izmjeriv skup jer je & slucajna varijabla i
K € B(BY).

Analogno se pokaZe da je konacan niz slucajnih vektora Y = {&,,&,, ..., &} takoder
zatvoren slucajan skup.
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2. Slucajni segment X = [£€,n] generiran s dvije slucajne varijable &€ i n je zatvoren
slucajan skup. Dovoljno je provjeriti da je za svaki otvoreni skup G € G zadovoljeno
da je X" (F¢) € A. Buduéi da je ambijentni prostor R, svaki otvoreni skup se moZe
zapisati kao konacna ili prebrojiva unija disjunktnih otvorenih intervala, a o-algebra
A je zatvorena na prebrojive unije. Dakle, neka je G = {a, b) proizvoljan. Tada je

{XNG #0}={[&n]N<{a,b) # 0} =
{min{¢&, n} < a, max{&, n} > a} U {min{&, n} € (a, b)}.

Oba ova skupa su A-izmjerivi jer su & i n slucajne varijable, pa je i njihova unija
A-izmjeriva.

3. Slu¢ajni nivo skupovi. Neka je ¢: R? — [0, 1] funkcija koja zadovoljava da je za
svaki a € R skup {x € R? : p(x) > a} zatvoren podskup od R®. Neka je a: Q —
[0, 1] uniformno distribuirana sluc¢ajna varijabla na [0, 1]. Definiramo S : Q — F,
S(w) ={x €RY: p(x) > a(w)}. Tada je S zatvoreni sluc¢ajan skup na R.

4. Neka su X,Y: (Q, A) — (F,B(F)) zatvoreni slucajni skupovi. Tada je i njihov
presjek X NY: (Q,A) — (F,B(F)) zatvoren slucajni skup. Treba pokazati da je
X NY izmjeriv u paru o-algebri (A, B(F)). Buduci da su X i Y zatvoreni slucajni
skupovi, to znaci da su X~'(Fx) € Ate Y (Fx) € A za svaki K € K. Buduci
da je A o-algebra, ona je zatvorena na presjeke pa je (X N Y) {(Fy) = X {(Fy) N
Y\ (Fx) € Azasvaki K € K.

Primjer 1.2.3. Neke slucajne varijable povezane sa zatvorenim slucajnim skupovima:

1. Ako je X: Q — F c P(RY) zatvoren slucajni skup, tada je za proizvoljan x € R?
karakteristicna funkcija 1,cx: Q — {0, 1} slucajna varijabla. Zaista,

{leex = 1} = {x e X} = {X N {x} # 0},

a posljednji skup je izmjeriv po definiciji zatvorenog sluc¢ajnog skupa (jer {x} je kom-
paktan skup u R?). Skup {1,cx = 0} je izmjeriv kao komplement izmjerivog skupa.
Time je pokazano da je 1,cx doista slucajna varijabla.

2. Norma zatvorenog slucajnog skupa X: Q — F, definirana kao supremum normi
elemenata tog skupa,
X1l = sup{lix|| : x € X}

je slucajna varijabla koja poprima vrijednosti u R, = R, U {+oo}. Neka je r > 0
proizvoljan. Potrebno je pokazati da je tada {||X|| < r} izmjeriv skup. Neka su
K, = {x e R : r < ||x|| < n} kompaktni skupovi u R?. Tada vrijedi

(Xl <= (Il < n¥xe X} = (XN K, =0, zan>r} = |{XNK, =0),

nxr
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Sto je izmjeriv skup kao presjek skupova {X N K,, = 0} koji su izmjerivi po deifniciji
zatvorenog slucajnog skupa X.

3. Neka je X: Q — F zatvoren sluc¢ajan skup. Neka je hy: RY — R njegova funkcija
nosaca definirana s
hx(u) = sup {(x,u).

xeX

Tada je za fiksni u € R, hy: Q — R slu¢ajna varijabla.

4. Za zatvoren slucajan skup X : Q — F i metriku p na R? udaljenost tocke a € R? od
X je dana s
p(a, X) = inf{p(a, x) : x € X}.

Tada je za fiksni a € RY, p(a,X): Q — R slucajna varijabla. Doista, za proizvoljni
reR .
{p(a,X) >r} ={XNK(a,r)=0}

gdje je K(a,r) = {x € Rd_: p(a, x) < r} zatvorena kugla oko a radijusa r obzirom

na metriku p. Skup {X 0 K(a,r) = 0} je izmjeriv jer je X zatvoren slucajni skup, a
K(a, r) kompaktan skup u R9.

5. Neka je X zatvoreni slucajan skup na R? i Ay Lebesgueova mjera na B(R?). Tada je
A4(X) nenegativna slucajna varijabla. I opcenitije, za u lokalno konacnu mjeru na
B(RY), u(X) je sluc¢ajna varijabla.

1.3 Funkcija kapaciteta

Zakon razdiobe slu€ajne varijable i1 slu¢ajnog vektora je jedinstveno odreden njihovom vje-
rojatnosnom funkcijom distribucije. Buduci da su zatvoreni slucajni skupovi generalizacija
slu¢ajnih vektora, Zelimo na sli¢an nacin karakterizirati njihove zakone razdiobe.

Definicija 1.3.1. Funkcija kapaciteta zatvorenog slucajnog skupa X je Tx: K — R defini-
rana s
Tx(K)=P(XNK=+0), Ke¥X.

Vrijedi Tx(0) = 0jer® N K = () za svaki K € K pa je P(0 N K # @) = 0. Medutim,
Tx(R) =PX NR?#0) =P(X £ 0) € [0,1]
i ta vrijednost moze biti strogo manja od 1.

Propozicija 1.3.2. Funkcija kapaciteta jedinstveno odreduje zakon razdiobe zatvorenog
slucajnog skupa.
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Dokaz. Neka je X: Q — F zatvoren slucajan skup i Py njegov zakon razdiobe. o-algebru

.....

,,,,,,

je FX = (Fx)° i o-algebra B(F) je zatvorena na presjeke. Dakle, dovoljno je pokazati da
funkcija kapaciteta jedinstveno odreduje vrijednosti Px (7, Ig x,) Za proizvoljne m € N 1
K,Ki,...,K, € K. Nekasum = 11K, K; € K proizvoljni.

Ko,

Fo=F NFx, ={FEF:FNK=0N{FeF :FNK; #0}
={FeEF:FNK=0iFnK, # 0}
={FeF :FN(KUK) W \{Fe¥F : FNK +0}.

Tada je
PX(?,fl) = Px(Fkuk,)—Px(Fx) = P(XN(KUK)) # 0)-P(XNK # 0) = Tx(KUK;)-Tx(K).
Neka susadam =21 K, Ky, K, € K. Vrijedi

Tk, = F N Fg, N Fx,

={FeF:FNK=0WN{FeF :FNK #0}N{Fe¥F :FNK, # 0}
={FeF :FNKi#0iFNK=0N{FeF :FNK=0iFnK, =0}
= (Fx, NFX)\(FeF : FN(KUK,) =0}
= (Fx, N F¥)\ Froe
= (Fi N FE)\ (Fx, 0 FH)
=Fi \ Fr

pa je Px(FE ) = Px(FE) — Px(Fy. ), a za vjerojatnosti takvih skupova je pokazano da

su jedinstveno odredene funkcijom kapaciteta. Indukcijom se pokaZe da su i vjerojatnosti

oblika PX(T,fl ...k, jedinstveno odredene funkcijom kapaciteta. O

Propozicija 1.3.3. Funkcija kapaciteta nepraznog zatvorenog slucajnog skupa X, Ty, je
vjerojatnosna mjera ako i samo ako je X jednoclan slucajni skup.

Dokaz. Neka je X = {£} jednocClan zatvoren slucajan skup. Njegova funkcija kapaciteta
tada glasi
Tx(K) =P} N K # 0) = P € K) = Fe(K),

gdje je F funkcija distribucije sluajnog vektora &, dakle Ty je vjerojatnosna mjera.
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Obrnuto, neka je X proizvoljan zatvoren slucajan skup 1 neka je njegova funkcija kapa-
citeta Tx vjerojatnosna mjera. To znaci da je posebno Ty aditivna funkcija pa za proizvoljni
K € K vrijedi

adit.

1=PXNRY#0)=PXNKUK) #0) = Tx(KUK)
=Tx(K)+ Tx(K)=P(XNK #0) + P(X N K # 0) =
=PXNK#0)+1-PXNK'=0)=PXNK=#0)+1-P(X CK),
iz Cega slijedi da je P(X N K # 0) = P(X € K). Sada odaberimo K jednoclan skup za

koji je P(X N K # 0) > 0 (takav K sigurno postoji jer je X neprazan). Tada vrijedi da je
P(X € K) > 0 samo ako je X jednoclan skup. O

Primjer 1.3.4. Neka je X = (—c0, &] sluc¢ajan polupravac. Tada je
Tx(K) =P((=0,&]| N K # 0) = P(inf K < ¢) = 1 — Fe(inf K-),
gdje je F¢(inf K-) lijevi limes funkcije distribucije slucajne varijable & u to¢ki inf K.

Primjer 1.3.5. Neka je X zatvoren slucajan skup ¢ija funkcija kapaciteta Ty poprima samo
vrijednosti 0 ili 1, odnosno VK € K,P(X N K # 0) € {0, 1}. Prema [3)] tada postoji S € R?
takav da je X = S, P—g.s. Takav zatvoren slucajni skup X se zove deterministicki.

Primjer 1.3.6. Neka je f: R? — [0, 1] neprekidna zdesna. Neka je zadana funkcija kapa-
citetaT: K - R,

T(K) = sup f(x).

xeK
Tada je zatvoren slucajan skup X Cija je funkcija kapaciteta Ty = T dan sa X = {x € R? :
f(x) > U} gdje je U slucajna varijabla s uniformnom distribucijom na segmentu [0, 1] jer

Ty(K)=P({xeR?: fx)>UINK#0)=P({xeK: f(x) > U} #0) =
PU < sup £(x) 2" sup f(x).

xekK xekK

Neka je T funkcija kapaciteta nekog zatvorenog slu¢ajnog skupa X na R?. Tada je T
definirana na familiji kompaktnih skupova K. Funkcija T se moZe prosiriti do 7* definirane
na cijelom P(R?). Prvo prosirimo T na familiju svih otvorenih skupova u R? sa

T°(G) = sup{T(K) : K c G} (1.3)
i zatim za proizoljan A C R definiramo
T*(A) = inf{T(G) : A Cc G}. (1.4)

Ovakvo prosrenje je konzistentno jer vrijedi 7*(K) = T(K) za proizvoljan kompaktan skup
K e K.
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1.4 Choquetov teorem

Zelimo definirati svojstva funkcije 7' definirane na familiji kompaktnih skupova koja ée
osigurati da postoji zatvoren slucajan skup X kojem Ce funkcija 7T biti funkcija kapaciteta.

Teorem 1.4.1 (Choquet-Kendall-Matheron). Funkcija T: K — [0, 1] definirana na fami-
liji kompaktnih skupova je funkcija kapaciteta zatvorenog slucajnog skupa X ako i samo
ako vrijedi

1. T je neprekidna zdesna, odnosno za svaki padajuci niz kompaktnih skupova (K,,),en
koji konvergira prema kompaktnom skupu K, K, \, K, vrijedi da T(K,) \, T(K),

2. T je potpuno alternirajuca funkcija, odnosno za proizvoljni n € N i kompaktne sku-
pove K, Ky, ..., K, € K vrijedi da su sljedeci izrazi nepozitivni

A, T(K)=T(K) -T(KU K)),
A](n s AKI T(K) = AKn—I s AK]T(K) - AK,,—] s A](] T(K U Kn)’ n> 2.

Vjerojatnosni dokaz teorema baziran na teoriji proSirenja mjere s algebre na o-
algebru se moze pronaci u [3]].
Promotrimo razlike koje se javljaju u Choquetovom teoremu.

A, T(K)=T(KUK))-T(K)=P(XNK =0,XNK; # 0)
Ak, A T(K)=PXNK=0,XNK, #0,....XNK, #0)

pa je uvjet nepozitivnosti ekvivalentan uvjetu nenegativnosti odgovarajucih vjerojatnosti.
Nepozitivnost razlike kada je n = 1 zapravo zna¢i monotonost od 7 jer za K| C K; je

0>T(K)-T(KiUKy) =T(K,) - T(K;) = T(K,) > T(K)).
Kada je n = 2 iz uvjeta nepozitivnosti dobivamo poopcenje svojstva konkavnosti funkcija.

0 > AKZAKlT(K) = AKIT(K) - AKl T(K U Kz)
=T(K)-T(KUK))-T(KUK,) +T(KUK>,UK))
—= T(K)+T(KUK,UK)) <T(KUK;)+T(KUK>)

pa ako uvrstimo K = K; N K, dobivamo

T(KiINK)+T(K1NK) UK, UK) STA(KiNK))UK))+T(W(K NK)UK)
L= T(K] N Kz) + T(K2 U Kl) < T(K]) + T(Kz)
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Choquetov teorem identificira funkcije kapaciteta zatvorenih slucajnih skupova kao ne-
prekidne zdesna, potpuno alternirajuce funkcije definirane na familiji kompaktnih skupova
s vrijednostima u [0, 1] koje u praznom skupu poprimaju vrijednost 0. Ako proSirimo
skup mogudih vrijednosti koje funkcija poprima na [0, +oco) tada, uz nepromijenjene ostale
uvjete, dobivamo karakterizaciju svih lokalno kona¢nih mjera na ¥, odnosno mjera na 7
koje poprimaju konacne vrijednosti na ¥ za svaki K € K.

Za jedinstveno odredivanje zakona razdiobe zatvorenog slucajnog skupa potrebno je
definirati funkciju kapaciteta na svim kompaktnim skupovima K. PoZeljno je Sto vise
reducirati familiju kompaktnih skupova K na kojoj je potrebno definirati funkciju kapa-
citeta kako bi 1 dalje imali osiguranu jedinstvenost. Jedna mogucnost je promatrati fami-
liju kona¢nih unija zatvorenih krugova s centrima 1 radijusima koji su racionalni brojevi.
Medutim, takva familija i dalje sadrZi previse elemenata te se trazena razdioba moZze je-
dinstveno karakterizirati na puno manjoj familiji kompaktnih skupova.



Poglavlje 2

Konvergencije slucajnih skupova

2.1 Choquetov integral

Kao $to je kod razvoja teorije slucajnih vektora jednostavnije rukovati funkcijama distribu-
cija 1 korisno Sto viSe teorijskih rezultata iskazati preko njih, tako je pri proucavanju svoj-
stava zatvorenih slucajnih skupova korisno koristiti pripadne funkcije kapaciteta. Buduci
da funkcija kapaciteta T zatvorenog slucajnog skupa X nije nuzZno aditivna skupovna funk-
cija kao §to je bila funkcija distribucije, potrebno je definirati koncept integrala s obzirom
na neaditivne skupovne funkcije (po uzoru na Lebesgueov integral s obzirom na aditivne
skupovne funkcije, odnosno mjere). Takav integral nam je potreban, recimo, prilikom
analize konvergencije po distribuciji zatvorenih slu€ajnih skupova, koju ¢emo definirati
kasnije u poglavlju. U sljede¢em primjeru dana je jedna motivacija za definiranje integrala
po neaditivnoj skupovnoj funkciji.

Primjer 2.1.1. Za nenegativnu slucajnu varijablu X definiranu na vjerojatnosnom prostoru
(Q, A, P), ocekivanje od X moZemo racunati kao

E(X) = fX(w)cﬂP(a)) = fP(X > 1) dt = fP(X >1)dt. (2.1)
Q 0 0

Neka je X proizvoljna slucajna varijabla od interesa. Pretpostavimo da u statistickoj ana-
lizi podataka nije moguce opaZati sam X vec neki skup S koji sadrZi X gotovo sigurno.
Dakle, S : Q — F je zatvoreni slucajni skup na R takav da je P(X € S) = 1. Neka je
g: R — R, izmjeriva funkcija. Tada je

g«(w) = inf{g(x) : x € S(w)} < g(X(w)) < sup{g(x) : x € S (W)} = g"(w).
g+, 8" Q — R su izmjerive funkcije jer za proizvoljan t € R je

w:g (W2t} ={w: xeig(fw)g(X) >t ={w:glx) >21,xeS(w)}=1{g) =1

14
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Sto je izmjeriv skup jer su i S i g izmjeriva preslikavanja pa je i njihova kompozicija izmje-
rivo preslikavanje. Analogno se pokaze da je i g* izmjeriva funkcija. Ta dva preslikavanja
su i nenegativna pa moZemo promatrati njihova ocekivanja. Zbog monotonosti oc¢ekivanja
vrijedi

E(g.) < E(g(X)) < E(g").
Neka su F., F*: B(R) — [0, 1] definirani s

F.B)=P( € B), FB)=PS NB=+0).

Sada je
E(g.) = f g:«(w)dP(w) = f P(g. > 1) dt = f P(g, ' ((t, +o0))) di =
Q 0 0
= fP(S Qg_l((t, +00)))) dt = fF*(g_l((t, +00))))dt = fF*(x : g(x) > 1 dt.
0 0 0
I analogno
E(g") = f g () dP(w) = f P(g" > ndt = f P(g"' ((t, +00))) dt =
Q 0 0
= f P(S N g~ ({1, +c0))) # 0) dt = f F (g7 ({1, +00)))) dt = f F*(x: g(x) > 1) dt.
0 0 0

Preslikavanja F. i F* nisu vjerojatnosne mjere na B(R), ali se mogu koristiti za donoSenje
zakljucaka o distribuciji slucajne varijable X na temelju zatvorenog slucajnog skupa S.
Zato je potrebno definirati Choquetov integral koji ¢e omoguditi takve racune.

Neka je E proizvoljan skup te neka je ¢ neaditivna mjera definirana na nekoj familiji
podskupova A od E takvoj da je 0 € A. Odnosno, neka za ¢ vrijedi ¢(0) = 01 ¢ je
neopadajuca, odnosno za A, B € A takve daje A C B je ¢(A) < ¢(B). Recimo, ¢ moze
biti funkcija kapaciteta nekog slucajnog skupa. Po uzoru na jednakost u (2.1)) se definira
Choquetov integral.

Definicija 2.1.2. Neka je f: E — R, i ¢ neaditivna mjera na E. Choquetov integral
nenegativne funkcije f u odnosu na ¢ se definira kao

C¢(f)=ffd¢=f¢({xif(X)2t})dt=f¢(f2t)dt- (2.2)
0 0
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Integral u (2.2)) je dobro definiran i postoji ako je primjerice f ogranicena ili izmje-
riva te ¢ konacna mjera, odnosno ¢(E) < +oco. Neka je sada f: E — R proizvoljna iz-
mjeriva funkcija. Tada f moZemo zapisati kao f = f* — f~, gdjesu f*,f: E — R,
nenegativne funkcije koje zovemo pozitivni i negativni dio od f i koje se definiraju kao
FT(x) = fO)1g0(x) 1 f7(x) = —f(x)14o(x). Tada definiramo Choquetov integral funkcije
f u odnosu na ¢ kao

+00 0
C¢(f)=ffd¢=f¢(f2l)dl+f(¢(f2f)—¢(E))dt-
0 —00

Motivacija za ovakvu definiciju slijedi iz Lebesgueovog integrala koji se za proizvoljnu
izmjerivu funkciju f definira na sljedec¢i nacin

[rau=[rau-|ran 23)

kada su oba integrala s desne strane u (2.3) kona¢na. Ako je u(R) < +co, onda imamo

+00 +00

ff+dp: fﬂ(f > ) dt'’Z f,u(th)dt. (2.4)
0

0

Zasvakit € E, t > 0, skupovi {f < —t} = {f~ > t} 1 {f = —t} tvore particiju skupa E, pa
zbog aditivnosti Lebesgueove mjere u vrijedi u(f~ > t) = w(E) — u(f > —t). 1z aditivnosti
Lebesgueovog integrala slijedi

+00

ff_d,u=f,u(f_>t)dt=f[u(E)—u(fZ—t)]dt=
0

0

—o0 0
f—[ﬂ(E) —u(f z0ldt = f[,u(E) —u(f 2z nldt, (2.5)
0 —00

pauz (2.4) i (2.5) izraz (2.3)) postaje

+00

0
ffdﬂ=f,u(fZI)dHf[ﬂ(fZt)—N(E)]dt,
0 —00

Sto je analogon definicije Choquetovog integrala za proizvoljnu izmjerivu funkciju. Sada
slijedi da ako je f izmjeriva i ako je ¢ mjera, tada Choquetov integral odgovara ocekivanju.
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Za proizvoljan M C E mozZemo restringirati Choquetov integral na M na sljedeci nacin

C¢(1Mf)=ffd¢=f¢({x€Mif(X)Zt})dt=
M 0

0

- f o((f > 1} M) dt + f B > 1 A M) — $(M)] dr.
0

Primjer 2.1.3. Neka je Tx funkcija kapaciteta nekog zatvorenog slucajnog skupa X na R?

i neka je g: RY — R, izmjeriva.

1. Funkcija Tx se proSiruje na P(RY) pomocu formula (1.3) i (T.4) pa je posebno Tx
dobro definirana na B(RY) zbog cega se moZe promatrati integral

+00

fTX(x e R?: g(x) > 1) dr.

0
Tada je

+00 +00

fngXgi"fo(gzr)dr:fP(Xm(gzr)¢0)dr:
0 0

+00

= fP(SuP f(x) 2 ) dt = E[sup f(x)] = E[sup f(X)].

xeX xeX
0

2. Neka je Fx dualna funkcija od Ty, odnosno
FA)=1-TA)=1-PXNA“#0)=P(XNA“=0)=P(X C A).

Tada je
fF(gzt)dt:f[l—T(g<t)]dt:f[l—P(Xm{g<t}¢@)]dt:
0 0 0

:f]P(Xﬂ{g<t}:(Z))dt:fP({xeX:g(x)<t}:(Z))dt:
0 0

+00 +00

= fIP(Vx € X, g(x)>1dt= f]?(irel)ljg(x) > 1) dt = E[ig g(x)] = E[inf g(X)].

0 0



POGLAVLIJE 2. KONVERGENCIJE SLUCAJNIH SKUPOVA 18

Choquetov integral je monoton 1 homogen je pri mnoZenju s pozitivnim skalarom pa za
f < giad> 0, zato Sto je ¢ monotona i invarijantna na mnoZzenje pozitivnim skalarom kao
neaditivna mjera, vrijedi:

+00 0
Colf) = f o(f > fydi + f O(f > 1) — $(B)) dr <
0 —00

+00 0
< f¢(g > 1)dt + f(¢(g > 1) — ¢(B)) dt = Cy(g),
0 —0c0

+00 0
Co(Af) = f¢(/1f2 l)dl+f(¢(/1f2 1) - ¢(AB))dt =
0 —0c0

+00 0
—a [ o= naiea [0 =0 - s@)d = acp,
0 —00

Medutim, Choquetov integral nije opéenito aditivan. Primjerice, neka su f = %IA 1g =
%IB. Tada je

+0o0

C¢(f)=f¢(X€AI

0

Zl‘) dt

A

% 1
f ¢A)dt = 7 ¢(A)
0

+00

C¢(g):f¢(x€B:%2t) dt:f¢(B)dt:%¢(B)
0

0

+00

Co(f+8) = fqﬁ(x : élllA(x) + %lg(x) > t) dt = %(;S(A \ B) + %qﬁ(B\A) + zqﬁ(A N B).
0

Zbog toga Sto ¢ nije aditivna, za A 1 B koji nisu disjunktni moZze biti Cy(f + g) # C4(f) +
Cy(8)-
2.2 Konvergencije nizova zatvorenih sluc¢ajnih skupova

Neka je (QQ, A, P) vjerojatnosni prostor na kojem je definiran niz zatvorenih slucajnih sku-
pova (X,).en te zatvoreni slucajni skup X.
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Konvergencija gotovo sigurno

Definicija 2.2.1. Niz zatvorenih sluc¢ajnih skupova (X,),cn konvergira gotovo sigurno prema
zatvorenom slucajnom skupu X ako je

Plwe Q: X,(w) — X(w)) = 1.

Oznaka: X, 2 x

Konvergenciju skupova (X, (w)),ey 1z definicije promatramo kao konvergenciju u smislu
topologije pogodaka i promasaja 7. To jest, niz skupova (X,(w)),cny konvergira prema
skupu X(w) ako za svaku okolinu V od X(w) u 7, postoji n(V) € N takav da je za svaki
n>nV),X,(w)eV.

Konvergencija po vjerojatnosti

Nekajed: ¥ X ¥ — R, metrika na ¥ kompatibilna s topologijom 7 . Tada niz zatvorenih
sluc¢ajnih skupova (X,,),en konvergira po vjerojatnosti prema zatvorenom slucajnom skupu

. P ve .
X, uoznaci X, — X, ako vrijedi
Ve>0, lim Pd(X,,X)>¢)=0.
n—+oo

Ovaj tip konvergencije se za zatvorene slucajne skupove moze opisati na ekvivalentan, ali
operativniji nacin.

Prisjetimo se da za niz slucajnih varijabli (Y,),n vrijedi da konvergencija tog niza
gotovo sigurno prema slucajnoj varijabli ¥ povlaci konvergenciju po vjerojatnosti, odnosno
da za svaki € > 0 vrijedi nl_l)IPoo P(Y, — Y| > &) = 0. Sada na R vrijedi

{w: |V, (w)—Yw)|>¢el={w:Yw)>Y,(w)+e}U{w: Y, (w)>Yw)+e}=
= {w: Y(w) ¢ K(Yy(w), &)} Ufw : V() ¢ K(Y(w), &)},

gdje jeza x € R, K(x,r) = {y € R: |x—y| < r}. Sada promatramo metri¢ki prostor (R, p) i
na njemu definirane zatvorene slu¢ajne skupove X, (X,),en. Za A CR¢ i & > 0 oznadimo s

A? = {x eRY: p(x,A) < &},
gdje je p(x,A) = in£ p(x,y). Promatramo skupove oblika
ye
E,. = (X\ X)) U (X, \ X°).

MozZe se pokazati (vidi [7]]) da je ekvivalentno
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1. X, = X,
2. Zasvakie >0, E, . £ 0,
3. Za svaki kompaktan skup K € K, E, . N K = 0 g.s, za dovoljno velike n.

Stovise, ako E, . £ 0, tada za svaki K € K vrijedi da je P(E,. N K # 0) "0, 1z toga
slijedi da je sljedeca definicija konvergencije po vjerojatnosti ekvivalentna pocetnoj:

Definicija 2.2.2. Niz zatvorenih slucajnih skupova (X,,),en konvergira po vjerojatnosti prema
zatvorenom slucajnom skupu X ako za svaki € > 0 i za svaki kompaktni skup K € K vrijedi

lim P((X\ X7) U (X, \ X)] N K #0) = 0.

Konvergencija po distribuciji

Neka su (7,),ev 1 T funkcije kapaciteta niza zatvorenih sluc¢ajnih skupova (X,,),en 1 zatvo-
renog sluc¢ajnog skupa X, respektivno. Oznacimo s (P,),en 1 Px zakone razdioba zatvorenih
slu¢ajnih skupova (X),),en 1 X redom. Generalizirajuci poznatu definiciju konvergencije po
distribuciji slucajnih varijabli 1 vektora moZe se definirati da niz zatvorenih slu€ajnih sku-
pova (X,)nen konvergira po distribuciji prema zatvorenom slucajnom skupu X, u oznaci

X, 2, X, ako za svaki A € B(F) takav da je Px(0A) = O vrijedi da P,(A) — Px(A).
Pri ¢emu je 0A rub skupa A u odnosu na topologiju pogodaka i promasaja na . Iz Port-
manteau teorema tada slijedi da je konvergencija po distribuciji ekvivalentna bilo kojoj od
sljedecih tvrdnji

1. Za proizvoljnu realnu, neprekidnu, ogranic¢enu funkciju f definiranu na ¥ vrijedi

[ f(F)dP,(F) — [ f(F)dPx(F),
F F

2. Za proizvoljnu realnu, neprekidnu, ogranic¢enu funkciju f definiranu na F vrijedi

E[f(X,)] — E[f(X)],
3. Za proizvoljan otvoren skup G € G vrijedi Px(G) < liminf P,(G).

Konvergencija mjera na B(¥) iz |l| naziva se slaba konvergencija vjerojatnosnih mjera.

Dakle, kaZe se da niz (P,),«y konvergira slabo prema Py, u oznaci P, N Py, ako X, 2, X.
Tada govorimo 1 o slaboj konvergenciji niza zatvorenih slu€ajnih skupova. Ponekad je
jednostavnije rukovati s funkcijama kapaciteta zatvorenih sluc¢ajnih skupova pa je korisno
iskazati da je definicija slabe konvergencije ekvivalentna uvjetu

f f@)dT,(u) — f f () dT (u) (2.6)
R4

R4
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za proizvoljnu nenegativnu, neprekidnu funkciju f s kompaktnim nosacem na R?. Za li-
mese u (2.6) potreban nam je Choquetov integral s obzirom na to da funkcije kapaciteta
nisu aditivne. Dokaz ove tvrdnje moZe se pronaci u [6].

Zelimo konvergenciju po distribuciji niza zatvorenih slu¢ajnih skupova karakterizirati
pomodu njihovih funkcija kapaciteta s kojima je lakSe racunati. Prostor # je kompaktan u
topologiji pogodaka i promasaja pa vrijedi varijanta Hellyjevog teorema.

Teorem 2.2.3 (Hellyjev teorem za zatvorene slucajne skupove). Proizvoljna familija za-
tvorenih slucajnih skupova je relativno slabo kompaktna, odnosno svaki niz zatvorenih
slucajnih skupova ima slabo konvergentan podniz.

Iz Hellyjevog teorema slijedi glavni rezultat, dokazan u [5]:

Teorem 2.2.4. Niz zatvorenih slucajnih skupova (X,),en konvergira slabo prema zatvore-
nom slucajnom skupu X ako i samo ako T,(K) — T(K) za svaki kompaktan skup K za
koji vrijedi T(K) = T(Int(K)), gdje je Int(K) interior skupa K.



Poglavlje 3

Zatvoreni slucajni skupovi u primjeni

3.1 Konvergencija niza ME plotova

ME plotovi (eng. mean excess plots) su alat koji se Cesto koristi u analizi ekstremnih
vrijednosti, aktuarskoj matematici 1 procjeni rizika. Primjerice, u hidrologiji, moZe nas
zanimati kolika je vjerojatnost da razina vode u rijeci ili moru bude viSa od brane ili nasipa
koji Stite okolno podrucje od poplave. U znanosti o okoliSu vazno je znati grani¢ne razine
koncentracija Stetnih tvari u zraku ili vodi te vjerojatnosti da razina oneciS¢enja bude veca
od dozvoljene. To omogucéava donoSenje potrebnih mjera kako bi se ocuvala kvaliteta
Zivota ljudi u blizini. Matematicki, ono $to nas zanima je distribucija prekoracenja preko
dopustene vrijednosti, odnosno praga (eng. threshold), u za neku slucajnu varijablu X ¢ija

je funkcija distribucije F:
F,(x)=PX-u<x|X>u).

Ova distribucija se pokazuje vaznom pri analizi ekstremnih vrijednosti pomo¢u POT mo-
dela (eng. peaks over threshold) koje se bazira na analizi vrijednosti koje prelaze neki
unaprijed odredeni prag te pronalazenju modela koji ¢e dobro opisivati te ekstremne vrijed-
nosti. Iskazat ¢emo teorem koji omogucava da se u praksi koristi familija generaliziranih
Pareto razdioba najprikladnija za opisivanje statisti¢kih svojstava ekstrema.

Kaze se da sluCajna varijabla X ima generaliziranu Pareto razdiobu s parametrima & i
B, odnosno X ~ GPD(¢, 8), ako je njena funkcija distribucije oblika

I-(1+5)%, £#0

Gfﬂ“‘):{l—exp{—g}, £-0’

pricemusuf >0tex >0akojeé >0i10 < x < —g za ¢ < 0. Generalizirana Pareto
razdioba se Cesto koristi za modeliranje repova drugih razdiobi.

22
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Pickands—Balkema—De Haan teorem [4] kaZe da je funkcija distribucije ekstrema F,,,
uz odredene blage uvjete, asimptotski ekvivalentna funkciji distribucije G,z generalizirane
Pareto razdiobe kako se prag u priblizava desnoj krajnjoj tocki x" distribucije F koja se
definira kao

x =sup{x: F(x) < 1} < co.

Uvjeti na funkciju F, su dani u teoremu za slucaj & > 0, dok su za ostale vrijednosti
& uvjeti vrlo sli¢ni. Ovaj teorem pokazuje da je generalizirana Pareto razdioba prirodan
izbor za modeliranje ekstremnih vrijednosti jer dobrim odabirom praga u mozemo posti¢i
dovoljno dobru aproksimaciju funkcije distribucije ekstrema F, funkcijom distribucije ge-
neralizirane Pareto razdiobe. Za pogodni odabir praga u te za ocjenu kvalitete modela do-
bivenog pomocu generalizirane Pareto razdiobe koristi se ME funkcija (eng. mean excess
function). ME funkcija slucajne varijable X definira se kao

Mu)=E[X—-u|X > u],

uz pretpostavku da je E[X,] < oo. Ako je Xi,X>,...,X, sluajan uzorak iz razdiobe s
funkcijom distribucije F, tada je procjenitelj ME funkcije dan s
_Z (Xi — W) lixn
M) = Z— , u=0.
Z 1{Xi>u}

1

MozZe se pokazati [4} 1] da za slu€ajnu varijablu X ~ GPD(&, B) vrijedi da je E[X] < oo ako
i samo ako je € < 11 u tom slucaju je ME funkcija od X linearna po u i oblika

M(u):i+ ¢

- 1-¢"

za0 <u<oakoje < ¢ < 1,o0dnosno 0 < u < —g ako je & < 0. Takoder, linearnost
funkcije M(u) karakterizira klasu generaliziranih Paretovih razdioba. Dakle, jedan nacin
provjere podlijezu li neki podaci generaliziranom Pareto modelu je promatrati njihov ME
plot {(X(k), M (X(k))) ck=1,..., n} 1 koliko je on blizak grafu neke linearne funkcije. Ovdje
je Xay, ..., X uredajna statistika uzorka Xj, ..., X, u nerastu¢em poretku. ME plot je
kona&an skup slu¢ajnih to¢aka u R? $to ga ¢ini izmjerivim i slu¢ajnim zatvorenim skupom.
Promatrat ¢emo konvergenciju ME plotova u topologiji pogodaka i promasaja, definiranoj
u odjeljku|Zatvoreni slucajni skupovil

Neka je F(x) = 1 — F(x). Za funkciju U: (0,00) — R, kaZemo da je regularno
varirajuca s indeksom p, odnosno U € RV,, ako je

. U@x)
lim = x’,
=00 U(1)

U [2]] je pokazano da vrijede sljedeca dva teorema.

x> 0.
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Teorem 3.1.1. Neka je & > 0. Za funkciju distribucije F je ekvivalentno:

1. Fe RV_%, odnosno

F
vi>0, lim 20 _ -t

e Fx)

2. F je u maksimalnoj domeni privlacnosti Frechetove razdiobe s parametrom S%, od-
nosno 1
lim F"(c,x) = exp {—x?}, za svaki x > 0,

n—oo

gdje je c, = F7'(1 —n7").

3. Postoji pozitivna izmjeriva funkcija B(u) takva da vrijedi

lim sup |F, (x) — Geu(x)| = 0.

n—oo x>u

Teorem daje nuZan i1 dovoljan uvjet za egzistenciju funkcije S(u) te posljedicno
za egzistenciju generalizirane Paretove razdiobe Cija funkcija distribucije dovoljno dobro
aproksimira funkciju distribucije ekstrema podataka F,.

Teorem 3.1.2. Neka je (X,).en niz nezavisnih, jednakodistribuiranih sluc¢ajnih varijabli s
funkcijom distribucije F te neka su F € RV_é i0 < & < 1. Tada u familiji zatvorenih

skupova F, s topologijom pogodaka i promasaja, vrijedi

Sy = % {(Xon MX)) i =2.....k} 8= {(x li_gz) 1> 1}. (3.1)

Sada lako moZemo naéi procjenu & parametra & generalizirane Pareto razdiobe. Me-
todom najmanjih kvadrata ili metodom maksimuma funkcije vjerodostojnosti linearni dio
ME plota aproksimiramo afinom funkcijom s koeficijentom smjera b. Tada je & = ﬁ.
Sli¢ni rezultati konvergencije ME plotova u familiji zatvorenih skupova ¥ vrijede i za
slucajeve kada je & < 0 (tada je limes pravac s negativnim koeficijentom smjera) 1 ¢ = 0
(limes je pravac paralelan s x-osi, s ordinatom jednakom 1). U slucaju & > 1 limes je
sluc¢ajna krivulja. Rezultati se mogu pronaci u [2].

Tustrirajmo teorem [3.1.2] o konvergenciji ME plotova na simuliranim te na stvarnim

skupovima podataka.
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Generalizirana Pareto razdioba

Simulirajmo u programskom jeziku R slucajni uzorak duljine n = 100000 iz generalizi-
rane Pareto distribucije s parametrima & = 0.51 8 = 1 te pokazimo da je ME plot tih
podataka priblizno linearan s koeficijentom smjera é = % = 1. Na slici vidimo
ME plot slu¢ajnog uzorka duljine 100000 iz GPD(0.5, 1) razdiobe uredene u nerastu¢em
poretku te vrijednosti procjenitelja M ME funkcije u tim totkama. MoZe se vidjeti da je
pocetni dio grafa priblizZno linearan, dok s veéim vrijednostima opaZanja slucajne varijable
X graf postaje sve viSe rasprSen. Razlog tomu je Sto pri raCunanju vrijednosti empirijske
ME funkcije u velikim vrijednostima X ra¢unamo aritmeticku sredinu malog broja eleme-
nata (samo nekoliko opaZanja je vece od trenutnog opazanja koje promatramo) pa je tada
veca varijabilnost dobivenih vrijednosti. Na slici vidimo prikaz dijela ME plota gdje
smo odbacili pocetnih, odnosno najvecih, 250 opaZanja. Sada smo metodom najmanjih
kvadrata tim podacima pridruzili pravac (oznacen crvenom bojom). Koeficijent smjera tog
pravca je 0.92 (dok je ocekivana vrijednost koeficijenta smjera 1), iz cega dobivamo da je
procijenjena vrijednost parametra & generalizirane Pareto distribucije jednaka & = 0.48, pri
¢emu je stvarna vrijednost jednaka 0.5.

400
|

300
|

X
200

100
|
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O

0 a0 100 150 200 2350 300

Slika 3.1: ME plot slu¢ajnog uzorka duljine 100000 iz GPD(0.5, 1) razdiobe
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Slika 3.2: Dio ME plota slucajnog uzorka X250, . - - , X(100000) 1z GPD(0.5, 1) razdiobe te
pravac prilagoden tim podacima metodom najmanjih kvadrata

F razdioba

[lustrirajmo rezultat teorema na F razdiobi koja nema linearan ME plot u teoriji. Ponovno
simulirajmo uzorak od n = 100000 slu¢ajnih brojeva iz F(2, 5) razdiobe. Na slici [3.3] po-
novno vidimo da je pocCetak grafa sli¢an linearnoj funkciji, dok vrijednosti procijenjene ME
funkcije za velike vrijednosti varijable X imaju vecu varijabilnost. Stoga, prije aproksima-
cije linearnom funkcijom ponovno iz prikaza uklonimo 250 najvecih opaZzanja. Na slici[3.2]
vidimo koliko dobro pravac s koeficijentom smjera 0.66 opisuje generirane podatke.

ME plot stvarnih podataka

Kona¢no, pokazimo kako se teorem [3.1.2] ponasa na stvarnim podacima. Koristimo skup
podataka rivers koji se moZe pronaci u programskom jeziku R. U njemu su zapisane du-
ljine, u miljama, 141 najvece rijeke Sjeverne Amerike. Podaci su prikazani na slici
dok na slici [3.6] vidimo pravac prilagoden tim podacima.
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Slika 3.3: ME plot slu¢ajnog uzorka duljine 100000 iz F (2, 5) razdiobe

=

Slika 3.4: Dio ME plota slucajnog uzorka X»s0), . . . , X(100000) 1z F(2, 5) razdiobe te pravac
prilagoden tim podacima metodom najmanjih kvadrata
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Slika 3.5: Duljine (u miljama) 141 velike rijeke u Sjevernoj Americi
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Slika 3.6: ME plot duljina (u miljama) rijeka u Sjevernoj Americi te pravac prilagoden tim
podacima metodom najmanjih kvadrata
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada bio je dati motivaciju za uvodenje pojma zatvorenog sluc¢ajnog
skupa. Bududi da je zatvoreni slucajni skup prirodno poopéenje pojma sluc¢ajnog vektora,
na pocetku smo dali pregled ve¢ poznatih rezultata. Nakon definicije pojma zatvorenog
slu¢ajnog skupa pokazali smo neke jednostavne primjere. Uveli smo funkcije distribucije
1 kapaciteta 1 pokazali njihova osnovna svojstva. Iskazali smo Choquetov teorem koji daje
nuzne i dovoljne uvjete da bi funkcija bila funkcija kapaciteta nekog zatvorenog sluc¢ajnog
skupa. Definirali smo Choquetov integral koji omogucuje integriranje neaditivnih funk-
cija. Funkcije kapaciteta zatvorenih slu¢ajnih skupova su neaditivne pa Choquetov integral
koristimo pri definiranju tri tipa konvergencije zatvorenih slucajnih skupova. Naposljetku,
promotrili smo Sto se dogada s konvergencijom ME plotova, odnosno grafova funkcije
o¢ekivanog viska. ME plotovi se koriste u analizi i modeliranju opazZenih ekstremnih vri-
jednosti. Na simuliranim podacima iz generalizirane Pareto razdiobe i F razdiobe te na
stvarnim podacima potvrdili smo teorijski rezultat o konvergenciji ME plotova prema line-
arnoj funkciji.



Summary

The aim of this master thesis was to provide the motivation for the introduction of a ran-
dom closed set. Since a random closed set is a natural generalization of the concept of
a random vector, at the beginning we provided an overview of some well known results.
After defining the concept of a random closed set, we presented some simple examples.
We have introduced the distribution and capacity functions and demonstrated their basic
properties. We have presented the Choquet’s theorem which gives the necessary and suffi-
cient conditions for a function to be a capacity function of a random closed set. We have
defined the Choquet integral which allows the integration of the nonadditive functions. Ca-
pacity functionals are nonadditive so we use Choquet integral to define the three modes of
convergence of a series of random closed sets. Lastly, we observed what happens with the
convergence of the ME plots, that is, the mean excess function plots. ME plots are used
in the analysis and modeling of extreme value observations. On the simulated data from
the generalized Pareto distribution and the F distribution and on the real-world data, we
illustrated the theorem of the convergence of ME plots to a linear function.
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