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Uvod

Upravljanje rizicima danas je jedan od glavnih aspekata u poslovanju financijskih i kre-
ditnih institucija te raznih drugih institucija koje su izloZene nekoj vrsti rizika. Svaka je
institucija izloZena riziku na neki nacin. Osiguravajuce kuce, banke, investicijska drustva
1 sve ostale financijske 1 kreditne insitucije u svojem portfelju imaju razne vrste proizvoda
kao Sto su Zivotno osiguranje, automobilsko osiguranje, stambeni krediti, dionice, drzavne
obveznice, trezorski zapisi i slicno. Svi proizvodi izloZeni su nekoj vrsti rizika, a institucije
podloZne gubitcima. Razliite vrste rizika rijetko su nezavisne pa je postalo nuzno razviti
statisticke modele za zavisne varijable i analizirati njihova svojstva te konstatirati rizicnost
portfelja.

U ovom radu definirat ¢emo ovisnost uredaja ili uredaje zavisnosti takve da vrijedi - ako je
vektor rizika X <Y, slijedi da je vektor Y jace pozitivno zavisan od vektora X, odnosno Y
je rizi¢niji od X. Usporedivat ¢emo vektore rizika u istoj Fréchetovoj klasi, odnosno s istim
marginalnim distribucijama. Koncept pozitivne zavisnosti, uveden u radu E. L. Lehman
(1966), [S], pridonio je korisnim rezultatima 1 u teorijskoj statistici, a Siroku primjenu ima
u aktuarstvu. Rasprave o pozitivnoj zavisnosti mogu se pronaci i Miiller 1 Scarsini (2000),
[6], Kimeldorf i Sampson (1989), [4] i drugim. U radu E. L. Lehman (1966) koncept je
opisan preko pozitivnog kvadrantnog uredaja, uredaj zavisnosti u R2.

Prvo poglavlje sadrzi nekoliko rezultata koji su nuzni za razumijevanje materije u razradi
rada.

U drugom poglavlju definirat ¢emo poopcenje pozitvnog kvadrantnog uredaja na R", or-
tantni uredaj te odnos sa stohasti¢kim integralnim uredajem te uredaje generirane klasom
funkcija. A-monotoni i supermodularni uredaj korisni su uredaji generirani klasom funk-
cija - ako je dva vektora rizika moguce definirati pomocu funkcije na temelju ocekivanja,
moZzemo usporediti pozitivnu zavisnost, a time 1 rizi¢nost.

Osim pozitivne zavisnosti, usporedbu rizi¢nosti vektora rizika ili portfelja moguce je opi-
sati pomocu konveksnosti marginalnih distribucija.

U tre¢em poglavlju definirat ¢emo konveksni uredaj i rastuéi konveksni uredaj ili stop-loss
uredaj, koji ima Siroku primjenu u aktuarstvu. Jedan je od razloga to Sto konveksni uredaji
nisu ograni¢eni na istu Fréchetovu klasu. Nadalje, konveksni uredaji opisuju rizik kao
uredaj (pozitivne) zavisnosti, ali ga opisuju i u smislu varijabilnosti zbog uvjeta konveks-
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nosti marginalnih distribucija. Definirat ¢emo i usmjereni konveksni uredaj te promotriti
rizicnost nekih modela u odnosu na isti.
Zadnje poglavlje sadrZi nekoliko primjera kako bismo bolje opisali teorijsku pozadinu. De-
finicije i rezultati u diplomskom radu preuzeti su iz [[11], [2], [3]], [4], [S], [6], [7], (8], [9],
[10] 1 [11] ako nije navedeno drugacije.



Poglavlje 1
Preliminarije

U ovom poglavlju definirat ¢emo nekoliko osnovnih pojmova koje ¢emo koristiti u
iduéim poglavljima. Definicije i rezultati uzeti su iz [10].

1.1 Kopule

Pojam kopula je definiran s idejom kako bi se opisala zavisnost. Funkcija distribucije F n-
dimenzionalnog sluc¢ajnog vektora X moze se razdvojiti na marginalne funkcije distribucije
F;inakopulu. S ¥ (Fy, ..., F,,) oznatavamo familiju n-dimenzionalnih funkcija distribucija
s marginalnim funkcijama distribucija F, ..., F,,. Definicija kopule je iz [10].

Definicija 1.1.1. Neka je X = (Xi, X>, ..., X)) slucajan vektor s funkcijom distribucije F
i s marginalnim funkcijama distribucije F;, X; ~ F;, 1 < i < n. Funkciju distribucije
C s uniformnim marginalnim funkcijama distribucije na [0, 1] zovemo kopulom od X ako
vrijedi:
F =C(Fy,...F,).
Prema definiciji skup kopula moZe se definirati kao Fréchetova klasa ¥ (U, ..., U) svih
funkcija distribucije C, za koje vrijedi da su marginalne funkcije distribucije uniformne,

U =t te][0,1].
Uvodimo centralni teorem u teoriji kopula.

Teorem 1.1.2 (Sklarov teorem). Neka je F € ¥ (F, ..., F,,) n-dimenzionalna funkcija dis-
tribucije s marginalnim funkcijama F, ..., F,. Tada postoji kopula C € F(U,...,U) s
uniformnim marginalnim distribucijama, za koju vrijedi

F(xq,...,x,) = C(F1(x1), ..., F,(x,)).

Navodimo joS jedan rezultat iz [1].
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Propozicija 1.1.3. Neka su X i Y 2-dimenzionalni slucajni vektori s funkcijama distri-
bucija Fy i F, s respektivnim kopulama C, i C,. Tada vrijedi X <. Y & Ci(uj.u;) <
Cor(uy.up), Yu € [0, 112, gdje je <. podudarni uredaj iz deﬁnicije

1.2 Generalizirana Fréchetova klasa

Neka je X = (Xi, ..., X,,) vektor rizika s marginalnim distribucijama P;, 1 < i < n. Po¢injemo
s definicijom.

Definicija 1.2.1 (Poljski prostor). Za topoloski prostor (E, W) kazemo da je poljski prostor
ako je separabilan, potpun i metrizabilan.

Definicija 1.2.2. Neka su P; vjerojatnosne mjere na poljskim prostorima (E;,U;),1 < j <
n, obicno E; = R ili E; = R". Tada je Fréchetova klasa M(P, ..., P,) definirana s

M(Py,....P,) ={Pe MY(E, )| P"=P;,1<i<n),

gdje je (E,N) = ®f:](E,-, ;) i m; projekcija produktnog prostora E na i-tu komponentu, a
MUE, N) je definiran kao skup svih vjerojatnosti, definiranih kao u [[I1)], na skupu (E, ).

Definirat ¢emo 1 generaliziranu Fréchetovu klasu na prostoru vektora s multivarijatnim
marginalnim distribucijama.
Neka su (E;,%;),1 < j < n, n prostora mjere i neka je & C P({1, .., n}) sustav podsku-
pova J C {1,...,n} takav da UsegJ = {l1,...,n}. Neka je P; € MUE,;,N)), J € & kon-
zistentan (u smislu Kolmogorova, iz [[11]]) sustav vjerojatnosnih distribucija na (E,, ;) =
®je J(E;, A;). Pretpostavka je da znamo zajednicke distribucije komponenata u J za sve
Jeé&.

Definicija 1.2.3 (Generalizirana Fréchetova Kklasa). Neka je dan konzistentan sustav
(Py)jes vierojatnosnih mjera. Definiramo generaliziranu Fréchetovu klasu Mg kao

Mg = M(P;,J € & = {Pe M(E,A); P” = P,,J] € &),
gdje su (E,N) = ®?=1(E,~, A;) i m; projekcije na komponente od J.

Koristec¢i generalizirane Fréchetove klase kao model klasu za vektor rizika X znaci da
distribucija X; = (X;)jes je P, za sve skupove J € &. U posebnom slucaju gdje je & =
{1}, ...,{n}}, gdje se & sastoji od jednoclanih skupova, dobivamo uobicajenu Fréchetovu
klasu M(Py, ..., P,).



POGLAVLIJE 1. PRELIMINARIJE 5

1.3 Fréchetove ograde i komonotonost

Definicija 1.3.1 (Generalizirane Fréchetove ograde). Za izmjerive funkcije f : E — R
generalizirane Fréchetove ograde definirane su kao

M(f) = sup{ffdP | P e M(Py,..., Py},

m(f) = inf{ffdP | P e M(Py, ..., Py},
ako gornji integrali postoje.

Ako gornja 1 donja Fréchetova ograda postoje, tada interval [m(f), M(f)] obuhvacda
moguce utjecaje zavisnosti na ocekivanje E[ f(X)].
Dat ¢emo i sljedecu karakterizaciju generaliziranih Fréchetovih ograda.

Definicija 1.3.2 (Klasi¢cne Heoffding-Fréchetove ograde). Neka je F € ¥ (F,,...,F,).
Tada vrijedi

1.
F_(x):= (Z Fi(xi) = (n = D)y < F(x) < F.(x) 1= min Fi(x),

i=1

gdje su F_, F, donja, odnosno gornja Fréchetova ograda.

2. F, je n-dimenzionalna funkcija distribucije s marginalnim funkcijama distribucije
Fy,...F, odnsono F, € ¥ (Fy,....F,). Zan =2 vrijedi F_ € ¥ (F,, F»).

3. Neka je F funkcija distribucije na R", tada vrijedi
Fe¥(F,.. ,.F)oF_<F<F,.

Fréchetove ograde mogu se definirati i kao funkcije distribucije slucajnih vektora za
koje bi mjera rizika, odnosno gubitak portfelja, bila najmanja za donju ogradu, odnosno
najveca za gornju ogradu.

Definirat ¢emo komonotone vektore.

Definicija 1.3.3 (Komonotonost i kontrakomonotonost). Neka su F1, ..., F, jednodimen-
zionalne funkcije distribucije i neka je U «~ U(0, 1) slucajna varijabla s uniformnom dis-
tribucijom na intervalu [0,1].

1. Slucajni vektor
X = (F{'(U), ... F,'(U)),
gdje je F7' := inf{y : Fi(y > x)} generalizirani inverz od F,, naziva se komonoton
vektor.
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2. Zan=2
X, = (F{'(U),F;'(1 - U))

zove se kontrakomonoton vektor.

U kontekstu financijske i aktuarske matematike slucajni vektor se takoder Cesto naziva
1 vektorom rizika. Bez dokaza tvrdnji dat ¢emo dva svojstva komonotonih vektora koja su
nam bitna za daljnju diskusiju u radu.

Teorem 1.3.4 (Fréchetove ograde i komonotonost). Neka je X = (X, ..., X,,) vektor rizika
na (Q, N, P) (kao u definiciji s funkcijom distribucije F € F (Fy, ..., Fy).

a) Sljedece tvrdnje su ekvivalente:

1. F =F,, F je gornja Fréchetova ograda.

2. F je funkcija distribucije komonotonog vektora X°.
b) Za n = 2 sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. F =F_, F jedonja Fréchetova ograda.
2. F je funkcija distribucije kontrakomonotonog vektora X..

Teorem 1.3.5 (Komonoton vektor i konveksni uredaj). Neka je X = (X4, ..., X,,) slucajni
vektor s marginalnim funkcijama distribucije F;, 1 < i < n. Neka je X¢ odgovarajuci

komonoton vektor takav da vrijedi X — F;. Tada vrijedi

n n
RIS
i=1 i=1

Portfelj generiran komonotonim vektorom je najrizicniji portfelj u smislu konveksnog uredaja,
<

—CX*

Konveksni uredaj je definiran definicijom [3.1.1]
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Pozitivna ortantna zavisnost i
supermodularni uredaj

2.1 Ortantni uredaj

Postoje razne ovisnosti uredaja ili uredaji zavisnosti < za vektore rizika X 1 Y. U ovom
poglavlju definirat éemo neke od uredaja te relacije integralnog stohasti¢kog uredaja, u
daljnjem tekstu stohasti¢ki uredaj, na realnim slucajnim vektorima, odnosno vektorima
rizika, pomocu kojih ¢emo opisati svojstvo pozitivne zavisnosti. Za slucajne vektore X 1Y
moc¢i ¢emo reci da su komponente vektora X vise pozitivno zavisne od komponenti vektora
Y. Nadalje, vrijedi X < Y, odnosno slucajni vektor Y je viSe pozitivno zavisan nego X te
mozemo zakljuciti da je i rizicniji. Bazirat ¢emo se na slucajnim vektorima koji imaju
identi¢ne marginalne distribucije, odnosno pripadaju istoj Fréchetovoj klasi. Definiramo 9
svojstava koje uredaj zavisnosti treba zadovoljavati kako bi vrijedilo da X < Y oznacava da
je slucajni vektor Y viSe pozitivno zavisan od slu¢ajnog vektora X, definicija je iz [1]].

Definicija 2.1.1. Neka je < uredaj na prostoru realnih sluc¢ajnih vektora dimenzije n, n > 2,
iz iste Fréchetove klase te neka su F;,1 < i < n respektivne marginalne funkcije distribu-
cije. Relacija < je uredaj zavisnosti ako vrijedi sljedece:

1. (dvovarijabilna podudarnost (bivariate concordance))
Ako X<Y onda

PX; <x, X;<x)) <PY;<y,Y;<yj), zasvex;,x; eRil <i< j<n,

2. (tranzitivnost)
XYiY<Z=X<Z
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3. (refleksivnost)
X <X,

4. (antisimetricnost)
XY Y=<X=X=Y,

5. (gornja Fréchetova ograda)

X < (F{'U), F;'(U),....F;'(U)), gdje je U -~ U0, 1],

6. (slaba konvergencija)

Ako X, <Y,, VniX, -, XY, > Y=>X<Y,
7. (invarijantnost na poredak indeksa)
Ako X<Y onda

(Xr(1)> Xz@)s -os Xnn)) = (Ya(1ys Yy s Ya(n))s 20 sve permutacije rr skupa {1,2, ...

8. (invarijantnost na rastuce transformacije)
Ako X<Y onda

(X)), Xa, ..., X)) < (¢(Y1), Y2, ..., Y,), za sve strogo rastuce funkcije t,

9. (zatvarac¢ pod marginalizacijom)
Ako X<Y onda

X, Xiys oo s Xi) 2 (Y3, Y5, oY), zasve 1 <0y < <. <y <n 2<k<n.

Uredaji koje ¢emo definirati zadovoljavaju svojstva (1)-(9) iz definicije te nece

biti dokazivana za svaki uredaj posebno.

Prvi uredaj koji uvodimo je kvadrantni uredaj na 2-dimenzionalnim sluc¢ajnim vektorima

X, Y. Krenimo od definicije kvadrantne zavisnosti definirane u [S].

Definicija 2.1.2 (Kvadrantna zavisnost). Neka je (X, Y) slucajni vektor te F njegova funk-
cija distribucije. Za vektor (X,Y) ili za funkciju distribucije F kaZemo da je pozitivno kva-

drantno zavisna ako vrijedi
PX<x,Y<y)>PX<x)PY<y), Vxy.

Analogno se definira negativno kvadrantna zavisnost.
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Dat ¢emo i definiciju stohasti¢kog uredaja.

Definicija 2.1.3 (Stohasticki uredaj). Neka su X i Y n-dimenzionalni slucajni vektori.
Stohasticki uredaj (integralni stohasticki uredaj) < je definiran s

E[fXOI <E[f(NLVf =X = Y,
gdje je f rastuca funkcija takva da ocekivanje postoji.

Ocekivanje iz definicije se u kontekstu uredaja moze interpretirati kao mjera ri-
zika u smislu - Sto je oCekivanje vece, to je rizicnost slu€ajnog vektora veca.
Na temelju ovih dviju definicija slijedi karakterizacija pozitivne kvadrantne zavisnosti
(PQD). Za slucajni vektor X s funkcijom distribucije F, funkciju doZivljenja od X, u oznaci
F, definiramos F := 1 — F.

Napomena 2.1.4. Neka je X = (X1, X») slucajni vektor. X je pozitivno kvadrantno zavisan
ako i samo ako vrijedi

X 2 Xy 1{X2>x2}’ VY x, takvi da fz()Cz) > 0,

Xo 2y X5 ]1{X1>x1}a Y x; takvi da fl(xl) > 0.

Kako je koncept PQD definiran preko integralnog stohastickog uredaja, vrijedi da, ako
slucajna varijabla poprima vrijednosti vece od neke definirane ograde, druga komponenta
raste, $to je u skladu s intuitivnim shvaéanjem pozitivne zavisnosti.

Uzevsi u obzir definicije uredaja zavisnosti 2.1.1] i pozitivne kvadrantne zavisnosti
[2.1.2] moZemo prosiriti definicije na n-dimenzionalne slu¢ajne vektore. Definicije su dane
u [10]. Prosirenje kvadrantnog uredaja na opCeniti slucaj naziva se ortantni uredaj.

Definicija 2.1.5. Za slucajni vektor X = (Xi, ..., X,) definiramo slucajni vektor X* kao
vektor iz iste Fréchetove klase, tako da vrijedi X;" «~ X;,1 <i < nte X;" i XJ.l nezavisni za
S

Definicija 2.1.6 (Ortantni uredaj). Neka su X i Y n-dimenzionalni slucajni vektori. Defi-
niramo:

1. X <, Y - gornje ortantni uredaj (upper ortant order) - ako vrijedi Fx(x) < Fy(x),
Vx e R,

2. X <5, Y - donje ortantni uredaj (lower ortant order) - ako vrijedi Fx(x) < Fy(x),
Yx e R,
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3. X <. Y - podudarni uredaj (concordance order) - ako vrijedi X <,, Y i X <}, Y,

4. X se naziva pozitivno gornje ortantno zavisan (positive upper orthant dependent
(PUOD)) ako vrijedi X*+ <,, X.

Analogno definiramo i PLOD ako vrijedi X* <, X, odnosno POD ako vrijedi X* <. X.

Za distribucije P, Q te respektivne funkcije distribucije F, G od X, odnosno Y koristimo
istu notaciju kao i u gornjim definicijama. KaZzemo da je funkcija distribucije F' pozitivho
ortantno zavisna ako su svi slucajni vektori s funkcijom distribucije F' pozitivno ortantno
zavisni.

Bitno je primijetiti da za 2-dimenzionalne slucajne vektore uz pretpostavku istih marginal-
nih distribucija vrijedi sljedece:

X<pYeoX,YeoX< Y

Ako usporedimo stohasticki uredaj i ortantne uredaje, ortantni su “slabiji”. U sljedecoj pro-
poziciji pokazat ¢emo da su ortantni uredaji kombinacija uredaja zavisnosti i stohastickog
uredaja na marginalnim distribucijama.

Propozicija 2.1.7. Ako F € ¥ (Fy,...F,)iG =F (Fy,..,F,) te F <, Gonda F; <4 G;,1 <
i<nizaX -~ F,Y - G vrijedi

Cov(X;, X;) < Cov(Y,, Y)).
Dokaz. U dokazu nejednakosti koristit ¢emo Hoeffdingovu reprezentaciju kovarijance
Cov(X;, X;) = (Hoeffdingova reprezentacija kovarijance) =

=Iﬁﬂm&w—ﬂmﬂ®MMV

:ifﬂwmwmw—iﬁﬂmﬂwMMy
= ffFX,-,Xj(xay)dXdy_fFi(x)dfoj(y)dy

= ff Fy, x,(x,y)dxdy — fFi(x)a’foj(y)dy = (F; 1 F; su funkcije distribucije)

= f f Fyx, x,(x,y)dxdy — 1 = (iz definicije <, i monotonosti integrala)

< ff Gy,y;(x,y)dxdy — 1 = Cov(Y;, Y))
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1z definicije donje ortantnog uredaja <;,:
Iz F(x) < G(x) za svaki x, kao posljedica vrijedi F;(x;) < G;(x;) za svaki x;. iz monotonosti
ocekivanja, definirano u [11], slijedi F; <, G;. O

Ortantni uredaji su generirani karakteristicnim funkcijama ili funkcijama oblika [, fi(x;),
gdje su f; nenegativne rastuce za <,,, odnsono f; nenegativne padajuce za <.

Na temelju definicije pozitivnog podudarnog ortantnog uredaja (POD) slijede tzv. Siddkove
nejednakosti, definirane u [[10].

PX<x)>PX*<x)= ]_[ P(X; < x;) 2.1)

i=1

P(X > x) 2 PX* > ) = | | P(X; > x). 22)
i=1
Nejednakosti u (2.1) i (2.2)) slijede iz definicija gornjeg i donjeg ortantnog uredaja. Jed-
nakosti slijede direktno iz definicije nezavisnosti slucajnih varijabli. Nadalje, direktno iz
(2.I) i (2.2) slijedi da stohasti¢ke nejednakosti vrijede:

min X;- <;; min X; i max X; <;; max X;".

Intuitivno, za X podudarni pozitivno zavisan vektor veca je vjerojatnost da ¢e komponente
simultano postizati veée, odnosno manje vrijednosti u odnosu na slucajni vektor s nezavis-
nim komponentama.

2.2 A-monotoni uredaj i supermodularni uredaj

Kao jaci uredaj u odnosu na ortantni uredaj, uvest cemo supermodularni uredaj. Su-
permodularni uredaj bitan je u primijenjenoj vjerojatnosti i samo neke od referenci su Joe
(1990), [2], Miiller i Scarsini (2000), [6] i drugi, dok je primjena u teoriji aktuarstva refe-
rencirana u [1l]. Prije definicije supermodularnog uredaja potrebno je uvesti A-monotoni
uredaj koji je uveden u Riischendorf (1980), [7] te nekoliko rezultata pomocu kojih Ce biti
moguce povezati ortantni i supermodularni uredaj.

Definiramo A-monotone funkcije, kao u [10]].

Definicija 2.2.1 (A-monotone funkcije). Za funkcije f : R" — R definiramo diferencijski
operator A;, € > 0,1 <i <n, kao AT f(x) = f(x+¢ee;)— f(x), gdje je e; i-ti jedinicni vektor.
Funkcija f : R" — R zove se A-monotona ako za svaki podskup J = {iy, ...,i;} C {1, ...,n}
i za sve €1, &, ..., & > 0 vrijedi

AJLLATf(x) 2 0, za sve x € R”.
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Klasu A-monotonih funkcija na R" oznatavamo s ¥,. Sada moZemo definirati A-
monotoni uredaj kao integralni uredaj generiran klasom A-monotonih funkcija F,.

Definicija 2.2.2. Neka su X i Y n-dimenzionalni slucajni vektori takvi da

E[f(X)] < ELf(V)]

za sve A-monotone funkcije f, gdje gornje ocekivanje postoji. Tada kaZemo da je X manji
od Y u smislu A-monotonog uredaja, u oznaci X <5 Y.

U iducoj napomeni navest ¢emo joS neke karakteristike A-monotonih funkcija.

Napomena 2.2.3. Primijetimo, desno neprekidne A-monotone funkcije mogu se zapisati
kao pozitivna linearna kombinacija karakteristicnih funkcija 1, .. Takoder vrijedii sljedeca
tvrdnja: Diferencijabilne funkcije su A-monotone ako i samo ako vrijedi

_r

>0, Vk<nii <..<lI.
(9x,-1...(9x,-k ’

Dokaz. =
ZaVey,...,g > 0 vrijedi

ak
AP ATf(x) >0, zasve x eR" = —f >0, Vk<nii) <..<li
. lk (9x,-1 ...ax,-k
Pokazujemo indukcijom po broju varijabli.
(B)
Za diferencijabilnu funkciju f, za Ve; > 0 vrijedi A' f(x) > 0, za sve x € R" pa
slijedi
A f(x) =f(x +&1e,) = f(x) 20/ : &
J(x+&ie) - f(x) 5 0
€1
ﬁ >0
(9X,‘1
P)
Pretpostavimo da za Ve, ..., & > 0 vrijedi

A LA f(x) 2 0, za sve x € R”

_r

= >0, Vk<nii) <..<i
0x,~1...8xik

S f(x) oznatit éemo AZ' .. A% f(x).
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(K)
Vriedi A7 A7 A7 00 > 0, 2 sve x € 7
NSk f( x)>0

U+ 1

fx+ erner) — f(x) 20/ @ &

f(x + grprer) — f(x) >0

Ek+1

of
O0Xis1
k+1
T Ly
(9x,-] ...(9x,-k(9x,-k+l

>0

. .o . k 3 . .
Pokazali smo da vrijedi ax-a fax» >0,Vk<ntei) <..<i.
iy ---OXip

=

ok ) .
ﬁ >0, Vk<ntei; <..<ip= Ail...Ai"f(x) >0,zasve x eR" zaVey,...,& > 0.
Xip-+-0OXj,

Dokaz provodimo indukcijom po broju varijabli.

(B)
Neka za funkciju f vrijedi g > 0. Funkcija f je diferencijabilna te ostaje pokazati
i

A‘;l f(x) >0, zaVe; > 0, za sve x € R". Pretpostavimo suprotno, odnosno de; > 0
takav da A" f(x) < 0 pa slijedi

Afl‘ f(x) <0

fx+ee,) - fx) <0

fx+ere) < f(x),

Sto je kontradikcija s pretpostavkom rasta funkcije f po varijabli x;, .

(P)

Pretpostavimo da vrijedi
o»f
8X,'1 ...6xl-k

= Ai‘...Af:f(x) >0, zasve x e R", Vey,....g >0

>0, Vk<ntei) <..<i

S f(x) oznatit éemo AZ' .. A% f(x).
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(K) k+1
Vrijedi —2—L

0 xi) ...6xik6xik+1

> 0. Pretpostavimo da postoje &1, ..., & > 0 takvi da A7 A7 AT f(x) <

A f(x) < 0

Fx + ererst) — f(x) <0

fx + erner) < f(x),

Sto je kontadikcija s rastom funkcije f po varijabli x ;.
]

Navest ¢emo i rezultat bez dokaza, prvi put pokazan u Riischendorf (1980), [7], a uzet
iz [10], koji nam daje relaciju izmedu gornje ortantnog i A-monotonog uredaja.

Teorem 2.2.4. Neka su X i Y n-dimenzionalni slucajni vektori, tada vrijedi:
X<owYo X))

Ovime smo pokazali da se gornje ortantni uredaj moze, osim kao u definiciji de-
finirati 1 kao uredaj generiran klasom A-monotonih funkcija, Fx.
Analogno se i donje ortantni uredaj <;,, moZe definirati kao uredaj generiran klasom funk-
cija.
Fa =1h:R" — R;Af € Fa takva da h(x) = f(—x)}.

Sve h € ¥, su padajuce i zadovoljavaju
(1A AP R(x) 2 0, za sve x €R”.

te

o f
0x;,...0x;,
Posljedi¢no, podudarni uredaj <. se takoder moZe generirati klasom funkcija F, | Fa.

Sada mozemo uvesti supermodularni uredaj. Supermodularni uredaj primjenjuje se
u primijenjenoj vjerojatnosti na slucajnim vektorima u istoj Fréchetovoj klasi, odnosno
moguce je usporedivati vektore s istim marginalima. Na sli¢an nacin definirat ¢emo ga
pomocu klase supermodularnih funkcija. Definiramo supermodularne funkcije, kao u [10].

(-D)f

>0, Vk§n111<<lk

Definicija 2.2.5 (Supermodularne funkcije). Za funkciju f : R" — R kaZemo da je
supermodularna ako za svake 1 <i < j<nieg,d > 0vrijedi da

AfA‘;-f(x) > 0, za sve x € R".
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Neka T, oznacava klasu supermodularnih funkcija i neka <, oznacava pripadni inte-
gralni uredaj, supermodularni uredaj.

Ocito je da iz definicije supermodularnih funkcija vrijedi 5 C ¥, pa moZemo reéi da
je supermodularni uredaj ’jaci” od A-monotonog uredaja te uzevsi u obzir rezultat teorema
[2.2.4] zakljuCujemo da je jaci” i od ortantnih uredaja.

Definiramo supermodularni uredaj kao integralni generiran klasom supermodularnih funk-

cija, iz [1]
Definicija 2.2.6. Neka su X i Y n-dimenzionalni slucajni vektori takvi da

E[g(X)] < E[g(1)],

za sve supermodularne funkcije g : R — R ako ocekivanja postoje. Tada kaZemo da je X
manji od Y u smislu supermodularnog uredaja, X <y, Y.

Za slucajni vektor X kazemo da je pozitivno supermodularno zavisan ako vrijedi X* <y,
X, gdje X* ima nezavisne komponente te iste marginalne funkcije distribucija, kao i slu¢ajni
vektor X, X+ ~ X.
U iducoj napomeni, analogno napomeni uvodimo alternativnu karakterizaciju kako
bismo lakse opisali uredaj u smislu <g,,.

Napomena 2.2.7. Diferencijabilne funkcije f su supermodularne ako i samo ako

Of
8)(?,'(9)@

(x) >0, Vi< j, Vx e R". (2.3)

Alternativna definicija supermodularnog uredaja je:
neka su X i Y n-dimenzionalni slucajni vektori, vrijedi X <, Y ako i samo ako

E[g(X)] < E[g()],

vrijedi za sve supermodularne funkcije g : R" — R koje zadovoljavaju nejednakost (2.3)).
Dokaz je analogan dokazu u napomeni[2.2.3)

Bitan rezultat dan u iduéem teoremu, [[10], implicira da je za slucajni vektor X pripadni
komonoton vektor veci u smislu supermodularnog uredaja. Tvrdnja je izvan koncepta rada
te nece biti dokazana. Tvrdnja je dokazana u [8]].

Teorem 2.2.8 (Supermodularni uredaj i komonotonost). Neka je X n-dimenzionalni
slucajni vektor s marginalnim funkcijama distribucije F1, ..., F,, tada

X <gn X = (F{'(U), ..., F; 1 (U)), (2.4)

gdje je U ~ U(0,1).
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MoZemo primijetiti da je zan = 2 (X 1 Y dvodimenzionalni vektori) supermodularni
uredaj <;, restringiran na Fréchetovu klasu ¥ (F, F,) ekvivalentan ortantnim uredajima
<lo» <uo- Tvrdnju éemo pokazati sljede¢im teoremom.

Teorem 2.2.9. Neka X = (X1, X,), Y = (Y, Y>) imaju iste marginalne funkcije distribucije
F\, F,. Tada vrijedi
X<, YoX<,Y (2.5)

Dokaz.

=

Implikacija slijedi direktno iz svojstva funkcije distribucije. Funkcija distribucije je oCekivanje
supermodularnih funkcija.

=
U dokazu ¢emo koristiti raspis ocekivanja pomocéu Taylorovog reda iz [1]].
« 0g(0, ¢ )
E[g(X)] = g(0,0) + f PO, 2 )=,
0 2
00 ,O
+f P(X; 2 1) g(l an
>g(ty, 1)
P(Xl > 11, Xy > h)—————dtdt.
Ox 198 X2
Vrijedi
&g(t1, 1)
E[f(1)] - BLf ()] = f f (Fy(t1,12) = Fx(t1, 1)) ag“a =dbdt.
X1, 0X2

Zbog X <. Y vrijedi Fy(t;,1,) — Fx(t;,1,) > 0, akako je f supermodularna funkcija, vrijedi

aafl(tég) > O Pa imamo E[f(X)] < E[f(Y)], odnosno X <, Y. m]

Tvrdnja teorema opcenito ne vrijedi za n-dimenzionalne vektore X, Y, zan > 3.
Sljede¢om napomenom uvest ¢emo kontraprimjer za 3-dimenzionalne vektore X, Y.

Napomena 2.2.10. Neka su X i Y slucajni vektori zadani kao X = (X1,X5,X3) i Y =
(Y1, Ya, Y3), X je uniformno distribuiran tockama (2,2, 1),(2,1,2),(1,2,2),(1,1,1),(0,0,2) 1 (2,0, 0),
a Y uniformno distribuiran tockama (2,2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(2,0,2) 1 (0,0,0).
Za provjeru X <,, Y i X <y, Y dovoljno je uzeti sve rubne tocke skupa {0, 1, 2}% i po-
kazati Fxy > Fy, odnsono Fy > Fy na svim rubnim tockama. S druge strane pos-
toje supermodularne funkcije g : R® — R takve da E[g(X)] > E[g(Y)] kao na primjer
g(x) = (x1 + x2 + x3 — 4), koja je supermodularna kao kompozicije rastuce realne konvek-

sne i rastuce supermodularne funkcije te slijedi:

1 1
E[g(X)] = 5 5 = E[g(Y)].
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Za dimenzije n > 4 dokaz je proveden u Joe (1990), [2]].

Sada se vidi da vrijedi X <,, Y i X <), Y, ali da ne vrijedi X <y, Y.

Nadalje, pokazat ¢emo za slucajne vektore X = (X1,X3),Y = (Y1, Y,) s identi¢nim
marginalnim distribucijama X; ~ Y; da su ortantni uredaji te iz ekvivalencije uredaja i
teorema 1 supermodularni uredaj, konzistentni s koeficijentima korelacije.

Napomena 2.2.11.

1. (Pearsonov o,) Neka su X,Y slucajni vektori s funkcijama distribucije F i G te
identi¢nim marginalnim distribucijama F; = G;, 1 <i < n, takve da vrijedi F <, G.
Pearsonov koeficijent korelacije dan je s

COV(XI', X])

Var(X;)Var(X,)

Kad je Pearsonov g, dobro definiran iz propozicije vrijedi
COV(X,', X]) < COV(Yi, YJ),

QP(XZ"Xj) =

pa direktno slijedi
0p(Xi, X;) < 0,(Y;, Y)).
Zakljucujemo da vrijedi tvrdnja
X < Y = 0,(X;, X)) <0,(Y1, Y)),

kad Pearsonov o, postoji.

2. (Kendallov t) Neka X = (X1, X,) ima kopulu C,, C, je funkcija distribucije vektora
U = (Uy, U,). Tada je Kendallov T definiran s

(X1, X2) = P((X, = X)X = X2) > 0) - P((X; — X)Xz — Xp) < 0),

gdje je X = (X1, X>) nezavisan od Xi X ~ X.

Odnosno t se definira kao razlika podudarnosti i nepodudarnosti vektora X i X. Ako
su marginalne funkcije distribucije F, F, neprekidne, Kendallov T poprima sljedecu
reprezentaciju

(X1, X2) = 2P(X; - X)(X2 — X5) > 0) - 1
=4PX, <X, X, < X5) -1

:4ffF(x,y)dF(x,y)—1
:4ffC1(u,v)dC1(u,v)—1

= 4E[C1(U1, Uz)] - 1.
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Neka Y = (Y;,Y,) ima kopulu C,. C, je funkcija distribucije vektora V.= (V,V>).
Neka vrijedi X <. Y. Vrijedi sljedece

(X1, Xz) = 4E[C1(U,, Up)] — 1 = (iz svojstva kopule [[.1.3)
<A4E[Cy(U,Uy)]-1=3GzU <. V)
<AE[Cy(V, V)] =1 = 7(Yy, Ya).

Pokazali smo da ako vrijedi X <. Y, onda vrijedi (X, X;) < 7(Y1, 1>).

3. (Spearmanov o) Spearmanov koeficijent korelacije definiran je za par neprekidnih
slucajnih varijabli X,, X> kao Pearsonov o, za rang funkcije F i F,

05(X1, X2) = 0,(F1(X1), F2(X2)).
Ekvivalentni zapis je
0s(X1,X2) = 3(P((X; = X{)(X2 — X3) > 0) = P((X1 = X{)(Xz2 = X5) < 0)),
gdje je slucajni vektor X+ = (X1, Xy') definiran kao u deﬁniciji Sada slijedi
0s(X1, X3) = 32P((X) - X{)(X2 = X5) > 0) - 1)

=34PX; < X5 X < XH) - 1)
= 12Fx(X{, X3) - 3

1 1
= 12f f C(l/tl, Mz)duldl/tz -3
0 0
1 1
= 12f f Ll]l/tde(ul, I/tz) -3
0 0

= 12E[U,, U>] -3,

gdje je U = (U, U,) vektor s uniformnim marginalnim distribucijama U, U, -~
U[0, 1] te s istom kopulom C kao i vektor X, . Pokazali smo da Spearmanov o4 ovisi
samo o izboru kopule.

Neka su slucajni vektori X = (X, X3) i Y = (Y1, Y2) s kopulama C,, odnosno C, takvi
da X <. Y. Tada direktno iz svojstva kopule[I.1.3} odnosno C, < C, slijedi

X 2. Y = 04X, X3) <0411, 12)

Prema svemu navedenom u ovoj napomeni za slucajne vektore X = (X1, X,),Y = (Y1, Y2) s
identicnim marginalnim distribucijama te uz prije utvrdene ekvivalencije medu uredajima

X<p,YeoX,YeX YeX<,Y
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vrijedi sljedece

0p(X1,X2) < 0,(Y1, Y2),
XSY :> QS(XI,XZ)SQS(Y17Y2)7
(X1, X2) < (Y1, 1),

gdje se < odnosi na uredaje <,,, <ip, <¢, <gm-

Kako smo uveli supermodularni uredaj, navest ¢emo svojstva zavisnosti 1 uredaja pomocu
kojih je moguce usporedivati vektore rizika te njihov odnos u supermodularnom smislu.
Ideja je uspostaviti svojstva zavisnosti koja ¢e nam omoguciti usporedbu Siroke klase mjera
rizika generiranih supermodularnim funkcijama.

Definicija 2.2.12 (Pojmovi pozitivne zavisnosti). Za slucajan vektor X = (X1, X», ..., X))
kaZemo da je:

1. povezan, ako je E[ f(X)g(X)] = E[f(X)]E[g(X)] za sve rastuce funkcije f, g.
2. slabo povezan ako E[[ ], fi(X)] = 1, ELf(X)] za sve f; > O, f; rastuca.

3. X manji od Y kao slabo uvjetno rastuc¢i u smislu sekvencijalnog uredaja (weakly
conditional increasing in sequencial order), u oznaci X <,.s Y ako za svaki t € R,
i <n-—1if rastucu vrijedi

Cov(Lix>n, f(Xi+1))) < Cov(Liyisn, f (Y1),
gdje je X1y = (Xix1ys ..., Xn), respektivno, te Y1) = (Yis1ys .o, Yy).
4. kaZemo da je X slabo povezan u nizu (weakly associated in sequence - WAS) ako

L
X chs X.

5. kaZemo da je X pozitivno supermodularno zavisan (positive supermodular dependent
- PSMD) ako vrijedi
Xt <. X.

Takoder ¢emo definirati uredaje zavisnosti koji su definirani preko uvjetnih rastuéih
distribucija. Kako bismo uveli spomenute uredaje, potrebno je definirati stohasticki rast.
Neka je {X;;i € I} familija slucajnih vektora indeksirana jednim parametrom i € I C R i
neka je f : R — R funckija, oznacit ¢emo f* = E[f(X;)].
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Definicija 2.2.13. Ako
fneopadajuca = f* neopadajuca

kaZemo da je X; stohasticki rastuci.

Kazemo da je slucajni vektor X stohasticki rastuci ako 1 samo ako vrijedi X; <y, X; za
i < j. U skladu s definicijom [2.2.13]|definiramo X T, Y, slucajni vektor X stohasticki raste
prema Y ako uvjetna distribucija PXY= raste po y u smislu stohasti¢ckog uredaja, <;.
Definiramo svojstva uvjetnog rasta:

Definicija 2.2.14 (Svojstvo uvjetnog rasta). Neka je X = (X1, X», ..., X,,) slucajan vektor,
za njega kaZemo da je:

1. uvjetno rastuéi (conditional increasing - CI) ako za svaki i < n vrijedi

Xi Tsl Xj YJ C {1,...,}’1}

2. uvjetno rastui u nizu (conditional increasing in sequence - CIS) ako vrijedi

Xi Tot X150, X5), 2<i<nm

3. pozitivno zavisan kroz stohasti¢ki uredaj (positive dependent through stohastic or-
dering - PDS) ako vrijedi

Xini#zDTaX; Y1<j<n

U sljedecoj napomeni definirat ¢emo relacije medu uredajima iz definicije 2.2.12]i de-
finicije te ih kroz nekoliko rezultata povezati sa supermodularnim uredajem.

Napomena 2.2.15.

1. Relacije izmedu pojmova ovisnosti: Utvrdene su sljedece implikacije izmedu razlicitih
pozitivnih pojmova ovisnosti:

Cl = CIS = Povezanost — WA — WAS. (2.6)

Dat ¢emo skicu dokaza.

Implikacija CI = CIS vrijedi direktno iz definicije Implikacije Povezanost —

WA i WA = WAS slijede direktno iz definicije svojstava iz Preostalo je
pokazati implikaciju CIS — Povezanost.
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Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti sljedecu karakterizaciju povezanosti. Za slucajni
vektor X kaZemo da je povezan ako vrijedi

Cov(p1(Xi, ... Xn), 02(X1, .., X)) 2 0, 2.7)

za sve nepodajuce funkcije ¢, ¢, za koje kovarijanca postoji.

Indukcijom po dimenziji prostora pokazat ¢emo da za svaki CIS slucajni vektor X
vrijedi nejednakost (2.7). Tvrdnja o€ito vrijedi za n = 1. Pretpostavaljamo da vrijedi
za dimeninzije 1, ..., n.

Pokazujemo da tvrdnja vrijedi i za dimenziju n + 1. U dokazu koristimo sljede¢u
karakterizaciju kovarijance.

Cov(Xi, X») = E[Cov(X), X5|Y)] + Cov(E[X,|Y], E[X,|Y]),

gdje je Cov(X}, X»|Y) uvjetna kovarijanca dana definicijom

Definicija 2.2.16. Neka je Y m-dimenzionalni sluc¢ajni vektor, uvjetna kovarijanca
vektora X, i X, uz Y je dana s

Cov(Xi, XolY) = E[(X; — E[X,[Y])(X2 — E[X|Y])].

Pa imamo

COV(SDI(XD ceey Xn+1)a SDZ(XD eeey Xn+l)) =
E[Cov(p1(X1, .es Xnt1)s 92(X1,5 ooy X DIX1, o0, X 1+
COV(E[SDI(Xl’ ceey Xn+l)|Xl’ ceey Xn]a E[QD2(X19 ceey Xn+l)|Xl9 eeey Xn])

Po pretpostavci X je CIS pa definiramo neopadajuce funkcije ¢; 1 ¢, kao
¢j(Xla ey Xn) = E[QDJ(XD '"aXn)lxl = X1, 9Xn = -xn]a _] = 172
Sada vrijedi

COV(E[‘)DI(XI ERARE) Xn+1)|X1 ERARE) X}’l]a E[SOz(X]’ ceey Xn+])|X17 ceey Xn])
= Cov(@1(Xi, s Xut1)s P2(X15 o0y Xipi1) 2 0.

Takoder vrijedi i

Cov(p1(Xi, .o, Xps1)s 02(X1, oo, X DXy = X1, 0.0, X, = x,) 20
= E[Cov(p1(Xi, ..., Xu+1), 02(X15 ooy Xnr )IX15 . X)) > 0

Dobili smo da Cov(e (X, ..., Xu+1), 2(X1, ...y Xu41)) = 0, odnosno X je povezan. O
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i
PDS — WAS.

2. Svojstvo MTP;:
Definirat éemo uredaj zavisnosti na R?, totalno pozitivan reda 2 (T P»).

Definicija 2.2.17. Slucajni par X = (X1, X») je totalno pozitivan reda 2 (T P,) ako
[Xo|X1 = x1] Zpr [XolX) = x)] za svaki x; < x; i [X(]Xo = x2] Zir [Xi]1X2 = x,] za
svaki x; < X,.

Pri tome da je <1 uredaj omjera vjerojatnosti definiran s
Definicija 2.2.18. Neka su slucajni vektori X,Y € R". Vrijedi X <;z Y ako [X|a <
X<bl=4Yla<sY<b],Ya<beR

Ovaj pojam zavisnosti je intuitivan i moZe se pokazati da vrijedi. Poopcenje T P,
uredaja na R" je multivarijatan totalno pozitivan reda 2. Za vektor X takav da P*
ima gustocu f s obzirom na produktnu mjeru pu = py X ... X i, gdje je u Lebesgueova
mjera ili brojeca mjera, definiramo:

X (ili f)je multivarijatan totalno pozitivan reda 2(MT P,) ako

JOf) < fxAYfxVy)

ili ekvivalentno
Inf je supermodularan.

Karlin i Rinott (1980), [3)] pokazali su da vrijedi
XjeMTP, = XjeCl (2.8)
Tvrdnju pokazujemo sljedecim teoremom.

Teorem 2.2.19. Neka je X n-dimenzionalni slucajni vektor s MT P, funkcijom gustoce
fipu=pu X..xu, Lebesgueova mjera. Tada za svaku rastucu funkciju ¢ : R¥ —
R,1 < k < nvrijedi da je

Ele(X1, ..o, X Xks1 = Xir1s ooes X = Xp]

rastuca po X1, ..., Xn.

Dokaz. Neka su xiyy < X, ..., X, < X, te definiramo

_ f(xla ceey .Xk, Xk+], ceey xn)

S Xx1s s X)

Si(xi, oy xp)

)
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Sty e X, X 5 e X))

SO0 X))

fZ(-xla eeey -xk) =

gdje je
f(xk+l7 ey -xn) = f ff(xla ey xn)dl’tl(xl)"'duk(xk)‘

Sada direktno iz f; <rp, f>, koji zadovoljavaju uvjet po konstrukciji za svaku rastuéu
funkciju ¢ vrijedi

f () fi () < f () (),

gdje je x = (X1, ..., Xp).
Odnosno vrijedi X je CI. O

Promotrimo to¢ku [1} implikaciju i tocku [2, implikaciju (2.8)) napomene
Uz tranzitivnost svojstava uredaja zavisnosti 1 gornjih pojmova moze se pokazati kako u
praksi postoji relativno lagan nacin da se za slucajni vektor X pokaZu svojstva iz defincije
[2.2.12]i definicije [2.2.14]
Sljedec¢im teoremom i korolarom dajemo odnos izmedu svojsta zavisnosti ”slabo uvjetno
rastuci u smislu sekvencijalnog uredaja” 1 supermodularnog uredaja, odnosno da X <, ¥
povlaci X <, Y, iz [10].

Teorem 2.2.20. Neka su X, Y n-dimenzionalni realni slucajni vektori s identicnim margi-
nalnim distribucijama P; = Q;, 1 <i < n. Tada X <,,.; Y povlaci X <, Y.

v e . . .. . . d
Dokaz. Neka su X+, Y* slucajni vektori s nezavisnim komponentama i neka je X;* = P;,

Yh 4 Q;, 1 < i < n. Tada je dovoljno usporediti ocekivanja funkcija f € ¥y, koje su

ogranicene i dva puta diferencijabilne. Oznacimo g(t, x(2)) := aan](t’ X(2)) te Cemo primijetiti
da je g(t,-) rastuca jer f € F,. Dokaz dalje provodimo indukcijom po n. Koristimo
jednostavnu formulu reprezentacije

E[f(X) - f(X{, X)) = fCOV(ﬂ{X,->z}, 8(t, X)))dt
< fCOV(]l{Y,->t}a g(t,Y2))dt
= E[f(Y) - f(YT, Yol

gdje nejednakosti slijede iz X <, Y 1 pretpostavke jednakosti marginalnih distribucija
X, ~ Y. To ima za posljedicu

E[fXO] < E[f(N] + Ay,
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gdje je
A,y = BIf (X, Xo)] - ELf (Y], Yo)l.

Funkcija f f(x1,-)dP(x1) je supermodularna funkcija u (n — 1) argumenata. Odavde, ko-
riste¢i X; ~ Y, dobijemo indukcijom A,_; < 0 pa stoga vrijedi

E[f(X)] < E[f(D)].
O

Ovim smo definirali i pokazali relacije izmedu uredaja pozitivne zavisnosti. U nastavku
¢emo prosiriti klasu vektora rizika koju smo do sada promatrali, odnosno uvest ¢emo rela-
cije konveksnih uredaja.



Poglavlje 3

Usmjereni konveksni uredayj

3.1 Definicija usmjerenog konveksnog uredaja

Rizik portfelja moZe porasti na nekoliko nacina. Do sada smo promatrali jedan aspekt
moguceg povecanja rizika, pozitivnu zavisnost. U ovom poglavlju diskutirat ¢emo o ko-
nveksnom porastu marginalnih distribucija komponenata vektora rizika. Definirali smo do
sada uredaje unutar iste Fréchetove klase, ali s konveksnim uredajima to nije slucaj. U
odnosu na ve¢ definirane uredaje koji su usporedivali vrijednosti mjera rizika, konveksni
uredaji opisuju varijabilnost te nam omogucavaju da usporedujemo parove vektora rizika s
istim ocekivanjem. Koristit ¢emo rezultate iz [[1] 1 [[10].

Definiramo konveksni uredaj

Definicija 3.1.1 (Konveksni uredaj). Neka su X i Y realni slucajni vektori, kaZemo da
X <. Y, X manji od Y u smislu konveksnog uredaja ako vrijedi

E[e(X)] < E[¢(Y)] (3.1

za sve konveksne funkcije ¢ za koje postoji ocekivanje. Analogno, X <., Y, X je manji
od Y u smislu rastuceg konveksnog uredaja ako vrijedi nejednakost (3.1)) za sve rastruce
integrabilne konveksne funkcije.

Definirat ¢emo 1 konveksni uredaj po komponentama analogno definiciji rastuc¢eg ko-
nveksnog uredaja.

Definicija 3.1.2. Neka <., oznacava konveksni uredaj po komponentama, odnosno inte-
gralni uredaj induciran klasom F.., po komponentama konveksnih funkcija f(x, ..., x,).

25
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Napomena 3.1.3.

1. Konveksni uredaj moZe se opisati i pomocu funkcije viska gubitka (Excess of loss
function) definiran za slucajnu varijablu X kao

nx(t) .= E[X —t],,t € R. (3.2)
Ekvivalentno,

nﬂﬂ:\[wfuM& (3.3)

gdje je F(s) = 1 — F(s) funkcija doZivljenja od F.
Funkcije viska gubitka m = nx su padajuce i konveksne te zadovoljavaju

limn(¢) = 0, limn(t) postoji i jednak je E[X]. (3.4)
1— o0 t—00

Svaka padajuéa konveksna funkcija nt koja zadovoljava tvrdnju (3.4) je funkcija viska
gubitka slucajne varijable Z s funkcijom distribucije oblika

Fz(t) = 1+ 7,(1), (3.5)
gdje je 7 (t) derivacija zdesna po t. Iz jednakosti (3.3) i tvrdnje (3.4) slijedi
X <q©& my — nx je padajuca. (3.6)
2. Rastuéi konveksni uredaj naziva se jos i stop-loss uredaj te ima Siroku primjenu u

aktuarstvu. Biti "manji” u smislu <,.,, znaci i biti manji po mjeri rizika i manje
varijabilan.

Sljede¢im teoremom uvodimo neka svojstva konveksnog uredaja.

Teorem 3.1.4. (Kriteriji konveksnog uredaja) Neka su X i Y realne integrabilne slucajne
varijable s funkcijama distribucije respektivno F i G, tada vrijedi:

1. X =, Y © iy < my,
2. Ako X <., YiE[X] = E[Y], tada X <., Y,

3. Kriterij reza
Ako za neki ty € R vrijedi F(t) < G(t) zat < tyi F(t) > G(t) zat > ty i ako
E[X] = E[Y] onda X <., Y,
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4. X =i Y ako i samo ako postoji slucajna varijabla Z takva da vrijedi

X ﬁsl‘Z ﬁcx Y

Dokaz.

1. Dokaz proizlazi iz ¢injenice da se na ograni¢enoj domeni rastu¢a konveksna funkcija
moze zapisati linearnom kombinacijom rubnih funkcija oblika (x — ;).

2. Slijedi direktno iz tvrdnje

3. Iz reprezentacije funkcija viska gubitka 7y, 7y definiraih kao u napomeni [3.1.3]jed-
nakosti (3.2)) slijedi
7y (1) = mx(t) = f (G(x) = F(x)dx (3.7)
t
= f (F(x) = G(x))dx. (3.8)
t

Zat > ty prema uvjetu reza vrijedi my(f) — mx(¢) > 0. Nadalje, lim(my(t) — mx(2)) =
E[Y]-E[X]=0iondazat <t

my(t) — nx(r) = (E[Y] - E[X]) + f (F(x) = G(x))dx. (3.9)

Ponovno zbog uvjeta kriterija reza. Sada iz tvrdnje (1| 1 tvrdnje [2| direktno slijedi
X <.7.

4. Definiramo n(¢) = max{nx(¢), EY — t}, 7 je konveksna, padajuca i vrijedi

tlimn(t) =0 itlir_n (m(t) + 1) = E[Y]. (3.10)

Iz napomene [3.1.3] tvrdnje (3.4) i tvrdnje (3.5) slijedi da postoji slucajna varijabla Z
takva da je & funkcija viska gubitka od Z. Kako je mz(¢) — mx(¢) padajuéa prema 0, za
t — oo iz napomene [3.1.3|tvrdnje (3.6) slijedi X <, Z. Nadalje, 74(1) < my(f),t € R
te tvrdnji [1]i[2] ovog teorema i tvrdnje (3.10) dobivamo Z <., Y.

O

Kako je ve¢ spomenuto u tvrdnji[2|napomene[3.1.3] rastuci konveksni uredaj ima Siroku
primjenu u aktuarstvu te je usporediv i s uredajima pozitivne zavisnosti. Iduca propozicija
nam daje uvjet relacije izmedu gornje ortantnog uredaja i rastu¢ega konveksnog.
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Propozicija 3.1.5. Neka su X,Y € R? slucajni vektori takvi da X <,, Y, tada za svaku
f € Fa vrijedi
X Siex Y’ (311)

gdje je <. rastuci konveksni uredaj.

Dokaz. Dovoljno je promatrati dva puta diferencijabilne, rastu¢e konveksne funkcije g,

takve da g > 0,¢" > 0 i pretpostavimo da je f € Fa diferencijabilna 3 a—f >0, Bxl ﬁxz > 0.
Kao posljedicu imamo da g o f € £, zadovoljava

(=DFA]' . A%h(x) 2 0, za sve x € R".
Pa slijedi da E[g o f(X)] < E[g o f(X)] iz Cega slijedi tvrdnja propozicije[3.11] m|

Definiramo 1 odnos sa supermodularnim uredajem.

Propozicija 3.1.6. Neka su X, Y slucajni vektori u R" takvida X <,, Y i h € F,, monotona,
tada vrijedi
h(X) <iex K(Y),

gdje je <., rastuci, konveksni uredaj.
Dokaz. 1z definicije[3.1)znamo da kako bi vrijedilo 4(X) <., h(Y), mora vrijediti E[¢(h(X))] <

E[e(h(Y))], gdje je ¢ rastuca konveksna funkcija. Dovoljno je pokazati da za ¢ € F;., vri-
jedi f = ¢ oh e Fy,. Ovaj se problem svodi na diferencijalni slucaj i tada iz relacije

0’ 0% oh 0Oh O 0h
(poh) = () T Py
0x;0x; O0x;0x; ox; 6 Ox; " 0x;0x;

i# .

Vidimo da za Vx € R”" Vrijedi sljedece:
> 0 1 rastuca pa a—"D(h) > 0, h je supermodularna pa iz

icxs

definicije slijedi 5)’; C T 01 > 0. Slijedi da je —((,o oh) > 0,Yx € R", odnosno
pohe Fy,teiz uVJeta X <sm Y Slljedl tvrdnja. ]

Kao posljedicu propozicije [3.1.6]i teorema imamo sljede¢u napomenu, diskuti-
ramo o mjeri rizika, viSku gubitka, u smislu konveksnog uredaja.

Napomena 3.1.7. (Visak gubitka) Osnovni rezultat usporedbe konveksnosti za visak gu-
bitka zajednickog portfelja tvrdi

n n
Sy
i=1 i=1
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Odnosno, komonotoni vektor X¢ je najgori slucaj zajednickog portfelja.
Za n = 2 donja ograda, s obzirom na konveksni uredaj, dan je kontramonotonim vektorom
X, = (F{'(U), F;'(1 - U)) = (X{", X5™)

Kako je pokazano u propoziciji da X <;, Y povlaci X <., Y za monotono neo-
padajucée supermodularne funckije, kao posljedicu teorema [2.2.20, definiramo konveksnu
usporedbu na klasi mjera rizika slu€ajnih vektora u sljedeéoj propoziciji.

Propozicija 3.1.8. Ako je X slabo povezan u nizu (WAS) i h monotono neopadajuca super-
modularna funkcija, tada vrijedi
h(XJ_) Sicx h(X)’

odnosno h(X) ima jace rastuci konveksni rizik nego h(X*) za svaku monotono neopadajucu
supermodularnu funkciju h.

Slijedi da kriterij pozitivne zavisnosti, slabo povezan u nizu, implicira ve¢i rizik u od-
nosu na nezavisne portfelje generirane klasom rastucih supermodularnih funkcija.
Sada smo u poziciji da mozemo definirati usmjeren konveksni uredaj koji je usko pove-
zan sa supermodularnim uredajem. Glavna razlika je u tome $to supermodularni uredaj
usporeduje zavisnost slucajnih vektora s fiksnim marginalima, odnsono elemente unutar
iste Fréchetove klase dok je kod usmjerenog konveksnog uredaja uzeta u obzir i varijabil-
nost marginalnih distribucija, odnosno gdje je zadovoljeno X; <., Y; te 1 X; <;x V..

Definicija 3.1.9 (Usmjerene konveksne funkcije i uredaj).

1. Za funkciju f : R" — R kaZemo da je usmjereno konveksna ako za sve 1 <i < j<n
i za sve g,0 > 0 vrijedi
AAf(x) 20, YxeR"

Skup svih usmjereno konveksnih funkcija oznacavamo sa ¥ 4.

2. Neka su X, Y slucajni vektori u R", tada kazemo da je X manji od Y u usmjereno
konveksnom uredaju, u oznaci
X Sdex Ya

ako Ef(X) < Ef(Y) za sve integrabilne f € Fy.. Dakle, <,.. je uredaj induciran
integralom.
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1z definicije se vidi da za dvostruko diferencijabilnu funkciju f vrijedi

O f
8x,-8xj

f € Fiex &= (x)>0,V1<i<j<n

U odnosu na supermodularnost, usmjerene konveksne funkcije su supermodularne i do-
datno konveksne u svakoj komponenti x;. Uredaj <., je generiran klasom svih beskonac¢no
diferencijalnih konveksnih funkcija s asimptotski linearnim rastom, to jest f(x) = O(||x||),
kad [|x]| — oo.

Uvest ¢emo jo§ dvije tvrdnje bez dokaza, dokazi su izvan opsega rada, kako bismo de-
finirali joS nekoliko svojstava usmjerenog konveksnog uredaja.
Iduc¢a tvrdnja je dokazana u [8]].

Teorem 3.1.10 (Ky Fan-Lorentz). Neka su F, ..., F, i Gy, ..., G, funkcije distribucije takve
da F; <., G;, 1 <1< n, oznacimo s
X = (F (Uhgiznr Y 1= (G,

1

odgovarajuce komonotone vektore, tada vrijedi
C <uex Y°.
Tvrdnja je dokazana u [6].

Teorem 3.1.11 (Usporedni kriterij za <,.). Neka su X, Y vektori u R" sa zajednickom
uvjetno rastu¢om kopulom C. Ako je X; <., Y;, 1 <i < n, tada vrijedi

X Sdcx Y.

Kako bismo prosirili usporedni kriterij iz teorema [3.1.11] na vektore X,Y za koje ne
vrijedi da imaju identi¢nu uvjetno rastucu kopulu, potreban nam je uvjet rastuée strukture
zavisnosti te rastu¢eg konveksnog uredaja po marginalima. Oba potrebna uvjeta zadovo-
ljava uredaj wcs, slabo povezan u nizu. Dobivamo sljedeci rezultat.

Teorem 3.1.12 (<., uredaj za razlicite kopule). Neka su X, Y slucajni vektori s margi-
nalnim distribucijama P;, Q;, takvi da vrijedi P; <., Q;, 1 <i < n. Tada vrijedi:

X<y Y = X< ¥
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Dokaz. Nekaje f € F,.. dvostruko diferencijabilna i neka je g := 8371 f, tada, analogno kao
iu teoremu [2.2.20} prema wcs-uredaju te koriste¢i monotonost od g(z, -), imamo:

Ef(X) - Ef(XJ', X(z)) = fCOV(]l{Xi>t}, g(t, X(z)))dt

< fCOV(ﬂ{sz}, g(t, Y)))dt
=Ef(Y) - Ef(Yl, Yo)).

Bududi da vrijedi X; <., Y; te je funkcija f(-,y)) konveksna, vrijedi

Ef(X) <Ef(Y)+ Ef(Xl,X(z)) -Ef(Y:, Y2)) (3.12)
<Ef(Y)+Ef(Y{,Xp) -Ef(Y},Yo)
= Ef(Y) +An—17

gdje je A,—1 = Ef (Y], X)) — Ef(Y{, Y(2)). Sada zbog f(yy,-) € Faex, odnosno konvek-
snosti po komponentama i X <., Y vrijedi Ef(Y}", X)) < Ef(Y{,Y() pa indukcijom
dobivamo da je A,_; < 0, stoga rezultat slijedi. O

U slucaju da samo jedna marginalna distribucija raste konveksno, dobivamo sljedeci
korolar.

Korolar 3.1.13. Neka je X = (X,,X(2), Y = (Y1, X(2)) te neka je f neopadajuca ogranicena
funkcija. Pretpostavimo da vrijedi

Cov(Lix,>, (X)) = Cov(liy,>n, f[(X2))), Vi
Tada vrijedi sljedeca implikacija
X <Y = X< X

Dokaz. Dokaz ide analogno kao u teoremu medutim korak indukcije se moze pre-
skociti nakon formule (3.12) jer samo jedna marginalna distribucija raste konveksno. O

Ako tvrdnju teorema|3.1.12|ograni¢imo na rastuce funkcije, dobivamo sljedece:
Pisichi’ 1<i<niX <Y = X< Y,

gdje je <;ucx rastuéi usmjeren konveksni uredaj. Uredaj definiramo na isti nacin kao u
s uvjetom rastuéih funkcija f € Fyer. <ives uredaj rastuci slabo povezan u nizu definiran je
kao u definiciji|2.2.12} ali restringiran na nenegativne, monotono neopadajuée funkcije f.
Vidljivo je da za sludajne vektore iz R? teorem daje dovoljan uvjet za usporedbu
rizika u smislu funkcije doZivljenja F(u,v) = P(X, > u, X, > v). U sljedeéem korolaru
formulirat cemo usporedbu za rastuée konveksne rizike.
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Korolar 3.1.14. Neka su X = (X1, X>), Y = (Y1,Y>). Neka su F, G funkcije doZivljenja od
X 1Y respektivno te neka vrijedi

F(u,v) — Fiw)F,(v) < G(u,v) — G1(w)G,(v), (3.13)
tada vrijede sljedece tvrdnje
. Xi< Y, i=1,2 = X <47,
2. Xi<ix Vi, i1=1,2 = X <jger Y.

Ovdje <;4.x 0znacava uredaj u odnosu na klasu Fig.. rastucih usmjereno konveksnih funk-
cija.

Dokaz. Ako integriramo uvjet, Sto smijemo zbog monotonosti integrala, dobivamo

F(u,v) = Fiw)F,(v) < G(u,v) — Gi(w)G>(v)/ ff dudv,

ff(F(u, V) — Fi(w)F>(v))dudv < f (G(u,v) — G1(w)G,(v))dudyv,

Sto je upravo Hoeffdingova reprezentacija kovarijance pa iz definicije[2.2.12] vrijedi X <y
Y. Tvrdnja slijedi direktno primjenom teorema|3.1.12 O

Sljede¢om propozicijom pokazat ¢emo u kojem slucaju konveksni uredaj povlaci slabo
povezan u nizu te ¢emo pokazati da je tvrdnja(3.1.11|posljedica tvrdnji iz teorema|3.1.12

Propozicija 3.1.15. Neka su X, Y slucajni vektori s istom zavisno rastucom kopulom te
neka je X; <. Y;, 1 <i < n. Tada vrijedi X <, Y.

Dokaz. U prvom koraku, pretpostavljamo da se X i Y razlikuju samo u prvoj komponenti
distribucije, odnosno

d
X] <cx Y] te X(z) = Y(z).
Tada treba pokazati da vrijedi:

Cov(fi(Xi), f(Xi+1))) < Cov(fi(Y), f(Yiir1y), 1<i<n,

za f; 1 f monotono neopadajue. Bez smanjenja opéenitosti moZemo promatrati slucaj
. P d . o
kada je i = 1. Bududi da je X5y = Y(z), takoder moZemo pretpostaviti da je X, = Yy te
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da je E[f(X2)] = 0. Koristeci standardnu reprezentaciju zajedniCke kopule od X, Y su
definirani s

X, =F'(V)),  Xi=F "o fi(Vy,.., V),
Y, =GNV, Y, =X, i>2.

Ova reprezentacija implicira da je uvjetni dio dan s ® = (V5, ..., V,) = J. Imamo fi(X,) =
h(V1), f(X2) = ha(Vy) te fi(Y1) = g1(V1), gdje su hy, g1 monotono neopadajuce te g;
gi1(-,¥). Stoga uvjetno uz ® = ¢ prema teoremu [3.1.10| slijedi:

(fiXD), [(X2) Zaex (1(Y1), [(X(2))

pa prema tome i

Cov(fi(X)), f(X2) = E[fi(X1) f(X2)] < Cov(fi(Y1), f(Y(2).

Ako se X 1 Y razlikuju samo u i-toj komponenti, tada, koriste¢i odgovarajucu permutaciju
nte X;, Y, svodimo slucaj na i = 1. To je moguce zato §to su X, 1 Y, uvjetno rastuci u nizu
(CIS). Konacno, generalni slucaj slijedi indukcijom. O

3.2 Usporedba rizika funkcijskih modela pomocu
uredaja

Ideja je ovog poglavlja definirati funkcijske modele na kojima je moguce uspostaviti
usmjereni konveksni uredaj, odnosno rastu¢i usmjereni konveksni uredaj te diskutirati o
povezanosti uredaja s rizikom modela. Diskusiju ¢emo zapoceti jednostavnim modelom
mijeSanja koji je definiran kao u [10].

Teorem 3.2.1 (Model mijesanja). Neka su V,,® nezavisni slucajni vektori, V| realan,
i neka je X; = hi(Vy,0),Y; = g(V1,0), 1 < i < n, gdje su h(-,9) i gi(-,) monotono
neopadajuce. Ako za sve ¥ vrijedi

hi(V1,9) <cx g(V1,9), 1 <i<n, (3.14)
tada vrijedi X <4. Y.

Dokaz. Pretpostavimo da su, uz ® = 9, X[ 1 Y| komonotoni vektori. Tada kako su
vektori X = (X;), 1 <i<niY =(Y;), 1 <i < nkonveksno uredeni po komponentama, iz
teorema (3.1.10|slijedi X[} <, Y|¢}. Kako je svaki integralni uredaj zatvoren na mijeSanje
slijedi X <4, Y. Pri tome da se svojstvo zatvoren na mijeSanje (closure under mixing)
definira s
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Definicija 3.2.2 (Zatvoren na mijeSanje (Closure under mixing)).
Ako [X|Z = 7] <. [Y|Z = 7], za svaki z iz nosaca po Z, tada opcenito vrijedi X <, Y, gdje je
<. integralni uredaj.

O

Razmotrimo konstrukciju modela iz teorema. Reprezentacija X; = hi(V,0),Y; =

gi(V1,0) moze se shvatiti kao model s funkcijskom zavisno$¢u o unutarnjem uzroku V;
1 vanjskom uzroku O koji je zajednicki oboma. Oba modela ovise o stohastickom rastu V;
dok za bilo koji zajednicki vanjski uzrok  drugi model ima veci rizik od prvog modela.
S druge strane, funkcijski se tip reprezentacije vektora X i Y moze definirati regresijskom
konstrukcijom, odnosno standardnom konstrukcijom multivarijabilnih distribucija, kao u
[9]], s funkcijom distribucije F' danom s X = (hy(V}), ho(Vy, Va), ..., hy(V4, ..., V,)), gdje su
Vi uniformno distribuirane V; «~ U(0, 1) te uvjetni dio dan s @ = (V5, ..., V).

Promotrimo sloZeniji funkcijski model. Neka su (U;),(V;),1 < i < n slu€ajni nizovi
1 slucajni vektor V, gdje su (V;) i V jednodimenzionalni i nezavisni s (U;) koji su jedno-
dimenzionalni. Nadalje, definirajmo funkcijske modele X = (X;),Y = (¥;),Z = (Z) te
W=W;),1<i<nsa

X =gU,V), Yi=g(U,V),

~ _ (3.15)
Zi=g(U, V), W, =g(Uy,V).

(U;) su osnovne stohasticke varijable dok su V;, V slu€ajni vanjski uzroci ¢iji je utjecaj
opisan funkcijama g;, g;. Vrijedi sljedece
(A1) (U;) su nezavisne, (3.16)
(A2) V, -V, 1<i<n,

(A3) gi(u, -), 8:(u, -) sumonotono neopadajuce.

Primijetimo da model za X ovisi o razliitim uzrocima rizika V; dok model za Y ovisi
samo o vanjskom uzroku V. Na ovako definiranim modelima promotrit ¢emo 1 uspostaviti
relacije konveksnih uredaja, odnosno uredaja zavisnosti kroz sljedeée rezultate. Pokazat
¢emo usporedbu rizika vektora definiranih kao (3.15]) u sklopu opisanog modela u ovisnosti
o uredaju.

Teorem 3.2.3. Neka vrijede pretpostavke (A2) i (A3), definirane s (3.16)). Tada vrijedi
a)
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b) Ako dodatno vrijedi g(u;, V) <.« &i(u;, V), za svaki u;, tada
Y <gex W.
Pri tome su X, Y,Z i W modeli definirani s (3.13).
Dokaz.  a) Za ¢ € ¥, po teoremu vrijedi

Elp(0)] = Ey[Ele(X)IU) = uy, ..., Uy = uy)]l
= EulElp(g1(u1, V1), ... gn(ttn, V)1l
< E.[Ele(g1(u1, V), ..., gnun, V)11
= Ep(g1(U1, V), ..., 8u(Uy, V) = E[@(Y)].

Ovdje Ey oznaCava marginalno ocekivanje s obzirom na slucajni vektor U. Tvrdnja
Z <;n W pokazuje se na slic¢an nacin.

b) Dokaz tvrdnje X <,., W slijedi iz a) dijela te kako U; generira odgovarajuéi komo-
noton vektor, iz teorema|3.1.10[slijedi tvrdnja.
O

Pod pretpostavkom da su definirani vektori X, Y, Z i W, iz (3.15)), konveksno rastuéi po
marginalima, vrijedi sljedeca tvrdnja.

Teorem 3.2.4. Neka vrijede pretpostavke (A1), (A2) i (A3), definirane s (3.16). Ako za sve
v, vrijedi 3;(U;,v) <., g(U;,v), tada

zZ <cex X’ w <cex Y’ 1 Z Sdex Ys (317)
gdje su X, Y,Z i W modeli definirani s (3.15).

Dokaz. Prema teoremu[3.2.3] vrijedi X <y, Y. Nadalje, za proizvoljnu, po komponentama

konveksnu funkciju ¢ vrijedi da uz uvjet V; = v; i koristeéi pretpostavku na g;, g;:

ESO(X) = EVEw(gl(Ula V1)s eoes &n(Uns Vi)
> EvEga(gl(Ul > Vl)v ey gn(Una Vn))
= Ep(2).

Dobivamo Z <., X.
Ey je marginalno oCekivanje u odnosu na V. Nejednakost smo dobili pomocu (A1)

gl(Ul, Vl), ceey gn(Una Vn) <cex §1(U1, Vl)’ ooy gn(Un’ Vn)-



POGLAVLIJE 3. USMJERENI KONVEKSNI UREDAJ 36

Stoga dobivamo
Z SCCX X Ssm Y’
iz Cega slijedi
Z Sdex Y.

Sli¢no dobivamo nejednakost W <., Y. O

Primijetimo da nije koriStena pretpostavka nezavisnosti slu¢ajnih varijabli V; pri defi-
niciji vektora X, Y, Z i W. Nadalje, bilo koja funkcija distribucije F € F,, definirana kao
u raspravi prije iskaza teorema [3.2.4] moze se prikazati u formi (g;(U;, V;)), gdje g; zado-
voljava (A3). Odnosno, odnos uredaja iz gornjih teorema primjenjiv je na Siroku klasu
modela.

U nastavku uzet ¢emo u obzir 1 modele sa slu¢ajnim vektorima kojima su marginalne dis-
tribucije multivarijatne.

Definicija 3.2.5 (Slucajni vektor s multivarijatnim marginalnim distribucijama). Neka
je X = (X1,Xs,.... X)), gdje su X; k; dimenzionalni vektori s funkcijama distribucije F; i
pripadnim vjerojatnostima P, P, ..., P,. Funkcija distribucije F = Fx € ¥ (F,...F,) ima
multivarijabilne marginalne funkcije distribucije F; —~ P;.

Na modelima s multivarijabilnim marginalnim funkcijama distribucije diskutirat cemo
o riziku u odnosu na konstrukciju vektora u modelu, odnosno promotriti komonotone
slucajne vektore.
Za slucajne vektore s jednodimenzionalnim marginalnim distribucijama znamo da komo-
noton sluéajni vektori (F;'(U), ..., F{'(U)) dostiZe gornju Fréchetovu ogradu, odnosno ima
funkciju distribucije oblika F', te znamo da je najrizi¢niji slucajni vektor.
Definiramo analogno proSirenje Fréchetovih ograda za multivarijatne slucajne vektore.
Neka je k = )\, k; dimenzija vektora X. Rezultati su iz [9].
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Teorem 3.2.6 (Fréchetove ograde za multivarijatne marginale).
Definirat cemo Fréchetove ograde za multivarijatne marginale kao

F_(x):= (Z Fi(x) = (n=1)) < F(x1,..., %) (3.18)
- < min Fy(x) =: F,(%),

F.(0):=() Fix) = (n=1) < F(x, . x,) (3.19)
< min Fi(x;) =: F (%),

gdje su Fi(x) = P(X; > x;), F(x1,..,%,) = PX; > x;), 1 <i<n (multivarijatne) funkcije
doZivljenja. Ograde u (3.18) i (3.19) su stroge.

Dokaz. Za vjerojatnosnu mjeru P € M(Py, ..., P,) takvu da su marginali P;,,1 < i < n
definirani na poljskim prostorima, za sve izmjerive skupove Ay, ..., A, vrijedi

(Z Pi(A)—(n—1)), < PA; X...XA,) < II_Lin Pi(A). (3.20)

i=1
Ograde u (3.20) su stroge. Fréchetove ograde su dobro definirane. O

Promotrimo i komonotone vektore u multivarijatnom smislu. Inace, u multivarijatnom
smislu ne postoje komonotoni vektori X = (Xj,...,X,) s X; -~ F; u smislu (X, ..., X3) =
(fi(U), ..., f(U)) s neopadajuéim funkcijama f; : [0,1] — Rk, Cak ni u slucaju da
ki = k,1 <i<niF = .. = F, komonoton vektor s identi¢nim komponentama
X = (X1, X4, ..., X1) nece dosti¢i strogu gornju Fréchetovu ogradu F,(x), odnosno ne gene-
rira najriziéniju funkciju distribucije portfelja.

Propozicija 3.2.7 (Komonotoni slucajni vektor i Fréchetove ograde).

a) Gornje i donje Fréchetove ograde za k; > 2, opcenito, nisu definirane zajednickom
Sfunkcijom distribucije kao Sto je to slucaj za k; = 1 (komonoton vektor, odnosno
pripadna funkcija distribucije).

b) Ako je Fy = F, = --- = F, ki-dimenzionalna funkcija distribucije i X, ~ F, tada
komonotoni slucajni vektor X = (Xy, ..., X1) ima funkciju distribucije
F(x) = Fi(x A+ Ax,) < Fi(x) = min Fi(x;), x; € RF, (3.21)
<i<n

U opcenitom slucaju vrijedi stroga nejednakost u (3.21).
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Dokaz.

a)

b)

Neka je bez smanjenja opCenitostin = 2 te k; = ky = 2.

Pretpostavimo da je za G, H € ¥, s jednodimenzionalnim marginalima G, G,, H,, H»,
donja Fréchetova ograda F_ = F(G, H) Cetverodimenzionalna funkcija distribucije.
Tada za X ~ F iz (3.18) zakljucujemo

(X1, X3) ~ F_(G1,Hy), (Xi1,X4) ~ F_(G,H»),
(X2, X3) ~ F_(Gy, Hy) 1 (X2, Xy) ~ F_(Gy, Hy).

To bi impliciralo jaku pozitivnu korelaciju (X3, X4) 1 (X1, X») Sto je kontradikcija u
odnosu na nasu pretpostavku. Osim za neke posebne slucajeve s velikim skokovima
dobili bismo (X, X;) ~ F.(G1,G,) 1 (X3,Xy) ~ F,.(H,H;). Analogno, argument
za gornje Fréchetove ograde vodi do jake negativne korelacije izmedu komponenata
marginalnih distribucija, odnosno dolazimo do iste kontradikcije.

Direktno iz konstrukcije komonotonog sluc¢ajnog vektora slijedi F(x) = Fi(x; A---A
x,) te direktno iz (3.18)) slijedi nejednakost F(x; A -+ A x,,) < 1m_in Fi(x), x; € RX.
<i<n

Opcéenito, samo za k; = 1 vrijedi jednakost u (3.21].

O

U idu¢em ¢emo poglavlju kroz nekoliko primjera diskutirati o rizicnosti portfelja s
multivarijatnim marginalnim funkcijama distribucije.



Poglavlje 4

Primjeri

4.1 Primjeri

U ovom poglavlju navest ¢emo nekoliko primjera u kojima ¢emo diskutirati o rizi¢nosti
portfelja.
U sljede¢em primjeru opisat cemo rizi¢nost portfelja kroz multivarijatna proSirenja kontra-
komonotonih i komonotonih sluc¢ajnih vektora za usmjereno konveksne funkcije ¢. Poka-
zat ¢emo da u slucaju multivarijatnih marginala opcenito ne postoji jedna distribucija koja
generira najvedi rizik kao §to je u slucaju jednodimenzionalnih marginala (komonoton vek-
tor).

Primjer 4.1.1 (Antimonotone i komonotone varijante). Promotrimo slucaj k; = 2, 1 <
i < n, gdje je k; dimenzija slucajnih vektora po komponentama, i F; = F_(G;, H;),1 <i <n,
odnosno za uniformnu slucajnu varijablu U, F; je definiran s (Gi‘l(U),Hi‘l(l -U)) ~
Fi,1 < i < n. Definiramo slucajne vektore s funkcijama distribucije u ¥ (Fy, ..., F,,) Ciju
¢emo rizicnost diskutirati pomocu uredaja zavisnosti u ovom primjeru

W, = (GT'(U), Hy'(1 = U)), .. (G, (U), H, (1 = U))),
Z = (G (U, Hy' (1= UD), ., (G, (U,), H (1 = Up))),
W_ = ((GT'(U), H'(1 = U)), (G (), Hy (1 = U))), zan=2,
gdje su (U;) nezavisne uniformne slucajne varijable. W, je generalizirani komonotoni

vektor, Z nezavisni vektor i W_ generalizirani antikomonotoni vektor s marginalima F;.
Tada za x = (x4, ..., X,,), x; = (i, 2;) dobivamo funkciju distribucije od W, i Z

39
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Fy,(x) = (min G;(y;) + min H(z;) — 1),

n

Fz(0 = | |Giv) + Hitz) = 1)...

i=1
Nadalje, Fréchetove ograde s marginalima F; dane su s

F(x) = min(G;(y;) + Hi(zj) — 1),

+

F.(x) = () (G + Hiz) = D, = (n = 1)
i=1

Fy., Fz nisu medusobno uniformno usporedivi.

Slucaj 1 Kako bismo pokazali da u dimenzijama > 2 komonotoni vektor W, nije najgora
struktura ovisnosti, najprije promatramo usmjereno konveksnu funkciju ¢,(x) = (3 yi+
3 z:)? i poseban slucaj kad je G; = G, H; = H s ocekivanjem 0. Tada

Bl (W.)] = Var( Y (G'(U), H; (1 - U)))
i=1

n

= n?Var( ) (G7'(U), H{'(1 - U)))

i=1
Sli¢no,

Elpi(Z)] = Var( ) (G7(U, Hy'(1 - Up))

i=1

= nVar( Zn:(Gl‘l(U),Hl‘l(l - 0))).
i=1

Dakle, vrijedi E[p(W,)] = E[¢1(Z)]. Komonotoni vektor W, = (Xi,...,X,), X; =
(G™Y(U), H'(1 = U) u ovom slucaju inducira vecéu varijancu sume nego nezavisni
vektor Z = (Xy, ..., X,), gdje su X; nezavisni, X; ~ X;. Tocnije, u ovom slucaju iz
klasic¢nih Fréchetovih ograda dobivamo

El1(W,)] = E[¢1(X)]

za sve X s marginalima F; = F_(G, H), to jest rizik s mjerom ¢, je maksimalan za
komonotoni vektor W,. Tvrdnja vrijedi za sve marginale F;.
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Slucaj 2 Promotrimo ¢,(x) = Zf:ll (Vizis1 + Vis12i)* i neka G, H imaju nosac u R.,. Tada je @3
usmjereno konveksan, a samim time i valjana mjera rizika. Za komonotoni vektor
W.. dobivamo

Elps(W)] = (n— DEG ' (U)H™'(1 - U) + H'(U)G™'(1 - U))™.

U ovom slucaju komonotoni vektor W, generira najmanji moguci rizik. Razlog tomu
je jako negativna ovisnost izmedu komponenti marginalnih distribucija. Najveci
moguci rizik dobiva se u slucaju n = 2 pomocu antikomonotonog vektora

W_ = ((G™(U),H'(1 - U)),(G™'(1 = U), H'(U))).

Navest ¢emo i primjer u kojem ¢emo diskutirati o rizi¢nosti portfelja polica osiguranja,
odnosno o gubitku koji portfelj generira ovisno o supermodularnom, odnosno konveksnom
uredaju.

Primjer 4.1.2. U standardnom problemu teorije rizika, ukupan iznos potraZivanja unutar
perioda trajanja police za portfelj sa n polica je dan sa

SX = znlxia
i=1

gdje je X; ukupan iznos potraZivanja vezan za policu i, i = 1,2,...,n. Neka su dana dva
portfelja, opisana ukupnim individualnim potraZivanjima X i Y. Prema propoziciji [3.1.6]
slijedi

X<, Y = Sx <icx Sy.

Opcenito, osiguravajuce drustvo nece isplatiti puni iznos stete, nego ce iznos isplate
biti odreden u ugovoru kao funkcija t; koja pridruZuje Steti x iznos isplate t;(x). Tipican
primjer je

t;(x) = min{(x — d),, b},
gdje su b osigurani iznos, a d fransiza. Ako svaki ugovaratelj police ima funkciju Stete t;,
tada ukupni iznos Stete koju osiguravajuce drustvo treba isplatiti za cijeli portfelj X iznosi

> t(Xy). Iz propozicije slijedi

n n

XY = Z (X)) <icx Z i(Yy),
i=1 i=1
za svaku neopadajucu funkciju t; : R* — R. MoZemo zakljuliti da portfelj Y generira
veci gubitak osiguravajucem drustvu nego portfelj X. Odnosno, portfelj Y je rizicniji od
portfelja X.
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Sazetak

Pojam ovisnost uredaja ili uredaj zavisnosti < izmedu vektora rizika nacin je na koji
moZemo usporedivati vektore rizika u smislu da mozemo reé¢i X < Y. U R? uredaj zavis-
nosti je konzistentan s koeficijentima korelacije, Pearsonov g, Spearmanov o, 1 Kendallov
7. U ovom radu diskutiramo o dva nacina na koja se mogu usporedivati vektori rizika,
odnosno portfelja.

Jedan nacin je pozitivna zavisnost, odnosno vektor X rizi¢niji je od vektora Y ako ima jacu
pozitivnu zavisnost komponenti. Pozitivhu zavisnost usporedili smo na slu¢ajnim vekto-
rima iz iste Fréchetove klase, odnosno vektorima koji imaju iste marginalne distribucije.
Definirali smo neke od uredaja zavisnosti. Kroz usporedbu vrijednosti funkcije distribucije
slucajnog vektora po to¢kama definirali smo ortantni uredaj, a pozitivnu zavisnost opisali
1 stohastickim uredajem. U kontekstu ovog uredaja se jacina pozitivne zavisnosti po kom-
ponentama slucajnog vektora X definira kao ocekivanje E[ f(X)], gdje je funkcija f takva
da ocekivanje postoji. U kontekstu ovog rada to oCekivanje se interpretira kao mjera rizika
u smislu uredaja, odnosno za vektore rizika X i1 Y mozemo reéi da je Y rizicniji od X ako
Y ima vece oCekivanje. Restrikcijom klase funkcija f na A-monotone te supermodularne
definirali smo uredaje generirane klasom funckija, A-monoton i supermodularni ureda;.
Uredaji definirani na ovaj nacin su uredaji zavisnosti. U praksi je lakSe provjeriti pripada
li funckija definiranim klasama te na taj nacin usporediti rizik vektora rizika, odnosno por-
tfelja.

Drugi nacin diskusije rizi€nosti vektora rizika je konveksnost marginalnih distribucija.
Restrikcijom klase funkcija f na konveksne funckije definirali smo konveksni uredaj, ana-
logno za rastuce konveksne funkcije definirali smo i rastuci konveksni uredaj. Ako konvek-
sne uredaje restringiramo na vektore rizika u istoj Fréchetovoj klasi, komonotoni vektor je
najrizi¢niji vektor u smislu konveksnog uredaja. Diskusijom rizi¢nosti funkcijskih modela
pokazano je da je usmjereni konveksni uredaj, generiran klasom usmjerenih konveksnih
funkcija koje su supermodularne 1 konveksne po komponentama, dobro definiran 1 primi-
jenjiv u Sirokoj klasi modela. Poopcenjem funkcijskih modela na modele s multivarijatnim
marginalima pokazano je da, za razliku od modela s jednodimenzionalnim marginalima,
ne postoji jedinstven vektor koji generira najveci rizik.



Summary

Dependence ordering < for risk vectors allows us to infer conclusion of the type X < Y.
Considering risk vectors in R? dependence ordering is consistent with correlation coeffi-
cients, Pearson’s o,, Spearman’s o, and Kendall’s 7. The main notion of this paper is to
define and discuss two different ways of comparing risk vectors and portfolios.

The first one is increase of positive dependence, risk vector Y bears more risk than risk vec-
tor X if Y is stronger positive dependent than X. We will describe positive dependence of
risk vectors within the same Fréchet class, risk vectors that have identical marginals. There
are several dependence orderings. The first defined was the orthant ordering which is defi-
ned as comparison of distribution functions by points. Considering the stochastic integral
ordering the positive dependence is described as expectation of risk vector X, E[ f(X)], for
function f such that expectations exists. In this paper the defined expectation is compara-
ble to risk measure since if expectation of risk vector X is less that Y, risk vector Y bears
more risk than X. By defining A-monotonic and supermodular functions we introduce cor-
responding orderings, A-monotonic and supermodular ordering, which are generated by
class of functions. Ordering defined by class of functions are dependence orderings. In
practice it relatively easy to verify properties of functions defined in this way and consequ-
ently compare risk vectors and portfolios in terms of positive dependence.

The second one is convex increase of marginals. By defining class of convex functions
we introduced convex ordering, similarly we define increasing convex ordering. If we
restrict risk vectors to the same Fréchet class then comonotonic vector is the worst case
joint portfolio, generates the greatest risk. By discussing functional models we note that
directionally convex ordering, defined by class of directionally convex functions which
are supermodular and convex in each component, as comparison result concerns a large
class of models. When considering models with multivariate marginals we conclude that
there is not any general worst case vector for portfolio, like there is with models with
one-dimensional marginals.



Zivotopis

Zovem se Matija GeStakovski i roden sam u Zagrebu, 17. studenoga 1993. godine.
Nakon zavrSene Osnovne §kole Novo Brestje upisao sam matematicki smjer u XV. gimna-
ziji u Zagrebu. Godine 2012. upisao sam preddiplomski sveucili$ni studij matematike na
Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Zagrebu. Preddiplomski studij zavrSavam 2017.
godine 1 stjeCem titulu sveuciliSnog prvostupnika matematike. Iste godine upisujem di-
plomski studij Financijska i poslovna matematika na Prirodoslovno-matemati¢kom fakul-
tetu.
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