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Uvod

Pojam aproksimacije dolazi od latinske rije¢i aproximation §to znali priblizno, pri-
bliznost. U matematici aproksimacija oznacava postupak nalaZzenja funkcije koja ¢e opisati
neki konacni skup to€aka ili neku drugu funkciju. Cilj aproksimacije je odrediti funkciju
koja ¢e najbolje opisati dani skup podataka, tj. najmanje odstupati od danog skupa poda-
taka. Cesto funkcija, koju poku$avamo aproksimirati, nije ni poznata, ve¢ znamo samo
konacan broj njezinih toaka. S druge strane imamo pojam interpolacije. Interpolacija do-
lazi od rijeci inter izmedu i polos os, osovina, odnosno tocka, ¢vor. Interpolacija je zahtjev
da se vrijednosti funkcija f 1 ¢ podudaraju na nekom kona¢nom skupu tocaka koje na-
zivamo ¢vorovima interpolacije. Interpolacijom dolazimo do funkcija koje to¢no prolaze
kroz sve zadane toCke. MoZemo je opisati kao svako izraCunavanje nove tocke izmedu
dviju ili viSe postojecih tocaka. Kako bi pribliZili pojam interpolacije, najjednostavniji pri-
mjer je izracun aritmeticke sredine iz vrijednosti dviju susjednih tocaka kako bi se odredila
tocka u njihovoj sredini. Razlika interpolacije i aprokismacije je u tome Sto interpolacija
podrazumijeva prolazak funkcije kroz to¢no sve zadane to¢ke dok aproksimacija podrazu-
mijeva prolazak funkcije kroz odredene podatke na najbolji moguci nacin. U oba slucaja
javljaju se odstupanja. [4], [19]

Odakle potreba za aproksimacijom? Aproksimacija se javlja ako je poznata funkcija f
Cija je forma prekomplicirana za raCunanje, nema analitickog izraza za funkciju i sl. Tada
odabiremo neke informacije o funkciji f 1 po nekom kriteriju odredimo aproksimacijsku
funkciju ¢. Uz to moZemo napraviti ocjenu greSke dobivene aproksimacije s obzirom na
pravu vrijednost funkcije f. Takoder ako funkcija f nije poznata, ali su poznate neke in-
formacije o njoj, npr. vrijednosti na nekom skupu tocaka, tada aproksimacijsku funkciju
odredujemo iz danih informacija koje ukljuCuju i ocekivani oblik ponaSanja te aproksi-
macijske funkcije ¢. Ocjena greSke u ovom slu¢aju ne moze se napraviti bez dodatnih
informacija o funkciji f. Ce%ée se u praksi javlja aproksimiranje funkcije kojoj su dani
samo neki izmjereni podaci pa se osim tih podataka pokuSava aproksimirati i podatke koji
se nalaze izmedu izmjerenih podataka. Naravno tada se javljaju greske koje se ublazavaju.
Postavlja se prirodno pitanje kako odabrati aproksimacijsku funkciju ¢. Funkcija ¢ bira se
prema prirodi modela s ciljem da bude Sto jednostavnija za racunanje, najcesce su to al-
gebarski polinomi, trigonometrijski polinomi, eksponencijalne i racionalne funkcije. [19]



Slika 0.1: Primjer aproksimacije kvadratnom funkcijom

Izvor: Izrada u programu dinamicke geometrije GeoGebra

Slika 0.2: Primjer interpolacije kvadratnom funkcijom

Izvor: Izrada u programu dinamicke geometrije GeoGebra



Poglavlje 1

Opdi problem aproksimacije

1.1 Linearne aproksimacijske funkcije
Op¢i oblik linearne aproksimacijske funkcije je

Y= (l()QD()(X) + al‘pl(x) +---t amgam(x)

gdje su ¢y, ..., ¢, poznate funkcije koje znamo racunati. Linearnost se odnosi na ovis-
nost funkcije ¢ o parametrima a; koje treba odrediti. Ovaj oblik aproksimacijske funkcije
najcesce vodi na rjeSavanje sustava lienarnih jednadzbi.

1. Algebarski polinom, @i (x) = x*,k = 0, ..., m, tj.
o(x)=ap+aix+---+a,x".

Funkciju ¢(x), osim u bazi obi¢nih potencija {1, x, ..., "}, moZemo zapisati i u nekoj
drugoj bazi, npr. {1, (x — xp), (x — x0)(x — x1), ...} gdje su xg, x1, ... zadane tocke.

2. Trigonometrijski polinomi koriste se u modeliranju signala. Za funkciju ¢; uzima se
m + 1 funkcija iz skupa

{1, cos x, sin x, cos 2x,sin 2x, ...}.

3. Splajn funkcije ili po dijelovima polinomi. Ako su zadane tocke x, ..., x,, onda se
splajn funkcija na svakom podintervalu svodi na polinom odredenog fiksnog stupnja
tj.

(10|[xk_]’xk] = p/ﬁ k = 1’2’- .5 n,

a p; su polinomi najcesce stupnjeva 1, 2, 3 ili 5. Splajnovi su dobri jer dobro kon-
troliraju oblik aproksimacijske funkcije i imaju dobra svojstva s obzirom na gresku
aproksimacije. [19]



1.2 Nelinearne aproksimacijske funkcije

1. Eksponencijalne aproksimacije

box bix b, x

@(x) =coe™ +cre’ +---+cre

koje imaju n = 2r + 2 nezavisna parametra koje opisuju problem populacije, rast i
odumiranje populacija, hladenje tijela (Newtonov zakon hladenja), potroSnje resursa,
Sirenje bolesti, itd.

2. Racionalne aproksimacije

koje imaju n = r + s + 1 nezavisni parametar. Ovako definirane racionalne funk-
cije imaju mnogo bolja svojstva aproksimacije nego polinomi, a pripadna teorija je
relativno nova. [19]

1.3 Kiriterij aproksimacije

Funkciju ¢, kojom ¢emo aproksimirati funkciju f ili dani skup podataka, biramo tako
da odstupanje funkcije ¢ od dane funkcije ili skupa podataka bude minimalno ili da graf
aproksimacijske funkcije prolazi odredenim tockama. Te to¢ke nazivamo ¢vorovima inter-
polacije. MoZemo spomenuti da se uz ovaj zahtjev moZe dodati da se u ¢vorovima pokla-
paju i vrijednosti nekih derivacija. Kod interpolacije, kada trazimo podudaranje funkcijskih
vrijednosti, koristimo samo podatke o funkciji f koji govore o njenoj vrijednosti na skupu
od (n+1) toCaka, tj. zapisano uredenim parom (x, fi) za fi = f(x,),k =0, ..., n. Parametri
ap, ai, . . . ,a, aproksimacijske funkciju ¢ odreduju se iz uvjeta

o(x;ag,ay,...,a,) = fr k=0,..,n [19]

Minimizacija pogreske

Ve¢ je spomenuto da prilikom odredivanja aproksimacijske funckije ¢ neke funkcije f
dolazi do odstupanja, tj. pogresSaka te je drugi kriterij za odredivanje parametara aprok-
simacijske funkcije minimizacija tih pogreSaka. Potrebno je minimizirati neku odabranu
normu pogreske

e(x) = f(x) — ¢(x)



u nekom odabranom vektorskom prostoru funkcija definiranih na nekoj domeni X. Ovisno
o tome minimizira li se norma pogreske na diskretnom ili kontinuiranom skupu podataka X,
aproksimacije po normi dijele se na diskretne i kontinuirane. Najcesc¢e se koriste 2-norma
(euklidska norma) i co-norma. [[19]]

Euklidska norma ili 2-norma definirana za neki vektor x iz C s komponentama x;, i =
1,2,...,nuo0znaci x = (x1, Xp,...,X,)" je

llxll> =

Za 2-normu pripadna se aproksimacija zove srednjekvadratna, a metoda za njeno nalaZenje
zove se metoda najmanjih kvadrata. Parametri funkcije ¢ traze se tako da norma pogreske,
|le|l, bude minimalna na X. Na diskretnom skupu podataka X = {xo, x1,..., x,} zathjev
minimalnosti je

\/ éo (f (xx) — ¢(x1))*> — min.

U kontinuiranom slu¢aju zahtjev minimalnosti je

b
\/ f (f(x) — ¢(x))*dx — min.

Kako je drugi korijen rastuca funkcija na svojoj domeni, potrebno je minimizirati samo
izraz pod korijenom. [19], [21]

co-norma za neki vektor x iz C s komponentama x;, i = 1,2,...,n u oznaci x =
(X1, X2, ..., x)7 je

lxll = max |x;l.
i=1,2

Parametri funkcije ¢ traze se tako da norma pogreske |le||l., bude minimalna na X. Aprok-
simacija u slucaju co-norme zove se minimaks aproksimacija. Na diskretnom skupu poda-
taka zahtjev minimalnosti je

max |(x) = ¢(x)| - min

dok u kontinuiranom slu¢aju imamo

max |f(x) — ¢(x)| — min.
x€la,b]



Ovaj tip aproksimacije opcenito je teze izraCunati, ali zna biti poZeljniji od srednjekva-
dratne aproksimacije. [[19], [21]

Dakle, pitanja na koja treba odgovoriti je iz koje klase funkcija odabrati aproksimacij-
sku funkciju te ispitati koja aproksimacija daje najmanje odstupanje od danih podataka, tj.
najbolju minimizaciju pogreske.



Poglavlje 2

Interpolacija polinomima

Ako pratimo ovisnost dvije fizikalne veliine, a ne znamo analiti¢ki izraz koji opisuje
njihovu zavisnost, ali imamo mjerenja koja upucuju na tu zavisnost, onda trazimo funk-
ciju koja ¢e prolaziti tim toCkama, tj. opisati tu ovisnost. Postoje mnoge metode ko-
jima mozemo naéi odgovarajucu funkciju. Te se metode razlikuju u pouzdanosti, tocnosti,
kolicini potrebnih podataka, sloZenosti, glatko¢i interpolanta. Primjerice, linearna inter-
polacija temelji se na koriStenju jednadZzbi pravca kroz dvije tocke koju koristmo kako bi
povezali susjedne tocke skupa podataka. Ova metoda je jednostavna, brza, ali ima veliku
gresku, nediferencijabilna je i ne daje glatku funkciju. [9]

1
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Slika 2.1: Primjer linearne interpolacije

Izvor:[9]

Interpolacija polinomima temelji se na koriStenju polinoma viSeg stupnja. Ova metoda
je preciznija, daje glatku i diferencijabilnu funkciju. S druge strane moZe biti sloZena
za raCunanje. RjeSenje interpolacijskog problema je naéi polinom p, koji prolazi danim
toCkama (x;, f(x;)). [9]



2.1 [Egzistencija i jedinstvenost interpolacijskog
polinoma

Teorem 2.1.1. Neka je n € Ny. Za zadane tocke (xy, fi), k = 0,...,n, gdje je x; # x; za
i # j postoji jedinstveni interpolacijski polinom stupnja najvise n

(p(x) = pn(_x) :a0+a1x+...+anxl’l
za koji vrijedi
pn(xk):f}(7 k:()’-.-’n.

Dokaz: Nekaje p, = ap +ax + - -+ + a,x" polinom stupnja najviSe n. Uvjete interpolacije
moZemo napisati u obliku:

Pn(x0) = fo
Pa(x1) = fi
pn(xn) = fn

Dakle,

Pn(X0) = ap +ayxo+ -+ a,xy = fo

pn(x1) =ap+ayx; +---+a,x] = fi

Pa(Xn) = ao + arx, + -+ + ayx, = fo.

Je li ovo jedini polinom utvrdit ¢emo tako da provjerimo ima li sustav od (n + 1)-e
linearne jednadZbe sa (n + 1)-om nepoznanicom ay, a1, . . ., a, jedinstveno rjeSenje. Da bi
rjeSenje bilo jedinstveno, kvadratna matrica linearnog sustava mora biti regularna (Cra-
mer). Vrijedi da je matrica regularna ako i samo ako je determinanta te matrice razli¢ita od
nule. Stoga je potrebno izraCunati vrijednost determinante matrice ovog sustava linearnih
jednadzbi. Ta determinanta je Vandermondeova determinanta:

1 x x5 ... xl
1 x x3 ... X!
X, x> ... X"




Rezultat Vandermondeove determinante je
Dn = l—[ ()Cl' —.Xj).
0<j<i<n

Kako su x; # xj za i # jtada je D, # 0. Tada je matrica linearnog sustava regularna, tj.
sustav ima jedinstveno rjesenje ay, @i, . . . , a, za koeficijente polinoma p, tj. interpolacijski
polinom p, je jedinstven. [19] O

Primjer 1.

Odredimo interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama:

X[O—ll
Fl1] 2 [3

Rjesenje: Prema teoremu postoji interpolacijski polinom stupnja 2: p(x) = ag +
a;x + ax*. Dane tocke (0, 1), (-1, 2), (1, 3) uvrstimo u p,(x) pa dobivamo:

a0+a1-0+a2-02 =1
ao+a; - (=D +a-(-1)* =2
ap+a-l+a-1> =3,
tj.
[0 =1
ap—a); +ap =2

ap+a; +ap =3

Cramerovim pravilom [] rijeSimo sustav: [2]

I 0 0] la 1
I -1 1) -]a;|=|2
I 1 1] |a 3

!Cramerovo pravilo je pravilo kojim rjeSavamo sustav linernih jednad?bi Ax = b tako da pomoéu metode
suprotnih koeficijenata dobijemo formulu za rjeSenja a; = D;/D,i = 0,1,...,n — 1 gdje je D determinanta
matrice A, a D; determinanta matrice koju dobijemo tako da se u matrici A i—ti stupac zamijeni vektorom b.



Vandermondeova determinanta ili determinanta matrice sustava A je:

1 0 0
D=[l -1 1| = (0 = 2)(0 = %0)(x1 = %) = (1 = (=11 =0)(=1=0) =2- 1 (=) = =2
1 1 1
Preostaje odrediti vrijednosti determinanta matrica Dy, D; i D,. Sarrusovim pravilomE]
odredimo te determinante i dobivamo Dy = =2, D; = —1, D, = =3. [15]]
Rjesenje sustava je

a=20 -2
S
D -1 1

MED T2

D, -3 3

“=p T2

2. Interpolacijski polinom

Sada odredimo interpolacijski polinom p(x) = ayg + a1x + axx
glasi

1 3
px)=1+ Ex + ixz.

Slika 2.2: Zadani podaci - tocke

Izvor: Izrada u programu dinamicke geometrije GeoGebra

2Sarrusovo pravilo je metoda za izra¢unavanje determinante matrice 3x3. Naziv je dobila po francuskom
matematiaru Pierreu Frédéricu Sarrusu. Determinanta matrice 3X3 moZe se izraCunati preko sljedece sheme:
PrepiSu se prva dva stupca matrice iza treeg stupca tako da se na kraju dobije pet stupaca. Tada se zbroje
vrijednosti sa dijagonala koje idu od vrha prema dnu, a oduzmu vrijednosti sa dijagonala koje idu od dna
prema vrhu.
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Slika 2.3: Interpolacijski polinom koji opisuje dani niz podataka

Izvor: Izrada u programu dinamicke geometrije GeoGebra

TraZenje koeficijenata interpolacijskog polinoma rjeSavajuéi sustav linearnih jednadzbi
nekad moZe biti zamorno. Stoga ¢emo koeficijente interpolacijskog polinoma naéi ko-
riste¢i Lagrangeov i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma. [9]

2.2 Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Za zadani niz toCaka (xo,yo), (x1,¥1), ..., (X, y,) interpolacijski polinom p, zapisat
¢emo koriStenjem Lagrangeove baze {/;,k = 0, 1, ..., n} prostora polinoma #,

Pl = ) fii().
k=0

Polinome [, zovemo Lagrangeovim koeficijentima ili funkcijama Lagrangeovih baza za
koje vrijedi

1, zai=k
Li(x;) = .
0, zai#k [19]

Prema [9]] interpretiramo kao da graf polinoma /; sijeCe x-os u tockama xg, X1, ..., Xg_1, Xgt1, - - -

a u tocki x; poprima vrijednost 1. Tada su xo, x1, . .., X1, Xk+1, - - - » X, NUltoCke polinoma
l; pa vrijedi

L(x) = Cr(x — x0)(x — x1) » + + (X = X)X = Xgg1) - - - (X = X5)

il (x;) = 1. Tada je

I = Crlxx — x0)(xk = x1) =+ = (X — Xp—1) (X = K1) + - (X = Xp)-

11



Koeficijent C; je
1

- (xx — X0) (X — x1) - -+ (X — X 1) (X = Xpew1) -+« - (X — X)

Cy

Tada je pomo¢ni polinom /; jednak

(x = x0)(x = x1) -+ (x = )X = X)) - (X —x) 1—[ X=X

L(x) = =
‘ (e = X0) (k= 20) ++ - (o = X)) = Xgwr) + - (o = X) 5L Xk = X
k=0,...,n.
Za polinom p, €iji graf prolazi to¢kama (xi, yi) vrijedi p,(xx) = v zak = 0,...,n. Taj

polinom p, moZemo zapisati kao linearnu kombinaciju polinoma /,

n

() = ) ide(),

k=0

tj.prema [9] Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma glasi:

p (x) = iy . (x=x0)x=x1) - (x=x-1)(Xx = Xp41) - - - (x — X3)
n 2, = x0) 0 — x1) - O — X ) — Xeer) - (g — %)

Prema [20] definiramo

@ =[ |- @.1)
i=0
i n
wi(x) = ]_[ (x—x), k=0,1,...,n (2.2)
i=0,i#k
pa vrijedi
w(x)

L(x) = k=0,1,...,n.

(x = xp)wr(x)

2.3 Ocjena greske interpolacijskog polinoma

Teorem 2.3.1. Pretpostavimo da funkcija f ima (n + 1)-u derivaciju na segmentu [a, b] za
neki n € Ny. Neka su x; € [a,b], k =0,...,n, medusobno razliciti cvorovi interpolacije, tj.
X; # Xjza i # jineka je p, interpolacijski polinom za funkciju f u tim ¢vorovima. Za bilo
koju tocku x € [a, b] postoji tocka & iz otvorenog intervala

Xppin := Min{X,, ..., X, X} < & <max{xo,...,Xn, X} = Xpax

12



takva da za gresku interpolacijskog polinoma vrijedi

e(x) = f(x) = pu(x) = o 1),f"“(f) (2.3)

pri Cemu je w(x) definirano relacijom (2.1))

Dokaz: Ako je x = x;, zaneki k € {0,...,n}, iz f(x) = p,(x;) 1 definicije polinoma w
dobivamo da su obje strane u (2.3) jednake O pa teorem vrijedi. Pretpostavimo da x nije
¢vor interpolacije. Tada je w(x) # 0 1 greSka interpolacije je

e(x) = f(x) = pa(x) = w(x)s(x)
gdje je s(x) dobro definirano ako x nije ¢vor. Neka je x fiksan i definirajmo funkciju

e(x)
8(1) = e(t) — w()s(x) = e(t) - (I)T) t € [a,b]. (2.4)
Funkcija pogreske e ima onoliko derivacija (po ?) koliko ima i1 f 1 one su neprekidne kad
su to i derivacije od f. Kako x nije &vor isto vrijedi i za funkciju g, tj. funkcija g”*" je
korektno definirana na [a, b]. Odredimo koliko nultoc¢aka ima funkcija g. Ako za ¢ uvrstimo
X, dobivamo

e(x)
=0,
w(x)

g8(x) = e(xp) — w(xy)

Jednako tako je i
g(x) = e(x) —e(x) =

Dakle, funkcija g ima barem n + 2 nultocke na [x,,, Xna]. Kako je g derivabilna na tom
segmentu po Rolleovom teoremu E] slijedi da g’ ima barem n + 1 nultocku na otvorenom
intervalu (X, Xnax). Induktivnom primjenom Rolleovog teorema zaklju¢ujemo da g’ ima
barem n + 2 — j nultoéaka na (X,in, Xmax), za j = 0,1,...,n+1. Za j = n+ 1, gV ima bar
jednu nultocku & € (Xin, Xmax)- Kako je polinom p, stupnja najvise n, w polinom stupnja
n+1paje

"Dy = @), WMV =+ D).

Deriviranjem lijeve i desne strane jednadzbe (2.4) n + 1 puta, dobivamo:

g(n+])(f) :e(n+l)(l,) (n+1)(t) f(n+1)(t) p(n+1)(l,) (n+1)(t) f(n+l)(l) ( )'%

*Neka je dana funkcija f : [a, b] — R. Vrijede li sljedece pretpostavke. i) f je neprekidna na [a, b] ii)
f je derivabilna na (a, b) iii) f(a) = f(b), onda postoji barem jedna tocka x¢ € (a, b), takva da je f'(xp) = 0.
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(n+1)

pri ¢emu je p, ~ = 0 jer je polinom p, polinom n-tog stupnja pa je njegova (n + 1)-a
derivacija 0. Kako g ima jednu nultocku £ to je g"*D(&) = 0 pa je:
0= fU0) — (n + DI,
w(x)
odnosno -
_ WY e
e = o5 /e

Ako je f"*D ograniena na [a, b] ili ako je f € C"*'[a, b], onda se moZe dobiti sljedeca
ocjena greske interpolacijskog polinoma za funkciju f u tocki x € [a, b]:

lw(x)|

m+ 1 "

lf(x) = pa(0)] <

pri emu je M, := max [Fr D). [19] o
x€la,

Primjer 2.

Odredimo interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama:

x 1 1.3 1.6 1.9 2.2
f(x) | 0.1411 | —0.6878 | —0.9962 | —0.5507 | 0.3115

gdje je f(x) = sin(3x) 1 vrijednost polinoma u tocki 1.5.

RjesSenje: Prvo odredujemo Lagrangeove koeficijente [, k = 0, ..., 4. Imamo:
(= 13)(x - 1.6)(x — 1.9)(x — 2.2)

(1= 1.3)(1-1.6)(1-1.9)(1-22)

lo

Iy = 5.14403x" — 36.0082x3 + 93.3642x> — 106.224x + 44.7243.
(x— D(x - 1.6)(x - 1.9)(x —2.2)
T (3-D)(13-1.6(13-19)(13-22)
I, = =20.5761x" + 137.86x> — 338.272x32 + 358.601x — 137.613.
- (x—D(x - 1.3)(x - 1.9)(x—-22) ’
(1.6 — 1)(1.6 — 1.3)(1.6 — 1.9)(1.6 — 2.2)
I, = 30.8642x* — 197.531x° + 460.185x> — 461.235x + 167.716.
(x— D(x - 1.3)(x — 1.6)(x — 2.2)
T (1-9-D)(19-13)(19-1.6)1.9-22)

b

I3
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I3 = =20.5761x* + 125.514x° — 279.012x + 268.23x — 94.1564.
_ (x — D(x - 1.3)(x — 1.6)(x — 1.9)

T 22-D22-13)(2-2-1.6)22-1.9)

I, = 5.14403x* — 29.8354x° + 63.7346° — 59.3724x + 20.3292.

4

Tada je Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma:

pa(x) = 0.1411 - [y(x) — 0.6878 - [;(x) — 0.9962 - [,(x) — 0.5507 - [3(x) + 0.3115 - I4(x).
Za x = 1.5 imamo:
pa(1.5) = 0.1411-1p(1.5)-0.6878-1;(1.5)—=0.9962 - 1,(1.5)—-0.5507 - [5(1.5) + 0.3115- 14(1.5)

ps(1.5) =~ —=0.9773
Vrijednost funkcije f u x = 1.5 je:

f(L1.5) =sin(3 - 1.5) = =0.9775. [12]

Slika 2.4: Plavo: Lagrangeov interpolacijski polinom p4(x); zeleno: f(x) = sin(3x)

Izvor: Izrada u programu desmos
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Primjer 3.

Odredimo interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama:

x |-2|-1]0]4
S| -2 4 |1]|8

i vrijednost polinoma za x = 2.
RjeSenje: Prvo odredujemo Lagrangeove koeficijente:

@ D)E-0x=4) 1, 1,

T2 D)(—2-00—2-4) 127 T3 73
(x+2)(x—-0)(x—-4) 1, 2, 8

T I 1 -0)-1-4 5 575"
G+2)x+Dx—4) 15 1,

2= 0x 0+ D02 g tg¥ gl

DA DE=0) 1, 1, 1

T G+)@E+1)@-0) 1200 T20" T 60

0

3

Tada je Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma:
p3(X):lo'(—2)+ll 4+121+138

Za x = 2 imamo:
p3s2)=1-(-2)-32-4+3-1+02-8

p3(2) = —10.2

Kod za Lagrangeov interpolacijski polinom

Kod za Lagrangeov interpolacijski polinom napisan je u programskom jeziku C prema [7].
#include < stdio.h >
[* Funkcija koja racuna Li(x)*/
double Li(int i, int n, double x[n + 1], double X){

intj,

double prod = 1;

for(j=0;j <=n;j+ +){

if(jt=1i)
prod=prod*(X — x[jD)/(x[i] = x[j1);
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return prod;
}
/*Funkcija koja racuna Pn(x) gdje je Pn Lagrangeov interpolacijski polinom stupnja n*/
double Pn(int n, double x[n + 1], double y[n + 1], double X ){
double sum= 0;
inti;
for(i =0;i <= n;i + +){
sum=sum~+Li(i,n,x,X)*y[i],
}
return sum,
}
main( ){
int i,n; //n je stupanj
printf( " Unesi broj tocaka:\n");
scanf(”%d”,&n); //broj podataka je n + 1
n=n-1;
/nizovi za spremanje (n + 1) x i y vrijednosti velicine n + 1
double x[n + 1];
double y[n + 1];
printf(”Unesi x vrijednosti:\n");
for(i=0;i <n+ 1;i+ +){
scanf(” %lf, &x[i]);
}
printf( ”Unesi y vrijednosti:\n”);
Jor(i=0;i <n+ 1;i+ +){
scanf(” Plf”, &ylil);
}
double X; /vrijednost x za koji je potrebno odrediti vrijednost interpolacijskog polinoma
printf( " Unesi vrijednost x za koji je potrebno odrediti vrijednost interpolacijskog polinoma:\n”);
scanf(” Plf”, &X),
printf(”Vrijednost interpolacijskog polinoma je %lf”,Pn(n, x,y, X)),

17



Unesi broj toRaka:
A

rijednosti:
Jjednosti:
vrijednost x za koji je potrebno odrediti vrijednost interpolacijskog polinoma:

polinoma je -18
xecution time :

Slika 2.5: Vrijednost interpolacijskog polinoma za x = 2

Izvor: Izrada u programskom jeziku C

2.4 Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Nedostatak Lagrangeovog interpolacijskog polinoma je Sto nije pogodan kad Zelimo
povecati stupanj interpolacijskog polinoma kako bismo poboljsali aproksimaciju ili sma-
njili pogresku, zato Sto interpolacijski polinom moramo racunati ispocetka. Postoji forma
kod koje je laksSe povecati stupanj interpolacijskog polinoma. Neka je p,_; interpolacijski
polinom koji interpolira funkciju f u tockama x;, k = 0,...,n — 1. Neka je p, interpolacij-
ski polinom koji interpolira funkciju f joS 1 u tocki x,. Tada polinom p, moZemo napisati
u obliku

Pn = Pn-1(%) + c(x) (2.5)

gdje je ¢ korekcija, polinom stupnja n. Vrijedi i da je

c(xi) = pa(xi) = pp1 () = fOa) = f(x) =0, k=0,...,n—1.

Vrijedi da su x; nultocke od ¢ pa je
c(x) = an(x = xo) - - (x = Xp—1).
Iz zadnjeg uvjeta interpolacije p,(x,) = f(x,) dobivamo
) = pu(Xn) = puei(Xn) + ¢(Xn) = puo1(Xn) + an(xn = X0) - -+ - (X = Xp—1)

iz Cega lako dobivamo da je vodeci koeficijent polinoma c:

18



f(xn) - pn—l(xn) f(xn) - pn—l(xn).

(xn - xO) T (xn - xnfl) N w(xn)

n =

KoriStenjem relacije (2.5) imamo sve elemente za racunanje p,(x) u bilo kojoj tocki x.
Koeficijent a, zvat ¢emo n-ta podijeljena razlika;

an = flx0, X15 ..., X0l (2.6)
Rekurzivna relacija za dobivanje interpolacijskog polinoma za stupanj veceg od prethod-
nog je:
Pu(x) = ppr () + (x = x0) - - - (X = X)) f X0, . - -, Xa]. (2.7)
Dodatno za koeficijent a,, tj. za n-tu podijeljenu razliku vrijedi da je neosjetljiva na poredak
¢vorova te vrijedi formula za rekurzivno raCunanje podijeljenih razlika:

f[xl9"-9xn] _f[x()’"-’xn—l]

Xn — X0

f[-x()""a-xn]:

Preostaje vidjeti Sto je poCetak za rekurzije podijeljene razlike. Ako znamo da je konstanta
koja prolazi tockama (xo, f(xo)) interpolacijski polinom stupnja 0, onda je ay = f[xo] =
f(x0). Jednako tako vrijedi i

Sl = f(xa)

pa lako sastavljamo tablicu podijeljenih razlika:

X | fIad flxexa] ST X Xe2] -0 fTxos - - Xl
Xo | fIxol

STx0, x1]
xi | Sflxal fTx0, x1, x2]

Slxi, x2]

: STxo, - . x,]
Slxn-2, X411
Xt | fTxn-1] STxn-2, X1, %]
Sxn-1, %]

Xo | flxal

Tablica 2.1: Tablica podijeljenih razlika

Dakle, oblik Newtonovog interpolacijskog polinoma je:
Pu(x) = flxol + flxo, x11(x = x0) + flx0, X1, X2]1(x = X0)(x — x1)
+ o+ flxo, X1 X6 (0 = xo)(x = xp) < (= Xm).

Primijetimo da od tablice podijeljenih razlika treba samo “gornji rub”. [[19]
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Primjer 4.

Newtonovom metodom interpolacije izracunajmo polinom prvog stupnja koji prolazi to¢kama
(x0, ¥o), (X1, y1)-
Rjesenje: Interpolacijski polinom prvog stupnja (pravac) je oblika p(x) = ay + a;(x — xp).
Koeficijent ay:

ao = f(x0) = Yo,

koeficijent a;:

Slxi] = flxol _ S = f(xo) _ Y11= Yo

a; = .
X1 — Xo X1 — Xo X1 — Xo
Tada je
P = yo + 222 (x = xp). [O]
X1 — Xo

Primjer 5.

(a) Odredimo interpolacijski polinom koji funkciju f(x) = +/x interpolira u to¢kama s
x—koordinatama 3, 3.8, 4.

(b) Ocijenimo gresku dobivene interpolacije u tocki s x-koordinatom 3.14 1 odredimo pravu
gresku.

RjeSenje:

(a) Prvo odredimo vrijednosti funkcije f za dane vrijednosti x-eva.

Xk 3 3.8 4
Ji(x) | 1.73205 | 1.94936 | 2

Potom napravimo tablicu podijeljenih razlika.

X | Slad flxe Xear] ST X1, Xie2]
3 11.73205
0.27164
3.8 | 1.94936 —-0.01844
0.2532
4 2

Tablica 2.2: Tablica podijeljenih razlika za Primjer 5.

Iz tablice podijeljenih razlika uzimamo samo “gornji rub” te dobivamo interpolacijski po-
linom

pa(x) = 1.73205 + 0.27164 - (x — 3) — 0.01844 - (x — 3)(x — 3.8).
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(b)
p2(3.14) = 1.7321 + 0.27164 - (3.14 - 3) — 0.01844 - (3.14 - 3)(3.14 - 3.8)

p2(3.14) = 1.73205 + 0.03803 + 0.00171
p2(3.14) = 1.77179.

Prava greska iznosi:
[f(3.14) — p2(3.14)| = [1.77201 — 1.77179] =~ 0.00022

Ocjenu greske naéi ¢emo kad odredimo trecu derivaciju funkcije f, njen maksimum na

intervalu [3,4] te w(3.14):
lw(x)|

If (%) = pa(0)l < D!
@14,
31

n+l1

|f(3.14) — p»(3.14)| <

2
wx) = | -0 = (x = x0)x - x)(x - x2)
k=0
w(3.14) = (3.14 - 3)(3.14 - 3.8)(3.14 - 4)

w(3.5) = 0.07946

Derivacije funkcije f:
, 1
X) = —=,
J'(x) W
-1
[0 =—,
4x3
3
£ = .
8x3

Funkcija f”” je padajuéa i pozitivna funkcija na intervalu [3, 4] te se njezin maksimum

postiZze za x = 3 pa je
M; = |f"(3)| = 0.02406.
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0.024
0.022
0.020
0.018 \\
0.016
0.014

T

0.012 T

ﬂ.{ll-lfl::
2.0

3.2 3.4 3.6 3.8 4.0

Slika 2.6: Graf funkcije f”” na intervalu [3, 4]
Izvor: Izrada u WolframAlpha

24

22

02 0 0.2 0.4 0.6 0.3 1 12 14 16 18 2 22 24 256 28 3 32 34 36 38 4 42

Slika 2.7: Crveno: Newtonov interpolacijski polinom p,(x); zeleno: f(x) = vx

Izvor: Izrada u programu dinamicke geometrije GeoGebra
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Tada je ocjena greske

.07946 - 0.024
|f(3.14) — p(3.14)| < 0.079 63'00 06 ~ 0.0003186.

Kako bismo gresku joS viSe smanjili treba uvesti novi ¢vor. Prednost Newtonovog inter-
polacijskog polinoma naspram Lagrangeovog je $to kod Newtonovog ne moramo racunati
sve ispocetka, ve¢ samo nadopunimo tablicu podijeljenih razlika s novim ¢vorom. [19]

Kod za Newtonov interpolacijski polinom

Kod za Newtonov interpolacijski polinom napisan je u programskom jeziku C prema [[1].
#include < stdio.h >
#include < conio.h >
#include < math.h >
int main ()
{
float x[10], y[10], [10],sum, p, u, temp;
inti,n, j,k =0, f,m;
float fact(int);

printf( "\nKoliko podataka unosimo: ”);
scanf{”%d”,&n);

for(i=0ji<m;i++)

{

printf( ”\n\nUnesi vrijednost od x%d:”,i);
scanf(” %f”, &x[i]);

printf{ "\n\nUnesi vrijednost od f(x%d):”,i);
scanf(” %f”, &ylk][i]),

}

printf{ "\n\nUnesi X za koji traZimo f(x): ”);
scanf(”%f”,&p);

for(i=1l;i<myi++)
{
k=1i;
for(j=0;j<n—-1i;j++)
{
IGI=(y(-1][j+1] - y[i-1][j]) / (x[k]-x[]]);

k++;
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}

printf{"\n \n”);
pringf(”\n  x()\t  y@O\t yl1(@) y2() y3@) y4@D)”);
printf{("\n \n”);
for(i=0;i<n;i++)

{

printf{"\n%. 3f”, x[il);
for(j=0sj<n—i;j++)
{
printf(” 7);
printf(”%. 3f",y[j1li]);
}

printf(”\n”);

}

i=0;

do

{

ifixli] < p&& p < x[i +1])
k=1;

else
I+ +;

Wwhile (k! =1),;

f=i

sum=0;
for(i=0ji<n—1;i++)

{

k=f;

temp = 1;
Jor(j=0;j<isj++)
{

temp = temp * (p — x[k]),
k++;

}

sum = sum + temp = (Y[i][f]);

}

printf(’\n\n f(%.2f) =%f", p, sum),
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getch();

Unesi vrijednost
Unesi vrijednost o
Unesi vrijednost
Unesi vrijednost o
Unesi vrijednost o

Unesi vrijednost o

5

Unesi X za koji traximo

) = 1.776879

Slika 2.8: Vrijednost interpolacijskog polinoma za x = 2

Izvor: Izrada u programskom jeziku C
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2.5 Koliko je dobar interpolacijski polinom?

Rungeov fenomen opisuje problem osciliranja na rubovima intervala koji se javlja kada
se koristi interpolacijski polinom visokog stupnja na ekvidistantnoj mrezi ¢vorova, tj. na
mreZi gdje je razmak izmedu ¢vorova konstantan. [S]

Njemacki matematicar Runge prvi je uocio probleme koji nastupaju kod interpolacije
na ekvidistantnoj mreZi ¢vorova. Konstruirao je funkciju, Runge funkciju, koja ima svoj-
stvo da niz interpolacijskih polinoma na ekvidistantnoj mreZi ne konvergira (po to¢kama)
prema toj funkciji kad se broj ¢vorova povecava. Promotrimo interpolaciju Rungeove funk-
cije

1
= — e[-5,5
f(x) T * [-5,5]
na ekvidistantnoj mreZi, polinomima stupnjeva 1-6, 8, 10, 12, 14 i 16. Na sljedecim sli-
kama graf funkcije f prikazan je crnom bojom, a grafovi interpolacijskih polinoma crve-
nom. Na slikama 2.20 - 2.30 prikazane su greske interpolacijskih polinoma stupnjeva 1-6,
8,10, 12, 141 16. [14], [19]

-6 -5 -4 =3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 -6 /5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 1 5 6 T

Slika 2.9: Interpolacijski polinom Slika 2.10: Interpolacijski polinom
stupnja 1 stupnja 2
Izvor: Skripta numericka analiza Izvor: Skripta numericka analiza
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-6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 % =

Slika 2.11: Interpolacijski polinom
stupnja 3

Izvor: Skripta numericka analiza

Slika 2.13: Interpolacijski polinom
stupnja 5

Izvor: Skripta numericka analiza

A

—6 5~ -3 -2 1 1 2 3 h 6

-1

Slika 2.15: Interpolacijski polinom
stupnja 8

Izvor: Skripta numericka analiza

~6 7\(741 Z2 12 \1/‘» 6 <

Slika 2.12: Interpolacijski polinom
stupnja 4

Izvor: Skripta numericka analiza

—6 45 —4 %2 1 1 254 4 \ [

Slika 2.14: Interpolacijski polinom
stupnja 6

Izvor: Skrita numericka analiza

Slika 2.16: Interpolacijski polinom
stupnja 10

Izvor: Skripta numericka analiza
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-1
-2
-3

—6 Vl -3 —2 -1 1 2 3 1V T

Slika 2.17: Interpolacijski polinom
stupnja 12

Izvor: Skripta numericka analiza

1T 2 3 W § ¢ =

Slika 2.18: Interpolacijski polinom
stupnja 14

Izvor: Skripta numericka analiza

Slika 2.19: Interpolacijski polinom

stupnja 16

Izvor: Skripta numericka analiza

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Slika 2.20: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 1

Izvor: Skripta numericka analiza

1 2 3 4 5 6
.5

Slika 2.21: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 2

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.22: Greska interpolacijskog

polinoma stupnja 3

Izvor: numericka analiza

G/L'» —1 -2 A1
—0.5

N_2-3 4 s\ﬁ x

Slika 2.24: Greska interpolacijskog

polinoma stupnja 5

Izvor: Skripta numericka analiza

6 Zn SNy 2 S
-1

2 N4 \ 6

Slika 2.26: Greska interpolacijskog

polinoma stupnja 8

Izvor: Skripta numericka analiza

12:;;\!;1'

Slika 2.23: Greska interpolacijskog

polinoma stupnja 4

Izvor: Skripta numericka analiza

1/2 :4\/» 6 =

Slika 2.25: Greska interpolacijskog

polinoma stupnja 6

Izvor: Skrita numericka analiza

y

2

1

VAN

6 Vl 322 1
-1

2

lle\jﬁlt

Slika 2.27: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 10

Izvor: Skripta numericka analiza
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-6 45 -3 —2 —1_ 1 2 3N § ¢ = i
Slika 2.28: Greska interpolacijskog Slika 2.29: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 12 polinoma stupnja 14
Izvor: Skripta numericka analiza Izvor: Skripta numericka analiza

—10

Slika 2.30: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 16

Izvor: Skripta numericka analiza

Ako umjesto ekvidistantnih to¢aka interpolacije uzmemo neekvidistantne, Cebievljeve
tocke, onda ¢e porastom stupnja, niz interpolacijskih polinoma bolje aproksimirati funk-
ciju. Na intervalu [a, b] uzlazno poredane CebiSevljeve tocke su

2n—-k)+ D
_ atb b—a _
Xk—%-i'T'COST, k—O,...,n [23]

Promotrimo prikaz interpolacijskih polinoma stupnjeva 1-6, 8, 10, 12, 14 i 16 na Cebisevljevoj
mrezi. Na sljede¢im slikama graf funkcije f prikazan je crnom bojom, a grafovi interpo-
lacijskih polinoma crvenom. Na slikama 2.42 - 2.52 prikazane su greske interpolacijskih
polinoma stupnjeva 1-6, 8, 10, 12, 141 16 na Cebi§evljevoj mrezi. Kako se povecava stu-
panj, Cebisevljeve tocke bolje aproksimiraju zadanu funkciju od ekvidistantnih ¢vorova i
greske tih polinoma su manje. Posebno se obraca paznja na skalu na y-osi kod Cebisevljeve
mreZe. Skala je manja od skale y-osi kod ekvidistantne mreze. [19]
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Slika 2.31: Interpolacijski polinom
stupnja 1

Izvor: Skripta numericka analiza

65 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 56 @

Slika 2.33: Interpolacijski polinom
stupnja 3

Izvor: Skripta numericka analiza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 @

Slika 2.35: Interpolacijski polinom
stupnja 5

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.32: Interpolacijski polinom

stupnja 2

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.34: Interpolacijski polinom

stupnja 4

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.36: Interpolacijski polinom

stupnja 6

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.37: Interpolacijski polinom
stupnja 8

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.39: Interpolacijski polinom
stupnja 12

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.38: Interpolacijski polinom
stupnja 10

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.40: Interpolacijski polinom
stupnja 14

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.41: Interpolacijski polinom
stupnja 16

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.42: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 1

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.44: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 3

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.46: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 5

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.43: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 2

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.45: GreSka interpolacijskog
polinoma stupnja 4

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.47: GreSka interpolacijskog
polinoma stupnja 6

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.48: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 8

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.50: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 12

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.49: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 10

Izvor: Skripta numericka analiza
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Slika 2.51: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 14

Izvor: Skripta numericka analiza

Slika 2.52: Greska interpolacijskog
polinoma stupnja 16

Izvor: Skripta numericka analiza
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Interpolacija polinomima vrlo je znacajna zbog upotrebe u raznim postupcima u nu-
merickoj analizi za numericku integraciju, deriviranje, rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi.
S druge strane interpolacija se ne pokazuje kao sredstvo kojim moZemo do¢i do dobrih
aproksimacija funkcija iako Weierstraov teorem tvrdi da za svaku neprekidnu funkciju
f(x) postoji niz polinoma stupnja n, B,(x) tako da

Hf(x) - B,(X)|los— 0zan— co. [19]

Primjer Rungeove funkcije pokazuje da ovakav rezultat opCenito ne vrijedi za Lagrangeove
interpolacijske polinome. To Sto interpolacija ne mora biti dobra aproksimacija funkcije ne
ovisi samo o izboru ¢vorova interpolacije. Drugi bitni faktor kvalitete je glatkoca funkcije.
Promotrimo manje glatku funkciju od Rungeove funkcije, funkciju

f) =1, xel-1,1]

i interpolacijski polinom stupnja 10, p;o(x), na [—1, 1]. Tada je [f(x) — p1o(x)| = 0, kad
n— oo, samo u tockama x = —1,0, 1. [6]], [19]
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Slika 2.53: Graf funkcije f(x) = |x|

Izvor: https://www.math.umd.edu/ petersd/666/html/interpol_ex2.html
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Slika 2.54: Plavo: graf funkcije f(x) = |x[; narancasto: interpolacijski polinom stupnja 10

Izvor: https://www.math.umd.edu/ petersd/666/html/interpol_ex2.html
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Slika 2.55: Greska interpolacijskog polinoma stupnja 10
Izvor: https://www.math.umd.edu/ petersd/666/html/interpol _ex2.html

Iz primjera funkcije Runge vidi se da Lagrangeova interpolacija ima dobra svojstva
aproksimacije u sredini intervala, ali ne 1 na rubovima. Stoga se postavlja pitanje da neki
izbor neekvidistantne mreZe, s ¢vorovima bliZze rubovima intervala, moze popraviti konver-
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genciju. Tako se mogu konstruirati mreZe, kao §to je Cebisevljeva, to je nemoguée napraviti
za svaku neprekidnu funkciju. Sljedeci teorem pokazuje da je nemoguce naci dobar izbor
toCaka interpolacije za svaku funkciju. [19]

Teorem 2.5.1. Za svaki moguci izbor tocaka interpolacije postoji neprekidna funkcija f,
za Ciji interpolacijski polinom p,(x) stupnja n vrijedi

1/ (x) = pu(D)ll # 0.
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Poglavlje 3

Hermiteova i druge interpolacije
polinomima

Osim interpolacije funkcijskih vrijednosti funkcije f u ¢vorovima x;, moZemo traziti da
interpolacijski polinom /4 interpolira i derivaciju f” u ¢vorovima x;, tj. da vrijedi

h(x) = fCa), W) =f(x), k=0,...,n.

Postavljaju se pitanja postoji li takav interpolacijski polinom, ako postoji je li jedinstven i
kojeg je stupnja. [22]

Teorem 3.0.1. Postoji jedinstven polinom h,,,; stupnja najvise 2n + 1 koji zadovoljava
interpolacijske uvjete

honi (X)) = fi,  hy, () =f, i=0,....n
gdje su x; medusobno razlicite tocke i f; i f! zadani realni brojevi.

Dokaz: Egzistenciju polinoma h,,,; moZzemo dokazati konstrukcijom eksplicitne baze.
TraZimo “bazi¢ne polinome” h; 1 h;; za koje vrijedi

1, zaj=1
hio(x;) ={ !

0, zaj#i,
h;,o(xj) =0,
hi1(x;) =0,

, I, zaj=i
Fialj) = {0 zaj £ i
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zai, j=0,...,n. Ako nademo h;( 1 h;;, onda je
hope1(x) = Zn:(fihi,o(x) + [ hia ().
i=0
Deriviranjem polinoma h,,,; dobiva se
i (X) = Zn:(fihl{,o(x) + fhi (X))
i=0
pa lako vidimo da su ispunjeni svi uvjeti interpolacije

hyns1(x)) = Z(fihi,o(xj) + fihii(x)) = f;,

i=0

Ry (06) = D (il o) + f11 () = f.
i=0
Preostaje konstruirati polinome #;, h; ;. Neka su

hig(x) = [1 = 2(x = x)li(x)] - (%)
hia(x) = (x = x;) - [} (x)

gdje su /; funkcije Lagrangeove baze. UvrStavanjem se provjerava da vrijednosti h;0(x;), 1} o (x;), hi 1 (x;)
1h(x;) zadovoljavaju trazeno. Kako je polinom /; stupnja n, onda su /; 1 h; stupnja 2n+1
pa je hy,4 stupnja najvise 2n + 1.
Preostaje pokazati jedinstvenost: Pretpostavimo da je polinom ¢, neki drugi polinom
koji ispunjava interpolacijske uvjete teorema. Tada je

P(x) = hoyi1 (X) — @ons1 (%)
p(x) = (hau1(x) = f(X)) = (q2n41(x) = f(X)).

Uocimo da je polinom p stupnja ne veéeg od 2n + 1 te da p ima dvostruke nultocke u
x;,j=0,...,n,t. ukupno barem 27 + 2 nultocke. Polinom stupnja najvise 2n + 1 koji ima
barem 2n + 2 nultocke je nul-polinom, tj. polinom h,,,; je jedinstven. O

Polinomi A;, h;; zovu se funkcije Hermiteove baze, a polinom #,,,; Hermiteov interpola-
cijski polinom.[22]
Funkcija pogreske polinoma £

e(x) = f(x) = hape1 (%)
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ima dvostruke nulto¢ke u ¢vorovima xy, ..., x, jer i funkcija e i njena derivacija ¢’ imaju
nulto¢ke u x;, i = 0,...,ntj. e(x;)) = 01¢€'(x;) = 0. Stoga je polinom ¢vorova w;, jednak

wp(x) = (x = 0)*(x = x1)* -+ - (x = x)” = W)

pri ¢emu je w polinom ¢vorova Lagrangeove interpolacije (2.1). Gresku Hermiteove in-
terpolacije dobivamo na sli¢an nacin kao i kod Lagrangeove interpolacije samo $to ovdje
treba uzeti u obzir da je h,,.; stupnja 2n+ 1 i oblik polinoma &vorova je w;,(x) = w?. Dakle,
greska kod interpolacije Hermiteovim polinomom #,,,1(x) funkcije f € C D X ins Xmax]
un+ 1 ¢vorova x, . .., x, je oblika

f(2n+2)( é:) )
—_— W

e(x) == f(x) — hypr1(x) = 2n +2)!

(x)

gdje su ¢ 1 w kao u teoremu [22]
Hermiteov interpolacijski polinom mozZe se zapisati i u Newtonovoj bazi. Tocke inter-

polacije su xg, Xo, X1, X1, . .., X, Xn, tj. svaka toCka je dvostruki ¢vor. Postavlja se pitanje
Sto ¢e biti podijeljena razlika u dvostrukom ¢voru. Neka su xy 1 x; = x¢ + h dva ¢vora i
pustimo 2 — 0, tada je

flxo, xo] - = lim f[xo, xo + k] = lim Lootho60) = f7(xp). 3.1)

Podijeljene razlike dane su tablicom:

X | flxad flxs Xl fI Xeers Xee2l oo fIxo, -2 X

Xo | flxo]
S (x0)

Xo | fTxol STx0, X0, X1, ]
STx0, x1]

xp | flxal Slxo0, x1, x1]
S (x)

xt | flxal Sflxi, x1, x2]

X | Sl STXn=15 Xn, Xn]
S (xn)

X | flxa]

Tablica 3.1: Tablica podijeljenih razlika

Iz tablice podijeljenih razlika uzimamo samo “gornji” rub. Konac¢ni izgled Hermiteovog

40



interpolacijskog polinoma u Newtonovoj bazi je:

hons1(x) = fIxo] + f/(x0)(x = X0) + flXo0, Xo, X11(x — X0)* + fLX0, X0, X1, X11(X = X0)*(x — x1) + - - -

+ FLX05 X0s - -+ » Xy X ] (X = X0)7 -+ + (X = X )* (X = X,). [22]

Primjer 6.

Odredite Hermiteov interpolacijski polinom za funkciju za koju je poznato f(0) = 1,
f(0) =2, f(1) =10, f'(1) = 20.

Rjesenje: Potrebno je odrediti tablicu podijeljenih razlika.

Xe | fIxd  flxe Xie1]  fTxk Xiwts Xee2] LXK Xir1s X2, Xier3]
0 1
2
0l 1 2,
1-0
10-1 11-7
—:9 _ =
1-0 1-0
1] 10 0-9_
1-0
20
1 10

Tablica 3.2: Tablica podijeljenih razlika za Primjer 6.

Hermiteov interpolacijski polinom glasi:

ha(x) = flxol + f/(x0)(x = Xo) + flX0, X0, X11(x = X0)* + fLX0, X0, X1, X11(X = X0)*(x — x1)
h3(x) = 1 4+2(x = 0) + 7(x — 0)* + 4(x — 0)*(x — 1)

h3(x) = 1 +2x +7x% + (4x* - (x = 1))

ha(x) = 1 +2x + 7x> + 4x° — 4x%

h3(x) = 4x° +3x% + 2x + 1. [18]
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Poglavlje 4

Interpolacija po dijelovima polinomima

Kod nekih funkcija za neki izbor tocaka interpolacije, pove€avanje stupnja interpolacij-
skog polinoma moZe dovesti do povecanja greSaka te se u praksi obi¢no koriste interpola-
cijski polinomi niskih stupnjeva, naj¢esée do 5. Umjesto visokog stupnja interpolacijskog
polinoma Kkoristi se po dijelovima polinomna interpolacija. Tada na svakom podintervalu
vrijedi

Pl g = P k=1,2,...,n,
gdje su polinomi p; polinomi niskog fiksnog stupnja. Ovdje se pretpostavlja da su rubovi
podintervala interpolacije uzlazno numerirani, tj. dajea = xp < x; < --- < x, = b.
Pretpostavimo da na svakom podintervalu [x;_;, x;] koristimo polinom stupnja m, tj. da je

® =p, k=12,...,n

[Xk—1,%k]
Polinom p; stupnja m odreden je s (m + 1)-im koeficijentom. Kako moramo odrediti koefi-
cijente polinoma p; u n podintervala, to moramo odrediti ukupno (m + 1) - n koeficijenata.
Uvjeti interpolacije su

(,D(Xk):fk, k:(),...,l’l

Sto za svaki polinom daje po dva uvjeta
Pr(Xk-1) = fi1s 4.1)
px)=fio k=1,....n

Sto su ukupno 2#n uvijeta interpolacije. Buduci da je

DPi—1(Xk=1) = pe(xp—1) k=2,...,n,

funkcija ¢ je neprekidna. Uvjeta interpolacije ima 2n, a potrebno je pronaci (m + 1) - n
koeficijenata. Bez postavljanja dodatnih uvjeta to moZemo napraviti samo zam = 1, tj. za
po dijelovima linearnu interpolaciju. Za m > 1 trebaju se dodati uvjeti glatkoce funkcije ¢
u ¢vorovima interpolacije. [19]
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4.1 Po dijelovima linearna interpolacija

Po dijelovima linearna interpolacija je interpolacija kod koje koristimo viSe polinoma
stupnja 1. Na svakom podintervalu [x;_;, x¢], polinom p; jedinstveno je odreden te ga
zapisujemo u obliku

Pe(x) = cox + cra(Xx = xp1), X € [, ], k=1,...,n
Interpolacijski polinom p; u Newtonovoj formi glasi:

Di(x) = flx—1] + flxe—1, xi] - (x = xp-1).

Tada su koeficijenti:

cox = flxi-1] = fi1,
Je = fier

. k=1,...,n.
X — Xi—1

Cri = flx-1, 0] =
Ako Zelimo aproksimirati vrijednost funkcije f u nekoj tocki x € [a, b], onda prvo treba
odrediti za koji k vrijedi x;_; < x < x;. Nakon toga moZemo racunati koeficijente pripad-
nog linearnog polinoma. [19]

Algoritam za binarno pretrazivanje

Za trazenje k takvog da je x;_; < x < x; koristi se algoritam za binarno pretraZivanje prema
[19].
low :=0;
high := n;
while (high - low) > 1 do
begin
mid :=(low + high) div 2;
if X < Xpiq then
high := mid
else
low := mid
end;
Ako je funkcija f klase C?[a, b], pri Cemu je [a, b] interval na kojem aproksimiramo,
onda je greSka takve interpolacije maksimalna pogreska od n linearnih interpolacija. Na
podintervalu [x;_1, x;] ocjena greske linearne interpolacije je

Mk
1f(x) = ()] < 72|w(x)|
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pri cemu su

w(x) = (x—x_)(x—x), M= max I ().
X k—1>Xk

Ocijenimo w(x) na intervalu [x;_;, x¢], tj. nadimo njen maksimum po apsolutnoj vrijed-
nosti. Kako je w(x) kvadratna funkcija to je graf funkcije w(x) na [x;_;, x;] parabola koja
sijeCe apscisu u x;_; 1 x;, maksimum od |w(x)| je u poloviStu intervala

Xi—1 + Xk

2

Xe =

Tada je

(X = Xp-1)”

—

Za bilo koji x € (x;_1, x¢) vrijedi w(x) < 0. Prijelazom na apsolutnu vrijednost, slijedi da
je x, tocka lokalnog maksimuma za |w| 1

w(x,) = (x, — X)) (X, — X)) = —

(X — Xp-1)?
lw(X)| < w(x,)| < — Vx € [xp_1, Xl
Ako razmak izmedu susjednih ¢vorova oznacimo s h; = x; — X1, onda je maksimalni

razmak susjednih ¢vorova

h = max{h}
1<k<n
pa na intervalu [a, b] moZemo pisati
2h2 1 2 77
[f(x) — p(x)] < na gMz “he, M, = I[T;%( L/ ()l

tj. ako ravnomjerno povecavamo broj ¢vorova, tako da 4 — 0, onda 1 maksimalna greSka
tezi u 0. Za ekvidistantne mreZe gdje vrijedi

xx=a+kh, h=

n

greska je reda veli¢ine A%, tj. n~2 i potrebno je dosta podintervala da se dobije umjerena
to¢nost. Primjerice za h = 0.01, tj. n = 100 greska aproksimacije je reda 10~*. Takoder
aproksimacijska funkcija ¢ nije dovoljno glatka, tj. samo je neprekidna, stoga se na po-
dintervalima koriste polinomi viSih stupnjeva. Ako na svaki podinterval stavimo kvadratni
polinom tada moramo naci 3n koeficijenata, a imamo 2n uvjeta interpolacije. Ako zahtije-
vamo da aproksimacijska funkcija ¢ ima u unutarnjim ¢vorovima xi, ..., x,_; neprekidnu
derivaciju tako smo dodali jo§ n — 1 uvjet. Tada nam treba jo$ jedan uvjet. Ako i njega
postavimo moguce je naci takvu aproksimaciju, ali se ona obi¢no ne koristi. [19]
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Primjer 7.

Funkciju

f(x)= V3x+2

treba aproksimirati po dijelovima linearnom interpolacijom ¢ na intervalu [0, 2] koristeci
ekvidistantnu mreZzu n podintervala. Nadimo najmanji n takav da ocjena pogreske na inter-
valu [0, 2] ne prelazi e = 107, Za taj n izraunajmo aproksimaciju za £(0.45) i pripadnu
stvarnu pogresku.

RjesSenje: Ocjena pogreske po dijelovima linearne interpolacije na intervalu [a, b], uz ek-
vidistantnu mrezu s n podintervala, ima oblik

1
If(x) — p(x)| < §Mzh2, M = max I ()l

gdje je h = ——. 1z zahtjeva da ocjena greSke ne prelazi e = 10~* dobivamo ocjenu za
broj podintervala n
M
n>(b-a) | —.
8e

Derivacije funkcije f

3
F®= 2V3x+2
f"(x) = —m
117 _ 81
0= ar v

Za M, u obzir dolaze rubovi intervala, a, b, 1 nultocke derivacije f”” unutar intervala [a, b].
Uocimo da f””” nema nultoaka na R pa ostaju samo rubovi intervala. Nadalje, |f”(x)| je

monotono padajuca funkcija za sve x > —=. Odavde slijedi da se M, na intervalu [0, 2]

dostiZe u lijevom rubu, u 0, ¢im je f dobro definirana. Dakle,

44 9 Vz
M, =|f"(0)| = 16 - 0.7954951288.

Uz traZenu to¢nost € = 107 za broj podintervala n mora vrijediti

M,
> 2. 4|2 = 63.0672311440.
"= 810
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Dakle, trebamo n = 64 podintervala, tj. 65 ¢vorova. Ekvidistantna mreza na [0, 2] ima
korak i = 3% Ako je x u podintervalu [x;_, x;] mora biti

b—a b—a
<x<a+k-

a+(k-1)- "

Tada iz
1 1
2 -1)-—<045<2 - —
+(k-=1) 32_0 5<2+k 7

dobivamo k = 15, tj. tocka 0.45 nalazi se u podintervalu [x4, X;5]. Pripadna tablica podije-
ljenih razlika za polinom prvog stupnja na tom podintervalu je:

Xj ‘ Sflx;] Sflxj, xji1]
x14 = 0.4375000000 | 1.8200274723
0.8184131267
x15 = 0.4687500000 | 1.8456028825

Tablica 4.1: Tablica podijeljenih razlika za Primjer 7.

Za x = 0.45 dobivamo

¢(0.45) = 1.8302576364
£(0.45) = 1.8303005218.

Pripadna stvarna greska je

1£(0.45) — ¢(0.45)| = 0.0000428854 = 4.28854 - 107>,  [24]

4.2 Po dijelovima kubicna interpolacija

Kad je restrikcija aproksimacijske funkcije ¢ na svaki podinterval kubi¢ni polinom, go-
vorimo o po dijelovima kubic¢noj interpolaciji. Kubi¢ni polinom obzirom na pocetnu to¢ku
na intervalu [x;_;, x;] je u obliku

(%) = cox + c1a(x = xi1) + (X = 1) + e3p(x — x1), 4.2)

X € [x—,xel, k=1,...,n.

Kako ukupno imamo # kubi¢nih polinoma i svaki od tih polinoma ima Cetiri koeficijenta,
ukupno treba odrediti 4n koeficijenata. Uvjeta interpolacije je 2n, tj. mora vrijediti (.I).
Ovi uvjeti osiguravaju neprekidnost funkcije ¢. Zelimo da interpolacijska funkcija bude
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barem klase C![a, b] (derivacija funkcije ¢ neprekidna je i u ¢vorovima). Dodavanjem tih
uvjeta za svaki kubi¢ni polinom imamo jo§ 2n uvjeta:

Dr(Xk=1) = Sk

P(x) =8k, k=1,....n

pri ¢emu su s; neki brojevi. Takvim izborom dodatnih uvjeta osigurana je neprekidnost
prve derivacije jer je

Pi1(Xi—1) = pr(Xie1) = Sem1, k=2,...,n. [19]

Nadimo koeficijente interpolacijskog polinoma p;. Koristimo oblik Newtonovog inter-
polacijskog polinoma s dvostrukim ¢vorovima jer su u x;_; 1 x; dani funkcijska vrijednost
i derivacija. Iz relacije (3.1)) i uz uvjet da f ima derivaciju u x; moZemo reci da vrijedi

Flxe il = f ().
Ako u x; derivaciju f’(x;) aproksimiramo s sy, onda je
S xi] = .

Tablica podijeljenih razlika za kubic¢ni interpolacijski polinom koji ima dva dvostruka
¢vora x;_1, x; : izgleda ovako:

X | fIad fIxe Xl fDx Xkets Xee2]  f1% Xir15 X2y Xia3]
X1 | Ji—1
Sk-1
£ SIxk=15 Xi] = Sk
Xk-1 k-1
hy
S+ Si—1 — 2f [x—1, Xk
S X1, Xk ] e
k
s Sk — flxi=1, x¢]
x —_——
k & I
Sk
X | S STxo, x1, x1]

Tablica 4.2: Tablica podijeljenih razlika
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Tada je
i) = flxci] + flxer, Xior] - (= X)) + fLxets Xeor, K] - (X = X1+ (4.3)

2
+ k=15 Xk=15 Xis X J (X = Xp—1) (X — Xi)

uz uvazavanje da je

SIxe=1, Xkl = S

S, X = flxers Xl %1, xad = sie

SIxX=15 Xe—1, X =

Xk — Xk-1 hk ’
fl | SIx=1, X X = flxk—1, Xe—1, Xl Sk + Sk—1 — 2f [ X1, Xk
Xie—15 Xe—15 Xie» Xk ] = =
b b b xk _ xk_l h]%

. ) . . . . e .
UvrStavanjem x;_; i x; u polinom py iz (#3) i u derivaciju p, moZemo provjeriti da je
’
Pi(Xi-1) = fict,  PR(Xi—1) = Sk-1,

P(x) = fio  P(X%) = Sk

Preostaje izraziti koeficijente cox, c1x, Cox, C3x- Ako iz (4.3)) posljednji ¢lan zapiSemo kao

(x = =) (6 — X)) = (X — x-1) 2 (X — Xy + Xgop — X%)
= (x — 02 (x — X1 = hy)

= (x = x1)” = (x = x-1)?,
tada relacija (4.3) poprima novi oblik

Pe(x) = flxe1] + flxe—1, X1 (X = Xp1)
+ (FLk- 1 X1 ] = P f L1 X1, Xps X1) - (X = X41)?
+ FLts X, X Xk] - (x = x521)°.

Ako usporedimo koeficijente uz odgovarajuce potencije iz prethodne relacije i relacije (4.2)
zasve k = 1,...,n dobivamo koeficijente:

Cok = Se-15
Clk = Sk-1,
Cok = flX1, Xi—1, X ] = i f [ X1, Xie—15 X, Xi],

ik = flx—1, X1 Xk, X, [19]
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4.3 Po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija

Skalare s; mozemo odabrati tako da su im vrijednosti jednake derivaciji zadane funkcije
u ¢vorovima xy, tj. da vrijedi

sc=f'(x), k=0,...,n.

Tada kubi¢ni polinom ne ovisi o drugim kubi¢nim polinomima jer su kubi¢nom polinomu,
kojem su na rubovima intervala zadane i funkcijske vrijednosti i vrijednosti derivacija,
odredena njegova Cetiri koeficijenta. Takva interpolacija koja interpolira funkcijske vri-
jednosti i vrijednosti derivacija u svim zadanim ¢vorovima zove se po dijelovima kubi¢na
Hermiteova interpolacija.[19]]

Neka je funkcija f € C*[a, b]. Za svaki podinterval [x;_;, x;] ocjena greske za Hermi-
teovu kubic¢nu interpolaciju je

M,
() = ()] < Zrlew()l,
pri cemu je
_ 2 2 ko_ o)
w(x) = (X = x-1) (X —x)", My = max ]|f ()l
XE[Xp_1,X%

Preostaje odrediti u kojoj tocki intervala [x;_1, x;] je maksimum funkcije |w|. Dovoljno je
naci sve lokalne ekstreme funkcije w jer je na rubovima greska 0. Deriviranjem izlazi da
se lokalni maksimum dostiZe u nultocki x, od «’, pri ¢emu je

Xp—1 + Xk
Xe=——F——
Tada je vrijednost u x, jednaka

(o = x-1)*
16 '
Prijelazom na apsolutnu vrijednost slijedi da je x, tocka lokalnog maksimuma za |w| i

w(x,) = (x, — xk—l)z(.xe - _)Ck)2 =

(Xk — X1 )4
lw(x)] < |w(x,)| < T Vx € [x-1, xi].
Ako razmak izmedu susjednih ¢vorova oznaimo s i, = x; — x;_1, onda definiramo maksi-

malni razmak ¢vorova

h= {nl?x{hk},
pa na Citavom [a, b] moZemo pisati
My h* 1 M
_ < - = _ .
() =0l < Jrye = 3e7Ma - I

tj. ako ravnomjerno povecamo broj ¢vorova , tako da 2 — 0, onda i maksimalna greska tezi
u 0. [25]
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Primjer 8.

Nadimo po dijelovima kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju za podatke

Xk012
fl1270
AIEE

RjesSenje: Treba odrediti dva kubi¢na polinoma, polinom p; na intervalu [0, 1] i polinom
p» na intervalu [1, 2]. Za polinom p; tablica podijeljenih razlika je:

X | Slxad Sl X ] T Xeers Xee2] f I Xer1s Xea2s Xia3]
0 1
0
0 1 1
1 -1
1 2 0
1
1 2

Tablica 4.3: Tablica podijeljenih razlika za polinom p;, Primjer 8.

Imamo:
cox=1l,c1p=0,c0k =1—-(=1)=2,c3;, = -1

paje
2(0)=142(x-07-1(x-0)° = - +2x* + .

Za polinom p, tablica podijeljenih razlika je:

X | U] flx X1l fIxr Xerts X2l FIX Xia1s Xir2s Xia3]
1 2

1
1 2 -3

-2 6

2 0 3

1
2 0

Tablica 4.4: Tablica podijeljenih razlika za polinom p,, Primjer 8.
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Imamo:
cok=2,cip=1,c0k=-3-6=-9,c3, =6
paje

() =2+1(x=1)=9x—1)*+6(x—1)° =6x>-27x* +37x - 14. [23]

4.4 Kubicna splajn interpolacija

Skalare s, ..., s, moZemo odrediti i iz zahtjeva da ¢ ima neprekidnu drugu derivaciju
u unutarnjim ¢vorovima xi,..., X,_1, tj. da je klase C?[a, b]. Takva se interpolacija zove
kubi¢na splajn interpolacija. Kako treba odrediti 4n koeficijenata kubi¢nih polinoma, a
imamo 2n uvjeta interpolacije (svaki polinom mora interpolirati rubne tocke svog podin-
tervala), n — 1 uvjeta ljepljenja prve derivacije u unutarnjim ¢vorovima (toliko je unutarnjih
¢vorova), a jednako toliko je i uvjeta ljepljenja druge derivacije, ne moZemo jednoznacno
izraCunati splajn. Ukupno imamo 2n — 2 uvjeta pa vidimo da nedostaju 2 uvjeta da bismo
mogli odrediti te koeficijente. Prva derivacija lijepi se u unutarnim tockama ¢im se postavi
zahtjev da je

@' (%) = sx

u tim tockama, bez obzira na to §to je s;. Preostaje postaviti uvjete ljepljenja druge deriva-
cije u unutarnjim ¢vorovima. Zahtjev je

pl/gl(xk) = P]ZH(X/{), k= 1, RN (e 1.

Ako polinome p; pisemo u formi (4.2)), onda je

Py (x) = 2¢o + 6034 (x — X4-1)

P (0) = 22441 + 6€3 141 (x — xp).
UvrStavanjem x; i dijeljenjem s 2 izlazi uvjet ljepljenja
Co + 334 (Xk = Xp—1) = Coger1-
UvrStavanjem koeficijenata

Sk + St — 2f [x—1, X
h;
Flxe—1, Xl — Sk
Iy

Gk =

b

Cox = — hyes
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u prethodnu relaciju i sredivanjem izlazi

= 3 f[xk=1, Xi] + Sg—1 + 2% B 3f[xk X1l — 28k — S
hk hk+1

Mnozenjem prethodne relacije s Al 1, prebacivanjem sve s; na lijevu stranu, a clanova
koji nemaju s; na desnu stranu, zak = 1,...,n — 1, dobivamo

his1Se=1 + 2(hi + hie1) Sk + Myesier = 3(gerr f1x0—1, X + i f Xk, Xia1 1)-

Ovo je linearni sustav s (n + 1)-om nepoznanicom i (n — 1)-om jednadZbom. Ako zadamo
rubne nagibe sy 1 s,, onda ostaje to¢no n — 1 nepoznanica. Matrica tako dobivenog linear-
nog sustava je trodijagonalna:

[2(hy + hy) hy
h3 2(hy + h3)  hy

hn—l 2(hn—2 + hn—l) hn—l
hn 2(hn—1 + hn)_

i strogo dijagonalno dominantna po retcima jer za svako k vrijedi
2 + hiy1) > b+ Iy

pa je i regularna. Prema tome ovaj linearni sustav ima jedinstveno rjesenje si,..., S,_i.
Skalari s; nisu nezavisni, nego ovise jedan o drugome. [19], [235]]

Preostaje vidjeti kako mozemo odabrati sy 1 s; (2 uvjeta). Oni se ne moraju zadati
direktno, uobicajeno se zadaju rubni uvjeti za funkciju ¢ iz kojih se odreduju s 1 s;. Postoji
nekoliko tradicionalnih nacina zadavanja rubnih uvjeta.[19]

(a) Potpuni splajn - zadana prva derivacija u rubovima

Ako je poznata derivacija funkcije f u rubovima, onda je prirodno zadati

So = f’(XO)’ Sp = f,(-xn)-

(b) Zadana druga derivacija u rubovima

Ako je poznata druga derivacija funkcije f u rubovima, onda treba staviti
I (x0) = ¢"(x0) = pi'(x0), " (xn) = ¢"(x0) = P}/ (xn).
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Preostaje izraziti p{'(xo) preko so, 51 1 p;, (x,) preko s,_i, s,. Znamo da je

pi(x0)  f"(xo)
22

1 =

pa iz izraza za ¢, izlazi
3flxo, xi] =280 =51 f"(x0)
h 2

Nakon sredivanja dobivamo

hy
250 + 51 = 3f[x0, x1] — > " (x0).

Ova se jednadZzba dodaje kao prva u linearni sustav.
KoriStenjem da je
p;l,(xn) = 2C2,n + 6C3,nhn

te uvrStavanjem izraza za ¢, , 1 ¢3,, izlazi

hy,
Sp—-1 + 2Sn = 3f[xn—1a xn] + Ef”(xn)-

Ova se jednadZba dodaje kao zadnja u sustav. Tako dobiveni linearni sustav ima (n + 1)-u
jednadzbu i (n + 1)-u nepoznanicu.

(c¢) Prirodni splajn - slobodni krajevi

Ako su zadani tzv. slobodni krajevi, tj. ako je
¢"(x0) = ¢"(x,)) =0

dobivamo prirodnu splajn interpolaciju. Na isti nacin, kao i u slucaju (b), dobivamo jed-
nadzbe
2SO + 85 = 3f[X0, xl]’ Sp—1 + an = 3f[xn—l, -xn]-

(d) Numericka aproksimacija derivacija na rubu

Ako niSta ne znamo o ponasanju derivacija funkcije f na rubovima preostala dva para-
metra mogu se odrediti numerickim aproksimiranjem ¢’, ili ¢” ili ¢’ u rubovima. Kao
aproksimaciju koristimo odgovarajucu derivaciju kubi¢nog interpolacijskog polinoma koji
prolazi tockama xy, . . ., X3, 0dnosno x,_s, ..., X,.
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(e) Knot-a-knot splajn

Ako je nepoznato ponaSanje derivacije funkcije f u rubovima, koristimo knot-a-knot
(“nije ¢vor”) uvjet. Parametre sq i s, biramo tako da vrijedi

P1 = P2, Pn-1= DPn-

To znaci da se u ¢voru x; zalijepi i treca derivacija polinoma p; i p,, a u ¢voru x,_; treca
derivacija polinoma p,_; i p,. Te zahtjeve moZemo pisati kao

Py (x)) =py"(x1),  puli(Xa-1) = Py (Xne1).
Zahtjev p”(x;) = py’(x;) znaci da su vodeci koeficijenti polinoma p; i p, jednaki, tj.
€31 = C3.
PriduZivanjem tog zahtjeva zahtjevu ljepljenja druge derivacije
C21 + 3c31h = ¢
dobivamo

flxo, x1] = so +2S1 +50 = 2f[xo, x1]  flxi, x2] = s —h s1+ 8o — 2f[x0, x1]
hy hy B h ? K2

Sredivanjem izlazi

(hy + 2(hy + ho)ha flx0, X1) + 5 fx1, 2]
h + hy '

hyso + (hy + hy)s) =

Na slican nacin dobiva se i zadnja jednadZba

(hn + Z(hn— + hn))hn— [xn_ ) xn] + ]’l% [_xn_ S X ]
(hn—l + hn)sn—l + hn—lsn = ! lf 1 f 2 1 .
hn—l + hn—2

(f) Ostali rubni uvjeti

(194

Svi dosad opisani nacini zadavanja rubnih uvjeta “Cuvaju” trodijagonalnu strukturu li-
nearnog sustava za nepoznate parametre s;. Kod aproksimacije periodi¢nih funkcija na
intervalu, koji odgovara periodu funkcije, zahtijeva se periodi¢nost prve i druge derivacije
u rubovima

©'(x0) = @' (x0),  ¢"(x0) = ¢"(x,)

Sto vodi na jednadZzbe

pi(x0) = p,(xn),  py(x0) = p,(x,). [19]
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Primjer 9.

Neka je
f(x) = sin(mx).

Nadimo prirodni splajn koji aproksimira funkciju f na [0, 1] s ¢vorovima interpolacije
xx =0.2k,zak =0,...,5. IzraCunajmo vrijednost tog splajna u tocki 0.55.

RjesSenje: Kako su tocke ekvidistantne s razmakom /& = 0.2, jednadZbe linarnog sustava za
splajn su:

hsi_y + 4hsi + hsie = 3(hfx1, Xl + hf[xe, X D), k=1,...,4.
Dodatne jednadzbe za prirodni splajn su

2s0 + 51 = 3 f[x0, x11
sS4+ 285 = 3 x4, x5].

Izracunamo prve podijeljene razlike:

Xk Jx STxks Xir1]
0.0 | 0.0000000000

2.9389262615
0.2 | 0.5877852523
1.8163563200
0.4 | 0.9510565163
0.000000000
0.6 | 0.9510565163
—-1.8163563200
0.8 | 0.5877852523
-2.9389262615

1.0 | 0.0000000000
Tablica 4.5: Tablica podijeljenih razlika za Primjer 9.
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Dobivamo linearni sustav:

(0.4 0.2 1 [so] [ 1.7633557569 ]
02 0.8 02 81 2.8531695489
02 08 0.2 s> | 1.0898137920

02 0.8 0.2 |ss| T [-1.0898137920

0.2 0.8 0.2 |s4 —2.8531695489

0.2 04] [ss] [-1.7633557569]

Gaussovim postupkom eliminacija E] dobivamo rjesSenje sustava

so = —s5 = 3.1387417029,
§1 = =84 = 2.5392953786,
57 = —s3 = 0.9699245271.

Kako je potrebno odrediti vrijednost splajna u tocki x = 0.55, a ona se nalazi u inter-
valu [0.4,0.6], restrikcija splajna na taj interval je polinom ps3, kojeg nalazimo iz tablice

podijeljenih razlika.

X S 1] STt Xee1] S Xeats X2l Xk X1 Xav2s Xias]
0.4 1 0.9510565163

0.9699245271
0.4 | 0.9510565163 —4.8496226357

0.0000000000 0.0000000000

0.6 | 0.9510565163 —4.8496226357

-0.9699245271
0.6 | 0.9510565163

Tablica 4.6: Tablica podijeljenih razlika za primjer 9.

!Gaussov postupak eliminacije je metoda rjeSavanja sustava linearnih algebarskih jednadzbi. Opera-
cijama: 1. zamjena redosljeda jednadZbi u sustavu; 2. mnoZenje proizvoljne jednadZbe sustava brojem
razlic¢itim od nule; 3. mnoZenje proizvoljne jednadZbe sustava brojem i dodavanje rezultata bilo kojoj drugoj
jednadZzbi sustava, zadani sustav svodimo na njemu ekvivalentan, tako da iz dobivenog sustava lako nademo
skup svih rjesenja.
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Tada je p3(x) = 0.9510565163 + 0.9699245271(x — 0.4) — 4.8496226357(x — 0.4)>. Primi-
jetimo da je p; zapravo kvadratni polinom. [3], [[19]
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Poglavlje 5

Diskretna metoda najmanjih kvadrata

Lagrangeov polinom vrlo dobro aproksimira funkciju lokalno, u izabranim tockama, dok
izvan tih tocaka aproksimacija moze biti vrlo loSa. Sada ¢emo upoznati metodu najmanjih
kvadrata, metodu pomocu koje moZzemo zadanu funkciju aproksimirati drugom funkcijom
odredenog tipa globalno, tako da njihova medusobna udaljenost bude §to manja, bez obzira
na to Sto se funkcije mozda nece poklapati niti u jednoj tocki. [19]

Neka je funkcija f zadana na diskretnom skupu tocaka xy, ..., x,. ToCaka xo,...,x,
ima mnogo viSe nego nepoznatih parametara ay,...,a, aproksimacijske funkcije ¢, tj.
n > m. Funkcija ¢ odreduje se iz uvjeta da euklidska norma vektora pogreSaka u ¢vorovima
aproksimacije bude najmanja moguca, tj. ako vrijedi

S = ) (f(x) = ¢(x0))* — min.
k=0
Funkciju S interpretiramo kao funkciju nepoznatih parametara
S =S(agp,...,a,).

Uocimo da uvijek vrijedi S > 0, bez obzira kakvi su parametri, jer se radi o zbroju kvadrata.
Funkcija § minimizira se kao funkcija viSe varijabli ay, .. .,a,. Ako je S dovoljno glatka
funkcija, jer je funkcija u parametrima a;, nuzni uvjet ekstrema je

oS
— =0, k=0,...,m.
(9Clk m

Takav pristup vodi na sustav normalnih jednadzbi. [19]
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5.1 Linearni problemi i linearizacija

Primjer 10.

Zadane su tocke (xo, fo), - - ., (X, fn), koje po diskretnoj metodi najmanjih kvadrata aprok-

simiramo pravcem
w(x) =ag + ax.

Greska aproksimacije u ¢vorovima koju minimiziramo je

S =S(ao,a) = Y (fi = 9(x0)’ = ) (i — @ — @1x0)* — min,
k=0 k=0

Parcijalne derivacije po parametrima ao 1 @, 1 nuzZni uvjet ekstrema daju

aS -
0=22 - — o — arxe),
dag kzz(;(fk ap — apxi)
oS -
0= P2 -2 Z(fk — dy — a1X;) Xk
i k=0

Dijeljenjem s -2 i sredivanjem po nepoznanicama a, i a; dobivamo linearni sustav:

ap(n + 1)+alzn1xk = Zn:fk,
k=0

k=0
n n n
2 _
aOZxk+alzxk = kaxk.
=0 k=0 k=0

Uvedenjem standardnih skracenih oznaka

n n
i i
slzéxk, t,:Ekak, [>0
=0 k=0

linearni sustav moZemo zapisati kao

Sodp + s1a; = o,

S1ag + sHa; = 1.

Determinanta matrice sustava jednaka je sos, — s7. Cauchy - Schwarzova nejednakost
primijenjena na vektore

62[1919---91]T’ x:[XO,XI,...,xn]T,
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daje sosy > s7 pri emu jednakost vrijedi samo ako su vektori e i x linearno zavisni. Uz
pretpostavku da imamo barem dvije razliCite apcise polaznih tocaka x; (uvjet za pravac
koji nije paralelan s y-osi) nejednakost je stroga, tj. sos, > s7. Dakle, determinanta matrice
sustava razlicita je od nule pa postoji jedinstveno rjesenje sustava. [[19]

Slika situacije u kojoj problem najmanjih kvadrata za pravac nema rjesenja, s time da

jen>m =1, tj. imamo barem dvije tocke, dana je sljedecCom slikom.[27]

gi

=

Slika 5.1: Pravac paralelan s y-osi

Izvor: https://web.math.pmf.unizg.hr/ singer/zr2/zr2,008,9/09.pd f

Ako imamo viSe razlicitih podataka u jednoj jedinoj tocki x,, aproksimacijski pravac pos-
toji 1 jedinstven je, ali je okomit na x—os pa njegova jednadzba nema oblik y = ay + a; x.

Preostaje joS vidjeti jesmo li stvarno dobili minimum. Jedan od nacina je koriStenje
drugih parcijalnih derivacija gdje je dovoljan uvjet minimuma pozitivna definintnost He-
sseove matrice. Drugo objasnjenje je da je S zbroj kvadrata pa S predstavlja paraboloid s
otvorom prema gore, u varijablama ay 1 a;, pa je jasno da takav paraboloid ima minimum.
Stoga nije potrebno ni provjeravati je li dobiveno rjeSenje minimum. [[19]]

Linearni model diskretnih najmanjih kvadrata je potpuno primjenjiv na op¢éu linearnu
funkciju

@(x) = aopo(x) + - -+ + auPm(X),

gdje su ¢y, . . . , ¢, zadane funkcije.

Ako ¢ nelinearno ovisi o parametrima, dobivamo nelinearni sustav jednadZzbi koji se
relativno teSko rjeSava. Katkad se jednostavnim transformacijama problem moze transfor-
mirati u linearni problem najmanjih kvadrata. Medutim, rjeSenja lineariziranog problema
najmanjih kvadrata i rjeSenja originalnog nelinearnog problema nisu jednaka jer je i greska
nelinearno transformirana. [[19]
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Primjer 11.

Zadane su tocke (xo, fo),- .., (X, f») koje po diskretnoj metodi najmanjih kvadrata aprok-
simiramo funkcijom oblika
p(x) = age™”.

Uoc¢imo da ¢ nelinearno ovisi o parametru a;. GreSka aproksimacije u ¢vorovima je
n n
— — 2 _ a1 xg\2 .
S = S(ag,a1) = ) (fi = p(u))? = D (fi = ape”™*)* - min.
k=0 k=0

Parcijalnim deriviranjem po varijablama a i1 a; dobivamo

oS -

O=—==-2 — a1 Xk alxk,
daq k§:0 (fi — ape”™)e
aS =

0=—=-2 E (fi — ape™ ™ )agx e ™
(9611 ey

Sto je nelinearan sustav jednadzbi. [[19]
Ako logaritmiramo relaciju
@(x) = age™”,

dobivamo
Inp(x) = In(ag) + a; x.

Moramo logaritmirati joS i vrijednosti funkcije f u to¢kama x; pa uz supstitucije

h(x) = In(x), hy=h(x)=Inf, k=0,...,n

Y(x) = Inp(x) = by + byx,
gdje je
b() = lnao, b] =a

dobivamo linearni problem najmanjih kvadrata
§ =Sbo.b)= Y (e —w()) = Y (e~ by~ byx)* — min,
k=0 k=0

Iz rjeSenja by 1 by lako ocCitamo ay 1 a; jer je

ag = €b0, a) = b].
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Primijetimo da ovako dobiveno rjeSenje uvijek daje pozitivan ao, tj. linearizarana ¢(x)
uvijek e biti ve¢a od 0. Napomenimo da smo pri linearizaciji pretpostavili da je f; > 0 da
bismo mogli logaritmirati. Ako su neki f; < 0, onda koriStenjem translacije svih podataka
treba dobiti f; + translacija > 0 pa onda linearizirati. [19]

Navodimo kratki popis funkcija koje su €esto u upotrebi 1 njihovih linearizacija u pro-
blemu najmanjih kvadrata.
(a) Funkcija

@(x) = apx”

linearizira se logaritmiranjem

Y(x) = logp(x) = log(ap) + ailog(x), h, =logfy, k=0,...,n.

Uvodenjem oznaka
by = log(ao), b1 = a,

linearizirani problem najmanjih kvadrata je
$ =S8 (bo,b1) = ) (i = by — bylog(x;))* — min.
k=0

Kako bi se linearizacija mogla provesti, mora biti i x; > 01 f; > 0.

(b) Funkcija
"D(X) - ap+arx
linearizira se ovako:
Y(x) h : k=0
X)=——=uap+ax, = —, =0,...,n,
ey T TR

fe#0,Yk=0,...,n.

Tada je linearni problem najmanjih kvadrata

S =S(ap, a)) = Z(hk — a4y — ayx;)* — min.
k=0

(¢) Funkciju

) = ag + a1 x
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mozZemo linearizirati na viSe nacina. Prvi nacin je da stavimo

1 1 1
= — = -+ , h:—, k:(),..., ’
Y(x) 20 do—+a =7 n
o #0Yk=0,...,n.

Tada je linearni problem najmanjih kvadrata

L n ]
S =S(ap,a)) = Z(kk — dy— — a;)* = min.
k=0 Xk

Drugi nacin je da stavimo

X
W(X):w=ao+a13€, hk:ﬁ’ k=0,...,n,
fi #0,Yk=0,...,n.

Tada je linearni problem najmanjih kvadrata

S =S(ap, ay) = Z(hk — a4y — ayx;)* — min.

=0
(d) Funkcija
1
Y v ae
linearizira se stavljanjem
Y(x) *, h : k=0
X)=——=qy+ae’, = —, =0,...,n,
o) Tk

fi#£0,Yk=0,....n

Tada je linearni problem najmanjih kvadrata

S =8, a) = Z(hk —ag— aje)? - min.  [19]

k=0
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Matri¢na formulacija linearnog problema najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da imamo skup mjerenih podataka (#, y;), k = 1,...,n 1 Zelimo taj model
aproksimirati funkcijom oblika ¢(f). Ako je funkcija ¢(f) oblika

(1) = x101(1) + - - X (2),
onda Zelimo pronaci parametre x; tako da mjereni podaci (, yi) zadovoljavaju
Ve = ZXJ'QDJ(tk)’ k=1,....n
=1

Ako oznac¢imo
aij = @ik, b = yi,
onda prethodne jednadZbe u matri¢nom obliku mozemo pisati kao
Ax =b.
Ako je mjerenih podataka viSe nego parametara, onda je ovaj sustav jednadzbi preodreden.
Najcesce odredujemo x tako da se minimizira greska (rezidual) r = Ax — b, tj. traZzimo
rjeSenje problema

min ||, = min||Ax - b|,, AeR™, beR", xeR" (5.1)

Ako je rang(A) < m, onda rjeSenje x nije jedinstveno jer mu moZzemo dodati bilo koji
vektor iz nul-potprostora od A, a da se rezidual ne promijeni. Medu svim rjeSenjima x
problema najmanjih kvadrata uvijek postoji jedinstveno rjesenje x najmanje norme, tj. koje
joS minimizira i ||x||,. [19]
5.2 Karakterizacija rjeSenja
Teorem 5.2.1. Skup svih rjeSenja problema najmanjih kvadrata oznacimo s

S ={xeR":||Ax — b||, = min}.
Tada je x € S ako i samo ako vrijedi sljedeca relacija ortogonalnosti

AT(b - Ax) = 0. (5.2)

64



Dokaz: Pretpostavimo da % zadovoljava normalne jednadzbe
ATF=0, 7=b-A%
Tada za bilo koji x € R” imamo
r=b-Ax=7F+Ax—-Ax=7-A(x-X).
Ako oznalimo e = (x — X), onda je r = 77 — Ae pa imamo
Irll5 = r'r = (7 = Ae)' (7 — Ae) = "7 + ||Aell; = IIFIl; + l|Aell;

Sto je minimizirano kad je e = 0, tj. minimalna vrijednost za |||, jednaka je ||r||, pa x = X
minimizira ||r||,. Time je pokazano daje X € S.

Pokazimo obratnu implikaciju. Pretpostavimo da X minimizira normu reziduala, ali ne
zadovoljava sustav

AT =z#0.
Tada moZemo definirati
xX=X+e€z,
za proizvoljno mali broj € > 0 pa je
r=r—€Az

Wrlls = r'r = #"7 - 2ez” 7 + €4(A2)" (Az) < #T7 = |75

pa protivno pretpostavci X nije rjeSenje problema minimizacije ||r||, za svaki dovoljno mali
€ > 0, Sto znaci da nije u §. O

Relacija (5.2)) zove se sustav normalnih jednadzbi i pise se u obliku
ATAx = A"b.
Matrica AT A je simetri¢na i pozitivno semidefinitna jer za svaki vektor x vrijedi
xTATAx = (x"AT)(Ax) = (Ax)" (Ax) = ||Ax])? = 0,
a sustav normalni jednadzbi uvijek ima rjeSenje jer je
ATh e RIYAT) = RATA).

Vrijedi ¢ak i jace. [19], [27]]

1Za linearni operator A : X — ¥, R(A) je slika (ili podrucje vrijednosti) operatora A i vrijedi R(A) =
{Ax| x € X}.
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Teorem 5.2.2. Matrica AT A je pozitivno definitna ako i samo ako su stupci od A linearno
nezavisni, tj. ako je rang(A) = m.

Dokaz: Ako su stupciod A = [ay, ..., a,] linearno nezavisni, tada za svaki x # 0 vrijedi
Ax=x1a1 +- -+ x,a, #0
pri Cemu su x; komponente od x pa je za takav x
x"ATAx = || Axl > 0,

tj. AT A je pozitivno definitna.
Pokazimo obratnu implikaciju. Ako su stupci linearno zavisni, tada postoji xo # 0
takav da je Axp = 0 pa je za takav xo

xgATAxy = 0.

Ako je x takav da je Ax # 0, onda je x’ ATAx = ||Ax||> > 0 pa je ATA pozitivno semide-
finitna. ATA je opCenito pozitivno semidefinitna, a pozitivnu definitnost osigurava ako je
rang(A) = m. |

Ako je rang(A) = m, onda postoji jedinstveno rjeSenje problema najmanjih kvadrata
x = (ATA)'ATD,
arezidual je
r=b-AATA)'ATD.

Ako je S c R” potprostor, onda je Pg € R™" ortogonalni projektor na S, ako je
R(Ps)=S1i
P =Ps, PL=Ps.
Vrijedi i
(I=Ps)*=(I~Ps), (I-Ps)Ps=0

pa je I — Pg projektor na ortogonalni komplement od S.
Pretpostavimo da postoje dva ortogonalna projektora P; i P,. Za sve z € R" vrijedi

(P = Po)zll5 = 2" (Py — P))' (Py — Py)z =7/ (PT P, — PYP, — PI P, + PLP,);
:ZT(Pl —P2P1 —P1P2+P2)Z
=7'P\(I - Py)z+ 7' P,(I - P))z=0.

Iz toga slijedi da je P, = P, pa je ortogonalni projektor jedinstven.[13]], [[19]]
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Desna strana b moZe se zapisati kao
b=Ax+r
pri ¢emu je Ax € R(A). Iz sustava normalni jednadzbi
ATb-Ax)=A"r=0
izlazi da je r € N(AT)[|Prisjetimo se da je
R(A) & N(AT) =R"

1 dobivamo geometrijsku interpretaciju metode najmanjih kvadrata, Ax je ortogonalna pro-
jekcija vektora b na R(A). [19], [27]

b b— Ax
R(A)

A.‘IJ

Slika 5.2: Ortogonalna projekcija vektora b na R(A)
Izvor: https://web.math.pmf.unizg.hr/ rogina/2001096/num,nal.pd f
Vrijedi i
r = (I - Pyg(A))b
1 u slu¢aju punog ranga matrice A vrijedi
Pry = A(ATA) AT,

S druge strane, ako je rang(A) < m, onda A ima netrivijalni nul-potprostor i rjeSenje pro-
blema najmanjih kvadrata nije jedinstveno. Ako istaknemo jedno od rjesenja X, onda skup
svih rjeSenja S moZemo opisati kao

S={x=x+z]|ze NA)}

2Za linearni operator A : X — Y potprostor N(A) je nul-potprostor (ili jezgra) i vrijedi N(A) = {x €
X | A(x) = 0}.
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Ako je £ L N(A), onda je
Il = 1R + 1lzI3

pa je x jedinstveno rjeSenje problema najmanjih kvadrata koje ima minimalnu 2-normu.
[19]
Primjer 12.

U tablici su navedeni podaci o broju utroSenih minuta na pozive u nepokretnoj telefonskoj
mreZi (u milijunima) kroz godine:

Godina | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Minute | 8515 | 5392 | 5557 | 5276 | 5099

Uz pretpostavku da se radi o linearnoj ovisnosti, predvidite broj utroSenih minuta u nepo-
kretnoj telefonskoj mreZi na pozive u 2012. godini.
RjeSenje: Prvo treba pronaci linearnu ovisnost y = kx + [. Pravac y = kx + [ ¢e najbolje
prolaziti kroz zadane tocke u smislu najmanjih kvadrata ako su & i / rjeSenja preodredenog
sustava.

2006k + 1 = 8515

2007k + 1 = 5392
2008k + 1 = 5557
2009k + 1 = 5276
2010k + 1 = 5099

ili u matri¢nom obliku

Ax=b
gdje je
2006 1 8515
2007 1 k 5392
A =12008 1 ,x:[l],b: 5557].
2009 1 5276
2010 1 5099

RjeSenje sustava u smislu najmanjih kvadrata je rjeSenje normalne jednadzbe
ATAx = ATb.
UvrStavanjem dobivamo normalnu jednadzbu:

20160330 10040 (k| _ 159909764
10040 5 Il | 29839
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Prema [10] rang matrice A = 2 pa sustav ima jedinstveno rjesenje

k| (ATA)TATp = 1 5 —10040 | [59909764| | —694.8
I ~ 50 |-10040 20160330 29839 | [1401126.2|
Tada je
y = —694.8x + 1401126.2
Za x =2012 je

y=-694.8-2012 + 1401126.2 = 3188.6

Broj utroSeni minuta (u milijjunima) na pozive u nepokretnoj mrezi u 2012. godini je
priblizno 3188.6. [8]
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Sazetak

U ovom diplomskom radu obraduje se aproksimacija i interpolacija funkcije. Aproksima-
cija oznaCava postupak nalazenja funkcije koja ¢e opisati neki konacan skup tocaka ili neku
drugu funkciju s najmanjim odstupanjem, a interpolacija je zahtjev da se vrijednosti nekih
dviju funkcija podudaraju na nekom kona¢nom skupu tocaka. Razmatra se op¢i problem
aproksimacije, kriterij aproksimacije i1 interpolacija polinomima. Interpolacija polinomima
obraduje se kroz Lagrangeov i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma uz koje se na-
vode primjeri i algoritmi napisani u programskom jeziku C. Sadrzaj se proSiruje uz obradu
Hermiteove interpolacije gdje u svakom ¢voru, osim funkcijske vrijednosti, interpoliramo
1 vrijednost derivacije. Kod nekih funkcija, povecavanje stupnja interpolacijskog polinoma
moze dovesti do povecanja greSaka, te se umjesto visokog stupnja interpolacijskog poli-
noma koristi po dijelovima polinomna interpolacija. Za kraj se obraduje metoda najmanjih
kvadrata pomocu koje moZemo zadanu funkciju aproksimirati drugom funkcijom globalno
za razliku od Lagrangeovog polinom koji dobro aproksimira funkciju lokalno u izabranim
toCkama.



Summary

In this paper we deal with the approximation and interpolation of a function. Approxima-
tion involves determining the function that will best describe a given data set or other func-
tion with the smallest deviation, and interpolation is the requirement that the values of some
two functions match at some finite set of points. The general problem of approximation,
the criterion of approximation and the interpolation of polynomials are considered furt-
her in this paper. Interpolation by polynomials is made through Lagrange’s and Newton’s
form of interpolation polynomial with examples and algorithms written in the program-
ming language C. The content is expanded with Hermite interpolation, where in each
node, we also interpolate the derivation value. For some functions, increasing the degree
of the polynomial interpolant, can lead to an increase of errors and instead of interpola-
tion by polynomials with high degree, we can use interpolation by piecewise polynomials.
In the end of the paper we deal with the method of least squares. With this method we
can approximate a given function by another function globally in contrast to the Lagrange
polynomial, which well approximates the function locally at selected points.
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