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Uvod

Procjena parametara metodom maksimalne vjerodostojnosti jedna je od najpopularnijih 1
najcesc¢e koristenih metoda procjene parametara u inferencijalnoj statistici. Osim §to su
procjenitelji dobiveni metodom maksimalne vjerodostojnosti ¢esto jednostavni za odrediti,
dodatni razlog popularnosti je Sto tako dobiveni procjenitelji u regularnim parametarskim
modelima imaju lijepa svojstva: konzistentni su, asimptotski su efikasni i normalno dis-
tribuirani. U ovom radu ¢emo formulirati uvjete za navedena svojstva i dokazati da pod
tim uvjetima i vrijede. Rad je podijeljen u 5 poglavlja. Na pocetku definiramo osnovne
pojmove matematicke statistike 1 navodimo rezultate iz teorije vjerojatnosti koje cemo ko-
ristiti u ostatku rada. U drugom poglavlju dajemo motivaciju za uniformni jaki zakon
velikih brojeva, te iskazujemo i dokazujemo jednu verziju uniformnog jakog zakona veli-
kih brojeva. U treem poglavlju definiramo procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti, na
primjerima pokazujemo da procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti opéenito ne mora pos-
tojati, da Cak i ako postoji ne mora biti jako konzistentan, te na kraju formuliramo uvjete
koji garantiraju egzistenciju i jaku konzistentnost niza procjenitelja maksimalne vjerodos-
tojnosti. U Cetvrtom poglavlju uvodimo dodatne pretpostavke regularnosti modela, pod-
sje¢amo se nekih rezultata iz diferencijalnog racuna vektorskih funkcija vise varijabli, te
nakon toga iskazujemo i dokazujemo teorem koji daje uvjete uz koje postoji jako konzis-
tentan i asimptotski normalan niz korijena jednadzbe vjerodostojnosti. Na kraju cetvrtog
poglavlja na primjeru pokazujemo potencijalne probleme metode maksimalne vjerodostoj-
nosti te komentiramo kako se navedeni teorem moze iskoristiti za dokazivanje konzistent-
nosti i asimptotske normalnosti niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. U zadnjem
poglavlju uvodimo pojam asimptotske efikasnosti, motiviramo metodu kojom iz konzis-
tentnog i asimptotski normalnog niza procjenitelja moZemo dobiti asimptotski efikasan niz
te dokazujemo teorem koji opravdava navedenu metodu. Na kraju na primjeru ilustriramo
primjenu navedenog teorema i dajemo primjer superefikasnog niza procjenitelja.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovom poglavlju definiramo osnovne pojmove matematicke statistike i navodimo neke od
rezultata iz teorije vjerojatnosti koje ¢emo koristiti u ostatku rada.

1.1 Osnovni pojmovi matematicke statistike

Definicija 1.1.1. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor i P mnoZina vjerojatnosnih mjera na
(Q, 7). Tada uredenu trojku (Q, ¥, P) zovemo statisticka struktura.

U ovom radu pretpostavljamo da je mnozina # parametrizirana:
P={(P,:0€c06}
gdje je ® c R™, m > 1. Nadalje, pretpostavljamo da je parametrizacija injektivna:
0, 6, = Py #Py,, zasveb;,0, € 0.
Pokazimo na primjeru dva primjera statistickih struktura.

Primjer 1.1.2.
(i) Stavimo: Q =R, F = B(R), ® = R x (0, 0), 8 = (1, 0?) i za B € B(R) definiramo

1 -
P.(B :f e 225 JA(x).
B = | =

Tada je P = {Py: 0 € O} i (QQ, F,P) je jedan primjer statisticke strukture.
(ii)) Q=7Z,, F = P(Q), © =(0,) i za k € Q definiramo
6

Py(ikh) = e
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Time je za svaki 6 € O definirana vjerojatnosna mjera Py na (Q, ), pa imamo familiju
vjerojatnosnih mjera P = {Py : 0 € O} i (Q, F,P) je statisticka struktura.

Definicija 1.1.3. Slucajni uzorak duljine n na statistickoj strukturi (Q, ¥, P) je konacan niz
X1, X5, ..., X, slucajnih varijabli na (Q, F) takvih da su nezavisne i jednako distribuirane
u odnosu na svaku vjerojatnost P € P.

Koristeci sljedeéi teorem slijedi da za zadanu familiju gustoca {f(:|0) : 8 € ®} postoji
statistiCka struktura (Q, 7, P), P = {Py : 6 € O} i niz slucajnih varijabli (X,, : n € N) na
(Q, F), koje su nezavisne i jednako distribuirane u odnosu na svaku vjerojatnost P, € #
1 imaju gustou f(-|#). Dakle, ima smisla izraz “neka je (X, : n € N) niz nezavisnih 1
jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s gustoom f(:|6), 6 € ®”. Nadalje, moZzemo P
poistovjetiti s ' = {f(:|0) : 0 € O} pa Cemo reci da je Xi, ..., X, sluajni uzorak iz modela
P’ ako je X, ..., X, sluCajni uzorak na (Q, ¥, %) i X; ima gustocu f(-|6).

Teorem 1.1.4. Neka je (F, : n € N) proizvoljan niz funkcija distribucije. Tada postoji
vjerojatnosni prostor (Q, F ,P) i niz (X, : n € N) nezavisnih slucajnih varijabli na Q takav
daje Fx, = F,.

Dokaz. Neka su (Q,, 7, P,), n € N vjerojatnosni prostori, takvi da je zasve n € N, Q, =
R, F, = B(R)iP, = Pg , gdje je Pr, vjerojatnosna mjera na B(R) generirana sa F,,. Dakle,
vrijedi P,((—o0,x]) = F,(x), x € R. Neka je (Q,F,P) = ([T;2, Q; [172, 75 [T, P))
vjerojatnosni prostor koji je jednak produktu vjerojatnosnih prostora (Q,, 7, P,), n € N.
Za n € N definiramo funkcije X, : Q — R tako da stavimo

X, (w) =w,, w=(w,w,...)eQ =R

Funkcije X,,, n € N su slucajne varijable, tj. one su (¥, B(R)) izmjerive. Naime, za
B € B(R) imamo X, '(B) = {w € Q : w, € B} € F, jer je to izmjeriv pravokutnik (pogledati
(14} str. 335]). Za x € R vrijedi

P({weQ: w, € (-, x]})
P, ({—o0, x])
= F,(x), (1.1)

Fx (x) =P(X, <x)

dakle Fy, = F,. Nadalje, za proizvoljni k € N 1 proizvoljne By, ..., By € B(R) imamo

P(X] EB],...,XkEBk) = P({(,L)EQI(.Ul EBl,...,a)keBk})

k k
]—[P,(Bj) = ]_[P(Xj € B)). (1.2)
j=1 =1

Dakle, (X, : n € N) je niz nezavisnih slucajnih varijabli. i
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Napomena 1.1.5. U ovom radu pretpostavljamo da radimo s apsolutno neprekidnim ili
diskretnim slucajnim varijablama. Dakle, funkcije f(-|0) su gustoce apsolutno neprekidne
ili diskretne slucajne varijable.

Definicija 1.1.6. Statistika na statistickoj strukturi (Q,F ,P) je svaka slucajna velicina
koja je izmjeriva funkcija nekog slucajnog uzorka na toj statistickoj strukturi.

Definicija 1.1.7. Neka je (X1, X5, ..., X,) slucajni uzorak iz modela P = {f(x|0) : 0 € O}.
Bilo koju statistiku T = t(X1, Xz, ..., X,) koja je iste dimenzije kao i 6 nazivamo procjeni-
teljem od 6.

Iako se dosta toga mozZe re¢i o svojstvima procjenitelja za fiksnu duljinu slucajnog
uzorka, nas u ovom radu viSe zanimaju svojstva i ponaSanje procjenitelja kada duljina
uzorka teZi u beskonacnost. Odnosno, od interesa su nam nizovi procjenitelja i njihova
asimptotska svojstva. Pretpostavimo da na statistickoj strukturi (Q, ¥, #) imamo niz (X, :
n € N) nezavisnih 1 jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli u odnosu na svaku vjerojat-
nost Py, 8 € ©. Tada je za svakin € N, X}, X>, ..., X, slucajni uzorak na toj strukturi i za
takav niz neka je T, = t,(X;, X», ..., X,,) niz procjenitelja za 6.

Definicija 1.1.8. Niz procjenitelja (T, : n € N) za 0 je:

(i) jako konzistentan ako vrijedi
Py-g.s.
Moe®) T,—— 0, n— oo,
(ii) slabo konzistentan ako vrijedi
(Vo€ ®) T, -0, n— .

Napomena 1.1.9. Cesto se za slabo konzistentan niz procjenitelja kaze da je konzistentan.
Medutim, u ovom radu nas zanima jaka konzistentnost, pa sukladno tome kada kaZemo
da je niz procjenitelja konzistentan, osim ako nije drugacije naglaseno, mislimo na jaku
konzistentnost.

1.2 Rezultati iz teorije vjerojatnosti

Za pocetak ¢emo dokazati dva rezultata koja su korisna kod dokazivanja konvergencije
gotovo sigurno niza slu¢ajnih varijabli.
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Propozicija 1.2.1. Neka je (A, : n € N) niz dogadaja na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
Ako Z P(A,) < oo, tada je P(A, b.m.p.) = P(hm A,) = 0. Gdje je

n=1
@An = ﬁOAk.

n=1 k=n
Dokaz. Za svakin € N vrijedi
lim A, c | A
" k=n

odakle slijedi da za svaki n € N vrijedi

P(im A,) <P [U Ak) Z P(AY). (1.3)
Desna strana u (1.3)) tezi u 0 za n — oo, jer je to ostatak konvergentnog reda, pa slijedi
traZena tvrdnja. O

Propozicija 1.2.2. Neka je (X, : n € N) niz slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). Niz (X,)nen konvergira gotovo sigurno prema slucajnoj varijabli X ako i samo
ako za svaki € > 0 vrijedi

lim P[U{le —X| > g}) = 0.

k=n

Dokaz. Nekaje e > 0. Zan € N stavimo
A (e) = {IX, - X| > &} i A(e) = lim A,(e).

Tada je A(e) presjek padajuceg niza dogadaja U;? Ax(e), n € N, pa je zbog neprekidnosti
vjerojatnosti u odnosu na padajuci niz dogadaja

P(A(e)) = lim P (U Ak(s)) :
n—oo Pt
Nekaje D ={w e Q: X, /» X zan — oo}. Tada je

D= UA(g) UA()

>0
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jerje A(gy) C A(g,) za g1 > &,. Dakle, vrijedi
X, 5 X = P(D)=0 — (V&> 0)P(A(s) =0 =

(Ve > 0) lim P(U{le ~X| > s}] = 0.

k=n

Sljedeca dva teorema pokazuju kako se s limesom moZe uéi pod integral.

Teorem 1.2.3 (Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji). Neka je (X, : n € N)
rastuci niz nenegativnih slucajnih varijabli i neka (g.s.) lim X,, = X. Tada je

lim EX, = EX. (1.4)

n—oo

Za dokaz prethodnog teorema pogledati [14]].

Korolar 1.2.4. Neka je (X, : n € N) niz nenegativnih slucajnih varijabli. Tada je
E(ZX) = ) EX, (1.5)
n=1 n=1

Dokaz. Niz (Z Xi:ne N) je rastudi i konvergira prema ), X,,, pa primjenom Lebesgu-
k=1
eovog teorema o0 monotonoj konvergenciji slijedi

E[;XH) ZJLI?OEZX" :,}I_{IolokZ;EXk = ;EXW

n=1

Dokaz sljedeceg teorema se takoder moze naci u [[14]].

Teorem 1.2.5 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji). Neka je (X,, : n € N) niz
sluc¢ajnih varijabli takav da je (g.s.) lim X,, = X i neka je |X,| < Y za sve n, pri cemu je
ElY| < 0. Tada je

lim EX, = EX. (1.6)

n—oo

Za zadani niz slu¢ajnih varijabli (X, : n € N) neka je S, = X; +- - - + X, n € N pripadni
niz parcijalnih suma i X, = 3, n € N pripadni niz parcijalnih aritmeti¢kih sredina. Sljedeéi

n 9

teorem, ¢iji se dokaz moZe naci u [14], daje nuZne i dovoljne uvjete za (g.s.) konvergenciju
niza (X, : n € N).
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Teorem 1.2.6 (Kolmogorov). Neka je (X, : n € N) niz nezavisriih i jednako distribuiranih
sluc¢ajnih varijabli. Tada niz parcijalnih aritmetickih sredina (X, : n € N) gotovo sigurno
konvergira konacnom limesu ako i samo ako je E|X|| < oo i u tom slucaju je

(g.s.) lim X, = EX,. (1.7)

Od koristi moze biti i sljedee poopéenje prethodnog teorema na koje ¢emo se pozivati
kada kazemo da koristimo jaki zakon velikih brojeva. Prije iskaza teorema podsjetimo se
da matematicko ocekivanje slucajne varijable X postoji ako je EX" < +oo ili EX~ < +c0iu
tom slucaju je EX = EX* —EX™ € R U {—o00, +00}.

Teorem 1.2.7. Neka je (X, : n € N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih
varijabli. Ako postoji matematicko ocekivanje EX; € R U {—co, 400}, tada je

(g.s.) lim X, = EX,. (1.8)

Dokaz. Ako je E|X | < oo tvrdnja teorema slijedi iz teorema Dakle, preostaje slucaj
EX| =+00. Kako je (—X)"=X" 1 (—X)” = X", bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpos-
taviti da je EX] = +c0 i EX| < +00. Za k > 0 definiramo X% = min{X,, k}. Niz (X,(,k)) . je
niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli i ElXik)l < 00, pa iz teorema|(1.2.6
slijedi X®, L EX?‘). Kako je X < X, imamo

liminf X, > liminf X®, = EX® (g.5.). (1.9)

n—00 n—00

Primjenom Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi

limE(X")" = EX} = +co, (1.10)

k—o0

pa kako je (X{) = X7 slijedi

. . + —
lim EX{” = lim (E (") - EX; ) = too. (1.11)
Tvrdnja teorema sada slijedi iz (1.9) pustanjem k£ — +oco. ]

Cesto nam je od interesa asimptotska razdioba niza procjenitelja, odnosno promatramo
konvergenciju po distribuciji niza slucajnih vektora ili varijabli. Sljedeca dva teorema su
od velike vaznosti za rjeSavanje takvih problema. Dokazi oba teorema se mogu naci u [4].

Teorem 1.2.8 (Centralni grani¢ni teorem). Neka je (X, : n € N) niz nezavisnih jednako
distribuiranih sluc¢ajnih vektora s ocekivanjem p i konacnom kovarijacijskom matricom X.
Tada vrijedi

Vit (X, — 1) 2 N(O,5), n— oo, (1.12)
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Teorem 1.2.9 (Slutsky). Neka je (X, : n € N) niz slucajnih vektora. Tada vrijedi sljedece

(i) Ako je X, € R4, X, 2 x i ako je f : R? — R takva da je P(X € C(f)) = 1, gdje je
C(f) skup na kojem je f neprekidna, tada

FX) D F(X).
(i) Ako X, > X i (X, - Y,) > 0 tada

D
Y, - X.

(iii) Ako X, € RY, Y, e R¥ X, 3) XiY, 2) ¢, gdje je c konstanta, tada

X, 3) X

Y, cl’
Definicija 1.2.10. Neka su (X, : n € N) i (Y, : n € N) nizovi slucajnih vektora. KaZemo da
su (X,)nenw 1 (Yy)nenw asimptotski ekvivalentni ako (X, — Y,) E) 0.

U nastavku pretpostavljamo da je || - || : R? — R euklidska norma na R¢.

Definicija 1.2.11. Neka je (X, : n € N) niz slucajnih vektora. KaZemo da je niz (X,)nen
ogranicen po vjerojatnosti ako za svaki € > 0 postoje M, > 0 i N, € N takvi da za svaki
n €N, n> N, vrijedi

P(IX,ll > M) < &.

Propozicija 1.2.12. Neka je (X, : n € N) niz sluc¢ajnih vektora. Ako (X,)nexy konvergira po
distribuciji prema slucajnom vektoru X, tada je (X,)nen 0granicen po vjerojatnosti.

Dokaz. Funkcija || - || : R? — R je neprekidna, pa koristeéi teorem slijedi
D
Y, =Xl — lIX]| = Y.

Neka je € > 0. Kako je skup R \ C(Fy) najviSe prebrojiv, postoji M, > 0 dovoljno velik,

takav da je P(Y > M,) < £i M, € C(Fy). Zbog Y, = Y i M, € C(Fy) slijedi da postoji
N, € N, takav da za svaki n € N, n > N, vrijedi

PY,>M,)<P(Y>M,)+=<e

N M

Dakle, (X,),cn je ograniCen po vjerojatnosti. m|
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Propozicija 1.2.13. Neka su (X, : n € N) i (Y, : n € N) nizovi slucajnih vektora iste
dimenzije. Ako su (X,)nen | (Yy)nenw 0graniceni po vjerojatnosti, tada je i niz (X,, + Y,)nen
ogranicen po vjerojatnosti.

Dokaz. Neka je € > 0. Dani nizovi su ograniceni po vjerojatnosti, pa postoje M; > 0,
M, > 0,N; e NiN, € N, takvi da za svaki n € N vrijedi:

n>N, = P(IX,|> M) < g (1.13)
>N, = PV, > M) < g (1.14)
Stavimo M = 2 max{M,, M,} 1 N = max{N, N,}. Tadazan € N, n > N vrijedi
PO, + > M) < P> 5 )+ (1l > 5 )
< E(ll?%ﬂ > M) + P(||Y,]| > M>)
< §+§:8. (1.15)

Dakle, niz (X, + Y,).en j€ ograniCen po vjerojatnosti. m|



Poglavlje 2

Uniformni jaki zakon velikih brojeva

U ovom poglavlju pretpostavljamo da imamo niz (X, : n € N) nezavisnih i jednako distri-
buiranih slu¢ajnih varijabli na statistickoj strukturi (Q,F,P), P = {Py : 6 € O}, te da je
x = U(x, 0) € Rizmjeriva funkcija za sve 6 iz parametarskog prostora ® C R™. Fiksirajmo
6y € ©. Statistika od interesa nam je ﬁ >, U(X;, 6). Ako pretpostavimo da

u@) =Ey(U(X,0)) = fU(x, 0) dF(x|6y)

postoji 1 konacno je za sve 6 € O, tada po jakom zakonu velikih brojeva slijedi

(V6 € @) — Z UX.,0) <5 (@), n— . 2.1)

i=1

Sada Zelimo pojacati prethodnu tvrdnju tako da je konvergencija uniformna po 6 u smislu
da

sup
0cO

n— oo, (2.2)

is

Da b1 pokazali kako (2.2)) mozZe b1t1 od koristi pretpostavimo da je (6, : n € N) niz takav da

6, £ 6y ,n — oo, te da je funkcija u neprekidna. Htjeli bi dobiti da tada vrijedi
- Z U(Xi,0,) = (@), n— co. (2.3)
n
i=1

Op¢enito (2.1)) nije dovoljno za pokazati (2.3), ali koristeéi (2.2)) tvrdnja se lako pokaze:

+ (8, — 1(6o)

i>Yn

1 < n
- UXiaen - 0 <|-
]nzlj (X..0,) — 1(6o)

<sup|-—
6c®

(2.4)

ZU(X,,m (@) + juB) - @)

10
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pa kako je u neprekidna i 8, £ 6 te koristeci (2.2)) slijedi (2.3).
Sljedeci teorem daje uvjete uz koje vrijedi (2.2)).

Teorem 2.0.1. Fiksirajmo 6, € ® i pretpostavimo da vrijedi sljedece:
(a) O je kompaktan skup,
(b) 6 — U(x,0) je neprekidna za svaki x,

(c) postoji izmjeriva funkcija x — K(x) takva da je Eq)|K(X)| < 00 i |U(x,0)| < K(x) za
sve xi6.

Tada je:

(i) limsup supl 3 U(X,.0) < supu(@) (Py- g.5.)

n—0o0 9e@®@  i=1 0c®

(i) lim sup |+ ¥ U(X;,0) —u®)| =0 (Py,- g.s.)
n—oo HE@ i=1

Dokaz.

(1) Za p > 0 definirajmo

o(x,0,p) = sup U(x,8).
10 —6l<p

Tada je |p(x, 0,p)] < K(x) 1 lin(l) e(x,0,p) = U(x,0), jer je 8 — U(x,6) neprekidna.
p—

Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

})ig(}fso(x, 0,p) dF(xl6o) = fU(x,G) dF(x|6p) = p(6). (2.5)

Neka je € > 0. 1z (2.5) slijedi da za svaki 6 € ® postoji py > 0 takav da je

fQO(X’ Q’pe) dF(.Xle()) < /,L(Q) + &. (26)

Kugle B(, pg) = {6 : 10" — 6] < py}, 6 € O, pokrivaju . Kako je skup ® kompaktan
postoji konaCan podpokrivac, odnosno postoje m € Ni6; € ®, j € {1,2,...,m}
takvidaje ©® C U7=1 B(6;, py;)- Dakle, za svaki 6 € © postoji j € {1,2,...,m} takav
da je 6 € B(0, py,), pa iz definicije od ¢ slijedi da je U(x, 0) < ¢(x, 0}, py;) za svaki x.
Dakle, vrijedi

BN & L
- ; UXi6) <~ Z‘ @(X;,0,,p0,) < sup ~ ; o, 60,0,

I<jsm 1 4
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(i)

odakle slijedi

sup Z UX.6) < sup — Zso(xl,e,,pe) @.7)

e N 1<j<m N

Sada primjenom jakog zakona velikih brojeva na niz (¢(X,, 0;, 0p;))ner 1 Koristeci

@) slijedi

lim — Z¢(X,,0],p9)<y(9)+8(gs) zaj=1,2,...,m (2.8)

n—oo N

i=1

Iz (2.8) zakljucujemo da vrijedi

lim sup sup — Z@(X,,H,,pg) < sup u(8;) +e¢ (g.s.)
n—oo l<j<m 1 i 1<j<m
< supu(d) + e,
0O
pa zbog (2.7) imamo
lim sup sup — Z UX;,0) < Suppu(®) + & (g-5.) (2.9)

n—ooo  ge®@ N

Kako (2.9) vrijedi za svaki & > 0 slijedi traZena tvrdnja.

Kako je |U(x,0)] < K(x) koriste¢i Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji
imamo

tim @) = fim, [ UG aFCia = [ UG dF i) = o)

Dakle, u je neprekidna funkcija, pa je ondai U(x, 6) := U(x, 6) — u(6) neprekidna po
6 za svaki x. Nadalje, vrijedi |U(x, )] < K(x) + Ey,(K(X)), pa primjenom prethodno
dokazanog na funkcije U i —U dobijemo

llmsupsup E UX;,0) <0(g.s.) i hmsupsup—— E U(X;,0) <0 (g.s.).
n—co 0@ N n—oo  He®
(2.10)

TraZena tvrdnja sada slijedi iz (2.10) koristeci da za proizvoljnu funkciju f vrijedi:

0<sup |£(0)| = max sup f(x), sup —f(x)). (2.11)
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Naime, koriste¢i (2.17]) dobijemo

Z 0x., 9)’ max sup Z U(X, ), sup —— Z Ux,, 9)}

6@ N 0O

0 <sup|-
6c®

odakle koriste¢i (2.10)) slijedi

ZU(X,,H)‘ 0 (g.s.) = lim sup

n—oo 0c®

lim sup sup |-
n—oo 0O

12 f](Xl-,H)‘ =0 (g.5).
i=1



Poglavlje 3

Konzistentnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti

U ovom poglavlju definiramo procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti i pokazujemo na
primjerima da procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti opéenito ne mora postojati, te da
¢ak 1 ako postoji, ne mora nuzno biti jako konzistentan. Na kraju dokazujemo teorem koji
daje uvjete uz koje niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti postoji i konzistentan je.

Definicija 3.0.1. Neka je x,, = (x1, X2, . . ., X,) realizacija slucajnog uzorka (X, Xz, ..., X,)
izmodela P = {f(:|0) : 0 € ®}. Funkcija vjerodostojnosti je funkcija L, : ® — R definirana
sa

L) = L(0lx,) = | | fxl0).
i=1

Primijetimo da u diskretnim modelima za funkciju vjerodostojnosti vrijedi
L) = | | f@xile) = | [ PoXi = %) = Py(Xy = 31, X, = x,).
i=1 i=1

Dakle, u tom slucaju je funkcija vjerodostojnosti zapravo vjerojatnost da je realizacija
slu¢ajnog uzorka (Xi, X, ..., X,) jednaka x,,, uz pretpostavku da je 6 prava vrijednost pa-
rametra. Stoga se &ini prirodno parametar 6§ procjenjivati procjeniteljem 6, koji ée maksi-
mizirati funkciju vjerodostojnosti. Upravo tako ¢emo i definirati procjenitelj maksimalne
vjerodostojnosti u opéenitom slucaju.

Definicija 3.0.2. Procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je funkcija 6, = 6,(X1, ..., X,)
takva da je

L.(8,) = sup L,(6).
0e®

14
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Napomenimo da je traZenje toCke maksimuma funkcije vjerodostojnosti L, ekviva-
lentno traZenju to¢ke maksimuma funkcije /,(6) = log(L,(8)). Funkciju /, nazivamo log-
vjerodostojnost. U sljedeCem primjeru ilustriramo procjenu parametra metodom maksi-
malne vjerodostojnosti.

Primjer 3.0.3. (i) Neka je (xi, x2,...,x,) realizacija slucajnog uzorka (X, X, ..., X,)
iz eksponencijalnog modela s parametrom A > 0, tj. f(x|d) = e 1o 0y(x) i
® = (0, +00). Funkcija vjerodostojnosti je

L -1 3 Xi
L =] aet = e "5
i=1
Promatramo log-vjerodostojnost
L) = log(Ly(D) = nlog(d) = 1 ) x; (3.1)

i=1

Dakle, traZimo tocku maksimuma funkcije I, na skupu 0, +o00). Deriviranjem funk-
cije l, i izjednacavanjem derivacije s 0 dobivamo

Zn=0=%—2x,-:0=>;l: "

i=0

O

Xi
1

1

Pogledajmo drugu derivaciju

[() = —% < 0za sve A € {0, +00).
Dakle, tocka A je tocka globalnog maksimuma funkcije 1,, pa je procjenitelj maksi-
malne vjerodostojnosti za A jednak A, = % Primijetimo da je u ovom slucaju niz
procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti jako konzistentan. Naime, iz jakog zakona
velikih brojeva slijedi

— Pygs. 1 A 1 P,gs
X, L E(X) == = A= — —5 0,
A X,
(ii) Neka je (xi,x2,...,X,) realizacija slucajnog uzorka (X, X3, ..., X,) iz uniformnog
modela U(0,0), 6 € (0, +c0), tj. f(x|0) = %1[0,9]()(:) i ® = (0, +00). Funkcija vjero-

dostojnosti je
n

1 1
L.(0) = l—[ 51[0,9](3@') = @1[);(”),%0)(9),
i=1
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gdje je xy, = max{xy, xa,...,x,}. Kako je 6 % padajuca funkcija na 0, +00),
slijedi da je procjenitelj maksimalne vierodostojnosti 6, = X). U ovom primjeru se
isto lako pokaZe da je niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti jako konzisten-
tan. Naime, po propoziciji[l.2.2)dovoljno je pokazati da za svaki € > 0 vrijedi

lim P, [U {IXp — 612 e}] =0, (3.2)
k=n

jer iz toga slijedi

Neka je € > 0. Za svaki k € N je

P, (lX(k) -0 > 8) = Py (X(k) > 9+8) + Py (X(k) < 9—8)
= Py(Xpy<0-¢)
= PyX, <O-¢,... X <0-¢)

- (9;8)](. (3.3)

Pokazimo da vrijedi (3.2). Koristec¢i (3.3)) slijedi:

P, (O {IXe — 6] = s})

k=n

IA

Mg T TDMe

Py (X — 6] 2 &)

Pg(X(k) < 60— 8)

(Q;S)k 2200, (3.4)

>~
1l

n

U prethodnom primjeru procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je postojao i niz pro-
cjenitelja je bio jako konzistentan, medutim to opCenito ne mora biti tako. Sljedeéi primjer
daje situaciju u kojoj procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti ne postoji jer funkcija vje-
rodostojnosti nije ograni¢ena na parametarskom skupu.

Primjer 3.0.4. Neka je (x1, x, ..., x,) realizacija slucajnog uzorka (X, X», ..., X,) iz mo-
dela P = {f(:0) : 6 € O}, gdje je

2

. —0e 2 +
2

[N]

1 mw?

e 22, 0= (u0°)i0 =R x(0,+c0).

fxlp, 0?) =

N =
| =

2no?
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Funkcija vjerodostojnosti je
L, 0®) = | | fCulu, 0.
i=1

Ako stavimo u = x, vidimo da L,(x,, %) moZe biti po volji veliko za dovoljno male o > 0.
Naime, prvi ¢lan u produktu raste prema +oo kada o* ide prema 0, a ostali &lanovi u pro-
duktu su ograniceni i pozitivni, pa slijedi da L,(x,,0?%) /' +co kada o> \, 0. Dakle,
Jfunkcija vjerodostojnosti nije ogranicena odozgo, pa procjenitelj maksimalne vjerodostoj-
nosti u ovom primjeru ne postoji.

Napomenimo da procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti sigurno postoji ako je para-
metarski prostor ® kompaktan i ako je 8 — f(x|6) neprekidna za svaki x. Sljedeci primjer
daje situaciju u kojoj procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti postoji, ali niz procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti nije jako konzistentan.

Primjer 3.0.5. Promatramo slucajne uzorke (X1, Xz, ..., X,), n € Nizmodela P = {f(:|0) :
0 € O}, gdje je ® = [0,1] i f(-|0) gustoca na [-1, 1] zadana sa

a —9)(1 k-4
0(6) 0(0)

f(x16) =

7]
) 1[9—6(6),0+6(9)](x) + 51[—1,1]()5),

gdje je 6(0) = (1 — g)e~ 10741 f(x|1) = %1[_1’]]()6). Kako je ® kompaktan i funkcija
0 — f(x|0) je neprekidna, procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti postoji za svaki n € N.
Neka je (6,)nen niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. Dakle, za svaki n € N, 0, je
vrijednost u kojoj funkcija

L,(6) = log(Ly(6)) = ) log(f(x{6))
i=1

~ Py-gs.
postiZe maksimum. Pokazat ¢emo da za svaki 6 € ©, 6, 8% 1. Neka je a € (0, 1). Kako

jezad <1
1-6 o 1 1

f(x|0) < 50) +2<5(9)+§,

slijedi da je

1 11
— < - 4
% L ln(6) < log(é(a) ’ 2)'

Dakle, dovoljno je pokazati da za svaki 6y € © vrijedi

1 PHQ'E’"S'
max —[,(0) —— +oo, 3.5)
0<6<1 n
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jer tada za svaki a € {0, 1) za dovoljno velike n € N vrijedi a < 6, < 1, odakle slijedi
A Pﬁo'g-s-

6, — 1. Neka je M,, = max{X,, X», ..., X,}. PokaZimo da za svaki 8, € © vrijedi

1 Pgo—g.s.
n*(l -M, —— 0. (3.6)
Neka je 6y € ©. Za dovoljno male € > 0 je
PHO(XI <1- 8) < Po(X1 <1- 8),

pa slijedi:
SRy (nt1-M)2e) = P, (M,, <1- 3)
n=1 n=1 n+
= Z P90 Xl < 1 - —1))
n=1 n:
] P n
< 3 (p, (xl <1- _))
(e8] 2 n
- Z 1--% )
n=1 2 \/ﬁ
i 82 n i 92 n
< Z(e‘m) =Y e <o (3.7)
n=1 n=1
had &2 \n 2 o]
Red ), e konvergira, jer je za dovoljno veliken € N, e™ 2 < # ired ), nl—z konvergira.

n=1 n=1
Iz (3.77) koristeci propoziciju |1.2.1| slijedi Py, (n%(l -M,) >¢ b.m.p.) = 0, odakle slijedi
(3.6). Sada vrijedi

1 1 -1 M, 1 1-M,
max —1,(0) > —-1,(M,) > n log( )+ - log( ),
n n 2 n

0<6<1 n o(M,)
odakle slijedi
lim inf max ll,1(9) > liminf l log (1 _ M") —log(2) (Py,-g.s.). (3.8)
n—co 0<6<1 1 n—co 1 o(M,)
Nadalje, zbog (3.6) vrijedi
- Py, -g.5.
%mg(lé(MAi") = _an)4 —% 5 +o0, (3.9)

Tvrdnja (3.5)) sada slijedi iz (3.8) i (3.9).
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Definirajmo sada Kullback-Leibler informaciju i iskazimo rezultat koji ¢e nam trebati
za dokazivanje konzistentnosti procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. Takoder, u nas-
tavku pretpostavljamo da za model koji promatramo £ = {f(-|f) : 6 € O} nosaC gustole
suppf(-|6) = {x : f(x|6) > 0} ne ovisi 0 6 € O.

Definicija 3.0.6. Neka su fy i fi gustoce obzirom na o-konacnu mjeru u. Kullback-Leibler

informacija od fy obzirom na f, je broj K(fy, f1) = Eglog (%) = flog %fo(x)dy(x).

Dokaz sljedece leme mozZe se naci u [4].

Lema 3.0.7. Neka su fy i f| gustoce obzirom na o-konacnu mjeru u. Tada je

K(fo. /1) 20,

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je fy = fi u-g.s.

Iskazimo i1 dokazimo sada teorem koji daje uvjete uz koje imamo jaku konzistentnost
niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti.

Teorem 3.0.8. Neka je zan € N, (Xy, Xa, ..., X,) slucajni uzorak iz modela P = {f(-|0) :
0 € ©} i 6y € O zadan. Definirajmo

f(x16)

M, x € suppf(:|0).

U(x,0) :=log

Ako vrijedi:
(a) O je kompaktan,
(b) f(x|0) je neprekidna po 6 za svaki x,

(c) postoji izmjeriva funkcija x — K(x) takva da je Eq)|K(X)| < 00 i |U(x,0)| < K(x) za
sve x16.
Tada je svaki niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti (8,)nen jako konzistentan za 6,

A Pgy-g.s.
4. 6, —— 6.

Dokaz. Nekajep > 018 ={0 € ® : |0 -6y > p}. Tada je S kompaktan, pa iz teorema
slijedi

1 n
lim sup sup — g U(X;, 0) < supu(0), Pg-g.s.
i=1

n—oo feS N — 6eS

gdje je w(0) = EqU(X,,0) = —K(fy,» fo)- 1z leme slijedi da je u(@) < 0 za sve
6 € S. Nadalje, primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi
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da je p neprekidna funkcija, pa postize maksimum na kompaktnom skupu §. Neka je

0 =supu(f). Tadaje s <01
0eS

1 n
lim sup sup — E U(X;,0) <6, Py-g.s. (3.10)
n
—

n—oo  HeS

Iz (3.10) slijedi da postoji dogadaj Q,, Py (€,) = 1, takav da za svaki w € Q, postoji
N(w) e Ntakavdazasven € N,n > Nix; = X(w) vrijedi

1 5
sup—ZU(xl-,G) < 3 < 0.
i=1

fes N “=

Za niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti (8,)ucy je

n

1 v A 1
- U i’gn = - U i’ezo’
"21 (xi,0,) = sup ~ > Ul(x;,6)

n
0c® i—1

gdje je desna strana veca ili jednaka od nula jer je za 6 = 6, pripadna suma jednaka 0.
Dakle, §, ¢ S zan > N, odnosno |0, — 6| < p. Kako p > 0 moZemo uzeti po volji
mali, slijedi tvrdnja teorema. Naime, mozemo staviti p, = %, k € N, pa za svaki k € N
imamo dogadaj €, takav da je Py (€) = 11za w € 4 postoji N(w) € N, takav da za sve

n > N vrijedi 16, — 6o < % Sada stavimo Q" = () 4, paje Py, (Q) = lizaw € Q' je
k=1

lim 8,(X,(w), . .., X,(w)) = 6. O



Poglavlje 4

Asimptotska normalnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti

U ovom poglavlju dokazujemo rezultat o asimptotskoj normalnosti niza procjenitelja mak-
simalne vjerodostojnosti. Preciznije dajemo uvjete uz koje postoji konzistentan i asimptot-
ski normalan niz korijena jednadZbe vjerodostojnosti

. =~ 0
L(0) = ) =5 log f(xl6) = 0.
i=1

Taj rezultat nam nece uvijek osigurati asimptotsku normalnost niza procjenitelja maksi-
malne vjerodostojnosti, ali u nekim sluc¢ajevima hoce. Kao na primjer kada je procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti jedini korijen jednadzbe vjerodostojnosti, Sto je Cesta situ-
acija u primjeni. Kako Zelimo promatrati derivacije funkcije 6 — f(x|6), trebamo dodatnu
pretpostavku o diferencijabilnosti. U nastavku pretpostavljamo da % f(x]6) postoji i ne-
prekidna je za svaki x, te pretpostavljamo da je ® C R¥ otvoren. Za po&etak uvedimo neke
dodatne oznake i pojmove.

Za funkciju f : R¥ — R definiramo njenu derivaciju

. i) d 0
J@) === f(x) = (Tmf(X),---,E)—MCf(X) -

Za vektorsku funkciju g : RF — R?,
81
82

8d

21
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definiramo ) 5
p &1 o gegi(x)
g(x) = a—g(x) = : :
X d 9
7 8d(X) o F-ga(X)
Takoder, za funkciju f : R¥ — R definiramo drugu derivaciju
Sf@ o W

i 0 .
J@) = 25/ = 8—xf(X)T =

H* i
6x18xkf(x) U @f(x)

Integral vektorske funkcije g : R* — R? obzirom na mjeru y definiramo preko komponent-
nih funkcija:
81
f gdu = f cldu=
8d

6 T
¥(x,6) = (% log f(x|9)) e R,

Fisherova informacija je funkcija ¥ : ® — R definirana sa
F(6) = E¥(X,0)¥(X. 0)".

fgldﬂ

f ga dp
Definirajmo funkciju ¥ sa

Uz pretpostavku da je f a% f(x|0)du(x) = 0 imamo

(5. (x16))" T o
Wf()d@) du(x) = f(a—gf(xle)) du(x) = 0.

Dakle, u tom slucaju je Fisherova informacija zapravo kovarijacijska matrica od ‘Y (X, 6),
F(0) = Vary(Y(X, 0)).
Ako vrijedi [ Z; f(x16) du(x) = 0, tada je

| o (Z16)
EH(X,6) = f 0| F(al6) da()

E (X, 0) =

90 f(xlo)

0) g (X16) — (G5 (1)) 55£ (110
ff(xl Vo [0 — G f OV G500 o

f(x16)*
0- f P(x, 0)¥(x,0)" f(x|0) du(x)
~F(0).
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Dakle, u tom slucaju za Fisherovu informaciju vrijedi
F () = -E¥(X, 6). 4.1)
[lustrirajmo na primjeru prethodno uvedene pojmove.

Primjer 4.0.1. Promatramo normalni model N (u, 0%), tj. gustoéa je zadana sa

_ (-2
e 272,

f(xlp, 0?) =

2no?

Tada je
(x —p)?

log f(xlu. o) = ~log(V2r?) — 3

Izracunajmo sada ¥, ¥ i Fisherovu informaciju F.

5 10g f(alu, o) o
\II b b 2 = a ’ = 0-2
o = | L) ~ohy + S5

ot 204 oo

L G
. 2 2 4
lP(x’ (,Lt, o )) = l_(xo;u) 1 O—(x—,u)z} '

Kako u ovom primjeru vrijedi f aa—;z f(x10) dx = 0, Fisherovu informaciju moZemo izracunati
iz @1). Koristecéi da je Eg(X — ) = 01 Eg(X — p)* = 02, slijedi

. L0
7:(/'t’ 0-2) = _EBT(X’ (,U, 0-2)) = |:o(-)2 1|
204
Pogledajmo joS jedan primjer za diskretni model.

Primjer 4.0.2. Promatramo Poissonov model P(0), tj. gustoca je zadana sa

Qx
f(xl0) = —e?, xeN,.
x!

Tada je
log f(x|6) = xlog(6) — 6 —log(x!), x € Ny.

Odredimo ¥, ¥ i Fisherovu informaciju F.

0 X
Y(x,0) = 5 log f(x]0) = ris 1
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Pokazimo da i u ovom primjeru vrijedi f%f(xI@) du(x) =0,

g Rk QP+ -(0+ Dk
@f(xle)du(x)—;@f(klé) = kZ;‘ 2 - f(KI6)

- %Eg |6* + x> - 20+ DX|
- %(92+92+9—(29+1)9)=0.

U prethodnom racunu smo koristili da je E¢X = 6 i Vary(X) = 6, takoder integral je
zapravo suma, jer je u ovom slucaju p broje¢a mjera. Sada moZemo izracunati  koristeci

@.1): |
F () = -E,¥P(X,0) = o

Prije nego iskazemo i dokazemo glavni rezultat ovog poglavlja podsjetimo se dvaju
rezultata iz diferencijalnog rauna funkcija viSe varijabli.

Teorem 4.0.3. Ako je f : RY — R¥ takva da f postoji i neprekidna je na kugli B(x,,r) =
(xeRY:|x—xo| <7}, tadazat € RY |t| < r vrijedi

1
flxo+1) =f(xo)+f f(xo+ut)du-t.
0

Dokaz. Definirajmo funkciju 4 : R — R, h(u) = f(xo + ut). Tada je
h(u) = f(xo + ut) - 1,

odakle slijedi

1 1
f(xo+1)— f(xo) = h(1) — h(0) = f h(u)du = f f(xo +ut) - tdu
0 0

1
f fxo+ut)du-t.  (4.2)

0
O

Teorem 4.0.4. Ako je f : R — R takva da f postoji i neprekidna je na kugli B(xo,r) =
(xeR?: |x—xo| <7}, tadazat € RY |t| < rvrijedi

1 1
flxo+1) = flxo) + f(xo) -t + 1 - f f vF(xo + uvt)dudv - t.
0 0
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Dokaz. Definirajmo funkciju 2 : R — R, h(u) = f(xo + ut). Tada je
hw) = f(xo+ut) -t i h(u) =17 - flxo+ut) - t. 4.3)

Koriste¢i metodu parcijalne integracije slijedi

(v—1)-h®)

1 1
—f v —1)-h(v)dv
0 0

1
h(0) — f v—1)-h()dv. (4.4)
0

1
h(1) = h(0) = f h(v) dv
0

Jo§ jednom primjenom parcijalne integracije slijedi

1 v 1 1 v
f(v—l)-iz(v)dv (v—1)fii(s)ds —ff}'z(s)dsdv
0 0 0 0 0
1 1
—f f v - h(uv) dudv. 4.5)
0 0

Koriste¢i (@.3), @.4) i (4.5) slijedi traZzena tvrdnja. O

Sljedeci teorem je najavljeni rezultat koji daje uvjete uz koje postoji jako konzistentan
niz korijena jednadZzbe vjerodostojnosti te koji je uz to i asimptotski normalan.

Teorem 4.0.5. Neka je (X, : n € N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih vari-
jabli s gustocom f(x|0) (obzirom na mjeru u) te neka je 6y € ® prava vrijednost parametra.
Ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

(a) ® c R¥ je otvoren,

(b) druge parcijalne derivacije od f(x|0) obzirom na 0 postoje i neprekidne su za svaki
x te vrijedi

6[
%f(xle) du(x)=0 za i=1,2,
(c) postoji funkcija K(x) takva da je Eq¢ K(X) < o0 i svaka komponenta funkcije |'¥(x, )|
Jje uniformno omedena sa K(x) na nekoj okolini od 6,
(d) F(6y) = —EQO‘I’(X, 0y) je pozitivno definitna matrica.

Tada postoji jako konzistentan niz (6,),en korijena jednadzbe vjerodostojnosti za koji vri-
Jjedi:
A D
V6, = 60) = N(©,F 6)™).
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Dokaz. Dokaz provodimo u dva koraka. Prvo dokazujemo egzistenciju konzistentnih ko-
rijena jednadZbe vjerodostojnosti, a potom asimptotsku normalnost.

1. Postojanje konzistentnih korijena.
Neka je 6 > O takav daje S5 = {0 : |§ — 6y| < 6} sadrZzan u okolini od 6, na kojoj su
sve komponente od [¥(x, 6)| uniformno omedene sa K(x). Skup S5 je kompaktan i
funkcija 8 — f(x]6) je neprekidna. Kako neprekidna funkcija na kompaktnom skupu
postize maksimum, za svaki n € N postoji 8, takav da vrijedi

Ly(8,) = max L,(6). (4.6)

Ako pokazemo da su zadovoljene sve pretpostavke teorema tada primjenom
tog teorema na skup S s slijedi jaka konzistentnost niza (8, ),en. Zbog konzistentnosti
niza (,),ey, za dovoljno velike n € N tada vrijedi da je 6, € Int(S;). Dakle, zbog
slijedi da je 6, korijen jednadZbe vjerodostojnosti, tj. vrijedi i,(6,) = 0. Dakle,
preostaje pokazati da su zadovoljene sve pretpostavke teorema[3.0.8] Uvijeti (a) i (b)
su ocito zadovoljeni pa pokaZzimo joS da vrijedi i uvjet (¢). Primjenom teorema4.0.4

na funkciju U(x, 8) = log ]{((;'(z))) imamo

U(x,0) =U(x, 6p) + Y(x, 0,7 (6 — 6p)

1 1
+(0 -6y ( f f AP (x, 6y + Au(6 — 6y)) d/ldu) 6 - 6p).
0 0

Funkcija x — Y(x, 6)) je integrabilna, U(x, 6y) = 0 1 zadnji ¢lan u gornjem izrazu
je ograni¢en integrabilnom funkcijom jer su sve komponente od ¥ ogranicene inte-
grabilnom funkcijom K. Dakle, postoji integrabilna funkcija x — K(x) takva da je
|U(x,0)| < K(x) zasve xisve § € S.

2. Asimptotska normalnost
Zalog-vjerodostojnost vrijedi Zn(H)T =y, Y(X;, 6). Koristeci teoremm dobijemo

1 n
L(O) = 1,00 + f D WX, b + A0 — 60)) dA (O~ ). (4.7)
0

i=1

Neka je (6,),an jako konzistentan niz korijena jednadZbe vjerodostojnosti, dakle za
dovoljno velike n € N je I,(6,) = 0 (u prvom dijelu dokaza je pokazano da takav niz
postoji). Uvrstavanjem 6 = 8, u (&.7) i dijeljenjem s +/n slijedi
L @) = B, v, - )
= = b, VG, — s
Vi 0 0
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gdje je
1 n
1 A
B, =-— f = > WX, b + AB, - 6)) dA.
o i3

Kako je E4¥Y(X, 6p) = 01 Vary,¥Y(X, 6y) = F(6y), primjenom centralnog granicnog
teorema slijedi

1

; T 1 D
\/ﬁln(%) = \/E[Z ; ‘P(Xiﬂo)] — Z ~ N0, F (6p)).

Ako pokazemo da B, 2 F (6o), tada za dovoljno velike n € N postoji B;', jer
je F(6y) regularna i preslikavanje A — det(A) je neprekidno. Takoder, kako je

preslikavanje A — A~! neprekidno slijedi B;' £ F(60)""!, pa primjenom teorema
(Slutsky) slijedi trazena tvrdnja:

1
n
Neka je € > 0. Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji lako

se pokaze da je funkcija 6 — Eg¥(X, 6) neprekidna u 6y, pa postoji 6 > 0 takav da
vrijedi:

Vi@, — 6y) = B;'—1,(00) > F(06)'Z ~ N0, F(6)™).

10— 6ol <6 = [Eg,¥(X,0) + F(6) < &.

Pritom je ¢ izabran dovoljno mali, tako da je skup S5 = {6 : |6 — 6y| < ¢} sadrzan u
okolini od 6, na kojoj su sve komponente od [¥(x, #)| uniformno omedene sa K(x).
Koriste¢i uniformi jaki zakon velikih brojeva ( teorem[2.0. 1)) zaklju€ujemo da postoji
ny € N takav da vrijedi:

nz=ny — sup
6eS's

1 & . .
- Z; Y(X:,0) - B, W(X,0)| < &.

Preciznije postoji dogadaj vjerojatnosti jedan na kojemu vrijedi prethodno i ny ovisi
o realizaciji niza X, X», ..., ali u nastavku radi jednostavnosti to ne¢emo posebno
naglasavati. Zbog jake konzistentnosti niza (8,),cy postoji n, € N takav dazan € N,
n > n; vrijedi 10, — 6ol < 6. Sada za svaki n > max{ng, n;} imamo:

1
fo
1
f sup [
0 0S5

2¢.

IA

% 39 (X, 60 + A0, — 6) + T (6)
i=1

IA

I DX, 0) — By, WX, 9)' +|Eq, P(X, 0) + 7—‘(90)@ da
=1

n £
i

IA



POGLAVLIJE 4. ASIMPTOTSKA NORMALNOST 28

Dakle, vrijedi B, — F(6p). O

Napomena 4.0.6. Cesto se kaZe da prethodni teorem pokazuje da je procjenitelj maksi-
malne vjerodostojnosti konzistentan i asimptotski normalan, medutim to nije sasvim tocno.
Sve Sto teorem tvrdi je da uz zadane uvjete postoji konzistentan niz korijena jednadzbe
vjerodostojnosti koji je asimptotski normalan. Naime, uz zadane uvjete procjenitelj maksi-
malne vjerodostojnosti uopce ne mora postojati. Nadalje, cak i ako postoji i zadovoljava
Jjednadzbu vjerodostojnosti ne mora nuzno biti konzistentan. Takoder u sluc¢aju da korijen
JjednadZbe vjerodostojnosti nije jedinstven, teorem nam ne odgovara na pitanje koji korijen
izabrati.

Primjer 4.0.7. Neka je (X, : n € N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih
varijabli s gustocom

1
f(xl6) = TR 0 eR.

Dakle, radi se o Cauchyjevoj distribuciji s parametrom 6. Neka je 6, € R prava vrijednost

parametra. MoZe se pokazati da su zadovoljene sve pretpostavke teorema {.0.5]i da je
F () = % Dakle, po teoremu slijedi da postoji konzistentan niz A korijena
JjednadZbe vjerodostojnosti takav da

Vi@, - 60) > N(0,2).

Odredimo jednadzbu vjerodostojnosti. Funkcija log-vjerodostojnosti je

L,(6) = —nlog(m) — > log(1 + (X; - 6)?).

i=1

Deriviranjem i izjednacavanjem derivacije s O dolazimo do jednadZbe vjerodostojnosti

X, ~ 6
1,0) = 221 ((x )9)2:0. (4.8)

Radi se o nelinearnoj jednadzbi koja se moZe svesti na traZenje nultocki polinoma velikog
stupnja (opcenito stupnja 2n — 1, gdje je n velicina uzorka). Dakle, opcenito ce imati vise
korijena te ne znamo odrediti rjeSenja u eksplicitnom obliku, pa vidimo da uopce nije jasno
koji korijen izabrati.

Pokazimo za kraj ovog poglavlja nekoliko primjera gdje teorem [4.0.5] uistinu garantira
konzistentnost i asimptotsku normalnost niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti.
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Primjer 4.0.8. Neka je (x1, xa, . .., x,) realizacija slucajnog uzorka (X, X, ..., X,) iz mo-
dela P = {f(x]0) : 0 € O}, gdje je
f(Xla,B) = %X"_le_ﬁx, 0 = (a,B), © =0, +c0) X (0, +00).
o

Funkcija log-vjerodostojnosti je
L@, B) = —nlog(T'(@)) + nalog(B) + (@ = 1) )" log(x) =B ) xi.
i=1 i=1
Jednadzba vjerodostojnosti L,(e, B) = 0 se svodi na sustav jednadzbi

a n
2-h(@.p) = —nw<a>+nlog<ﬁ>+;log<x,-> =0

0 na §
O_ﬁln(a’ﬁ) = i x; =0,

i=1

gdje je Yy(a) = % log(I'(@)) = % Iz druge jednadzbe slijedi

B=- (4.9)
pa uvrstavanjem u prvu jednadZbu, dobijemo jednadZbu

1 v IS
W(@) ~log(a) = Z‘ log(x;) — log [Z ; xi] . (4.10)
Funkcija x — log(x) je strogo konkavna, pa je
! anlo (x;)—1o ! Zn: <0
- Xi) — - X; .
naa : “\n 1

i=

Nadalje, funkcija H(a) = Y(a) — log(a), H : (0,+00) — (—00,0) je strogo rastuca i
neprekidna, pa zakljucujemo da postoji jedinstveno rjeSenje jednadzbe (4.10):

NEPTETERN TR o
a=H [n ; log(x;) log[n Z x,]).

i=1
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Uvrstavanjem & u @&.9) dolazimo do jedinstvenog korijena jednadzbe vjerodostojnosti
(&,B). Da bi pokazali da je to tocka globalnog maksimuma funkcije 1, na ® dovoljno
Jje pokazati da je matrica druge derivacije (hessian) od [,

I(a.f) = [_”‘ZI(“) _ﬁ_]
B B?

negativno definitna na ©. Ako pokazZemo da je —1,(c, B) pozitivno definitna za sve (a, 8) € ©
tada je I,(a, B) negativno definitna za sve (., 8) € ©.

i) = ["‘”_(“) __ﬁ]
B B?

Kako je ny/(a) > 0 i det(~L,(a,B)) = Z—i(mﬁ’(a) — 1) > 0 za svaki (a,B) € O, koristeci
Sylvesterov kriterij, slijedi da je —I,(cx, B) pozitivno definitna za svaki (o, ) € ©. Dakle,
za svaki n € N procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti postoji i jedinstveni je korijen
JjednadZbe vjerodostojnosti. Ako pokaZemo da su zadovoljene sve pretpostavke teorema
tada slijedi da je niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti jako konzistentan
i asimptotski normalan. Pretpostavka (a) je ocito zadovoljena i direktnim racunom se
pokaZe da vrijedi (b). Neka je 0y = (v, Bo). Izracunajmo Y(a, B) i F (v, Bo):

log f(xla,B) = —logI'(@) + alog(B) + (o — 1) log(x) — Bx,

W, (@ 9) = - log f(11) = [“”“) log®)+ log<x)] |
B
—u 1
P(x, (. 8)) = [ ‘[’l(“) _ﬁi]’
B B2

/ 1

F (0. o) = ~Ea, P(X. (@0, 50) = [w_(of’) f]
Bo B

Vidimo da ¥(x, (@, B)) ne ovisi o x i sve komponente su neprekidne po 6, pa slijedi da je
zadovoljen uvjet (c). Koristeci Sylvesterov kriterij slijedi da je matrica ¥ («y, Bo) pozitivno
definitna, pa je zadovoljena i pretpostavka (d). Dakle, zadovoljene su sve pretpostavke
teorema i pokazali smo da je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti jedini korijen
JjednadZbe vjerodostojnosti, pa zakljucujemo da je niz procjenitelja maksimalne vjerodos-
tojnosti jako konzistentan i asimptotski normalan.

Jedna Siroka klasa modela u kojima se procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti lijepo
ponasa su eksponencijalne familije. Prethodni primjer takoder spada pod tu klasu, naime
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radilo se o gustoama I'(a, ) distribucije i taj model je 2-parametarska eksponencijalna
familija. U sljedeem primjeru pokazujemo da u jednoparametarskoj eksponencijalnoj
familiji procjenitelji maksimalne vjerodostojnosti postoje, konzistentni su i asimptotski
normalni. Kako velik broj ¢esto koristenih modela spada pod eksponencijalne familije,
ovaj rezultat donekle opravdava popularnost procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti u
primjenama.

Primjer 4.0.9 (jednoparametarska eksponencijalna familija).
Promatramo model P = {f(:|n) : n € ©® = Int £}, gdje su gustoce oblika

f(xln) = h(x) - "4 | x e R,

za neku nenegativnu izmjerivu funkciju h : R — [0, +00), koja ima neprazan nosac i
izmjerivu funkciju t : R — R, takvu da je P, ({(X) = c¢) # 1, za sve c € Risven € O. Skup
X je zadan kao

Y= {77 ER: fe'”(x) ~h(x)dx < +oo}.
R

Skup X je konveksan, pa je ® = Int  otvoren interval. Nadalje,

A(n) = logfe"’(x) ~h(x)dx, neo.
R

Pokazimo da ovaj model zadovoljava sve uvjete teorema Skup O je otvoren interval,
dakle vrijedi (a). MoZe se pokazati (pogledati [9]) da je funkcija n — A(n) klase C*(®) i
da vrijedi:

A’(n)
A" ()

E,(1(X)), 4.11)
Var, (1(X)). 4.12)

. .
Izracunajmo % flxln) i a% f(x|n):

(1(x) = A'() - "D h(x) = (1(x) = A'(p) - flxlp) (413)

0
a—nf(xlﬂ)

& d
ﬁf (xlm) =A"(m) - f(xln) + (t(x) — A’()) - 0—f (xlm)
n n

—A” () - f(xl) + (1(x) = A'()* - f (xl). (4.14)
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Koristeéi @.11), @.12), @.13) i (@.14) slijedi:
0
f%f(xlﬂ) dx = f(t(x) —A'(m) - f(xln) dx = E,[1(X) — A'()]
= E,[t(X)] -E,[A(m] =0
- fA"(U) - f(xlp) dx + f(t(x) —A'())* - f(xln) dx

= —A"() +E,[(1(X) - A'())*]
= —-A"(n) + Var,(t(X)) = 0.

(92
f a—nzf(xm) dx

Dakle, vrijedi uvjet (b). Izracunajmo W(x, n):

log f(xln) = n-t(x)—A() + log(h(x))
0
Y(x,n) = p log f(xln) = t(x) — A’(1))
. 52
Y(x,n) = P log f(xln) = =A"(n).

Neka je 17y € ©. Skup O je otvoren interval, pa postoji € > 0 takav da za I, := [179—&,n0+€]
vrijedi I, C ©. Funkcija n — |A”(n)| je neprekidna, pa poprima maksimum M,, =
m?XIA”(n)l na kompaktnom skupu I,.. Sada za sve x € Rin € (ny — &,no + &) vrijedi
nely,

[0, )l = A7 (] < My,
Dakle, vrijedi uvjet (c). Preostaje jos provjeriti uvjet (d). Za Fisherovu informaciju vrijedi

F(0) = —Ey, P(X,m0) = A" (1p0) = Var,,,(1(X)) > 0,

pa je zadovoljen i uvjet (d). Da bi pokazali da je niz procjenitelja maksimalne vjerodos-
tojnosti jako konzistentan i asimptotski normalan, dovoljno je pokazati da na dogadaju
P, -vjerojatnosti jedan, za dovoljno velike n € N, postoji procjenitelj maksimalne vjero-
dostojnosti i}, = 1,(X1, Xz, . . ., X,) koji je ujedno i jedinstveni korijen jednadzbe vjerodos-

tojnosti
n

, 0+

() = 5 3 log f(Xibn) = D 1(X0) = nA'Gp) = 0. (4.15)
i=1 i=1

Iz @.19) slijedi

. T,
L) =0 < A®) = — (4.16)

gdjeje T, = Yi_y (X;). Kako je E, ,t(X;) = A’(no), primjenom jakog zakona velikih brojeva

slijedi

T, Ppgs.
= 2 A (o). 4.17)
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Funkcija n v— A’(n) je neprekidna i strogo rastuca na otvorenom intervalu ®, jer za njenu
derivaciju vrijedi
A" (n) = Var,(t(X,)) > 0, za svakin € ©.

Slika strogo rastuce neprekidne funkcije definirane na otvorenom intervalu je otvoren in-
terval, pa je skup I = A’(®) otvoren interval koji zadrZi A’ (ny). Kako je A'(ny) € 1i
(Py,-g.5.) lim % = A’(no), na skupu P, -vjerojatnosti jedan postoji ny € N takav da je za

sve n > n, T7 € 1. Za svaki takav n € N jednadzba A’'(n) = T7 ima jedinstveno rjesenje
fin € O ito je po @.10) jedinstveni korijen jednadibe vjerodostojnosti. Bududi da je za
svakin € O, l,(n) = —nA"”(n) < 0, zakljucujemo da je 1), tocka globalnog maksimuma od

l,, dakle, 11, je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti.

Napomena 4.0.10. Uoc¢imo da moZemo promatrati razlicite parametrizacije istih gustoca.
Medutim, to nije problem jer se moZe pokazati da je procjenjivanje metodom maksimalne
vierodostojnosti invarijantno na funkcijske transformacije. Odnosno, ako je 6 procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti za 6 i T(9) funkcija od 6, tada je T(0) procjenitelj maksimalne
vjerodostojnosti za 1(0).



Poglavlje 5

Asimptotska efikasnost

U ovom poglavlju uvodimo pojam asimptotske efikasnosti 1 dajemo metodu kojom iz kon-
zistentnog i asimptotski normalnog niza procjenitelja moZzemo dobiti asimptotski efikasan
niz procjenitelja.

Definicija 5.0.1. Neka je (X, : n € N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih
varijabli iz modela P = {f(+|0) : 0 € ®}. Niz procjenitelja (0,)nary za 0, takav da

Vi, - 6) = N(0.2(6))
je asimptotski efikasan ako je (0) = F(0)~!, za svaki 6 € ®.

Direktno iz prethodne definicije slijedi da je uz uvjete teorema4.0.5] niz konzistentnih
korijena jednadZbe vjerodostojnosti iz tog teorema ujedno i asimptotski efikasan. Dakle,
niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti ¢e Cesto biti asimptotski efikasan, Sto je joS
jedno lijepo svojstvo tih procjenitelja i dodatni razlog njihove popularnosti. Medutim, kao
Sto smo ve¢ vidjeli u primjeru iz prethodnog poglavlja, nekada nije sasvim jednos-
tavno odrediti korijene jednadzbe vjerodostojnosti. To nas motivira da u takvim situaci-
jama pokuSamo do¢i do nekog jednostavnijeg niza procjenitelja koji ¢e biti asimptotski
ekvivalentan nizu procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. U nastavku dajemo motiva-
ciju1ideju za jednu takvu metodu “poboljSanja” asimptotski normalnog niza procjenitelja.
Pretpostavimo da imamo niz procjenitelja (8,),cy za 6, takav da

Vi@, — 6) > N, 2(0)).

Htjeli bi iz tog niza doci do niza procjenitelja (B Ynee koji je asimptotski efikasan, a raz-
log tome je Sto ¢e asimptotski efikasni nizovi procjenitelja Cesto imati manju asimptotsku
varijancu. Takoder, Zelimo da bude relativno lako izracunati te procjenitelje. Naime, u
slucajevima kao $to su primjeri [4.0.7]i|4.0.8| racunanje nultocki jednadzbe vjerodostojnosti

34



POGLAVLIJE 5. ASIMPTOTSKA EFIKASNOST 35

je iznimno komplicirano. Tada bi u takvim situacijama moZda mogli do¢i do jednostavnijih
asimptotski efikasnih procjenitelja poboljSavanjem procjenitelja dobivenih metodom mo-
menata, koji su Cesto jednostavni za odrediti i asimptotski normalni. Ilustrirajmo opisanu
situaciju na jednom primjeru.

Primjer 5.0.2. Neka je X, X, ... X, slucajni uzorak iz modela P = {f(x16) : 6 € ®}, gdje

su gustoce zadane kao
—(x—6)

(1 + e 00y

Parametar 6 u ovom slucaju predstavlja ocekivanje i median. Koristeci centralni granicni
teorem slijedi da za niz uzorackih sredina (X,),en vrijedi

f(x16) =

2
VX, - 6) > N, 5.
Takoder, moZe se pokazati (pogledati [4)]) da za niz uzorackih medijana (M,),ex vrijedi

VM, — ) 2 N(0, 4).

Fisherova informacija u ovom primjeru je ¥ (0) = % za svaki 0 € R, pa je asimptotska
71.2
. 3
3.2899. Dackle, isplatilo bi se poboljsati nizove procjenitelja (X,)nen | (M,;)nen na nacin da
dodemo do asimptotski efikasnih nizova.

~
~

varijanca asimptotski efikasnog niza procjenitelja jednaka 3, sto je manje od 4 i

Ideja je iskoristiti jako konzistentan i asimptotski efikasan niz korijena jednadZbe vje-
rodostojnosti, ¢iju egzistenciju garantira teorem [4.0.5] Naime, ako imamo neki jako kon-
zistentan i asimptotski normalan niz procjenitelja (8,),cy, moZemo napraviti jednu iteraciju
Newtonove metode za traZenje nulto¢ke primjenjenu na funkciju /, s po¢etnom procjenom
6,. Dakle, definiramo niz

9511) = én - Z;i(én)_lzrz(én)T~
Tada ocekujemo da ¢emo se na taj nacin dovoljno pribliziti asimptotski efikasnom nizu
nultocki jednadzbe vjerodostojnosti i da ¢e ta dva niza postati asimptotski ekvivalentna, pa
¢e onda i niz (9511)),16N biti asimptotski efikasan. Takoder, kako uz odredene pretpostavke
niz ( i'l',,(é,,))neN konvergira prema —¥ (6), o¢ekujemo da e biti dobar i niz definiran kao

0 =0, +-F @) "1,

S | =

Sljedeci teorem opravdava opisanu metodu.
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Teorem 5.0.3. Neka je (6,),c jako konzistentan niz procjenitelja za 6 takav da

Vi@, - 6) > N0, 2(6)),

gdje je X(0) pozitivno definitna matrica za svaki 8 € ©. Pretpostavimo da vrijede sve
pretpostavke teoremal.0.5\i da je funkcija 6 — F (0) neprekidna. Tada su nizovi definirani
sa

~ - v o~ .~ ~ | .~
00 =0, - 1,@) L@ i 6 =08+ —F @) L@
n
asimptotski efikasni.

Dokaz. Neka je (6,),an jako konzistentan i asimptotski efikasan niz korijena jednadzbe
vjerodostojnosti ¢iju egzistenciju garantira teorem 4.0.5 Koriste¢i teorem dobijemo

1
b@ = 100" + [ 1(0, 490, 0) dvid, - 0 (5.1)
0
Kako je £,(8,) = 0 za dovoljno velike n € N, iz (5.1) slijedi
. o~ T ! (A ~ A ~ N
ln(gn) = f ln (Hn + V(Qn - 6)n)) dV(Gn - en) (52)
0
Nadalje, direktno iz definicije niza (3", vidimo da vrijedi
(éle) - én) = (én - 9n) - ln(én)_lln(én)T (53)
Koriste¢i (5.2) i (5.3)), slijedi
1
Vi@ -8) = 1-06)" [ 10,496, -00) ao| V@ -8). G
0

Pretpostavka je da su zadovoljeni uvjeti teorema i da su nizovi (6,), i (8,), jako
konzistentni, pa primjenom uniformnog jakog zakona velikih brojeva (teorem [2.0.1)) na
sli¢an nacin kao u teoremu4.0.5| slijedi

1
L@y 2 gy i L f L, (B, +v(@, - 6,)) dv e _ 0.
n n 0

Dakle, vrijedi

Py-g.s.

1
A, = [I — 1@ f I, (B + v(®, - 0,)) dv] —%0.
0
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Nizovi (Vi(8, — 0))nen i ( \/ﬁ(@n — 0)),en su asimptotski normalni, pa po propoziciji
slijedi da su ograni¢eni po vjerojatnosti. Kako je vn(6,-6,) = Vn(@,—-60)— \n(6,—0), sli-
jedi da je i niz (Vn(8,—6,)).ar takoder ogranien po vjerojatnosti, jer je suma dva niza koja
su ograni¢ena po vijerojatnosti. Uvedimo oznaku Y, = vn(8, — 6,). U nastavku pokazu-

jemo da \/71(9,(11) - 9,,) =AY, ﬁ 0. Neka je || - || operatorska norma inducirana vektorskom
normom || - ||,. Zbog jednostavnosti u nastavku koristimo istu oznaku za matri¢nu normu i
za vektorsku normu, ali to u ovom slucaju nece stvarati probleme. Trebamo pokazati da za
svaki € > 0 vrijedi

lim Py (lA, Y.l > &) = 0.

Zbog konzistentnosti operatorske norme je [|A, Y, || < ||A.ll - |Y.ll, pa je
Py (lA Yl = &) < Po (Al - 1Yl = &)
Dakle, dovoljno je pokazati

Iim Py (|4l - 1Y,]l = &) = 0.

Neka je £ > 0. Niz (¥,,),en je ogranien po vjerojatnosti, pa postoje M > 01 ny € N takvi
da za svaki n > ng vrijedi

Py, > M) < % (5.5)

Nadalje, niz (A,).cn konvergira gotovo sigurno, pa konvergira i po vjerojatnosti. Zato
postoji n; € N, takav da za svaki n > n; vrijedi

E E
Pe(uAnn > M) <2 (5.6)

Koristec¢i (5.3) i (5.6), slijedi da za svaki n € N, n > max{no, n,} vrijedi

Py(llA,ll - 1Yl = &)

Py(JlALll - 1YVl > &, (IYall > M) + Py(J|All - 1Yl > &, IVl < M)
£
Py(|IY,]l > M) + Py(llA,ll > M) <eéj.

IA

Dakle, niz Vn(8," - 6,) konvergira po vjerojatnosti prema 0. KoriStenjem teorema m
(Slutsky) slijedi

Vi@ - 6) = V@ = 8,) + Vi@, — ) > N©O,F(©)").
Na potpuno isti nacin se pokaze asimptotska efikasnost niza (6} ),en. O

Za kraj pokazimo jednu primjenu prethodnog teorema.
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Primjer 5.0.4. Neka je X, X>, ..., X, slucajni uzorak iz modela P = {f(:|0) : 0 € R}, gdje
su gustoce

10 = = any

U primjeru smo vidjeli da jednadZba vjerodostojnosti

Xi - 0)
in(6) = 221 =

ima vise korijena koje nije jednostavno odrediti te da nije jasno koji od njih treba odabrati.
Dakle, odredivanje procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti nije sasvim jednostavno u
ovom slucaju. Zbog toga u ovom primjeru konstruiramo asimptotski efikasan niz procjeni-
telja za 0 koji je lako odrediti iz danog uzorka. Neka je Xk, k € {1,...,n}, k-ta po veli¢ini
sluc¢ajna varijabla u slucajnom uzorku X,, Xa, . .., X,. Dakle, vrijedi X1y < X(n2) < -+ <
Xy lako X ovisi o n € N, u nastavku to necemo posebno naglasavati i koristimo
oznaku Xy = X Neka je m, = X(f%]), gdje je za x € R, [x]| najmanji cijeli broj veci
ili jednak od x. PokaZimo da je (m,),cn jako konzistentan niz procjenitelja za 6. Za 0 € R,
neka je F = F(-|0) funkcija distribucije od X, i F, empirijska funkcija distribucije bazirana
na uzorku Xy, Xa, . .., Xy, tj. vrijedi

. R
@)=~ ) s (5.7)
k=1

Odredimo funkciju F':

X X 1
F(x) = F(x|0) = [ ) f(110) dt j: a1+ (-07) di

x—6 1
= —dt
j:oo n(l +1%)
1 1
= —arctg(x—6)+ -. (5.8)
T 2

Iz slijedi da je 6 medijan distribucije F, odnosno da vrijedi

1
F@) = 5 (5.9

Nadalje, koristeci definiciju od m,, i (5.7) slijedi da je

m, = min{

1
. 5}. (5.10)
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Neka je € > 0 proizvoljan. Zbog te kako je funkcija F strogo rastuca slijedi da postoji
0 > 0 takav da je:

1
F(9—8)<§—5, (5.11)
1
F(0+s)>§+6. (5.12)
Koristeci jaki zakon velikih brojeva slijedi
A Py-g.s.
VxeR, F,(x) — F(x),
pa na skupu Py-vjerojatnosti jedan postoji N € N, takav da za sve n € N, n > N vrijedi

|F,(0—¢)— FO-¢)| <6, (5.13)
|F,(0+¢)—F@+¢)| <6 (5.14)

Zan > N je |m, — 6| < g, jer u slucaju da je m, < 6 — ¢, iz (5.10) i (5.13)) bi slijedilo
- - 1
F(0—8)>Fn(G—S)—(SZFn(mn)—éz5—5,

Sto je kontradikcija, jer je & izabran tako da vrijedi (5.11). Isto tako kada bi vrijedilo

m, > 0 + &, iz (0.10) i (5.14) bi slijedilo
A 1
FO+e)<F,(0+e)+0d0< 3 + 6,
Py-g.s.
Sto je kontradikcija, jer je ¢ izabran tako da vrijedi (5.12). Dakle, vrijedi m,, LN 0, od-

nosno niz procjenitelja (m,),cn je jako konzistentan. Nadalje, moZe se pokazati (pogledati
[4, str. 91]) da vrijedi

2
Vim, - 6) 2 N(O, %).

Dakle, (m,)qen je jako konzistentan niz procjenitelja za 6 takav da vrijedi

2
Vim, — 0) 2 N, %).

Takoder, zadovoljene su i pretpostavke teorema pa prema teoremu[5.0.3] slijedi da su
nizovi

m, =m, + %T ()~ [,(my), (5.15)

i =m, — L,(m,) " [,(m,) (5.16)
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asimptotski efikasni nizovi procjenitelja za 6. Kako je u ovom primjeru Fisherova in-
formacija vrlo jednostavna, F(0) = 1, niz (5.13) ée biti jednostavniji od niza (5.16).
Uvrstavanjem

Fomy=5 i limy) =2y,

u (5.13) slijedi

Uocimo da je u prethodnom primjeru, sli¢no kao i u primjeru zasvaki 6 € ©®
asimptotska varijanca asimptotski efikasnog niza procjenitelja manja od asimptotske va-
rijance pocetnog niza procjenitelja. Postavlja se pitanje je li opéenito asimptotska vari-
janca asimptotski efikasnog niza procjenitelja manja od asimptotske varijance bilo kojeg
asimptotski normalnog niza procjenitelja, medutim to nazalost nije tocno. Sljedeéi primjer
pokazuje da moZemo naci asimptotski normalan niz procjenitelja koji moZe imati asimp-
totsku varijancu manju od ¥ (6)!. Takav niz procjenitelja nazivamo superefikasnim nizom
procjenitelja.

Primjer 5.0.5. Neka je X1, X>, ..., X,, n € N slucajni uzorak iz normalnog modela N (6, 1),
0 € R. Slicnim racunom kao u primjeru slijedi da je za ovaj model F(0) = 1, za
svaki 0 € R. Definirajmo niz procjenitelja

R { X,
6,=4 —
aX,,

gdje je a € R, takav da je 0 < a < 1. Neka je 8 € R, 8 # 0. Za proizvoljni € > 0 imamo

%
) (5.17)
7

Po(ViX, - 0,2 8) < Py(X, %0,
< Py(X,l <n)
< Py(161-1X, — 6] <n77)

P, (IX, — 61 > 161 - n™+)
= Py(|VaX, ) > Vnlel ). (5.18)
Vrijedi \lf|-ni ——= +oo, jerje 6] > 0. Nadalje, za svakin € N je yn(X,—6) ~ N(0, 1),

pa slijedi
P, (| Va(X, - )] > nlol - ni) = 0. (5.19)

Zbog (5.19) iz (5.18) slijedi
Vi (X, - 0,) 0. (5.20)
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Koristeci teorem (Slutsky) i (5.20) slijedi
VB, — 6) = Vi, - X,) + V(X - ) = N(O. 1).
Neka je 0 = 0. Tada za svaki € > 0 vrijedi

Py (Vi

b, — aX,

Zs)

A
~
=)
—
§b>
H
IS
<
3
N—

A

< Py

I
=
H
2%

> nz) Z%0. (5.21)

Koristeci (5.21) slijedi da \n(6, —aX,) B, 0, pa primjenom teoremal|l.2.9|(Slutsky) slijedi

Vi, — 0) = Vi, — aX,) + avin - Xn 2 N, ).
Dakle, pokazali smo da je niz (8,),en asimptotski normalan, tj. vrijedi
Vi@, - 6) 2> N, 5>6)),
gdje je
o) = {al’ Hf 0 . (5.22)

Kako je a* < 1, slijedi da je o*(0) < F(0)7".
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Sazetak

U ovom radu se bavimo asimptotskim svojstvima niza procjenitelja maksimalne vjero-
dostojnosti. Na pocetku uvodimo osnovne pojmove matematicke statistike te navodimo
rezultate iz teorije vjerojatnosti koje koristimo u ostatku rada. U drugom poglavlju iskazu-
jemo i dokazujemo jednu verziju uniformnog jakog zakona velikih brojeva. Glavni rezultat
rada je konzistentnost 1 asimptotska normalnost niza procjenitelja maksimalne vjerodostoj-
nosti i obraden je kroz trece i Cetvrto poglavlje. Uz to u navedenim poglavljima ilustriramo
potencijalne probleme procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti, ali i lijepo ponaSanje na
velikoj klasi Cesto koriStenih modela, kao na primjer u jednoparametarskoj eksponencijal-
noj familiji. Na kraju uvodimo pojam asimptotske efikasnosti i pokazujemo kako se uz
odredene pretpostavke moze iz konzistentnog i asimptotski normalnog niza procjenitelja
konstruirati asimptotski efikasan niz procjenitelja.



Summary

In this thesis, we deal with the asymptotic properties of a sequence of maximum likelihood
estimators. At the beginning, we introduce the basic concepts of mathematical statistics
and list the results from probability theory that we use in the rest of the thesis. In the se-
cond chapter we state and prove one version of the uniform strong law of large numbers.
The main result of the thesis is the consistency and asymptotic normality of a sequence of
maximum likelihood estimators and it is processed through the third and fourth chapters.
In addition, in the above chapters we illustrate the potential problems of the maximum like-
lihood estimator, but also the nice behavior on a large class of frequently used models, such
as in a one-parameter exponential family. Finally, we introduce the notion of asymptotic
efficiency and show how, under certain assumptions, an asymptotically efficient sequence
of estimators can be constructed from a consistent and asymptotically normal sequence of
estimators.
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