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Potpisi članova povjerenstva:

1.

2.

3.



Sadržaj

Sadržaj iii

Uvod 1

1 Osnovni pojmovi i rezultati 2
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Uvod

Procjena parametara metodom maksimalne vjerodostojnosti jedna je od najpopularnijih i
najčešće korištenih metoda procjene parametara u inferencijalnoj statistici. Osim što su
procjenitelji dobiveni metodom maksimalne vjerodostojnosti često jednostavni za odrediti,
dodatni razlog popularnosti je što tako dobiveni procjenitelji u regularnim parametarskim
modelima imaju lijepa svojstva: konzistentni su, asimptotski su efikasni i normalno dis-
tribuirani. U ovom radu ćemo formulirati uvjete za navedena svojstva i dokazati da pod
tim uvjetima i vrijede. Rad je podijeljen u 5 poglavlja. Na početku definiramo osnovne
pojmove matematičke statistike i navodimo rezultate iz teorije vjerojatnosti koje ćemo ko-
ristiti u ostatku rada. U drugom poglavlju dajemo motivaciju za uniformni jaki zakon
velikih brojeva, te iskazujemo i dokazujemo jednu verziju uniformnog jakog zakona veli-
kih brojeva. U trećem poglavlju definiramo procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti, na
primjerima pokazujemo da procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti općenito ne mora pos-
tojati, da čak i ako postoji ne mora biti jako konzistentan, te na kraju formuliramo uvjete
koji garantiraju egzistenciju i jaku konzistentnost niza procjenitelja maksimalne vjerodos-
tojnosti. U četvrtom poglavlju uvodimo dodatne pretpostavke regularnosti modela, pod-
sjećamo se nekih rezultata iz diferencijalnog računa vektorskih funkcija više varijabli, te
nakon toga iskazujemo i dokazujemo teorem koji daje uvjete uz koje postoji jako konzis-
tentan i asimptotski normalan niz korijena jednadžbe vjerodostojnosti. Na kraju četvrtog
poglavlja na primjeru pokazujemo potencijalne probleme metode maksimalne vjerodostoj-
nosti te komentiramo kako se navedeni teorem može iskoristiti za dokazivanje konzistent-
nosti i asimptotske normalnosti niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. U zadnjem
poglavlju uvodimo pojam asimptotske efikasnosti, motiviramo metodu kojom iz konzis-
tentnog i asimptotski normalnog niza procjenitelja možemo dobiti asimptotski efikasan niz
te dokazujemo teorem koji opravdava navedenu metodu. Na kraju na primjeru ilustriramo
primjenu navedenog teorema i dajemo primjer superefikasnog niza procjenitelja.
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovom poglavlju definiramo osnovne pojmove matematičke statistike i navodimo neke od
rezultata iz teorije vjerojatnosti koje ćemo koristiti u ostatku rada.

1.1 Osnovni pojmovi matematičke statistike
Definicija 1.1.1. Neka je (Ω,F ) izmjeriv prostor i P množina vjerojatnosnih mjera na
(Ω,F ). Tada uredenu trojku (Ω,F ,P) zovemo statistička struktura.

U ovom radu pretpostavljamo da je množina P parametrizirana:

P =
{
Pθ : θ ∈ Θ

}
gdje je Θ ⊂ Rm, m ≥ 1. Nadalje, pretpostavljamo da je parametrizacija injektivna:

θ1 , θ2 =⇒ Pθ1 , Pθ2 , za sve θ1, θ2 ∈ Θ.

Pokažimo na primjeru dva primjera statističkih struktura.

Primjer 1.1.2.
(i) Stavimo: Ω = R, F = B(R), Θ = R ×

〈
0,∞

〉
, θ = (µ, σ2) i za B ∈ B(R) definiramo

Pθ(B) =

∫
B

1
√

2πσ2
e−

1
2σ2 (x−µ)2

dλ(x).

Tada je P = {Pθ : θ ∈ Θ} i (Ω,F ,P) je jedan primjer statističke strukture.

(ii) Ω = Z+, F = P(Ω), Θ =
〈
0,∞

〉
i za k ∈ Ω definiramo

Pθ({k}) =
θk

k!
e−θ.
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POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI 3

Time je za svaki θ ∈ Θ definirana vjerojatnosna mjera Pθ na (Ω,F ), pa imamo familiju
vjerojatnosnih mjera P = {Pθ : θ ∈ Θ} i (Ω,F ,P) je statistička struktura.

Definicija 1.1.3. Slučajni uzorak duljine n na statističkoj strukturi (Ω,F ,P) je konačan niz
X1, X2, . . . , Xn slučajnih varijabli na (Ω,F ) takvih da su nezavisne i jednako distribuirane
u odnosu na svaku vjerojatnost P ∈ P.

Koristeći sljedeći teorem slijedi da za zadanu familiju gustoća { f (·|θ) : θ ∈ Θ} postoji
statistička struktura (Ω,F ,P), P = {Pθ : θ ∈ Θ} i niz slučajnih varijabli (Xn : n ∈ N) na
(Ω,F ), koje su nezavisne i jednako distribuirane u odnosu na svaku vjerojatnost Pθ ∈ P

i imaju gustoću f (·|θ). Dakle, ima smisla izraz ”neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih i
jednako distribuiranih slučajnih varijabli s gustoćom f (·|θ), θ ∈ Θ”. Nadalje, možemo P
poistovjetiti s P′ = { f (·|θ) : θ ∈ Θ} pa ćemo reći da je X1, . . . , Xn slučajni uzorak iz modela
P′ ako je X1, . . . , Xn slučajni uzorak na (Ω,F ,P) i Xi ima gustoću f (·|θ).

Teorem 1.1.4. Neka je (Fn : n ∈ N) proizvoljan niz funkcija distribucije. Tada postoji
vjerojatnosni prostor (Ω,F ,P) i niz (Xn : n ∈ N) nezavisnih slučajnih varijabli na Ω takav
da je FXn = Fn.

Dokaz. Neka su (Ωn,Fn,Pn), n ∈ N vjerojatnosni prostori, takvi da je za sve n ∈ N, Ωn =

R, Fn = B(R) i Pn = PFn , gdje je PFn vjerojatnosna mjera na B(R) generirana sa Fn. Dakle,
vrijedi Pn(〈−∞, x]) = Fn(x), x ∈ R. Neka je (Ω,F ,P) = (

∏∞
j=1 Ω j,

∏∞
j=1 F j,

∏∞
j=1 P j)

vjerojatnosni prostor koji je jednak produktu vjerojatnosnih prostora (Ωn,Fn,Pn), n ∈ N.
Za n ∈ N definiramo funkcije Xn : Ω→ R tako da stavimo

Xn(ω) = ωn , ω = (ω1, ω2, . . .) ∈ Ω = RN.

Funkcije Xn, n ∈ N su slučajne varijable, tj. one su (F ,B(R)) izmjerive. Naime, za
B ∈ B(R) imamo X−1

n (B) = {ω ∈ Ω : ωn ∈ B} ∈ F , jer je to izmjeriv pravokutnik (pogledati
[14, str. 335]). Za x ∈ R vrijedi

FXn(x) = P(Xn ≤ x) = P
(
{ω ∈ Ω : ωn ∈ 〈−∞, x]}

)
= Pn(〈−∞, x])
= Fn(x), (1.1)

dakle FXn = Fn. Nadalje, za proizvoljni k ∈ N i proizvoljne B1, . . . , Bk ∈ B(R) imamo

P(X1 ∈ B1, . . . , Xk ∈ Bk) = P
(
{ω ∈ Ω : ω1 ∈ B1, . . . , ωk ∈ Bk}

)
=

k∏
j=1

Pj(B j) =

k∏
j=1

P(X j ∈ B j). (1.2)

Dakle, (Xn : n ∈ N) je niz nezavisnih slučajnih varijabli. �
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Napomena 1.1.5. U ovom radu pretpostavljamo da radimo s apsolutno neprekidnim ili
diskretnim slučajnim varijablama. Dakle, funkcije f (·|θ) su gustoće apsolutno neprekidne
ili diskretne slučajne varijable.

Definicija 1.1.6. Statistika na statističkoj strukturi (Ω,F ,P) je svaka slučajna veličina
koja je izmjeriva funkcija nekog slučajnog uzorka na toj statističkoj strukturi.

Definicija 1.1.7. Neka je (X1, X2, . . . , Xn) slučajni uzorak iz modela P = { f (x|θ) : θ ∈ Θ}.
Bilo koju statistiku T = t(X1, X2, . . . , Xn) koja je iste dimenzije kao i θ nazivamo procjeni-
teljem od θ.

Iako se dosta toga može reći o svojstvima procjenitelja za fiksnu duljinu slučajnog
uzorka, nas u ovom radu više zanimaju svojstva i ponašanje procjenitelja kada duljina
uzorka teži u beskonačnost. Odnosno, od interesa su nam nizovi procjenitelja i njihova
asimptotska svojstva. Pretpostavimo da na statističkoj strukturi (Ω,F ,P) imamo niz (Xn :
n ∈ N) nezavisnih i jednako distribuiranih slučajnih varijabli u odnosu na svaku vjerojat-
nost Pθ, θ ∈ Θ. Tada je za svaki n ∈ N, X1, X2, . . . , Xn slučajni uzorak na toj strukturi i za
takav niz neka je Tn = tn(X1, X2, . . . , Xn) niz procjenitelja za θ.

Definicija 1.1.8. Niz procjenitelja (Tn : n ∈ N) za θ je:

(i) jako konzistentan ako vrijedi

(∀θ ∈ Θ) Tn
Pθ-g.s.
−−−−→ θ , n→ ∞,

(ii) slabo konzistentan ako vrijedi

(∀θ ∈ Θ) Tn
Pθ
−→ θ , n→ ∞.

Napomena 1.1.9. Često se za slabo konzistentan niz procjenitelja kaže da je konzistentan.
Medutim, u ovom radu nas zanima jaka konzistentnost, pa sukladno tome kada kažemo
da je niz procjenitelja konzistentan, osim ako nije drugačije naglašeno, mislimo na jaku
konzistentnost.

1.2 Rezultati iz teorije vjerojatnosti
Za početak ćemo dokazati dva rezultata koja su korisna kod dokazivanja konvergencije
gotovo sigurno niza slučajnih varijabli.
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Propozicija 1.2.1. Neka je (An : n ∈ N) niz dogadaja na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P).

Ako
∞∑

n=1
P(An) < ∞, tada je P(An b.m.p.) = P(lim

n
An) = 0. Gdje je

lim
n

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak.

Dokaz. Za svaki n ∈ N vrijedi

lim
n

An ⊂

∞⋃
k=n

Ak,

odakle slijedi da za svaki n ∈ N vrijedi

P(lim
n

An) ≤ P
 ∞⋃

k=n

Ak

 ≤ ∞∑
k=n

P(Ak). (1.3)

Desna strana u (1.3) teži u 0 za n → ∞, jer je to ostatak konvergentnog reda, pa slijedi
tražena tvrdnja. �

Propozicija 1.2.2. Neka je (Xn : n ∈ N) niz slučajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P). Niz (Xn)n∈N konvergira gotovo sigurno prema slučajnoj varijabli X ako i samo
ako za svaki ε > 0 vrijedi

lim
n→∞

P
 ∞⋃

k=n

{|Xk − X| ≥ ε}

 = 0.

Dokaz. Neka je ε > 0. Za n ∈ N stavimo

An(ε) = {|Xn − X| ≥ ε} i A(ε) = lim
n

An(ε).

Tada je A(ε) presjek padajućeg niza dogadaja ∪∞k=nAk(ε), n ∈ N, pa je zbog neprekidnosti
vjerojatnosti u odnosu na padajući niz dogadaja

P(A(ε)) = lim
n→∞

P
 ∞⋃

k=n

Ak(ε)

 .
Neka je D = {ω ∈ Ω : Xn 6→ X za n→ ∞}. Tada je

D =
⋃
ε>0

A(ε) =

∞⋃
m=1

A
(

1
m

)
,
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jer je A(ε1) ⊂ A(ε2) za ε1 > ε2. Dakle, vrijedi

Xn
g.s.
−−→ X ⇐⇒ P(D) = 0 ⇐⇒ (∀ε > 0) P(A(ε)) = 0 ⇐⇒

(∀ε > 0) lim
n→∞

P
 ∞⋃

k=n

{|Xk − X| ≥ ε}

 = 0.

�

Sljedeća dva teorema pokazuju kako se s limesom može ući pod integral.

Teorem 1.2.3 (Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji). Neka je (Xn : n ∈ N)
rastući niz nenegativnih slučajnih varijabli i neka (g.s.) lim

n→∞
Xn = X. Tada je

lim
n→∞

EXn = EX. (1.4)

Za dokaz prethodnog teorema pogledati [14].

Korolar 1.2.4. Neka je (Xn : n ∈ N) niz nenegativnih slučajnih varijabli. Tada je

E
 ∞∑

n=1

Xn

 =

∞∑
n=1

EXn. (1.5)

Dokaz. Niz
(

n∑
k=1

Xk : n ∈ N
)

je rastući i konvergira prema
∞∑

n=1
Xn, pa primjenom Lebesgu-

eovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi

E
 ∞∑

n=1

Xn

 = lim
n→∞

E
n∑

k=1

Xk = lim
n→∞

n∑
k=1

EXk =

∞∑
n=1

EXn.

�

Dokaz sljedećeg teorema se takoder može naći u [14].

Teorem 1.2.5 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji). Neka je (Xn : n ∈ N) niz
slučajnih varijabli takav da je (g.s.) lim

n→∞
Xn = X i neka je |Xn| ≤ Y za sve n, pri čemu je

E|Y | < ∞. Tada je
lim
n→∞

EXn = EX. (1.6)

Za zadani niz slučajnih varijabli (Xn : n ∈ N) neka je Sn = X1 + · · ·+ Xn, n ∈ N pripadni
niz parcijalnih suma i Xn = Sn

n , n ∈ N pripadni niz parcijalnih aritmetičkih sredina. Sljedeći
teorem, čiji se dokaz može naći u [14], daje nužne i dovoljne uvjete za (g.s.) konvergenciju
niza (Xn : n ∈ N).
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Teorem 1.2.6 (Kolmogorov). Neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih
slučajnih varijabli. Tada niz parcijalnih aritmetičkih sredina (Xn : n ∈ N) gotovo sigurno
konvergira konačnom limesu ako i samo ako je E|X1| < ∞ i u tom slučaju je

(g.s.) lim
n→∞

Xn = EX1. (1.7)

Od koristi može biti i sljedeće poopćenje prethodnog teorema na koje ćemo se pozivati
kada kažemo da koristimo jaki zakon velikih brojeva. Prije iskaza teorema podsjetimo se
da matematičko očekivanje slučajne varijable X postoji ako je EX+< +∞ ili EX−< +∞ i u
tom slučaju je EX = EX+ − EX− ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Teorem 1.2.7. Neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slučajnih
varijabli. Ako postoji matematičko očekivanje EX1 ∈ R ∪ {−∞,+∞}, tada je

(g.s.) lim
n→∞

Xn = EX1. (1.8)

Dokaz. Ako je E|X1| < ∞ tvrdnja teorema slijedi iz teorema 1.2.6. Dakle, preostaje slučaj
EX1 =±∞. Kako je (−X)+ = X− i (−X)−= X+, bez smanjenja općenitosti možemo pretpos-
taviti da je EX+

1 = +∞ i EX−1 < +∞. Za k > 0 definiramo X(k)
n = min{Xn, k}. Niz

(
X(k)

n

)
n∈N

je

niz nezavisnih jednako distribuiranih slučajnih varijabli i E|X(k)
1 | < ∞, pa iz teorema 1.2.6

slijedi X(k)
n

g.s.
−−→ EX(k)

1 . Kako je X(k)
n ≤ Xn imamo

lim inf
n→∞

Xn ≥ lim inf
n→∞

X(k)
n = EX(k)

1 (g.s.). (1.9)

Primjenom Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi

lim
k→∞

E
(
X(k)

1

)+
= EX+

1 = +∞, (1.10)

pa kako je
(
X(k)

1

)−
= X−1 slijedi

lim
k→∞

EX(k)
1 = lim

k→∞

(
E

(
X(k)

1

)+
− EX−1

)
= +∞. (1.11)

Tvrdnja teorema sada slijedi iz (1.9) puštanjem k → +∞. �

Često nam je od interesa asimptotska razdioba niza procjenitelja, odnosno promatramo
konvergenciju po distribuciji niza slučajnih vektora ili varijabli. Sljedeća dva teorema su
od velike važnosti za rješavanje takvih problema. Dokazi oba teorema se mogu naći u [4].

Teorem 1.2.8 (Centralni granični teorem). Neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih jednako
distribuiranih slučajnih vektora s očekivanjem µ i konačnom kovarijacijskom matricom Σ.
Tada vrijedi

√
n

(
Xn − µ

) D
−→ N(0,Σ), n→ ∞. (1.12)
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Teorem 1.2.9 (Slutsky). Neka je (Xn : n ∈ N) niz slučajnih vektora. Tada vrijedi sljedeće

(i) Ako je Xn ∈ R
d, Xn

D
−→ X i ako je f : Rd → Rk takva da je P(X ∈ C( f )) = 1, gdje je

C( f ) skup na kojem je f neprekidna, tada

f (Xn)
D
−→ f (X).

(ii) Ako Xn
D
−→ X i (Xn − Yn)

P
−→ 0 tada

Yn
D
−→ X.

(iii) Ako Xn ∈ R
d, Yn ∈ R

k, Xn
D
−→ X i Yn

D
−→ c, gdje je c konstanta, tada(
Xn

Yn

)
D
−→

(
X
c

)
.

Definicija 1.2.10. Neka su (Xn : n ∈ N) i (Yn : n ∈ N) nizovi slučajnih vektora. Kažemo da

su (Xn)n∈N i (Yn)n∈N asimptotski ekvivalentni ako (Xn − Yn)
P
−→ 0.

U nastavku pretpostavljamo da je ‖ · ‖ : Rd → R euklidska norma na Rd.

Definicija 1.2.11. Neka je (Xn : n ∈ N) niz slučajnih vektora. Kažemo da je niz (Xn)n∈N

ograničen po vjerojatnosti ako za svaki ε > 0 postoje Mε > 0 i Nε ∈ N takvi da za svaki
n ∈ N, n ≥ Nε vrijedi

P(‖Xn‖ > Mε) ≤ ε.

Propozicija 1.2.12. Neka je (Xn : n ∈ N) niz slučajnih vektora. Ako (Xn)n∈N konvergira po
distribuciji prema slučajnom vektoru X, tada je (Xn)n∈N ograničen po vjerojatnosti.

Dokaz. Funkcija ‖ · ‖ : Rd → R je neprekidna, pa koristeći teorem 1.2.9, slijedi

Yn B ‖Xn‖
D
−→ ‖X‖ C Y.

Neka je ε > 0. Kako je skup R \ C(FY) najviše prebrojiv, postoji Mε > 0 dovoljno velik,

takav da je P(Y > Mε) < ε
2 i Mε ∈ C(FY). Zbog Yn

D
−→ Y i Mε ∈ C(FY) slijedi da postoji

Nε ∈ N, takav da za svaki n ∈ N, n ≥ Nε vrijedi

P(Yn > Mε) ≤ P(Y > Mε) +
ε

2
≤ ε.

Dakle, (Xn)n∈N je ograničen po vjerojatnosti. �
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Propozicija 1.2.13. Neka su (Xn : n ∈ N) i (Yn : n ∈ N) nizovi slučajnih vektora iste
dimenzije. Ako su (Xn)n∈N i (Yn)n∈N ograničeni po vjerojatnosti, tada je i niz (Xn + Yn)n∈N

ograničen po vjerojatnosti.

Dokaz. Neka je ε > 0. Dani nizovi su ograničeni po vjerojatnosti, pa postoje M1 > 0,
M2 > 0, N1 ∈ N i N2 ∈ N, takvi da za svaki n ∈ N vrijedi:

n ≥ N1 =⇒ P(‖Xn‖ > M1) ≤
ε

2
, (1.13)

n ≥ N2 =⇒ P(‖Yn‖ > M2) ≤
ε

2
. (1.14)

Stavimo M = 2 max{M1,M2} i N = max{N1,N2}. Tada za n ∈ N, n ≥ N vrijedi

P
(
‖Xn + Yn‖ > M

)
≤ P

(
‖Xn‖ >

M
2

)
+ P

(
‖Yn‖ >

M
2

)
≤ P (‖Xn‖ > M1) + P(‖Yn‖ > M2)

≤
ε

2
+
ε

2
= ε. (1.15)

Dakle, niz (Xn + Yn)n∈N je ograničen po vjerojatnosti. �



Poglavlje 2

Uniformni jaki zakon velikih brojeva

U ovom poglavlju pretpostavljamo da imamo niz (Xn : n ∈ N) nezavisnih i jednako distri-
buiranih slučajnih varijabli na statističkoj strukturi (Ω,F ,P), P = {Pθ : θ ∈ Θ}, te da je
x 7→ U(x, θ) ∈ R izmjeriva funkcija za sve θ iz parametarskog prostora Θ ⊂ Rm. Fiksirajmo
θ0 ∈ Θ. Statistika od interesa nam je 1

n

∑n
i=1 U(Xi, θ). Ako pretpostavimo da

µ(θ) B Eθ0(U(X, θ)) =

∫
U(x, θ) dF(x|θ0)

postoji i konačno je za sve θ ∈ Θ, tada po jakom zakonu velikih brojeva slijedi

(∀θ ∈ Θ)
1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ)
g.s.
−−→ µ(θ) , n→ ∞. (2.1)

Sada želimo pojačati prethodnu tvrdnju tako da je konvergencija uniformna po θ u smislu
da

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

U(Xi, θ) − µ(θ)
∣∣∣∣∣ g.s.
−−→ 0 , n→ ∞. (2.2)

Da bi pokazali kako (2.2) može biti od koristi pretpostavimo da je (θ̂n : n ∈ N) niz takav da
θ̂n

g.s.
−−→ θ0 , n→ ∞, te da je funkcija µ neprekidna. Htjeli bi dobiti da tada vrijedi

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ̂n)
g.s.
−−→ µ(θ0) , n→ ∞. (2.3)

Općenito (2.1) nije dovoljno za pokazati (2.3), ali koristeći (2.2) tvrdnja se lako pokaže:∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

U(Xi, θ̂n) − µ(θ0)
∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣1n

n∑
i=1

U(Xi, θ̂n) − µ(θ̂n)
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣µ(θ̂n) − µ(θ0)
∣∣∣∣∣

≤ sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

U(Xi, θ) − µ(θ)
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣µ(θ̂n) − µ(θ0)
∣∣∣∣∣, (2.4)

10
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pa kako je µ neprekidna i θ̂n
g.s.
−−→ θ0 te koristeći (2.2) slijedi (2.3).

Sljedeći teorem daje uvjete uz koje vrijedi (2.2).

Teorem 2.0.1. Fiksirajmo θ0 ∈ Θ i pretpostavimo da vrijedi sljedeće:

(a) Θ je kompaktan skup,

(b) θ 7→ U(x, θ) je neprekidna za svaki x,

(c) postoji izmjeriva funkcija x 7→ K(x) takva da je Eθ0 |K(X)| < ∞ i |U(x, θ)| ≤ K(x) za
sve x i θ.

Tada je:

(i) lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤ sup
θ∈Θ

µ(θ) (Pθ0- g.s.)

(ii) lim
n→∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) − µ(θ)
∣∣∣∣∣ = 0 (Pθ0- g.s.)

Dokaz.

(i) Za ρ > 0 definirajmo
ϕ(x, θ, ρ) = sup

|θ′−θ|<ρ

U(x, θ′).

Tada je |ϕ(x, θ, ρ)| ≤ K(x) i lim
ρ→0

ϕ(x, θ, ρ) = U(x, θ), jer je θ 7→ U(x, θ) neprekidna.

Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

lim
ρ→0

∫
ϕ (x, θ, ρ) dF(x|θ0) =

∫
U (x, θ) dF(x|θ0) = µ(θ). (2.5)

Neka je ε > 0. Iz (2.5) slijedi da za svaki θ ∈ Θ postoji ρθ > 0 takav da je∫
ϕ(x, θ, ρθ) dF(x|θ0) < µ(θ) + ε. (2.6)

Kugle B(θ, ρθ) = {θ′ : |θ′ − θ| < ρθ}, θ ∈ Θ, pokrivaju Θ. Kako je skup Θ kompaktan
postoji konačan podpokrivač, odnosno postoje m ∈ N i θ j ∈ Θ , j ∈ {1, 2, . . . ,m}
takvi da je Θ ⊂

⋃m
j=1 B(θ j, ρθ j). Dakle, za svaki θ ∈ Θ postoji j ∈ {1, 2, . . . ,m} takav

da je θ ∈ B(θ j, ρθ j), pa iz definicije od ϕ slijedi da je U(x, θ) ≤ ϕ(x, θ j, ρθ j) za svaki x.
Dakle, vrijedi

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤
1
n

n∑
i=1

ϕ(Xi, θ j, ρθ j) ≤ sup
1≤ j≤m

1
n

n∑
i=1

ϕ(Xi, θ j, ρθ j),
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odakle slijedi

sup
θ∈Θ

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤ sup
1≤ j≤m

1
n

n∑
i=1

ϕ(Xi, θ j, ρθ j). (2.7)

Sada primjenom jakog zakona velikih brojeva na niz (ϕ(Xn, θ j, ρθ j))n∈N i koristeći
(2.6) slijedi

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

ϕ(Xi, θ j, ρθ j) ≤ µ(θ j) + ε (g.s.) , za j = 1, 2, . . . ,m. (2.8)

Iz (2.8) zaključujemo da vrijedi

lim sup
n→∞

sup
1≤ j≤m

1
n

n∑
i=1

ϕ(Xi, θ j, ρθ j) ≤ sup
1≤ j≤m

µ(θ j) + ε (g.s.)

≤ sup
θ∈Θ

µ(θ) + ε,

pa zbog (2.7) imamo

lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤ sup
θ∈Θ

µ(θ) + ε (g.s.). (2.9)

Kako (2.9) vrijedi za svaki ε > 0 slijedi tražena tvrdnja.

(ii) Kako je |U(x, θ)| ≤ K(x) koristeći Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji
imamo

lim
θ′→θ

µ(θ′) = lim
θ′→θ

∫
U(x, θ′) dF(x|θ0) =

∫
U(x, θ) dF(x|θ0) = µ(θ).

Dakle, µ je neprekidna funkcija, pa je onda i Ũ(x, θ) B U(x, θ) − µ(θ) neprekidna po
θ za svaki x. Nadalje, vrijedi |Ũ(x, θ)| ≤ K(x) + Eθ0(K(X)), pa primjenom prethodno
dokazanog na funkcije Ũ i −Ũ dobijemo

lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

1
n

n∑
i=1

Ũ(Xi, θ) ≤ 0 (g.s.) i lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

−
1
n

n∑
i=1

Ũ(Xi, θ) ≤ 0 (g.s.).

(2.10)
Tražena tvrdnja sada slijedi iz (2.10) koristeći da za proizvoljnu funkciju f vrijedi:

0 ≤ sup
x

∣∣∣ f (x)
∣∣∣ = max

{
sup

x
f (x), sup

x
− f (x)

}
. (2.11)
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Naime, koristeći (2.11) dobijemo

0 ≤ sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Ũ(Xi, θ)
∣∣∣∣∣ = max

{
sup
θ∈Θ

1
n

n∑
i=1

Ũ(Xi, θ), sup
θ∈Θ

−
1
n

n∑
i=1

Ũ(Xi, θ)
}
,

odakle koristeći (2.10) slijedi

lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Ũ(Xi, θ)
∣∣∣∣∣ = 0 (g.s.) =⇒ lim

n→∞
sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Ũ(Xi, θ)
∣∣∣∣∣ = 0 (g.s.).

�



Poglavlje 3

Konzistentnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti

U ovom poglavlju definiramo procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti i pokazujemo na
primjerima da procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti općenito ne mora postojati, te da
čak i ako postoji, ne mora nužno biti jako konzistentan. Na kraju dokazujemo teorem koji
daje uvjete uz koje niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti postoji i konzistentan je.

Definicija 3.0.1. Neka je xn = (x1, x2, . . . , xn) realizacija slučajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn)
iz modelaP = { f (·|θ) : θ ∈ Θ}. Funkcija vjerodostojnosti je funkcija Ln : Θ→ R definirana
sa

Ln(θ) = Ln(θ|xn) B
n∏

i=1

f (xi|θ).

Primijetimo da u diskretnim modelima za funkciju vjerodostojnosti vrijedi

Ln(θ) =

n∏
i=1

f (xi|θ) =

n∏
i=1

Pθ(Xi = xi) = Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn).

Dakle, u tom slučaju je funkcija vjerodostojnosti zapravo vjerojatnost da je realizacija
slučajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) jednaka xn, uz pretpostavku da je θ prava vrijednost pa-
rametra. Stoga se čini prirodno parametar θ procjenjivati procjeniteljem θ̂n koji će maksi-
mizirati funkciju vjerodostojnosti. Upravo tako ćemo i definirati procjenitelj maksimalne
vjerodostojnosti u općenitom slučaju.

Definicija 3.0.2. Procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je funkcija θ̂n B θ̂n(X1, . . . , Xn)
takva da je

Ln(θ̂n) = sup
θ∈Θ

Ln(θ).

14
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Napomenimo da je traženje točke maksimuma funkcije vjerodostojnosti Ln ekviva-
lentno traženju točke maksimuma funkcije ln(θ) = log(Ln(θ)). Funkciju ln nazivamo log-
vjerodostojnost. U sljedećem primjeru ilustriramo procjenu parametra metodom maksi-
malne vjerodostojnosti.

Primjer 3.0.3. (i) Neka je (x1, x2, . . . , xn) realizacija slučajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn)
iz eksponencijalnog modela s parametrom λ > 0, tj. f (x|λ) = λe−λx1〈0,+∞〉(x) i
Θ = 〈0,+∞〉. Funkcija vjerodostojnosti je

Ln(λ) =

n∏
i=1

λe−λxi = λne
−λ

n∑
i=1

xi
.

Promatramo log-vjerodostojnost

ln(λ) = log(Ln(λ)) = n log(λ) − λ
n∑

i=1

xi. (3.1)

Dakle, tražimo točku maksimuma funkcije ln na skupu 〈0,+∞〉. Deriviranjem funk-
cije ln i izjednačavanjem derivacije s 0 dobivamo

l̇n = 0 =⇒
n
λ
−

n∑
i=0

xi = 0 =⇒ λ̂ =
n

n∑
i=1

xi

.

Pogledajmo drugu derivaciju

l̈n(λ) = −
n
λ2 < 0 za sve λ ∈ 〈0,+∞〉.

Dakle, točka λ̂ je točka globalnog maksimuma funkcije ln, pa je procjenitelj maksi-
malne vjerodostojnosti za λ jednak λ̂n = 1

Xn
. Primijetimo da je u ovom slučaju niz

procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti jako konzistentan. Naime, iz jakog zakona
velikih brojeva slijedi

Xn
Pλ-g.s.
−−−−→ Eλ

(
X1

)
=

1
λ

=⇒ λ̂n =
1

Xn

Pλ-g.s.
−−−−→ λ.

(ii) Neka je (x1, x2, . . . , xn) realizacija slučajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) iz uniformnog
modela U(0, θ), θ ∈ 〈0,+∞〉, tj. f (x|θ) = 1

θ
1[0,θ](x) i Θ = 〈0,+∞〉. Funkcija vjero-

dostojnosti je

Ln(θ) =

n∏
i=1

1
θ

1[0,θ](xi) =
1
θn 1[x(n),+∞〉(θ),
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gdje je x(n) = max{x1, x2, . . . , xn}. Kako je θ 7→ 1
θn padajuća funkcija na 〈0,+∞〉,

slijedi da je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti θ̂n = X(n). U ovom primjeru se
isto lako pokaže da je niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti jako konzisten-
tan. Naime, po propoziciji 1.2.2 dovoljno je pokazati da za svaki ε > 0 vrijedi

lim
n→∞

Pθ

 ∞⋃
k=n

{
|X(k) − θ| ≥ ε

} = 0, (3.2)

jer iz toga slijedi

θ̂n = X(n)
Pθ-g.s.
−−−−→ θ.

Neka je ε > 0. Za svaki k ∈ N je

Pθ

(
|X(k) − θ| ≥ ε

)
= Pθ

(
X(k) ≥ θ + ε

)
+ Pθ

(
X(k) ≤ θ − ε

)
= Pθ

(
X(k) ≤ θ − ε

)
= Pθ(X1 ≤ θ − ε, . . . , Xk ≤ θ − ε)

=

(
θ − ε

θ

)k

. (3.3)

Pokažimo da vrijedi (3.2). Koristeći (3.3) slijedi:

Pθ

 ∞⋃
k=n

{
|X(k) − θ| ≥ ε

} ≤ ∞∑
k=n

Pθ

(
|X(k) − θ| ≥ ε

)
=

∞∑
k=n

Pθ(X(k) ≤ θ − ε)

=

∞∑
k=n

(
θ − ε

θ

)k
n→∞
−−−→ 0. (3.4)

U prethodnom primjeru procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je postojao i niz pro-
cjenitelja je bio jako konzistentan, medutim to općenito ne mora biti tako. Sljedeći primjer
daje situaciju u kojoj procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti ne postoji jer funkcija vje-
rodostojnosti nije ograničena na parametarskom skupu.

Primjer 3.0.4. Neka je (x1, x2, . . . , xn) realizacija slučajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) iz mo-
dela P = { f (·|θ) : θ ∈ Θ}, gdje je

f (x|µ, σ2) =
1
2
·

1
√

2π
e−

x2
2 +

1
2
·

1
√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , θ = (µ, σ2) i Θ = R × 〈0,+∞〉.
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Funkcija vjerodostojnosti je

Ln(µ, σ2) =

n∏
i=1

f (xi|µ, σ
2).

Ako stavimo µ = x1, vidimo da Ln(x1, σ
2) može biti po volji veliko za dovoljno male σ2 > 0.

Naime, prvi član u produktu raste prema +∞ kada σ2 ide prema 0, a ostali članovi u pro-
duktu su ograničeni i pozitivni, pa slijedi da Ln(x1, σ

2) ↗ +∞ kada σ2 ↘ 0. Dakle,
funkcija vjerodostojnosti nije ograničena odozgo, pa procjenitelj maksimalne vjerodostoj-
nosti u ovom primjeru ne postoji.

Napomenimo da procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti sigurno postoji ako je para-
metarski prostor Θ kompaktan i ako je θ 7→ f (x|θ) neprekidna za svaki x. Sljedeći primjer
daje situaciju u kojoj procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti postoji, ali niz procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti nije jako konzistentan.

Primjer 3.0.5. Promatramo slučajne uzorke (X1, X2, . . . , Xn), n ∈ N iz modelaP = { f (·|θ) :
θ ∈ Θ}, gdje je Θ = [0, 1] i f (·|θ) gustoća na [−1, 1] zadana sa

f (x|θ) =
(1 − θ)
δ(θ)

(
1 −
|x − θ|
δ(θ)

)
1[θ−δ(θ),θ+δ(θ)](x) +

θ

2
1[−1,1](x),

gdje je δ(θ) = (1 − θ)e−(1−θ)−4+1 i f (x|1) = 1
21[−1,1](x). Kako je Θ kompaktan i funkcija

θ 7→ f (x|θ) je neprekidna, procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti postoji za svaki n ∈ N.
Neka je (θ̂n)n∈N niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. Dakle, za svaki n ∈ N, θ̂n je
vrijednost u kojoj funkcija

ln(θ) = log(Ln(θ)) =

n∑
i=1

log( f (xi|θ))

postiže maksimum. Pokazat ćemo da za svaki θ ∈ Θ, θ̂n
Pθ-g.s.
−−−−→ 1. Neka je α ∈ 〈0, 1〉. Kako

je za θ < 1

f (x|θ) ≤
(1 − θ)
δ(θ)

+
θ

2
<

1
δ(θ)

+
1
2
,

slijedi da je

max
0≤θ≤α

1
n

ln(θ) ≤ log
(

1
δ(α)

+
1
2

)
.

Dakle, dovoljno je pokazati da za svaki θ0 ∈ Θ vrijedi

max
0≤θ≤1

1
n

ln(θ)
Pθ0 -g.s.
−−−−−→ +∞, (3.5)



POGLAVLJE 3. KONZISTENTNOST 18

jer tada za svaki α ∈ 〈0, 1〉 za dovoljno velike n ∈ N vrijedi α < θ̂n ≤ 1, odakle slijedi

θ̂n

Pθ0 -g.s.
−−−−−→ 1. Neka je Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Pokažimo da za svaki θ0 ∈ Θ vrijedi

n
1
4 (1 − Mn)

Pθ0 -g.s.
−−−−−→ 0. (3.6)

Neka je θ0 ∈ Θ. Za dovoljno male ε > 0 je

Pθ0(X1 ≤ 1 − ε) ≤ P0(X1 ≤ 1 − ε),

pa slijedi:
∞∑

n=1

Pθ0

(
n

1
4 (1 − Mn) ≥ ε

)
=

∞∑
n=1

Pθ0

(
Mn ≤ 1 −

ε

n
1
4

)
=

∞∑
n=1

(
Pθ0

(
X1 ≤ 1 −

ε

n
1
4

))n

≤

∞∑
n=1

(
P0

(
X1 ≤ 1 −

ε

n
1
4

))n

=

∞∑
n=1

(
1 −

ε2

2
√

n

)n

≤

∞∑
n=1

(
e−

ε2
2
√

n

)n

=

∞∑
n=1

e−
ε2 √n

2 < ∞. (3.7)

Red
∞∑

n=1
e−

ε2 √n
2 konvergira, jer je za dovoljno velike n ∈ N, e−

ε2 √n
2 ≤ 1

n2 i red
∞∑

n=1

1
n2 konvergira.

Iz (3.7) koristeći propoziciju 1.2.1 slijedi Pθ0

(
n

1
4 (1 − Mn) ≥ ε b.m.p.

)
= 0, odakle slijedi

(3.6). Sada vrijedi

max
0≤θ≤1

1
n

ln(θ) ≥
1
n

ln(Mn) ≥
n − 1

n
log

(Mn

2

)
+

1
n

log
(
1 − Mn

δ(Mn)

)
,

odakle slijedi

lim inf
n→∞

max
0≤θ≤1

1
n

ln(θ) ≥ lim inf
n→∞

1
n

log
(
1 − Mn

δ(Mn)

)
− log(2) (Pθ0-g.s.). (3.8)

Nadalje, zbog (3.6) vrijedi

1
n

log
(
1 − Mn

δ(Mn)

)
=

1
n(1 − Mn)4 −

1
n

Pθ0 -g.s.
−−−−−→ +∞. (3.9)

Tvrdnja (3.5) sada slijedi iz (3.8) i (3.9).
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Definirajmo sada Kullback-Leibler informaciju i iskažimo rezultat koji će nam trebati
za dokazivanje konzistentnosti procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. Takoder, u nas-
tavku pretpostavljamo da za model koji promatramo P = { f (·|θ) : θ ∈ Θ} nosač gustoće
supp f (·|θ) = {x : f (x|θ) > 0} ne ovisi o θ ∈ Θ.

Definicija 3.0.6. Neka su f0 i f1 gustoće obzirom na σ-konačnu mjeru µ. Kullback-Leibler
informacija od f0 obzirom na f1 je broj K( f0, f1) B E0 log

(
f0(X)
f1(X)

)
=

∫
log f0(x)

f1(x) f0(x)dµ(x).

Dokaz sljedeće leme može se naći u [4].

Lema 3.0.7. Neka su f0 i f1 gustoće obzirom na σ-konačnu mjeru µ. Tada je

K( f0, f1) ≥ 0,

pri čemu jednakost vrijedi ako i samo ako je f0 = f1 µ-g.s.

Iskažimo i dokažimo sada teorem koji daje uvjete uz koje imamo jaku konzistentnost
niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti.

Teorem 3.0.8. Neka je za n ∈ N, (X1, X2, . . . , Xn) slučajni uzorak iz modela P = { f (·|θ) :
θ ∈ Θ} i θ0 ∈ Θ zadan. Definirajmo

U(x, θ) B log
f (x|θ)
f (x|θ0)

, x ∈ supp f (·|θ).

Ako vrijedi:

(a) Θ je kompaktan,

(b) f (x|θ) je neprekidna po θ za svaki x,

(c) postoji izmjeriva funkcija x 7→ K(x) takva da je Eθ0 |K(X)| < ∞ i |U(x, θ)| ≤ K(x) za
sve x i θ.

Tada je svaki niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti (θ̂n)n∈N jako konzistentan za θ0,

tj. θ̂n

Pθ0 -g.s.
−−−−−→ θ0.

Dokaz. Neka je ρ > 0 i S = {θ ∈ Θ : |θ − θ0| ≥ ρ}. Tada je S kompaktan, pa iz teorema
2.0.1 slijedi

lim sup
n→∞

sup
θ∈S

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤ sup
θ∈S

µ(θ), Pθ0-g.s.

gdje je µ(θ) = Eθ0U(X1, θ) = −K( fθ0 , fθ). Iz leme 3.0.7 slijedi da je µ(θ) < 0 za sve
θ ∈ S . Nadalje, primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi
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da je µ neprekidna funkcija, pa postiže maksimum na kompaktnom skupu S . Neka je
δ = sup

θ∈S
µ(θ). Tada je δ < 0 i

lim sup
n→∞

sup
θ∈S

1
n

n∑
i=1

U(Xi, θ) ≤ δ, Pθ0-g.s. (3.10)

Iz (3.10) slijedi da postoji dogadaj Ωρ, Pθ0(Ωρ) = 1, takav da za svaki ω ∈ Ωρ postoji
N(ω) ∈ N takav da za sve n ∈ N, n > N i xi = Xi(ω) vrijedi

sup
θ∈S

1
n

n∑
i=1

U(xi, θ) ≤
δ

2
< 0.

Za niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti (θ̂n)n∈N je

1
n

n∑
i=1

U(xi, θ̂n) = sup
θ∈Θ

1
n

n∑
i=1

U(xi, θ) ≥ 0,

gdje je desna strana veća ili jednaka od nula jer je za θ = θ0 pripadna suma jednaka 0.
Dakle, θ̂n < S za n > N, odnosno |θ̂n − θ0| < ρ. Kako ρ > 0 možemo uzeti po volji
mali, slijedi tvrdnja teorema. Naime, možemo staviti ρk = 1

k , k ∈ N, pa za svaki k ∈ N
imamo dogadaj Ωk takav da je Pθ0(Ωk) = 1 i za ω ∈ Ωk postoji N(ω) ∈ N, takav da za sve

n > N vrijedi |θ̂n − θ0| <
1
k . Sada stavimo Ω′ =

∞⋂
k=1

Ωk, pa je Pθ0(Ω
′) = 1 i za ω ∈ Ω′ je

lim
n→∞

θ̂n(X1(ω), . . . , Xn(ω)) = θ0. �



Poglavlje 4

Asimptotska normalnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti

U ovom poglavlju dokazujemo rezultat o asimptotskoj normalnosti niza procjenitelja mak-
simalne vjerodostojnosti. Preciznije dajemo uvjete uz koje postoji konzistentan i asimptot-
ski normalan niz korijena jednadžbe vjerodostojnosti

l̇n(θ) =

n∑
i=1

∂

∂θ
log f (xi|θ) = 0.

Taj rezultat nam neće uvijek osigurati asimptotsku normalnost niza procjenitelja maksi-
malne vjerodostojnosti, ali u nekim slučajevima hoće. Kao na primjer kada je procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti jedini korijen jednadžbe vjerodostojnosti, što je česta situ-
acija u primjeni. Kako želimo promatrati derivacije funkcije θ 7→ f (x|θ), trebamo dodatnu
pretpostavku o diferencijabilnosti. U nastavku pretpostavljamo da ∂2

∂θ2 f (x|θ) postoji i ne-
prekidna je za svaki x, te pretpostavljamo da je Θ ⊂ Rk otvoren. Za početak uvedimo neke
dodatne oznake i pojmove.
Za funkciju f : Rk → R definiramo njenu derivaciju

ḟ (x) =
∂

∂x
f (x) =

(
∂

∂x1
f (x), . . . ,

∂

∂xk
f (x)

)
.

Za vektorsku funkciju g : Rk → Rd,

g =


g1

g2
...

gd


21
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definiramo

ġ(x) =
∂

∂x
g(x) =


∂
∂x1

g1(x) · · · ∂
∂xk

g1(x)
...

. . .
...

∂
∂x1

gd(x) · · · ∂
∂xk

gd(x)

 .
Takoder, za funkciju f : Rk → R definiramo drugu derivaciju

f̈ (x) =
∂2

∂x2 f (x) =
∂

∂x
ḟ (x)T =


∂2

∂x2
1

f (x) · · · ∂2

∂xk∂x1
f (x)

...
. . .

...
∂2

∂x1∂xk
f (x) · · · ∂2

∂x2
k

f (x)

 .
Integral vektorske funkcije g : Rk → Rd obzirom na mjeru µ definiramo preko komponent-
nih funkcija: ∫

g dµ =

∫ 
g1
...

gd

 dµ =


∫

g1 dµ
...∫

gd dµ

 .
Definirajmo funkciju Ψ sa

Ψ(x, θ) =

(
∂

∂θ
log f (x|θ)

)T

∈ Rk.

Fisherova informacija je funkcija F : Θ→ Rk×k definirana sa

F (θ) = EθΨ(X, θ)Ψ(X, θ)T .

Uz pretpostavku da je
∫

∂
∂θ

f (x|θ)dµ(x) = 0 imamo

EθΨ(X, θ) =

∫ ( ∂
∂θ

f (x|θ))T

f (x|θ)
f (x|θ) dµ(x) =

∫ (
∂

∂θ
f (x|θ)

)T

dµ(x) = 0.

Dakle, u tom slučaju je Fisherova informacija zapravo kovarijacijska matrica od Ψ(X, θ),

F (θ) = Varθ(Ψ(X, θ)).

Ako vrijedi
∫

∂2

∂θ2 f (x|θ) dµ(x) = 0, tada je

EθΨ̇(X, θ) =

∫  ∂∂θ
(
∂
∂θ

f (x|θ)
)T

f (x|θ)

 f (x|θ) dµ(x)

=

∫ f (x|θ) ∂2

∂θ2 f (x|θ) − ( ∂
∂θ

f (x|θ))T ∂
∂θ

f (x|θ)
f (x|θ)2 f (x|θ) dµ(x)

= 0 −
∫

Ψ(x, θ)Ψ(x, θ)T f (x|θ) dµ(x)

= −F (θ).
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Dakle, u tom slučaju za Fisherovu informaciju vrijedi

F (θ) = −EθΨ̇(X, θ). (4.1)

Ilustrirajmo na primjeru prethodno uvedene pojmove.

Primjer 4.0.1. Promatramo normalni model N(µ, σ2), tj. gustoća je zadana sa

f (x|µ, σ2) =
1

√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 .

Tada je

log f (x|µ, σ2) = − log(
√

2πσ2) −
(x − µ)2

2σ2 .

Izračunajmo sada Ψ, Ψ̇ i Fisherovu informaciju F .

Ψ(x, (µ, σ2)) =

[
∂
∂µ

log f (x|µ, σ2)
∂
∂σ2 log f (x|µ, σ2)

]
=

 (x−µ)
σ2

− 1
2σ2 +

(x−µ)2

2σ4


Ψ̇(x, (µ, σ2)) =

 − 1
σ2 −

(x−µ)
σ4

−
(x−µ)
σ4

1
2σ4 −

(x−µ)2

σ6

 .
Kako u ovom primjeru vrijedi

∫
∂2

∂θ2 f (x|θ) dx = 0, Fisherovu informaciju možemo izračunati
iz (4.1). Koristeći da je Eθ(X − µ) = 0 i Eθ(X − µ)2 = σ2, slijedi

F (µ, σ2) = −EθΨ̇(X, (µ, σ2)) =

[ 1
σ2 0
0 1

2σ4

]
.

Pogledajmo još jedan primjer za diskretni model.

Primjer 4.0.2. Promatramo Poissonov model P(θ), tj. gustoća je zadana sa

f (x|θ) =
θx

x!
e−θ , x ∈ N0.

Tada je
log f (x|θ) = x log(θ) − θ − log(x!) , x ∈ N0.

Odredimo Ψ, Ψ̇ i Fisherovu informaciju F .

Ψ(x, θ) =
∂

∂θ
log f (x|θ) =

x
θ
− 1

Ψ̇(x, θ) = −
x
θ2 .
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Pokažimo da i u ovom primjeru vrijedi
∫

∂2

∂θ2 f (x|θ) dµ(x) = 0,∫
∂2

∂θ2 f (x|θ) dµ(x) =

∞∑
k=0

∂2

∂θ2 f (k|θ) =

∞∑
k=0

θ2 + k2 − (2θ + 1)k
θ2 · f (k|θ)

=
1
θ2 Eθ

[
θ2 + X2 − (2θ + 1)X

]
=

1
θ2

(
θ2 + θ2 + θ − (2θ + 1)θ

)
= 0.

U prethodnom računu smo koristili da je EθX = θ i Varθ(X) = θ, takoder integral je
zapravo suma, jer je u ovom slučaju µ brojeća mjera. Sada možemo izračunati F koristeći
(4.1):

F (θ) = −EθΨ̇(X, θ) =
1
θ
.

Prije nego iskažemo i dokažemo glavni rezultat ovog poglavlja podsjetimo se dvaju
rezultata iz diferencijalnog računa funkcija više varijabli.

Teorem 4.0.3. Ako je f : Rd → Rk takva da ḟ postoji i neprekidna je na kugli B(x0, r) =

{x ∈ Rd : |x − x0| < r}, tada za t ∈ Rd, |t| < r vrijedi

f (x0 + t) = f (x0) +

∫ 1

0
ḟ (x0 + ut) du · t.

Dokaz. Definirajmo funkciju h : R→ Rk, h(u) = f (x0 + ut). Tada je

ḣ(u) = ḟ (x0 + ut) · t,

odakle slijedi

f (x0 + t) − f (x0) = h(1) − h(0) =

∫ 1

0
ḣ(u) du =

∫ 1

0
ḟ (x0 + ut) · t du

=

∫ 1

0
ḟ (x0 + ut) du · t. (4.2)

�

Teorem 4.0.4. Ako je f : Rd → R takva da f̈ postoji i neprekidna je na kugli B(x0, r) =

{x ∈ Rd : |x − x0| < r}, tada za t ∈ Rd, |t| < r vrijedi

f (x0 + t) = f (x0) + ḟ (x0) · t + tT ·

∫ 1

0

∫ 1

0
v f̈ (x0 + uvt) du dv · t.
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Dokaz. Definirajmo funkciju h : R→ R, h(u) = f (x0 + ut). Tada je

ḣ(u) = ḟ (x0 + ut) · t i ḧ(u) = tT · f̈ (x0 + ut) · t. (4.3)

Koristeći metodu parcijalne integracije slijedi

h(1) − h(0) =

∫ 1

0
ḣ(v) dv = (v − 1) · ḣ(v)

∣∣∣∣∣1
0
−

∫ 1

0
(v − 1) · ḧ(v) dv

= ḣ(0) −
∫ 1

0
(v − 1) · ḧ(v) dv. (4.4)

Još jednom primjenom parcijalne integracije slijedi∫ 1

0
(v − 1) · ḧ(v) dv = (v − 1)

∫ v

0
ḧ(s) ds

∣∣∣∣∣1
0
−

∫ 1

0

∫ v

0
ḧ(s) ds dv

= −

∫ 1

0

∫ 1

0
v · ḧ(uv) du dv. (4.5)

Koristeći (4.3), (4.4) i (4.5) slijedi tražena tvrdnja. �

Sljedeći teorem je najavljeni rezultat koji daje uvjete uz koje postoji jako konzistentan
niz korijena jednadžbe vjerodostojnosti te koji je uz to i asimptotski normalan.

Teorem 4.0.5. Neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slučajnih vari-
jabli s gustoćom f (x|θ) (obzirom na mjeru µ) te neka je θ0 ∈ Θ prava vrijednost parametra.
Ako su zadovoljeni sljedeći uvjeti:

(a) Θ ⊂ Rk je otvoren,

(b) druge parcijalne derivacije od f (x|θ) obzirom na θ postoje i neprekidne su za svaki
x te vrijedi ∫

∂i

∂θi f (x|θ) dµ(x) = 0 za i = 1, 2,

(c) postoji funkcija K(x) takva da je Eθ0 K(X) < ∞ i svaka komponenta funkcije |Ψ̇(x, θ)|
je uniformno omedena sa K(x) na nekoj okolini od θ0,

(d) F (θ0) = −Eθ0Ψ̇(X, θ0) je pozitivno definitna matrica.

Tada postoji jako konzistentan niz (θ̂n)n∈N korijena jednadžbe vjerodostojnosti za koji vri-
jedi:

√
n(θ̂n − θ0)

D
−→ N(0,F (θ0)−1).
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Dokaz. Dokaz provodimo u dva koraka. Prvo dokazujemo egzistenciju konzistentnih ko-
rijena jednadžbe vjerodostojnosti, a potom asimptotsku normalnost.

1. Postojanje konzistentnih korijena.
Neka je δ > 0 takav da je S δ = {θ : |θ − θ0| ≤ δ} sadržan u okolini od θ0 na kojoj su
sve komponente od |Ψ̇(x, θ)| uniformno omedene sa K(x). Skup S δ je kompaktan i
funkcija θ 7→ f (x|θ) je neprekidna. Kako neprekidna funkcija na kompaktnom skupu
postiže maksimum, za svaki n ∈ N postoji θ̂n takav da vrijedi

Ln(θ̂n) = max
θ∈S δ

Ln(θ). (4.6)

Ako pokažemo da su zadovoljene sve pretpostavke teorema 3.0.8, tada primjenom
tog teorema na skup S δ slijedi jaka konzistentnost niza (θ̂n)n∈N. Zbog konzistentnosti
niza (θ̂n)n∈N, za dovoljno velike n ∈ N tada vrijedi da je θ̂n ∈ Int(S δ). Dakle, zbog
(4.6) slijedi da je θ̂n korijen jednadžbe vjerodostojnosti, tj. vrijedi l̇n(θ̂n) = 0. Dakle,
preostaje pokazati da su zadovoljene sve pretpostavke teorema 3.0.8. Uvjeti (a) i (b)
su očito zadovoljeni pa pokažimo još da vrijedi i uvjet (c). Primjenom teorema 4.0.4
na funkciju U(x, θ) = log f (x|θ)

f (x|θ0) imamo

U(x, θ) =U(x, θ0) + Ψ(x, θ0)T (θ − θ0)

+ (θ − θ0)T

(∫ 1

0

∫ 1

0
λΨ̇(x, θ0 + λu(θ − θ0)) dλdu

)
(θ − θ0).

Funkcija x 7→ Ψ(x, θ0) je integrabilna, U(x, θ0) = 0 i zadnji član u gornjem izrazu
je ograničen integrabilnom funkcijom jer su sve komponente od Ψ̇ ograničene inte-
grabilnom funkcijom K. Dakle, postoji integrabilna funkcija x 7→ K̃(x) takva da je
|U(x, θ)| ≤ K̃(x) za sve x i sve θ ∈ S δ.

2. Asimptotska normalnost
Za log-vjerodostojnost vrijedi l̇n(θ)T

=
∑n

i=1 Ψ(Xi, θ). Koristeći teorem 4.0.3 dobijemo

l̇n(θ)T
= l̇n(θ0)T

+

∫ 1

0

n∑
i=1

Ψ̇(Xi, θ0 + λ(θ − θ0)) dλ (θ − θ0). (4.7)

Neka je (θ̂n)n∈N jako konzistentan niz korijena jednadžbe vjerodostojnosti, dakle za
dovoljno velike n ∈ N je l̇n(θ̂n) = 0 (u prvom dijelu dokaza je pokazano da takav niz
postoji). Uvrštavanjem θ = θ̂n u (4.7) i dijeljenjem s

√
n slijedi

1
√

n
l̇n(θ0)T

= Bn
√

n(θ̂n − θ0),
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gdje je

Bn = −

∫ 1

0

1
n

n∑
i=1

Ψ̇(Xi, θ0 + λ(θ̂n − θ0)) dλ.

Kako je Eθ0Ψ(X, θ0) = 0 i Varθ0Ψ(X, θ0) = F (θ0), primjenom centralnog graničnog
teorema slijedi

1
√

n
l̇n(θ0)T

=
√

n

1
n

n∑
i=1

Ψ(Xi, θ0)

 D
−→ Z ∼ N(0,F (θ0)).

Ako pokažemo da Bn
g.s.
−−→ F (θ0), tada za dovoljno velike n ∈ N postoji B−1

n , jer
je F (θ0) regularna i preslikavanje A 7→ det(A) je neprekidno. Takoder, kako je
preslikavanje A 7→ A−1 neprekidno slijedi B−1

n
g.s.
−−→ F (θ0)−1, pa primjenom teorema

1.2.9 (Slutsky) slijedi tražena tvrdnja:

√
n(θ̂n − θ0) = B−1

n
1
√

n
l̇n(θ0)T D

−→ F (θ0)−1Z ∼ N(0,F (θ0)−1).

Neka je ε > 0. Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji lako
se pokaže da je funkcija θ 7→ Eθ0Ψ̇(X, θ) neprekidna u θ0, pa postoji δ > 0 takav da
vrijedi:

|θ − θ0| < δ =⇒ |Eθ0Ψ̇(X, θ) + F (θ0)| < ε.

Pritom je δ izabran dovoljno mali, tako da je skup S δ = {θ : |θ − θ0| ≤ δ} sadržan u
okolini od θ0 na kojoj su sve komponente od |Ψ̇(x, θ)| uniformno omedene sa K(x).
Koristeći uniformi jaki zakon velikih brojeva ( teorem 2.0.1) zaključujemo da postoji
n0 ∈ N takav da vrijedi:

n ≥ n0 =⇒ sup
θ∈S δ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Ψ̇(Xi, θ) − Eθ0Ψ̇(X, θ)
∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Preciznije postoji dogadaj vjerojatnosti jedan na kojemu vrijedi prethodno i n0 ovisi
o realizaciji niza X1, X2, . . ., ali u nastavku radi jednostavnosti to nećemo posebno
naglašavati. Zbog jake konzistentnosti niza (θ̂n)n∈N postoji n1 ∈ N takav da za n ∈ N,
n ≥ n1 vrijedi |θ̂n − θ0| < δ. Sada za svaki n ≥ max{n0, n1} imamo:

|Bn − F (θ0)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Ψ̇
(
Xi, θ0 + λ(θ̂n − θ0)

)
+ F (θ0)

∣∣∣∣∣ dλ
≤

∫ 1

0
sup
θ∈S δ

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Ψ̇(Xi, θ) − Eθ0Ψ̇(X, θ)
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣Eθ0Ψ̇(X, θ) + F (θ0)
∣∣∣ dλ

≤ 2ε.
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Dakle, vrijedi Bn
g.s.
−−→ F (θ0). �

Napomena 4.0.6. Često se kaže da prethodni teorem pokazuje da je procjenitelj maksi-
malne vjerodostojnosti konzistentan i asimptotski normalan, medutim to nije sasvim točno.
Sve što teorem tvrdi je da uz zadane uvjete postoji konzistentan niz korijena jednadžbe
vjerodostojnosti koji je asimptotski normalan. Naime, uz zadane uvjete procjenitelj maksi-
malne vjerodostojnosti uopće ne mora postojati. Nadalje, čak i ako postoji i zadovoljava
jednadžbu vjerodostojnosti ne mora nužno biti konzistentan. Takoder u slučaju da korijen
jednadžbe vjerodostojnosti nije jedinstven, teorem nam ne odgovara na pitanje koji korijen
izabrati.

Primjer 4.0.7. Neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slučajnih
varijabli s gustoćom

f (x|θ) =
1

π(1 + (x − θ)2)
, θ ∈ R.

Dakle, radi se o Cauchyjevoj distribuciji s parametrom θ. Neka je θ0 ∈ R prava vrijednost
parametra. Može se pokazati da su zadovoljene sve pretpostavke teorema 4.0.5 i da je
F (θ0) = 1

2 . Dakle, po teoremu 4.0.5 slijedi da postoji konzistentan niz (θ̂n)n∈N korijena
jednadžbe vjerodostojnosti takav da

√
n(θ̂n − θ0)

D
−→ N(0, 2).

Odredimo jednadžbu vjerodostojnosti. Funkcija log-vjerodostojnosti je

ln(θ) = −n log(π) −
n∑

i=1

log(1 + (Xi − θ)2).

Deriviranjem i izjednačavanjem derivacije s 0 dolazimo do jednadžbe vjerodostojnosti

l̇n(θ) = 2
n∑

i=1

(Xi − θ)
1 + (Xi − θ)2 = 0. (4.8)

Radi se o nelinearnoj jednadžbi koja se može svesti na traženje nultočki polinoma velikog
stupnja (općenito stupnja 2n − 1, gdje je n veličina uzorka). Dakle, općenito će imati više
korijena te ne znamo odrediti rješenja u eksplicitnom obliku, pa vidimo da uopće nije jasno
koji korijen izabrati.

Pokažimo za kraj ovog poglavlja nekoliko primjera gdje teorem 4.0.5 uistinu garantira
konzistentnost i asimptotsku normalnost niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti.
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Primjer 4.0.8. Neka je (x1, x2, . . . , xn) realizacija slučajnog uzorka (X1, X2, . . . , Xn) iz mo-
dela P = { f (x|θ) : θ ∈ Θ}, gdje je

f (x|α, β) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, θ = (α, β), Θ = 〈0,+∞〉 × 〈0,+∞〉.

Funkcija log-vjerodostojnosti je

ln(α, β) = −n log(Γ(α)) + nα log(β) + (α − 1)
n∑

i=1

log(xi) − β
n∑

i=1

xi.

Jednadžba vjerodostojnosti l̇n(α, β) = 0 se svodi na sustav jednadžbi

∂

∂α
ln(α, β) = −nψ(α) + n log(β) +

n∑
i=1

log(xi) = 0

∂

∂β
ln(α, β) =

nα
β
−

n∑
i=1

xi = 0,

gdje je ψ(α) = ∂
∂α

log(Γ(α)) =
Γ̇(α)
Γ(α) . Iz druge jednadžbe slijedi

β =
nα
n∑

i=1
xi

(4.9)

pa uvrštavanjem u prvu jednadžbu, dobijemo jednadžbu

ψ(α) − log(α) =
1
n

n∑
i=1

log(xi) − log

1
n

n∑
i=1

xi

 . (4.10)

Funkcija x 7→ log(x) je strogo konkavna, pa je

1
n

n∑
i=1

log(xi) − log

1
n

n∑
i=1

xi

 < 0.

Nadalje, funkcija H(α) B ψ(α) − log(α), H : 〈0,+∞〉 → 〈−∞, 0〉 je strogo rastuća i
neprekidna, pa zaključujemo da postoji jedinstveno rješenje jednadžbe (4.10):

α̂ = H−1

1
n

n∑
i=1

log(xi) − log

1
n

n∑
i=1

xi

 .
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Uvrštavanjem α̂ u (4.9) dolazimo do jedinstvenog korijena jednadžbe vjerodostojnosti
(α̂, β̂). Da bi pokazali da je to točka globalnog maksimuma funkcije ln na Θ dovoljno
je pokazati da je matrica druge derivacije (hessian) od ln,

l̈n(α, β) =

[
−nψ′(α) n

β
n
β

−nα
β2

]
,

negativno definitna na Θ. Ako pokažemo da je −l̈n(α, β) pozitivno definitna za sve (α, β) ∈ Θ

tada je l̈n(α, β) negativno definitna za sve (α, β) ∈ Θ.

−l̈n(α, β) =

[
nψ′(α) − n

β

− n
β

nα
β2

]
.

Kako je nψ′(α) > 0 i det(−l̈n(α, β)) = n2

β2 (αψ′(α) − 1) > 0 za svaki (α, β) ∈ Θ, koristeći
Sylvesterov kriterij, slijedi da je −l̈n(α, β) pozitivno definitna za svaki (α, β) ∈ Θ. Dakle,
za svaki n ∈ N procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti postoji i jedinstveni je korijen
jednadžbe vjerodostojnosti. Ako pokažemo da su zadovoljene sve pretpostavke teorema
4.0.5, tada slijedi da je niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti jako konzistentan
i asimptotski normalan. Pretpostavka (a) je očito zadovoljena i direktnim računom se
pokaže da vrijedi (b). Neka je θ0 = (α0, β0). Izračunajmo Ψ̇(α, β) i F (α0, β0):

log f (x|α, β) = − log Γ(α) + α log(β) + (α − 1) log(x) − βx,

Ψ(x, (α, β)) =
∂

∂θ
log f (x|θ) =

[
−ψ(α) + log(β) + log(x)

α
β
− x

]
,

Ψ̇(x, (α, β)) =

[
−ψ′(α) 1

β
1
β

− α
β2

]
,

F (α0, β0) = −Eθ0Ψ̇(X, (α0, β0)) =

ψ′(α0) − 1
β0

− 1
β0

α0
β2

0

 .
Vidimo da Ψ̇(x, (α, β)) ne ovisi o x i sve komponente su neprekidne po θ, pa slijedi da je
zadovoljen uvjet (c). Koristeći Sylvesterov kriterij slijedi da je matrica F (α0, β0) pozitivno
definitna, pa je zadovoljena i pretpostavka (d). Dakle, zadovoljene su sve pretpostavke
teorema 4.0.5 i pokazali smo da je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti jedini korijen
jednadžbe vjerodostojnosti, pa zaključujemo da je niz procjenitelja maksimalne vjerodos-
tojnosti jako konzistentan i asimptotski normalan.

Jedna široka klasa modela u kojima se procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti lijepo
ponaša su eksponencijalne familije. Prethodni primjer takoder spada pod tu klasu, naime
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radilo se o gustoćama Γ(α, β) distribucije i taj model je 2-parametarska eksponencijalna
familija. U sljedećem primjeru pokazujemo da u jednoparametarskoj eksponencijalnoj
familiji procjenitelji maksimalne vjerodostojnosti postoje, konzistentni su i asimptotski
normalni. Kako velik broj često korištenih modela spada pod eksponencijalne familije,
ovaj rezultat donekle opravdava popularnost procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti u
primjenama.

Primjer 4.0.9 (jednoparametarska eksponencijalna familija).
Promatramo model P = { f (·|η) : η ∈ Θ = Int Σ}, gdje su gustoće oblika

f (x|η) = h(x) · eηt(x)−A(η) , x ∈ R,

za neku nenegativnu izmjerivu funkciju h : R → [0,+∞〉, koja ima neprazan nosač i
izmjerivu funkciju t : R → R, takvu da je Pη(t(X) = c) , 1, za sve c ∈ R i sve η ∈ Θ. Skup
Σ je zadan kao

Σ =

{
η ∈ R :

∫
R

eηt(x) · h(x) dx < +∞

}
.

Skup Σ je konveksan, pa je Θ = Int Σ otvoren interval. Nadalje,

A(η) = log
∫
R

eηt(x) · h(x) dx , η ∈ Θ.

Pokažimo da ovaj model zadovoljava sve uvjete teorema 4.0.5. Skup Θ je otvoren interval,
dakle vrijedi (a). Može se pokazati (pogledati [9]) da je funkcija η 7→ A(η) klase C∞(Θ) i
da vrijedi:

A′(η) = Eη(t(X)), (4.11)
A′′(η) = Varη(t(X)). (4.12)

Izračunajmo ∂
∂η

f (x|η) i ∂2

∂η2 f (x|η):

∂

∂η
f (x|η) = (t(x) − A′(η)) · eηt(x)−A(η) · h(x) = (t(x) − A′(η)) · f (x|η) (4.13)

∂2

∂η2 f (x|η) = −A′′(η) · f (x|η) + (t(x) − A′(η)) ·
∂

∂η
f (x|η)

= −A′′(η) · f (x|η) + (t(x) − A′(η))2 · f (x|η). (4.14)
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Koristeći (4.11), (4.12), (4.13) i (4.14) slijedi:∫
∂

∂η
f (x|η) dx =

∫
(t(x) − A′(η)) · f (x|η) dx = Eη[t(X) − A′(η)]

= Eη[t(X)] − Eη[A′(η)] = 0∫
∂2

∂η2 f (x|η) dx = −

∫
A′′(η) · f (x|η) dx +

∫
(t(x) − A′(η))2 · f (x|η) dx

= −A′′(η) + Eη[(t(X) − A′(η))2]
= −A′′(η) + Varη(t(X)) = 0.

Dakle, vrijedi uvjet (b). Izračunajmo Ψ̇(x, η):

log f (x|η) = η · t(x) − A(η) + log(h(x))

Ψ(x, η) =
∂

∂η
log f (x|η) = t(x) − A′(η)

Ψ̇(x, η) =
∂2

∂η2 log f (x|η) = −A′′(η).

Neka je η0 ∈ Θ. Skup Θ je otvoren interval, pa postoji ε > 0 takav da za Iη0 B [η0−ε, η0+ε]
vrijedi Iη0 ⊂ Θ. Funkcija η 7→ |A′′(η)| je neprekidna, pa poprima maksimum Mη0 B
max
η∈Iη0

|A′′(η)| na kompaktnom skupu Iη0 . Sada za sve x ∈ R i η ∈ 〈η0 − ε, η0 + ε〉 vrijedi

|Ψ̇(x, η)| = |A′′(η)| ≤ Mη0 .

Dakle, vrijedi uvjet (c). Preostaje još provjeriti uvjet (d). Za Fisherovu informaciju vrijedi

F (η0) = −Eη0Ψ̇(X, η0) = A′′(η0) = Varη0(t(X)) > 0,

pa je zadovoljen i uvjet (d). Da bi pokazali da je niz procjenitelja maksimalne vjerodos-
tojnosti jako konzistentan i asimptotski normalan, dovoljno je pokazati da na dogadaju
Pη0-vjerojatnosti jedan, za dovoljno velike n ∈ N, postoji procjenitelj maksimalne vjero-
dostojnosti η̂n = η̂n(X1, X2, . . . , Xn) koji je ujedno i jedinstveni korijen jednadžbe vjerodos-
tojnosti

l̇n(η) =
∂

∂η

n∑
i=1

log f (Xi|η) =

n∑
i=1

t(Xi) − nA′(η) = 0. (4.15)

Iz (4.15) slijedi

l̇n(η) = 0 ⇐⇒ A′(η) =
Tn

n
, (4.16)

gdje je Tn =
∑n

i=1 t(Xi). Kako je Eη0t(Xi) = A′(η0), primjenom jakog zakona velikih brojeva
slijedi

Tn

n

Pη0 -g.s.
−−−−−→ A′(η0). (4.17)
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Funkcija η 7→ A′(η) je neprekidna i strogo rastuća na otvorenom intervalu Θ, jer za njenu
derivaciju vrijedi

A′′(η) = Varη(t(X1)) > 0 , za svaki η ∈ Θ.

Slika strogo rastuće neprekidne funkcije definirane na otvorenom intervalu je otvoren in-
terval, pa je skup I = A′(Θ) otvoren interval koji zadrži A′(η0). Kako je A′(η0) ∈ I i
(Pη0-g.s.) lim

n→∞

Tn
n = A′(η0), na skupu Pη0-vjerojatnosti jedan postoji n0 ∈ N takav da je za

sve n ≥ n0, Tn
n ∈ I. Za svaki takav n ∈ N jednadžba A′(η) = Tn

n ima jedinstveno rješenje
η̂n ∈ Θ i to je po (4.16) jedinstveni korijen jednadžbe vjerodostojnosti. Budući da je za
svaki η ∈ Θ, l̈n(η) = −nA′′(η) < 0, zaključujemo da je η̂n točka globalnog maksimuma od
ln, dakle, η̂n je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti.

Napomena 4.0.10. Uočimo da možemo promatrati različite parametrizacije istih gustoća.
Medutim, to nije problem jer se može pokazati da je procjenjivanje metodom maksimalne
vjerodostojnosti invarijantno na funkcijske transformacije. Odnosno, ako je θ̂ procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti za θ i τ(θ) funkcija od θ, tada je τ(θ̂) procjenitelj maksimalne
vjerodostojnosti za τ(θ).



Poglavlje 5

Asimptotska efikasnost

U ovom poglavlju uvodimo pojam asimptotske efikasnosti i dajemo metodu kojom iz kon-
zistentnog i asimptotski normalnog niza procjenitelja možemo dobiti asimptotski efikasan
niz procjenitelja.

Definicija 5.0.1. Neka je (Xn : n ∈ N) niz nezavisnih i jednako distribuiranih slučajnih
varijabli iz modela P = { f (·|θ) : θ ∈ Θ}. Niz procjenitelja (θ̂n)n∈N za θ, takav da

√
n(θ̂n − θ)

D
−→ N(0,Σ(θ))

je asimptotski efikasan ako je Σ(θ) = F (θ)−1, za svaki θ ∈ Θ.

Direktno iz prethodne definicije slijedi da je uz uvjete teorema 4.0.5, niz konzistentnih
korijena jednadžbe vjerodostojnosti iz tog teorema ujedno i asimptotski efikasan. Dakle,
niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti će često biti asimptotski efikasan, što je još
jedno lijepo svojstvo tih procjenitelja i dodatni razlog njihove popularnosti. Medutim, kao
što smo već vidjeli u primjeru 4.0.7 iz prethodnog poglavlja, nekada nije sasvim jednos-
tavno odrediti korijene jednadžbe vjerodostojnosti. To nas motivira da u takvim situaci-
jama pokušamo doći do nekog jednostavnijeg niza procjenitelja koji će biti asimptotski
ekvivalentan nizu procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. U nastavku dajemo motiva-
ciju i ideju za jednu takvu metodu ”poboljšanja” asimptotski normalnog niza procjenitelja.
Pretpostavimo da imamo niz procjenitelja (θ̃n)n∈N za θ, takav da

√
n(θ̃n − θ)

D
−→ N(0,Σ(θ)).

Htjeli bi iz tog niza doći do niza procjenitelja (θ̃(1)
n )n∈N koji je asimptotski efikasan, a raz-

log tome je što će asimptotski efikasni nizovi procjenitelja često imati manju asimptotsku
varijancu. Takoder, želimo da bude relativno lako izračunati te procjenitelje. Naime, u
slučajevima kao što su primjeri 4.0.7 i 4.0.8 računanje nultočki jednadžbe vjerodostojnosti

34
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je iznimno komplicirano. Tada bi u takvim situacijama možda mogli doći do jednostavnijih
asimptotski efikasnih procjenitelja poboljšavanjem procjenitelja dobivenih metodom mo-
menata, koji su često jednostavni za odrediti i asimptotski normalni. Ilustrirajmo opisanu
situaciju na jednom primjeru.

Primjer 5.0.2. Neka je X1, X2, . . . Xn slučajni uzorak iz modela P = { f (x|θ) : θ ∈ Θ}, gdje
su gustoće zadane kao

f (x|θ) =
e−(x−θ)

(1 + e−(x−θ))2 .

Parametar θ u ovom slučaju predstavlja očekivanje i median. Koristeći centralni granični
teorem slijedi da za niz uzoračkih sredina (Xn)n∈N vrijedi

√
n(Xn − θ)

D
−→ N(0,

π2

3
).

Takoder, može se pokazati (pogledati [4]) da za niz uzoračkih medijana (Mn)n∈N vrijedi

√
n(Mn − θ)

D
−→ N(0, 4).

Fisherova informacija u ovom primjeru je F (θ) = 1
3 , za svaki θ ∈ R, pa je asimptotska

varijanca asimptotski efikasnog niza procjenitelja jednaka 3, što je manje od 4 i π2

3 ≈

3.2899. Dakle, isplatilo bi se poboljšati nizove procjenitelja (Xn)n∈N i (Mn)n∈N na način da
dodemo do asimptotski efikasnih nizova.

Ideja je iskoristiti jako konzistentan i asimptotski efikasan niz korijena jednadžbe vje-
rodostojnosti, čiju egzistenciju garantira teorem 4.0.5. Naime, ako imamo neki jako kon-
zistentan i asimptotski normalan niz procjenitelja (θ̃n)n∈N, možemo napraviti jednu iteraciju
Newtonove metode za traženje nultočke primjenjenu na funkciju l̇n s početnom procjenom
θ̃n. Dakle, definiramo niz

θ̃(1)
n = θ̃n − l̈n(θ̃n)−1l̇n(θ̃n)T

.

Tada očekujemo da ćemo se na taj način dovoljno približiti asimptotski efikasnom nizu
nultočki jednadžbe vjerodostojnosti i da će ta dva niza postati asimptotski ekvivalentna, pa
će onda i niz (θ̃(1)

n )n∈N biti asimptotski efikasan. Takoder, kako uz odredene pretpostavke
niz (1

n l̈n(θ̃n))n∈N konvergira prema −F (θ), očekujemo da će biti dobar i niz definiran kao

θ∗n = θ̃n +
1
n
F (θ̃n)−1 l̇n(θ̃n)T

.

Sljedeći teorem opravdava opisanu metodu.
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Teorem 5.0.3. Neka je (θ̃n)n∈N jako konzistentan niz procjenitelja za θ takav da

√
n(θ̃n − θ)

D
−→ N(0,Σ(θ)),

gdje je Σ(θ) pozitivno definitna matrica za svaki θ ∈ Θ. Pretpostavimo da vrijede sve
pretpostavke teorema 4.0.5 i da je funkcija θ 7→ F (θ) neprekidna. Tada su nizovi definirani
sa

θ̃(1)
n = θ̃n − l̈n(θ̃n)−1l̇n(θ̃n)T

i θ∗n = θ̃n +
1
n
F (θ̃n)−1l̇n(θ̃n)T

asimptotski efikasni.

Dokaz. Neka je (θ̂n)n∈N jako konzistentan i asimptotski efikasan niz korijena jednadžbe
vjerodostojnosti čiju egzistenciju garantira teorem 4.0.5. Koristeći teorem 4.0.3 dobijemo

l̇n(θ̃n)T
= l̇n(θ̂n)

T
+

∫ 1

0
l̈n

(
θ̂n + v(θ̃n − θ̂n)

)
dv(θ̃n − θ̂n). (5.1)

Kako je l̇n(θ̂n) = 0 za dovoljno velike n ∈ N, iz (5.1) slijedi

l̇n(θ̃n)T
=

∫ 1

0
l̈n

(
θ̂n + v(θ̃n − θ̂n)

)
dv(θ̃n − θ̂n). (5.2)

Nadalje, direktno iz definicije niza (θ̃(1)
n )n∈N vidimo da vrijedi

(θ̃(1)
n − θ̂n) = (θ̃n − θ̂n) − l̈n(θ̃n)−1l̇n(θ̃n)T

. (5.3)

Koristeći (5.2) i (5.3), slijedi

√
n(θ̃(1)

n − θ̂n) =

[
I − l̈n(θ̃n)−1

∫ 1

0
l̈n

(
θ̂n + v(θ̃n − θ̂n)

)
dv

]
√

n(θ̃n − θ̂n). (5.4)

Pretpostavka je da su zadovoljeni uvjeti teorema 4.0.5 i da su nizovi (θ̃n)n i (θ̂n)n jako
konzistentni, pa primjenom uniformnog jakog zakona velikih brojeva (teorem 2.0.1) na
sličan način kao u teoremu 4.0.5, slijedi

1
n

l̈n(θ̃n)
Pθ-g.s.
−−−−→ −F (θ) i

1
n

∫ 1

0
l̈n

(
θ̂n + v(θ̃n − θ̂n)

)
dv

Pθ-g.s.
−−−−→ −F (θ).

Dakle, vrijedi

An B

[
I − l̈n(θ̃n)−1

∫ 1

0
l̈n

(
θ̂n + v(θ̃n − θ̂n)

)
dv

]
Pθ-g.s.
−−−−→ 0.
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Nizovi (
√

n(θ̃n − θ))n∈N i (
√

n(θ̂n − θ))n∈N su asimptotski normalni, pa po propoziciji 1.2.12
slijedi da su ograničeni po vjerojatnosti. Kako je

√
n(θ̃n− θ̂n) =

√
n(θ̃n−θ)−

√
n(θ̂n−θ), sli-

jedi da je i niz (
√

n(θ̃n− θ̂n))n∈N takoder ograničen po vjerojatnosti, jer je suma dva niza koja
su ograničena po vjerojatnosti. Uvedimo oznaku Yn =

√
n(θ̃n − θ̂n). U nastavku pokazu-

jemo da
√

n(θ̃(1)
n − θ̂n) = AnYn

Pθ
−→ 0. Neka je ‖ · ‖ operatorska norma inducirana vektorskom

normom ‖ · ‖2. Zbog jednostavnosti u nastavku koristimo istu oznaku za matričnu normu i
za vektorsku normu, ali to u ovom slučaju neće stvarati probleme. Trebamo pokazati da za
svaki ε > 0 vrijedi

lim
n→∞

Pθ (‖AnYn‖ ≥ ε) = 0.

Zbog konzistentnosti operatorske norme je ‖AnYn‖ ≤ ‖An‖ · ‖Yn‖, pa je

Pθ (‖AnYn‖ ≥ ε) ≤ Pθ (‖An‖ · ‖Yn‖ ≥ ε) .

Dakle, dovoljno je pokazati

lim
n→∞

Pθ (‖An‖ · ‖Yn‖ ≥ ε) = 0.

Neka je ε1 > 0. Niz (Yn)n∈N je ograničen po vjerojatnosti, pa postoje M > 0 i n0 ∈ N takvi
da za svaki n ≥ n0 vrijedi

Pθ(‖Yn‖ > M) ≤
ε1

2
. (5.5)

Nadalje, niz (An)n∈N konvergira gotovo sigurno, pa konvergira i po vjerojatnosti. Zato
postoji n1 ∈ N, takav da za svaki n ≥ n1 vrijedi

Pθ

(
‖An‖ ≥

ε

M

)
<
ε1

2
. (5.6)

Koristeći (5.5) i (5.6), slijedi da za svaki n ∈ N, n ≥ max{n0, n1} vrijedi

Pθ

(
‖An‖ · ‖Yn‖ ≥ ε

)
= Pθ

(
‖An‖ · ‖Yn‖ ≥ ε, ‖Yn‖ > M

)
+ Pθ

(
‖An‖ · ‖Yn‖ ≥ ε, ‖Yn‖ ≤ M

)
≤ Pθ

(
‖Yn‖ > M

)
+ Pθ

(
‖An‖ ≥

ε

M
)
< ε1.

Dakle, niz
√

n(θ̃(1)
n − θ̂n) konvergira po vjerojatnosti prema 0. Korištenjem teorema 1.2.9

(Slutsky) slijedi

√
n(θ̃(1)

n − θ) =
√

n(θ̃(1)
n − θ̂n) +

√
n(θ̂n − θ)

D
−→ N(0,F (θ)−1).

Na potpuno isti način se pokaže asimptotska efikasnost niza (θ∗n)n∈N. �

Za kraj pokažimo jednu primjenu prethodnog teorema.
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Primjer 5.0.4. Neka je X1, X2, . . . , Xn slučajni uzorak iz modela P = { f (·|θ) : θ ∈ R}, gdje
su gustoće

f (x|θ) =
1

π(1 + (x − θ)2)
.

U primjeru 4.0.7 smo vidjeli da jednadžba vjerodostojnosti

l̇n(θ) = 2
n∑

i=1

(Xi − θ)
1 + (Xi − θ)2 = 0

ima više korijena koje nije jednostavno odrediti te da nije jasno koji od njih treba odabrati.
Dakle, odredivanje procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti nije sasvim jednostavno u
ovom slučaju. Zbog toga u ovom primjeru konstruiramo asimptotski efikasan niz procjeni-
telja za θ koji je lako odrediti iz danog uzorka. Neka je X(n;k), k ∈ {1, . . . , n}, k-ta po veličini
slučajna varijabla u slučajnom uzorku X1, X2, . . . , Xn. Dakle, vrijedi X(n;1) ≤ X(n;2) ≤ · · · ≤

X(n;n). Iako X(n;k) ovisi o n ∈ N, u nastavku to nećemo posebno naglašavati i koristimo
oznaku X(k) = X(n;k). Neka je mn = X(d n

2 e), gdje je za x ∈ R, dxe najmanji cijeli broj veći
ili jednak od x. Pokažimo da je (mn)n∈N jako konzistentan niz procjenitelja za θ. Za θ ∈ R,
neka je F = F(·|θ) funkcija distribucije od X1 i F̂n empirijska funkcija distribucije bazirana
na uzorku X1, X2, . . . , Xn, tj. vrijedi

F̂n(x) =
1
n

n∑
k=1

1{Xk≤x}. (5.7)

Odredimo funkciju F:

F(x) = F(x|θ) =

∫ x

−∞

f (t|θ) dt =

∫ x

−∞

1
π(1 + (t − θ)2)

dt

=

∫ x−θ

−∞

1
π(1 + t2)

dt

=
1
π

arctg(x − θ) +
1
2
. (5.8)

Iz (5.8) slijedi da je θ medijan distribucije F, odnosno da vrijedi

F(θ) =
1
2
. (5.9)

Nadalje, koristeći definiciju od mn i (5.7) slijedi da je

mn = min
{

x ∈ R
∣∣∣F̂n(x) ≥

1
2

}
. (5.10)
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Neka je ε > 0 proizvoljan. Zbog (5.9) te kako je funkcija F strogo rastuća slijedi da postoji
δ > 0 takav da je:

F(θ − ε) <
1
2
− δ, (5.11)

F(θ + ε) >
1
2

+ δ. (5.12)

Koristeći jaki zakon velikih brojeva slijedi

∀x ∈ R , F̂n(x)
Pθ-g.s.
−−−−→ F(x),

pa na skupu Pθ-vjerojatnosti jedan postoji N ∈ N, takav da za sve n ∈ N, n ≥ N vrijedi

|F̂n(θ − ε) − F(θ − ε)| < δ, (5.13)

|F̂n(θ + ε) − F(θ + ε)| < δ. (5.14)

Za n ≥ N je |mn − θ| ≤ ε, jer u slučaju da je mn < θ − ε, iz (5.10) i (5.13) bi slijedilo

F(θ − ε) > F̂n(θ − ε) − δ ≥ F̂n(mn) − δ ≥
1
2
− δ,

što je kontradikcija, jer je δ izabran tako da vrijedi (5.11). Isto tako kada bi vrijedilo
mn > θ + ε, iz (5.10) i (5.14) bi slijedilo

F(θ + ε) < F̂n(θ + ε) + δ ≤
1
2

+ δ,

što je kontradikcija, jer je δ izabran tako da vrijedi (5.12). Dakle, vrijedi mn
Pθ-g.s.
−−−−→ θ, od-

nosno niz procjenitelja (mn)n∈N je jako konzistentan. Nadalje, može se pokazati (pogledati
[4, str. 91]) da vrijedi

√
n(mn − θ)

D
−→ N(0,

π2

4
).

Dakle, (mn)n∈N je jako konzistentan niz procjenitelja za θ takav da vrijedi

√
n(mn − θ)

D
−→ N(0,

π2

4
).

Takoder, zadovoljene su i pretpostavke teorema 4.0.5, pa prema teoremu 5.0.3 slijedi da su
nizovi

m∗n = mn +
1
n
F (mn)−1l̇n(mn), (5.15)

m̃(1)
n = mn − l̈n(mn)−1 l̇n(mn) (5.16)
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asimptotski efikasni nizovi procjenitelja za θ. Kako je u ovom primjeru Fisherova in-
formacija vrlo jednostavna, F (θ) = 1

2 , niz (5.15) će biti jednostavniji od niza (5.16).
Uvrštavanjem

F (mn) =
1
2

i l̇n(mn) = 2
n∑

i=1

(Xi − mn)
1 + (Xi − mn)2

u (5.15) slijedi

m∗n = mn +
4
n

n∑
i=1

(Xi − mn)
1 + (Xi − mn)2 .

Uočimo da je u prethodnom primjeru, slično kao i u primjeru 5.0.2, za svaki θ ∈ Θ

asimptotska varijanca asimptotski efikasnog niza procjenitelja manja od asimptotske va-
rijance početnog niza procjenitelja. Postavlja se pitanje je li općenito asimptotska vari-
janca asimptotski efikasnog niza procjenitelja manja od asimptotske varijance bilo kojeg
asimptotski normalnog niza procjenitelja, medutim to nažalost nije točno. Sljedeći primjer
pokazuje da možemo naći asimptotski normalan niz procjenitelja koji može imati asimp-
totsku varijancu manju od F (θ)−1. Takav niz procjenitelja nazivamo superefikasnim nizom
procjenitelja.

Primjer 5.0.5. Neka je X1, X2, . . . , Xn, n ∈ N slučajni uzorak iz normalnog modelaN(θ, 1),
θ ∈ R. Sličnim računom kao u primjeru 4.0.1, slijedi da je za ovaj model F (θ) = 1, za
svaki θ ∈ R. Definirajmo niz procjenitelja

θ̂n =

 Xn,
∣∣∣Xn

∣∣∣ ≥ n−
1
4

aXn,
∣∣∣Xn

∣∣∣ < n−
1
4 ,

(5.17)

gdje je a ∈ R, takav da je 0 < a < 1. Neka je θ ∈ R, θ , 0. Za proizvoljni ε > 0 imamo

Pθ

(√
n
∣∣∣Xn − θ̂n

∣∣∣ ≥ ε) ≤ Pθ

(
Xn , θ̂n

)
≤ Pθ

(
|Xn| < n−

1
4
)

≤ Pθ

(
|θ| − |Xn − θ| < n−

1
4
)

= Pθ

(
|Xn − θ| > |θ| − n−

1
4
)

= Pθ

(
|
√

n(Xn − θ)| >
√

n|θ| − n
1
4
)
. (5.18)

Vrijedi
√

n|θ|−n
1
4

n→∞
−−−→ +∞, jer je |θ| > 0. Nadalje, za svaki n ∈ N je

√
n(Xn−θ) ∼ N(0, 1),

pa slijedi
Pθ

(∣∣∣√n(Xn − θ)
∣∣∣ > √n|θ| − n

1
4
) n→∞
−−−→ 0. (5.19)

Zbog (5.19) iz (5.18) slijedi
√

n
(
Xn − θ̂n

) Pθ
−→ 0. (5.20)
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Koristeći teorem 1.2.9 (Slutsky) i (5.20) slijedi

√
n(θ̂n − θ) =

√
n(θ̂n − Xn) +

√
n(Xn − θ)

D
−→ N(0, 1).

Neka je θ = 0. Tada za svaki ε > 0 vrijedi

P0

(√
n
∣∣∣θ̂n − aXn

∣∣∣ ≥ ε) ≤ P0

(
θ̂n , aXn

)
≤ P0

(∣∣∣Xn

∣∣∣ ≥ n−
1
4
)

= P0

(∣∣∣√n · Xn

∣∣∣ ≥ n
1
4
) n→∞
−−−→ 0. (5.21)

Koristeći (5.21) slijedi da
√

n(θ̂n−aXn)
P0
−→ 0, pa primjenom teorema 1.2.9 (Slutsky) slijedi

√
n(θ̂n − 0) =

√
n(θ̂n − aXn) + a

√
n · Xn

D
−→ N(0, a2).

Dakle, pokazali smo da je niz (θ̂n)n∈N asimptotski normalan, tj. vrijedi

√
n(θ̂n − θ)

D
−→ N(0, σ2(θ)),

gdje je

σ2(θ) =

 1, θ , 0
a2, θ = 0

. (5.22)

Kako je a2 < 1, slijedi da je σ2(0) < F (0)−1.
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Sažetak

U ovom radu se bavimo asimptotskim svojstvima niza procjenitelja maksimalne vjero-
dostojnosti. Na početku uvodimo osnovne pojmove matematičke statistike te navodimo
rezultate iz teorije vjerojatnosti koje koristimo u ostatku rada. U drugom poglavlju iskazu-
jemo i dokazujemo jednu verziju uniformnog jakog zakona velikih brojeva. Glavni rezultat
rada je konzistentnost i asimptotska normalnost niza procjenitelja maksimalne vjerodostoj-
nosti i obraden je kroz treće i četvrto poglavlje. Uz to u navedenim poglavljima ilustriramo
potencijalne probleme procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti, ali i lijepo ponašanje na
velikoj klasi često korištenih modela, kao na primjer u jednoparametarskoj eksponencijal-
noj familiji. Na kraju uvodimo pojam asimptotske efikasnosti i pokazujemo kako se uz
odredene pretpostavke može iz konzistentnog i asimptotski normalnog niza procjenitelja
konstruirati asimptotski efikasan niz procjenitelja.



Summary

In this thesis, we deal with the asymptotic properties of a sequence of maximum likelihood
estimators. At the beginning, we introduce the basic concepts of mathematical statistics
and list the results from probability theory that we use in the rest of the thesis. In the se-
cond chapter we state and prove one version of the uniform strong law of large numbers.
The main result of the thesis is the consistency and asymptotic normality of a sequence of
maximum likelihood estimators and it is processed through the third and fourth chapters.
In addition, in the above chapters we illustrate the potential problems of the maximum like-
lihood estimator, but also the nice behavior on a large class of frequently used models, such
as in a one-parameter exponential family. Finally, we introduce the notion of asymptotic
efficiency and show how, under certain assumptions, an asymptotically efficient sequence
of estimators can be constructed from a consistent and asymptotically normal sequence of
estimators.



Životopis
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