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Uvod

U primjeni se Cesto pojavljuje potreba za rjeSavanjem bezuvjetnih minimizacijiskih pro-
blema ili rjeSavanjem sistema nelinearnih jednadzbi. Za oba problema koriste se skoro iste
numericke metode, gdje je jedna od najpopularnijih Newtonova metoda. Poznat je kao
jedan od glavnih nedostataka Newtonove metode nepostojanje globalne konvergencije, pa
je cilj ovog diplomskog rada ponuditi nekoliko moguc¢ih modifikacija Newtonove metode
kojima se taj problem rjeSava.

Na pocetku se definira Newtonova metoda za jednovarijabilne nelinearne jednadzbe
i jednodimenzionalne bezuvjetne minimizacije te se uvode potrebne definicije i teoremi
za daljnje razumijevanje rada algoritama. Promatra se primjena Newtonove metode na
viSevarijabilnim i viSedimenzionalim problemima, njena lokalna konvergencija i njeni ne-
dostatci. Naposljetku se uvode globalne metode - line search i trust region algoritmi, koji u
kombinaciji s Newtonovom metodom osiguravaju globalnu i lokalno brzu konvergenciju.



Poglavlje 1

Newtonova metoda za rjeSavanje
nelinearnih jednadzbi i bezuvjetne
minimizacije

Ideja Newtonove metode, poznate i kao metoda tangente, za rjeSavanje nelinearnih pro-
blema jedne varijable,

zadanu f : R — R nadi x, takav da vrijedi f(x,) =0,

je da se graf funkcije f aproksimira jednadZbom tangente za danu toc¢ku x.. Newtonova
metoda u svakoj iteraciji aproksimira funkciju f lokalnim afinim modelom

M (x) = f(xe) + [/ (xe)(x = xo) (1.1)
1 trazi njegov korijen, koji je tada dan sa

N (6D
R TE Y

Do Newtonove metode se moZe doci i razvojem funkcije f u Taylorov red oko tocke x.

(1.2)

) = flxe) + f(x)(x = x) +

f,’(-xc)(x - -xc)z N fi(-xc)(x - xc)i
Gy L)

i aproksimacijom f(x) afinim dijelom Taylorovog reda, koji je prirodno dan sa (I.1I)), pri
¢emu je korijen opet dan sa (I.2). Medutim, Dennis i Schnabel [1] preferiraju drugaciji
pristup. Umyjesto raznih pretpostavaka o derivacijama viSeg reda, koje postaju komplicira-
nije, Newtonova metoda se jednostavno i prirodno izvede iz Newtonog teorema

ﬂm=fua+j"f@m5

2



POGLAVLIJE 1. KRATKI NASLOV POGLAVLJA 3

gdje se ¢ini razumnim odredeni integral aproksimirati sa

f f'@dz = f'(x)(x = xc),

i zadrzati afinu aproksimaciju od f(x.) danu sa (I.1)).
Sli¢no, kod problema bezuvjetne minimizacije jedne varijable, Newtonov korak za
traZenje rjeSenja f’(x) = 0 uz danu pocetnu tocku x., dan je sa

A
T )

Newtonov korak je dobiven primjenom afinog modela od f’(x) oko tocke x., Sto je ekviva-
lentno modelu kvadratnog polinoma od f(x) oko x,

(1.3)

1
me(x) = f(xc) + f,(xc)(x - xc) + Ef”(xc)(x - xc)z-

1.0.1 Konvergencija

Obzirom da je Newtonova metoda iterativna metoda, zanimat ¢e nas konvergira li niz
tocaka xi, Xy, ..., kreCuci od pocetne tocke xj, prema rjeSenju x, 1 ako konvergira, koliko
je brza konvergencija. Definirajmo najprije pojam konvergencije niza, a zatim i tipove
konvergencija te pomoc¢ne iskaze koji ¢e se primijeniti u nastavku rada.

Definicija 1.0.1. Niz realnih brojeva (a,), konvergira ili tezi k realnom broju a € R ako
svaki otvoreni interval polumjera & oko tocke a sadrZi gotovo sve ¢lanove niza, tj.

Ve >0),dn, e N),¥n e N),((n >n,) = (la, — a|l < g)).

Tada a zovemo granic¢na vrijednost ili limes niza (a,), i piSemo a = lim,,__,, a,. Ako niz ne
konvergira, onda kaZemo da on divergira.

Definicija 1.0.2. Neka je x. € R, x, € R, k = 0,1,2... Tada niz {x;} = {xo, x1, X2, ...}
konvergira prema x, ako vrijedi

Iim |x; — x.| = 0.
k— 00

Ako dodatno, postoji konstanta ¢ € [0, 1Y i k > 0 takav da za sve k > k vrijedi
[Xkr1 — Xl < el — X, (1.4)

kazemo da {x;} konvergira g-linearno prema x.. Ako za neki niz {c;} koji konvergira prema
0, vrijedi
|xk+1 - x*l < ckl-xk - X*l, (15)
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kazemo da {x;} konvergira g-superlinearno prema x.. Ako postoji konstanta p > 1, ¢ > 0 i
k < 0 takav da {x;} konvergira prema x, i da za sve k > k vrijedi

X1 — x| < clxg — x.l7, (1.6)

kaZemo da {x;} konvergira prema x,. q-redom najmanje p. Ako je p = 2 ili p = 3, kaZemo
da je konvergencija g-kvadratna ili g-kubicna, respektivno.
Nadalje, ako {x;} konvergira prema x. i umjesto (1.3), vrijedi

[ — x| < crlxe — Xl

za neki fiksni j, kaZemo da je {x;} j-korak q-superlinearno konvergentan prema x.. Ako
{x1} konvergira prema x.. i umjesto (1.0)), za k > k vrijedi

|Xerj — Xl <l — x. 7
za neki fiksni j, kaZemo da je {x;} j-korak q-reda (reda barem p) konvergentan.

U praksi g-linearna konvergencija zna biti vrlo spora, dok su g-kvadratna i g-kubi¢na
vrlo brze konvergencije. Medutim njihovo ponaSanje ovisi o konstani ¢ u (I.4) - (I.6). Ma-
nji ¢ — bolja konvergencija, veci ¢ — slabija konvergencija. g-superlinearna konvergencija
je direktno povezana s brojem potrebnih iteracija za smanjenje c;, pri ¢emu g oznacava
“kvocijent”. Za iterativhu metodu koja, pocevsi dovoljno blizu tocnog rjeSenja, konvergira
prema tom rjeSenju kazemo da je lokalno konvergentna.

Definirajmo sada pojam Lipschitzove neprekidnosti.

Definicija 1.0.3. Funkcija g je Lipschitz neprekidna s konstantom y na skupu X i pisemo
g € Lip,(X), ako za svaki x,y € X vrijedi

lg(x) — g < ylx —yl.

Sljedeca lema ukazuje da ako je f’(x) Lipschitz neprekidna, tada mozemo dobiti gra-
nice koliko je afina aproksimacija f(x) + f"(x)(y — x) blizu f(y).

Lema 1.0.4. Za otvoreni interval D, neka je f : D — R i f’ € Lip,(D). Tada je za bilo

koji x,y € D

YO —x)°
R
Prednost Lipschitzove neprekidnosti je u tome S$to nije potrebno racunati sljedecu veéu

derivaciju, Sto je vrlo korisno u viSedimenzionalnim problemima. Iduéi teorem je osnovni

teorem numeri¢ke matematike.

) =)= (0 -2l < (1.7)
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Teorem 1.0.5. Neka je f : D — R za otvoreni interval D i neka je f* € Lip,(D). Pretpos-
tavimo da je za neki p > 0, |f'(x)| > p za svaki x € D. Ako f(x) = 0 ima rjeSenje x, € D,
tada postoji n > 0 takav da: ako je |xo — x.| < n, tada postoji niz {x;} generiran sa

S (xx)
= Xx — k=0,1,2,..
Ak+1 = Xk )’ )
i konvergira prema x.. Nadalje, za k = 0,1, ...
ke — x| < zllxk - x.J%. (1.8)
0

Nadalje u ovom poglavlju razmatramo lokalne algoritme sistema nelinearnih jednadzbi
1 bezuvjetne minimizacije za probleme s n > 2 varijabli. Izvodimo Newtonovu metodu
za rjeSavanje sistema nelinearnih jednadzbi, pokazujemo da Newtonova metoda za veéinu
problema konvergira g-kvadratno, ali ne postiZe nuzno i globalnu konvergenciju, te uvo-
dimo verziju Newtonove metode za n-dimenzionalne bezuvjetne minimizacijske probleme.

Prije samog razmatranja Newtonove metode na viSevarijabilnim i viSedimenzionalnim
problemima, preostaje definirati i iskazati neke bitne pojmove za lakSe razumijevanje sadrz-

aja.

Definicija 1.0.6. KaZemo da je neprekidna funkcija f : R" — R neprekidno diferencija-
bilna u tocki x € R, ako postoji neprekidna parcijalna derivacija %(x) zai=1,..,n Tada
Jje gradijent funkcije definiran sa

(1.9)

of af |
3 (X)]

Vf(X) = [—X(X), vees a

Funkcija f je neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu D C R", u oznaci f €
CY(D), ako je neprekidno diferencijabilna u svakoj tocci od D.

Lema 1.0.7. Neka je f : R" — R neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom
skupu D C R". Tada za x € D i za bilo koju nenul perturbaciju p € R", derivacija funkcije
f u tocki x duZ vektora p, definirana sa

n ftep) = f)

ap e—0 E

postoji i jednaka je V f(x)T p. Za bilo koji x, x + p € D vrijedi

1 X+p
feep =g+ [ Vi@ pdi=feo+ [ Vi@d (10
0 X
i postoji 7 € (x, x + p) takav da je

fx+p)=f)+VfR) p. (1.11)
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Definicija 1.0.8. Neprekidno diferencijabilna funkcija f : R" — R je dva puta neprekidno
2 ~

diferencijabilna u x € R", ako postoji neprekidna druga parcijalna derivacija %(x).
10X

Tada je Hesseova matrica funkcije f u tocki x definirana kao n X n matrica sa (i, j) elemen-

tima
o f
0)6,'(9)6]‘ ’

Funkcija f je dva puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu D C R", u oznaci
f € CX(D), ako je dva puta diferencijabilna u svakoj tocki u D.

V2 (x)ij = 1<i,j<n. (1.12)

Lema 1.0.9. Neka je f : R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom
konveksnom skupu D C R". Tada za bilo koji x € D i neku nenul perturbaciju p € R",
druga derivacija funkcije f u tocki x duZ smjera p, definirana sa

Pf - patep)-E®
—(x s

op? B

postoji i jednaka je p"V? f(x)p. Za bilo koji x, x + p € D, postoji z € (x, x + p) takav da je

1
f(x+p)=f(x)+ V) p+ EpTV"’f(ap. (1.13)

Hesseova matrica je uvijek simetri¢na sve dok je f dva puta neprekidno diferencijabilna i
upravo gornja lema sugerira modeliranje funkcije f u tocki x. modelom kvadratnog poli-
noma

1
Me(xe + p) = f(x) + Vf(x)" + 5p"V f(x)p.

Definicija 1.0.10. Neprekidna funkcija F : R" — R™ je neprekidno diferencijabilna u
x € R", ako je svaka komponentna funkcija f;, i = 1, ..., m neprekidno diferencijabilna u x.
Matrica derivacija od F u x se ponekad naziva Jacobijeva matrica od F u tocki x, a njena
transponirana matrica se naziva gradijent funkcije F' u x. Uobic¢ajene oznake su:
’ mxn ’ afl ’ T
F'(x) e R™", F'(x);j = a—(x), F'(x)=J(x)=VF(x)".
Xj

F je neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu D C R", u oznaci F € C'(D), ako je
F dva puta neprekidno diferencijabilna u svakoj tocki skupa D.

Definicija 1.0.11. Neka su m,n > 0, G : R* — R"™", x € R" i neka || - || norma na R",
a ||| - |l norma na R™". G je Lipschitz neprekidna u x, ako postoji otvoreni skup D C R",
x € D i konstanta y takva da za sve v € D vrijedi

IIGO) = Gl < yllv = Al. (1.14)
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Konstanta vy naziva se Lipschitzova konstanta od G u x. Za bilo koji skup D koji sadrZi x

za koji vrijedi (I.14), G je Lipschitz neprekidna u x u okolini od D. Ako vrijedi (1.14) za
svaki x € D, tada je G € Lip,(D).

Lema 1.0.12. Neka je F : R" — R™ neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu
D e R", x € D ineka je J Lipschitz neprekidna u x u okolini skupa D, koristeci vektorsku
normu, matricnu operatorsku normu induciranu danom vektorskom normom i konstantu .
Tada, za bilo koji x + p € D,

I1F(x+p) = F(x) = J)pll < %Ilpllz- (1.15)

1.0.2 Greske zaokruzivanja i konac¢na aritmetika

U praksi se kod racunanja javljaju greske zaokruZivanja, koje nastaju u raCunalima, jer ko-
riste konacnu aritmetiku ili binarnu aritmetiku s pomi¢nom tockom, kod koje je unaprijed
rezerviran odreden broj binarnih mjesta za eksponent i mantisu. Svaka se raCunska opera-
cija dva broja izraCunava s nekom malom greskom, koja moze biti 1 nula kada je rezultat
egzaktno izraCunat. Kada greska nije nula, zovemo je greSkom zaokruZivanja i mozemo je
precizno ocijeniti.

Greske zaokruZivanja su neizbjeZzne pri svakom zahtjevnijem racunanju, jer racunala
koriste konacnu aritmetiku. Ve i samo uskladiStavanje podatka u racunalo dovodi do
greSaka jer se svaki broj mora reprezentirati konaénim brojem binarnih znamenaka. Brojevi
smjeSteni u racunalo, uglavnom nisu njihove to¢ne, nego pribliZzne binarne reprezentacije,
koje se obi¢no oznacavaju sa fI(x) i nazivaju floating point reprezentacija.

Pretpostavi li se da su x i y brojevi smjesteni u racunalo, x = fl(x) iy = fI(y), vrijedi

filxoy)=(xoy)1+e), lelsu, oef{+ —x*/}

pri ¢emu su +, —, %, / operacije u raCunalu, & greSka zaokruzivanja i u je tzv. preciznost
racunanja ili strojni u. u je uniformna gornja ograda za sve greske £ na danom racunalu i
za racunala s binarnom aritmetikom sa p binarnih znamenaka u mantisi, vrijedi u = 2-r+l
ili u = 277, ovisno o nacinu zaokruZivanja koje racunalo koristi. Razlikujemo apsolutnu,
|x — y|, 1 relativnu, %, gresku zaokruZivanja. U ovom radu se uglavnom primjenjuje
relativna greSka, eventualno u slucaju kada je x = 0, tada se primjenjuje apsolutna.
Odredeni aspekti algoritama, poput kriterija zaustavljanja, ovise o strojnoj preciznosti,
koju je stoga potrebno karakterizirati kako bi sva razmatranja 1 raCunalni programi bili
neovisni o odredenom stroju. NajceSca je primjena takozvanog machine epsilon (strojnog
€), definiranog kao najmanji pozitivni broj 7 takav da je 1 + 7 > 1 na danom racunalu. U

daljnjem tekstu oznacava se sa macheps, a algoritam izracuna je sljedeci:
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Algoritam 1.0.13. Algoritam za izra¢un machine epsilon-a
Postavi macheps = 1
Sve dok je (1 + macheps) = 1, radi sljedece:
macheps = macheps/2
macheps = 2macheps.

1.1 Newtonova metoda za rjeSavanje sistema nelinearnih
jednadzbi

Osnovni problem proucavanja je rjeSavanje problema sistema nelinearnih jednadzbi:
Za danu funkciju F : R" — R",  nadi x, € R" takav da je F(x,) = 0, (1.16)

uz pretpostavku da je F' neprekidno diferencijabilna. Uvodimo Newtonovu metodu za dani
problem, kao i motivacijske faktore za daljnje modifikacije Newtonove metode te kreiranje
globalno jakih i lokalno brzih algoritama. Pritom se ignorira postojanje i jedinstvenost
rjeSenja problema (1.16)) i pretpostavlja se da u praksi to nece biti problem.

Newtonova metoda za problem temelji se na traZzenju korijena afine aproksima-
cije funkcije F u trenutnoj tocki iteracije x.. Aproksimacija funkcije F se kreira kao i u
slu¢aju problema jedne varijable. Integral izraza

F(x. + p) = F(x,) + f 1oz (1.17)

aproksimira se linearnim izrazom J(x.) - p kako bi se dobila aproksimacija od F u tocki x,
sa perturbacijom p,
M (x. + p) = F(x.) + J(x) - p. (1.18)

Zatim se za korak sV, za koji je M.(x. + sV) = 0, rjeSava Newtonova iteracija problema
(L.16),
J(xe)s" = =F(x.),

Xy =x, + sV

(1.19)

Ekvivalentan postupak je trazenje korijena afinog modela funkcije F s n komponenata
danog sa
(Mo)i(xe + V) = fixe) + Vfix)'sY,  i=1,..n
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Algoritam 1.1.1. Newtonova metoda za sustave nelinearnih jednadzbi

Za neprekidnu diferencijabilnu funkciju F : R — R" 1 xy € R": kod svake iteracije k,
rijesi:
J(x)se = —F(xp),

Xk+1 = X + Sk.

Prednost Newtonove metode je u tome da, ako je pocCetna to¢ka x, dovoljno blizu
rjeSenja x, 1 ako je J(x,) regularna matrica, niz toCaka x;, generiran Algoritmom |I.1.1
konvergira g-kvadratno prema x.. Takoder, Newtonova metoda je dobra za rjeSavanje go-
tovo linearnih problema, jer u jednoj iteraciji pronalazi korijen afine funkcije te ako je
neka komponenta funkcije F afina, svaka iteracija Newtonove metode e biti rjeSenje tih
jednadzbi. Na primjer, ukoliko je f; afina funkcija, tada je

Silx) = filx2) = filx3) = ... = 0.

S druge strane, Newtonova metoda nije previse uspjesSna ukoliko je vrlo loSe procije-
njena pocetna tocka n-varijabilnog nelinearnog problema. Prema tome, karakteristika ko-
nvergencije Newtonove metode odreduje primijenu n-dimenzionalnih algoritama, pri ¢emu
se Newtonova metoda, zbog brze lokalne konvergencije, uvijek Zeli iskoristiti, barem u
posljednjim iteracijama nekog nelinearnog algoritma, ali ju je poZeljno modificirati zbog
globalne konvergencije.

Problem implementacije iteracija Algoritma je Sto J(x;) moze biti singularna ili
loSe uvjetovana, zbog Cega se linearni sustav J(x;)s; = —F(x;) ne moZe pouzdano rijesiti
za korak s;. Moguéa modifikacija Algoritma je dovoljna pertubacija od J(x;), da
postane dobro uvjetovana[]matrica i da algoritam nastavi s iteracijama. Medutim, ta modi-
fikacija se ne preporuca, ve¢ se u slucaju lose uvjetovanosti direktno nastavlja globalnom
metodom nelinearnih jednadzbi (Poglavlje [5)) koje odgovaraju perturbiranom linearnom
modelu (T.T8).

Spomenute prednosti i mane Newtonove metode, klju¢ su razvoja viSedimenzionalnih
algoritama, obzirom da isticu svojstva koja se Zele zadrzati i podrucja koje je potrebno
optimizirati ili modificirati.

'Uvjetovanost matrice, cond A = ||A™!|| ||A]| > 1, se koristi kao pokazatelj osjetljivosti rjeSenja problema
na ulazne podatke. Matrica je singularna kada je cond A = oo.
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1.2 Lokalna konvergencija Newtonove metode

Konvergencija Newtonove metode je od velikog znacaja za daljnji razvoj globalnih metoda
1 vecinu dokaza konvergencije u nastavku ovog rada, stoga je potrebno dokazati njenu g-
kvadratnu konvergenciju. Za danu normu || - ||, definira se otvorena okolina oko tocke x
radijusa r, N(x,r) = {Xx e R" : ||x — x|| < r}.

Teorem 1.2.1. Neka je F : R" — R" neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveks-
nom skupu D C R". Pretpostavimo da postoji x. € R" i r, B > 0, takvi da je N(x.,r) C D,
F(x,) = 0, J(x,)™" postoji uz uvjet ||J(x,)'|| < BiJ € Lip,(N(x,,r)). Tada postoji € > 0
takav da je za sve xy € N(x., €) niz x1, X2, ... generiran sa

X1 = X —JOg) ' F(x),  k=0,1,...
dobro definiran i konvergira prema x, zadovoljavajuci

et — Il < Byl — xP, k=0,1,... (1.20)

Dokaz. Odaberemo ¢ tako da je J(x) regularna za svaki x € N(x., €) i tada pokazujemo da,
obzirom da je lokalna greska afinog modela koriStena za izracun pojedinog koraka iteracije
Newtonove metode najvise O(||x; — x.|*), konvergencija je g-kvadratna. Neka je

1
=min{r, — ;. 1.21
£ = min {r 2,8)/} ( )

Indukcijom po k dokazujemo da je u svakom koraku zadovoljeno (1.20)) i da vrijedi
1
Ik — x| < §||xk — x|
idaje
Xi+1 € N(x,, &). (1.22)

Najprije dokazujemo da je matrica J(xp) regularna. 1z ||xy — x.|| < &, Lipschitz nepre-
kidnosti od J u x, i (I.21)) slijedi

7)™ [ (x0) = eI < 1)~ I (o) = J(x)l]

| =

<PYllxo— x| <B-y-e<

Sada prema relaciji E] slijedi da je J(xy) regularna i vrijedi

-1
(o)l < 1 II_JI(x*) [
— [IV(x)~ [ (xo) = J(x ]|
<2y (129
<28
2Ako je A regularna matrica i |A~'(B — A)|| < 1, tada je B regularna i vrijedi ||B™"|| < I—Hflllfx'—_(lBJI—A)H’ za

neku normu || - || na R”. (Dennis, Schnabel [1]], Teorem 3.1.4)
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Prema tome, x; je dobro definiran i vrijedi
X1 — X = X0 — Xs — J(XO)_lF(XO)
= x0 = X = J(x0) " [F(x0) = F(x.)]
J(x0) ™ [F(x.) = F(x0) = J(x0)(x = X0)]-

Primijetite da je izraz u zagradama samo razlika izmedu F(x.) i afinog modela M.(x) iz-
vrednjenog u x,. Prema tome, temeljem Leme [1.0.12]i (T.23)), slijedi

31 = .l < IGo) ™ HIFGe) = F(xo) = J(xo)(x — xo)ll
<28- %”xo —xP
= ﬁ')’”xo - X*”Z,

Sto dokazuje (T.20). Kako je [lxo — x.|| < ﬁ

1
Il =l < Zlixo = xll

Sto dokazuje (1.22)) i zavrSava sluaj za k = 0. Na isti nacin se dokazuje i korak indukcije.
O

Preostaje pitanje granice podrucja konvergencije Newtonove metode dane Teoremom
u praksi. Granica & u Teoremu je procjena u najgorem slucaju koja prili¢no
dobro prikazuje koliko se daleko proteze podrucje kvadratne konvergencije u smjeru od
x. u kojem je F najviSe nelinearna. S druge strane, u smjeru od x,. u kojem je F manje
nelinearna, podrucje konvergencije Newtonove metode moze biti puno vece.

1.3 Newtonova metoda bezuvjetne minimizacije

Promotrimo sada Newtonovu metodu za problem bezuvjetne minimizacije

min f : R" — R, (1.24)

xeR?

gdje se pretpostavlja da je f dva puta neprekidno diferencijabilna. Kao i kod jednodimen-
zionalne minimizacije, funkcija f se u trenutnoj tocci x. modelira kvadratnim polinomom

1
me(x. + p) = f(x) + Vf(x) p+ EPTsz(xc)P

i rjeSava se za tocku x, = x, + sV uz uvjet Vm.(x,) = 0, koji je nuzan kako bi x, bio
minimum funkcije m,.
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Algoritam 1.3.1. Newtonova metoda za problem bezuvjetne minimizacije

Za dva puta neprekidnu diferencijabilnu funkciju F : R" — R i xy € R: kod svake
iteracije k, rijesi:
V2 f(x)sy = =V,

N
X+l = X + 8 -

Primjer 1.3.2. Neka je f(x1,x) = (x; — 2)* + (x; — 2)°x3 + (x, + 1)* s minimumom u
x, = (2,-1)T. Algoritam [1.3.1] krecuéi iz tocke x, = (1, 1), daje sljedece iteracije:

k Xje f(xg)

0|( 10000000 , 1.0000000)  6.00E+00
1|( 10000000 , -0,5000000 )  1,50E+00
2|( 1.3913043 , -0,6956522 4,09E-01
3|( 1,7459441 , -0,9487981)  6,49E-02
4|( 19862783 , -1.0482081 )  2.53E-03
5|( 1,9987342 , -1,0001700 )  1,63E-06
6|( 1.9999996 . -1.0000016 )  2,75E-12

Slika 1.1: Tablica iteracija

Algoritam [I.3.1] je jednostavna aplikacija Newtonove metode na sustav Vf(x) = 0 n-
nelinearnih jednadZzbi s n nepoznanica, jer u svakom koraku iteracije trazi korijen afinog
modela od V£ definiranog sa M;(x; + p) = Vim(xx + p)] = VF(x0) + V2f(x)p. Pred-
nost algoritma je u tom da ako je xy dovoljno blizu lokalnog minimuma x, od f i V?f(x,)
regularna (pa i pozitivno definitna prema korolaru E[), tada Ce niz {x;} generiran gornjim
algoritmom konvergirati g-kvadratno prema x.. Takoder, ako je f striktno konveksna kva-
dratna funkcija, tada je V f afina i x; e biti jedinstveni minimum.

Nedostatak metode je Sto nije globalno konvergentna, zahijeva rjeSenje sustava linear-
nih jednadZbi i zahtijeva izratune Vf i V2f. Potrebno je uzeti u obzir i &injenicu da, kao
lokalna metoda, Newtonova metoda nije sklona minimizacijskom problemu, odnosno nista
u Algoritmu [I.3.1]ne sprjecava da iteracije napreduju prema maksimumu ili sedlastoj tocci
od f, za koje je Vf takoder jednak 0. Dakle, svaki korak iteracije u Algoritmu [1.3.] teZi

3Neka je f : R” — R dva puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu D ¢ R”. Ako je x, € D
i Vf(x,) = 01 ako je V>f Lipschitz neprekidna u tocki x, za regularnu matricu V2 f(x,), tada je x, lokalni
minimum od f ako i samo ako je V2 f(x,) pozitivno definitna. (Dennis, Schanbel [1]], Korolar 4.3.3)
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kriticnoj tocci trenutnog modela lokalnog kvadratnog polinoma, neovisno o tome je li rije¢
o minimumu, maksimumu ili sedlastoj tocci. Konzistentnost algoritma prema lokalnom
minimumu funkcije f(x) javlja se samo kada je V2 f(x.) pozitivno definitna matrica.

Iako se Newtonova metoda primarno koristi kao lokalna metoda kada je x. dovoljno
blizu minimuma i kada je V?f(x.) pozitivno definitna, Zelimo izvesti korisne adaptacije
kada V2 f(x.) nije pozitivno definitna. U tom sludaju, Dennis i Schnabel [1]] predlazu za-
mjenu modela Hesseove matrice sa V2 f(x.) + .1, gdje . > 0 nije puno veéi od najmanjeg
u koji matricu V2 f(x.) + ul &ini pozitivno definitnom i dobro uvjetovanom. Jedan od al-
goritama za raCunanje parametra y. je modifikacija modificirane faktorizacije Choleskog
dane u knjizi Gill, Murray 1 Wright [2]. Najprije se primijeni Gill i Murrayjev algoritam
modificirane faktorizacije Choleskog na V2 f(x,), $to rezultira s V2f(x.) + D = LLT, pri
¢emu je D dijagonalna matrica s nenegativnim elementima na dijagonali, koji su jednaki O
ako je V2 f(x.) sigurno pozitivno definitna. Ako je D = 01 . = 0, gotovi smo. Inale, ako
je D # 0, raCunamo gornju granicu b; na u. koristeci teorem Gerschgorinovih krugova ﬂ
Buduc¢i da je

by = Ilnax{dii}

isto gornja granica na p, stavljamo g, = min{b,, b,} i zavrSavamo algoritam raCunajuci
faktorizaciju Choleskog H. = V2 f(x.) + p1.
Rezultat gornjeg razmatranja je modificirana verzija Newtonove metode:

Algoritam 1.3.3. Modifikacija Newtonove metode za problem bezuvjetne minimiza-
cije

Za dva puta neprekidnu diferencijabilnu funkciju F : R” — R xy € R: kod svake iteracije
k:

Nadi u > 0 takav da je H, = V2f(x) + ul pozitivno definitna te nadi
dekompoziciju Choleskog od Hy, gdje je

e 1, = 0, ako je V2 f(x;) sigurno pozitivno definitna

e 1, > 0 je dovoljno velik tako da je H; sigurno pozitivno definitna, inace

Rijesi:
N _
Hys, = =V f(x),
N
Xirl = X + 8 -
4Neka je A € R™" simetriCna matrica sa svojstvenim vrijednostima Ay, ..., 4,,. Tada vrijedi max <<, 4 <

maxi<ksn {dkk + Z;ﬂ#kldkjl}
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Kada je x; dovoljno blizu minimumu x, te V2 f(x,) pozitivno definitna i dobro uvjeto-
vana, tada je Algoritam [I.3.3]ekvivalentan Algoritmu[I.3.1] pa prema tome i ¢g-kvadratno
konvergentan. Prednost Algortima [I.3.3] je u tome $to je modificirani Newtonov smjer
—H:'Vf(x.), smjer u kojem se svaka dva puta diferencijabilna funkcija f(x) inicijalno
smanjuje 1z bilo koje tocke x..

Dvije su vazne interpretacije Algoritma|l.3.3|u terminima modela kvadratnog polinoma
od f(x.). Algoritam postavlja x; jednak minimumu x. + p aproksimacije

1
m.(x. + p) = f(x) + Vf(x) p+ EPTHCP-

U Poglavljufd| ée se pokazati da je x, i minimum nemodificiranog modela

1
me(xe + p) = f0x) + V() p + 5p" VA f(xo)p,

uz uvjet
Pl < [1(xs = xo)ll.
Obje interpretacije se primjenjuju u objasnjenu glavnog problema modificirane Newtonove

metode, a to je da u nekim situacijama moZe rezultirati prevelikim koracima s¥. Tim
problemom ¢emo se baviti u narednim poglavljima.



Poglavlje 2

Uvod u globalne metode za nelinearne
jednadzbe i bezuvjetnu minimizaciju

2.1 Kvazi-Newtonov okvir

Osnovna ideja uspjeSnog nelinearnog algoritma je kombiniranje globalno konvergentne
metode sa brzom lokalnom kako bi se iskoristila prednost obje. Buduci da je Newtonova
metoda, kada su zadovoljeni odredeni uvjeti, brza lokalna strategija, kod svake iteracije al-
goritma pozeljno je primjeniti Newtonovu metodu ili njenu modifikaciju. Ukoliko se time
postize zadovoljavajuce rjeSenje, npr. ako f opada prilikom minimizacije, koristimo tu
metodu. U slu€aju da rjeSenje nije zadovoljavajuce, vracamo se iteraciji primijenjuci glo-
balnu strategiju. Opisan algoritam Ce uvijek zavrSiti primijenom Newtonove metode blizu
rjeSenja i time zadrzati brzu lokalnu konvergenciju. Ukoliko je pritom globalna metoda
dobro inkorporirana, algoritam e biti i globalno konvergentan. Takav algoritam naziva se
kvazi-Newtonov algoritam.

Algoritam 2.1.1. Kvazi-Newtonov algoritam za nelinearne jednadzbe ili bezuvjetne
minimizacije (za optimizaciju, zamijenimo F(x;) sa Vf(x;) i J; sa Hy)
Neka je funkcija F : R" — R" neprekidno diferencijabilna i x, € R".
U svakoj iteraciji k:
1. Ako ve€ nisi, izratunaj F(x;), i donesi odluku - | STOP |ili nastavi.

2. IzraCunaj J; da bude J(x;) ili njena aproksimacija.

3. Faktoriziraj J; 1 procijeni njezin broj uvjetovanosti. Ako je J; loSe uvjetovana,
ispravno je perturbiraj.

4. Rijesi Jisy = —F(xp).

15
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5. Donesi odluku - primijeni Newtonov korak x;,; = x; + skN ili odaberi x;,; global-
nom metodom. Vrati se na korak 1.

Koraci 2., 3. 1 .4 su veC poznati, stoga se u nastavku razmatra 5. korak gornjeg al-
goritma, odnosno uvjeti odlu¢ivanja primijene lokalne (Newtonove) ili globalne metode te
kriterij zaustavljanja (korak 1.), kako bi se na kraju konstruirao kvazi-Newtonov algoritam.

2.2 Smjer silaska
Diskusija o globalnim metodama zapocinje promatrajuci bezuvjetan problem minimizacije

{Crget’}f :R"— R (2.1)
zbog postojanja prirodne globalne metode koja osigurava smanjenje vrijednosti funkcije
f u svakom koraku. Metode za problem minimizacije korespondiraju metodama sustava
nelinearnih jednadZzbi, osiguravajuéi da svaki korak smanjuje vrijednost neke norme
F : R" — R". Primjenom norme, problem rjeSavanja sustava jednadzbi F(x) = O tran-
sformira se u problem minimizacije funkcije

fi= %||F||§ :R" — R, (2.2)
pa se najprije razmatraju globalne metode bezuvjetne minimizacije, a kasnije se transfor-
macijom (2.2) primijenjuju na sustav nelinearnih jednadzbi.

Osnovna ideja globalne metode bezuvjetne minimizacije je sljedeca: uzmi korak si-
laska funkcije f, odnosno odaberi smjer p od trenutne tocke x. u kojoj se f inicijalno
smanjuje i novu tocku x, u tom smjeru pocevsi od x, tako da je f(x;) < f(x.). Buduéi
da je gradijent funkcije smjer maksimalnog rasta funkcije f, smjer —V f(x) je tada smjer
maksimalnog silaska. Prema tome, p je smjer silaska iz x., ako je derivacija duz vektora p
od f u tocki x, negativna, tj. ako vrijedi

Vi) 'p<0 2.3)

Vrijedi i (2.3)), osigurano je da za dovoljno malen § > 0 vrijedi f(x. + 6p) < f(x.).

Promotri li se Newtonova metoda, za minimizaciju se uzima Newtonov smjer s =
—H'Vf(x.), gdje je matrica H, jednaka V*f(x,) ili njenoj aproksimaciji. Postavlja se
pitanje: je li Newtonov smjer smjer silaska? Prema (2.3)) jest ako i samo ako je

Vf(x)'s" = =V ) H'Vf(x) <0,

Sto vrijedi ako je H:', ili ekvivalentno H,, pozitivno definitna.
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Pozitivna definitnost osigurava postojanje jedinstvenog minimuma kvadratanog mo-
dela i da rezultiraju¢i Newtonov smjer bude smjer silaska za konkretan problem, $to znaci
da ¢e vrijednost funkcije opadati za dovoljno malen korak u Newtonovom smjeru.

Iduce pitanje koje se postavlja je: sve dok uzimamo korak u smjeru silaska, koji je
smjer p u kojem f najbrze opada? Kako je derivacija duz vektora p od f proporcionalna
duljini vektora p, definiramo smjer vektora p kao ﬁ te u nastavku za smjer p uvijek
pretpostavljamo da je provedena ova normalizacija. Sada najbrzi smjer silaska za danu

normu /,

min V£(x)" p uz uvjet ||p|l = 1,
PpER”
ima rjeSenje p = —”VV J{((xx)ilz, pa je najbrzi smjer silaska upravo negativan smjer gradijenta

funkcije f.

Algoritam 2.2.1. Metoda najbrzeg silaska

Neka je funkcija f : R" — R neprekidno diferencijabilna i x, € R". Za svaku iteraciju k:
nadi najmanju tocku funkcije f u smjeru —V f(x;) iz tocke x;, tj. nadi 4, koji rjeSava:

I}klil(’)l FOo = 4Vf(x))

Xt = X — AV f(xk)

Klasican algoritam minimizacije baziran je na najbrzem smjeru opadanja, ali kao racun-
ska metoda nije dovoljno efikasan. Pokazuje se da pod blagim uvjetima konvergira lokal-
nom minimumu ili sedlastoj toc¢ki (Goldstein [3]), ali konvergencija je samo linearna i
ponekad vrlo spora.

Primjer 2.2.2. Neka je f(xi,x) = 3x] + 3x3, pozitivno definitan kvadratni polinom s
minimumom u x, = (0,0)7 i

1 0
2 —
Vof(x) = [0 9] , Vx.
Korak iteracije metode najbrzeg silaska dan je sa
T
88
Xgrl = Xk — ==&, (2.4)
T TV (gt

gdje je g = Vf(x;). Primjenom (2.4) niz tocaka generiran Algoritmom [2.2.1)za danu f(x)
ixo=(9,1)7 jednak je
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9
X = ((_1)k) 0.8* k=1,2,.. (2.5)

[IVNNTN

Slika 2.1: Metoda najbrZeg silaska na loSe skaliranom kvadratnom polinomu

Niz x; dan u (2.5) prikazan je na Slici [2.1] Vidljivo je da metodi najbrzeg silaska treba
vremena da iskonvergira. Zna se da je rjeSenje x. = (0,0), ali ¢ak i nakon 55 iteracija
dobivena preciznost je relativno malena. Vidljivo je da vrijednost funkcije f ide prema
x. = (0,0), odnosno da konvergira, ali konvergencija je vrlo spora. S druge strane, vidjeli
smo u Poglavlju|l|da Newtonova metoda ve¢ u 6 koraka daje jako dobru aproksimaciju.

Dakle, metoda najbrzeg silaska se u praksi ne bi smjela Cesto koristiti, buduéi da
¢e kvazi-Newtonov algoritam biti efikasniji. Medutim, Newtonova metoda ponekad nije
pouzdana, npr. kada je poZeljno napraviti puno manji korak od Newtonovog. U tim
slu¢ajevima se razmatra primjena metode najbrzeg silaska.

Nadalje, metoda najbrZzeg silaska je osjetljiva na promjene u skali od x, stoga se u
algoritmu Poglavlja ] odgovaraju¢a implementacija mnoZi s dijagonalnom matricom ska-
liranja, razmatranom u Poglavlju



Poglavlje 3

Line search - pretrazivanje po pravcu

Metoda koja se nadovezuje na razmatranje metode smjera silaska je metoda line search
(metoda pretraZivanja po pravcu).

Ideja line search algoritma:
Za dani smjer silaska p, uzmi korak u tom smjeru koji rezultira “prihvatljivim” x,, tj.
kod iteracije k:
izraCunaj smjer silaska py,
definiraj x;.1 := x; + A4 pr za neki A, za koji je xi, prihvatljiva sljedeca iteracija. (3.1)

Izraz “line search” odnosi se na postupak biranja 2, u (3.1)). Ideja je uzeti bilo koji prihva-
ljiv korak i zadrZati ga. Ukoliko korak nije prihvatljiv, pokuSati ponovo, bez puno izracuna.
Pri odabiru prihvacanja koraka, buduci da se trazi minimum funkcije, zahtijeva se da vri-
jednost funkcije opada, tj. da bude zadovoljeno

S < f(x) (3.2)

Dakle, za danu funkciju f : R" — R, trenutnu iteraciju x; € R" i smjer silaska p; € R”,
V£(x)! pr <0, nadi
Xir1 = X + Ay

gdje je A, takav da vrijedi (3.2)).

Iako se uvjet (3.2)) ¢ini jednostavnim, lako se pokaZe da ne garantira konvergenciju
niza x; u minimum funkcije f. Naime, niz ponavljanja moZe zadovoljavati uvjet (3.2), ali
podbaciti u konvergenciji u minimum, Sto ¢e biti prikazano u sljedeca dva primjera.

19
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Primjer 3.0.1. Neka je f(x) = x%, xo = 2. Ako se izabere p; = —sgn(xy), gdje je

-1, x<0
sgn(x) =140, x=0
1, x>0,

tj. pr = (=1)*!ikorak A; = 2+ 32 %*D), tada je x; = {2, —%, %, -
pi je smjer silaska i f monotono opada, f(x.1) < f(x;). [Slika[3.]]
ne postoji, Stovise {x;} ima dva gomiliSta +1, pa ne konvergira.

3 ={EDRa +27h),
a)] Medutim, limy_, o Xz

Primjer 3.0.2. Neka je funkcija ista kao u primjeru [3.0.1] samo neka je sada py = —1 i
A = 271 Tada je {x} = (2,3, 2,3, ...} = {1 + 27}, pi je smjer silaska, vrijedi f(x¢s1) <
f(xp) 11img_, x; = 1. Dakle, u ovom slu€aju {x;} konvergira, ali ne u minimum funkcije

f- [Slika[3.1]b)]

=) )

By, s xE5 ] oI R

S b

Slika 3.1: Monotono opadajuci nizovi iteracija koji ne kovergiraju prema minimumu

Inutivno, metoda u Primjeru [3.0.1|ne konvergira jer je smjer silaska zasnovan na Taylo-
rovom teoremu aproksimacije funkcije linearnim modelom koja vrijedi samo lokalno, t;j.
pretpostavlja samo malene korake. Ukoliko je smanjenje vrijednosti funkcije vrlo malo u
odnosu na duljinu koraka, konvergencija nece biti osigurana.

U Primjeru [3.0.2] napretkom iteracija, koraci su sve manji, tj. premali su u odnosu na
pocetnu stopu smanjenja funkacije f, Sto dovodi do toga da algoritam ne napreduje.
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Dakle, odabir bilo kojeg koraka, koji rezultira smanjenjem vrijednosti funkcije, nije
uvijek efikasan. Ako je korak predug, iako rezultira smanjenjem vrijednosti funkcije, nije
konzistentan s Taylorovim teoremom i nema garancije konvergencije. S druge strane, ako
je korak prekratak, algoritam ¢e vrlo vjerojatno do¢i do tocke nakon koje viSe ne napreduje
prema rjesenju.

Iduée potpoglavlje daje nuZne uvjete za postizanje konvergencije.

3.1 Wolfe-ovi uvjeti i konvergentni rezultati

3.1.1 Wolfe-ovi uvjeti

U problemu bezuvjetne minimizacije, Wolfe-ovi uvjeti (Wolfe [4] 1 [S]), zasnivani na radu
Armijo [6]] 1 Goldstein [3], su skupovi nejednakosti za izvodenje neegzaktnog line search
algoritma, posebno u kvazi-Newtonovim metodama.

Prvi Wolfe-ov uvjet, poznat kao Armijo pravilo, zahtijeva da prosjecna stopa smanjenja
f(xx) do f(xx41) bude barem neki propisani dio pocetne stope smanjenja u tom smjeru, tj.
potrebno je odabrati @ € (0, 1) 1 4; > 0 koji zadovoljava

Fx+ pr) < fO) + eV () pr (3.3)

-

s, o b 7 0T py

N+, V3T p, M

Slika 3.2: Dopustive vrijednosti A za uvjet (3.3))

Zahtijeva se dovoljan pad funkcije i da stopa smanjenja bude proporcionalna nagibu
funkcije V f(x;)" px, proporcionalna koraku A, te parametru a koji je striktno izmedu 0 i 1
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¢ime se izolira uzimanje predugih koraka. Lako se pokaZe da, kada je a blize 0, koraci su
dulji, a kada je blize 1 koraci su kracdi.

Drugi Wolfe-ov uvjet, poznat kao uvjet krivulje, zahtijeva da stopa smanjenja funkcije
f usmjeru silaska p u tocki x;,; bude veca od nekog propisanog razlomka stope smanjenja
u smjeru p u tocki xy, tj.

Vf(xas) pri= Vo + Api) pr 2 BYS(a) pr (3.4)

za konstantu 3 € (0, 1) [Slika[3.3].

Nametnut je dovoljan napredak iteracije, odnosno relativni rast derivacije duz vektora
za najmanje B, 0 < B < 1, ¢ime se izolira uzimanje prekratkih koraka. Nadalje, lako se
pokaZe da, ako je 8 blize 0, nova vrijednost derivacije duz vektora e biti blizu 0, tj. korak
¢e biti dulji. Ako je 8 bliZe 1, koraci ¢e biti manji i nova vrijednost ¢e biti blizu prethodne,
Sto daje viSe fleksibilnosti algoritmu.

Uvjet 8 > «a, tj. uvjet 0 < @ < B < 1, omogucava istovremenu zadovoljenost oba
Wolfe-ova uvjeta (3.3) i (3.4). U praksi, uvjet (3.4) nije potreban, jer primjena backtracking
algoritma izbjegava pretjerano male korake.

Y

Dopustive toflke za uwjete (3.3) 1(3.4)

Slika 3.3: Oba Wolfe-ova uvjeta

Primjer 3.1.1. Neka je f(x;,x2) = x} + x] + x3, xx = (I, D7, pr = (=3,-1)7 i neka je

@=0.1u@.3)iB=0.5u@.4). Kako je
V() pr = (6,2)(=3,-1)" = =20 <0,

pi je smjer silaska. Neka je sada x(Ay) = xx + Axpi. Ako je 4, = 1, tada je x;p = x(1) =
(=2,007 1

V() P = (=36,0)(=3 = D = 108 > ~10 = BV f(x0)" px.
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Prema tome, x;,; zadovoljava (3.4), ali ne zadovoljava (3.3)

o) =20 > f(x) + Vi) pr.
Sli¢no se provjeri da x;,; = x(0.1) = (0.7,0.9)7 zadovoljava (33)), ali ne i (3:4) i da x4, =
x(0.5) = (0.5,0.5)" zadovoljava i (3:3) i (3.4). Tocke x(1), x(0.1) i x(0.5) korespondiraju
tockama desno, lijevo i u “dopustenom podrucju” Slike [3.3|respektivno.

3.1.2 Konvergencija

Koriste¢i Wolfe-ove uvjete, mogu se dokazati jaki rezultati koji osiguravaju kreiranje glo-
balno konvergentnih algoritama, kao 1, za vecinu funkcija, brzo lokalno konvergentnih
algoritama.

Prvi takav rezultat prikazuje da za bilo koji dani smjer py, postoji tocka x; + A py koja

zadovoljava uvjete (3.3) i (3.4).

Teorem 3.1.2. Neka je f : R" — R neprekidno diferencijabilna na R". Neka x;, € R" i
pr € R" zadovoljavaju V f(x)" pr < 0 te pretpostavimo da je skup {f(x; + Apy) | A > 0}
omeden odozdo. Tada ako je 0 < a < 8 < 1, postoje A, > A; > 0 takvi da x;.1 = x; + A px
zadovoljava (3.3) i (3.4), ako je A, € (A, 4,).

Dokaz. Kako je @ < 1, f(xi + Apr) < f(xx) + @AV f(x)T pr za sve A > 0 dovoljno mali i
kako je f(x; + Apy) takoder ograni¢ena odozdo, postoji neki mali pozitivni A takav da

f®) = fOu+Api) = f(x0) + @AV f () pe. (3.5)
Tako svaki x € (x;, £) zadovoljava (3.3). Po teoremu srednje vrijednosti, postoji A € (0, )
takav da
R = f) = V(e + Ap)" (2 = x)

~ N (3.6)
= Vf(x + /lpk)T/lpka

i tako od (3.5) i dobijemo
Vi + Ap) pe = aV f(x)" pi > BV f(x) pi (3.7

buduéi da je @ < B i Vf(x)"pr < 0. Po neprekidnosti od V£, (B7) i dalje vrijedi za
A u nekim intervalima (4, 4,) oko A. Dakle, ograni¢imo li (1;, 4,) da bude unutar (0, ),
Xps1 = X + A pi zadovoljava (3.3) i (3.4) za svaki A, € (4, 4,). O

Pokazuje se da, ako bilo koji niz x;, generiran da zadovoljava V f(x;)" (x4 — x) < 0,
(3.3) i (3.4), osim ako kut izmedu V f(x;) i (xx+1 — x;) ne konvergira prema kutu od 90°
kada k — oo, tada ili gradijent konvergira u 0 ili je f neograni¢ena odozdo ili oboje. Iduéi
teorem pokazuje, kada se kut izmedu Vf(x;) 1 (x1 — xx) priblizava kutu od 90°, da se to
algoritmom mozZze sprijeciti.
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Teorem 3.1.3. Neka je f : R" — R neprekidno diferencijabilna na R" i pretpostavimo da
postoji y > 0 takav da vrijedi

IVF(@) = VIl < yllz = 2 (3.8)

za svaki x,z € R". Tada za bilo koji xo € R", ili je f neogranicena odozdo ili postoji niz
{x¢} k=0, 1,... koji zadovoljava (3.3) i (3.4) te

Vi) sk <0 (3.9)
ili
Vf(x) =0is =0,
za svaki k > 0, gdje je
Sk = Xg1 — Xk

Nadalje, za bilo koji takav niz, ili je
(a) Vf(x;) =0zanekik >0, ili je

(b) limy .o f(x) = —00 ili je

V)T sk —

(¢) Timy e =500

Dokaz. Za svaki k, ako je Vf(x;) = 0, tada vrijedi (a) 1 niz je naknadno konstantan. Ako
je Vf(x;) # 0, tada postoji py — npr. p; = —Vf(x;) — takav da je f(x)” pr < 0. Prema
Teoremu [3.1.2] ili je f neograniena odozdo, ili postoji 4x > O takav da xx.1 = X + AP
zadovoljava (3.3) i (3.4). Kako bismo pojednostavili notaciju, pretpostavit éemo da je
llpcll. = 1 tako da je A; = ||skll2, Sto ne predstavlja gubitak opéenitosti (generalizacije).

Dosad vidimo da je f ili neograni¢eno odozdo ili postoji {x;} 1 {x;} ili zadovoljava (a)
ili je s; # 0 za svaki k. Sada moramo pokazati da ako nijedan ¢lan iz {s;} nije nula, tada
mora vrijediti (b) ili (c¢). Bit e korisno imati

o Vf(xk)TSk

O =
l1skll2

Iz (3.3) i Ao < 0 za svaki k, za neki j > O vrijedi
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1

J&x) = o) = ) [ — f(x)

~.

_ o

T

aVf(x)" s

[

=~
S

j-1
a Aoy < 0

Stoga je ili
lim f(x)=~eo ilije - D Aoy < o0

konvergentno.

U prvom slucaju je (b) istinito i1 tada smo gotovi, pa promotrimo drugi slucaj. Ustvari,
zakljuCujemo da vrijedi lim;_,, 4x0 = 0. Sada zelimo zakljuciti da je limy_, 0 = O,
pri ¢emu trebamo koristiti uvjet (3.4), obzirom da je napomenuto da se osigura da koraci
ne postanu premali.

Za svaki k vrijedi

V()" se = BV F() s

kao 1

[Vf(xee1) = VAT se = (B — DVf(x) se

prema (3.9) i 8 < 1. Primijenjujuéi Cauchy-Schwarzovu nejednakost i (3.8]) na lijevu stranu
posljednje jednadzbe i koristeci definiciju od o7, dobivamo

0 < (B— Doy < ylisill* = yA7,

pa vrijedi

Ap 2 o >0

-1
Aoy < '8—0',% <0.
Y

Prema tome vrijedi

lim 07 <0

’)/ k— 00

0= lim 4oy <
k— 00



POGLAVLIJE 3. LINE SEARCH - PRETRAZIVANIJE LINIJA 26

Sto pokazuje da vrijedi
lim o =0

k—>00

[tJ., (c) je istinito] i1 time je dokaz potpun. O

Teorem [3.1.3| je potpuno neovisan od metode odabira smjera silaska ili duljine koraka
1 lako se primijenjuje na bilo koji line search algoritam te daje dovoljne uvjete globalne
konvergencije za svaki optimizacijski algoritam.

Sljedeci teorem, Dennis i More [7], pokazuje da ¢e globalna metoda dozvoljavati puni
kvazi-Newtonov korak x;.; := x; — H,;lV f(xx) u blizini minimuma fukcije f sve dok je
-H, 'V f(x) dovoljno blizu Newtonovom koraku.

Teorem 3.1.4. Neka je f : R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom
konveksnom skupu D i pretpostavimo da je V*f € Lip,(D). Neka je niz {x;} generiran sa
X1 = Xk + 4y, gdje je Vf(x) pr < 0 za svaki k i A, izabran da zadovoljava (3:3) i (3.4)
sa a < % Ako {x;} konvergira prema tocki x, € D u kojoj je V?f(x.) pozitivno definitna i
ako vrijedi

\Y +V?

lim IV + V= () pell2
k00 Il prll2

tada postoji indeks ko > 0 takav da je, za sve k > ko, 4x=1 dopustivo. Nadalje, V f(x.) = 0

i ako je A, = 1 za sve k > ko, tada niz {x;} konvergira q-superlinearno u x..

=0, (3.10)

Dokaz. Dokaz je zapravo samo generalizacija jednostavne tvrdnje da ako je f(x) kvadratno
pozitivno definitna i py = —V2f(x) 'Vf(xp), tada je VF(x) pr < 0, Xpe1 = X + P
zadovoljava (33) za bilo koji @ < 1 i (3:4) za bilo koji 8 > 0. Stavimo
_ VA G + V2 f(x0) pil
Il

pri cemu || - || oznacava || - ||, tokom cijelog dokaza. Prvo dokazujemo da vrijedi

, (3.11)

lim [lpll = 0.

Prema poznatom argumentu, ako je X dovoljno blizu x., tada postoji pozitivno definitna
matrica V2f(¥)™' i ako je u~' = [[V2f(x.)7'|l, tada vrijedi ju~" < [[V2f(®)7' < 2u".
Prema tome, kako je
V@ e _ PEVFCIDe (VG + V2 (0P p
[l Pl llpell llpill

i p{ V2 f(x)pr > sullpl?, BIT) i (310) pokazuju da za dovoljno velik &, vrijedi

VF(x)" 1 1
EAFICON /SN (—u —pk) pell = ~llpl. (3.12)
17l 2 4
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Iz Teorema znamo da vrijedi

lim Vf(x) pi

=0,
k—eo | prl

a (3.12) implicira da vrijedi
Jim el = 0.

Sada dokazujemo da A; = 1 zadovoljava (3.3)), za sve k-ove vece ili jednake nekom k. 1z
teorema srednje vrijednosti, za neke X, € [xg, Xx + pl,

SO+ po) = fa) = V) pic+ %p,{ V2 f ()P
ili
Fs P = F0) = 5V i = 5700 + 9 50p0 s
= S(77000 + V0 pe + 5 LIV (50) — Vo)l

< SGox + v lpll) llpel?

| =

(3.13)

zbog (B.11)) i Lipschitz neprekidnosti od V>f. Sada odaberemo k tako da za k > ko vrijedi
B.12)i
1 :
pr+ VPl < Vial min(3, 1 — 2a). (3.14)

Ako je k > ko, tada A, = 1 zadovoljava (3.3)), jer iz (3.13), (3.12) i (3.14) slijedi

1 1
FOox +po) = fa) < EVf(Xk)TPk +gH- (1 =2a)lIp:ll?
1
< 5(1 — (1 =22)Vf(x0)" px
= aVf(x) pr.

Kako bismo pokazali da je (3.4) zadovoljeno sa A, = 1 za k > ko, ponovo koristimo
teorem srednje vrijednosti kako bismo za neki z; € (xi, x; + pi) dobili da vrijedi

ViOa + p) = (V) + V@) pr
= (V) + V2 Fdp) " p + pL(V2f(z0) = V2 F(x0)) i
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tako da je

V£ + po)" pil < pellpelP + IpelP
B, o
) | pll

< =BV f(x0) pr

pritom koriste¢i (3.11)), Lipschitz neprekidnost od V2f, (3.14) i (3:12). Rezultat toga je
VfOo+ p)t pe = BV ()T pe za k > ko. Prema tome, A, = 1 naposljetku zadovoljava (3.3)
i (3.4), pa je i dopustiv, §to je posljedica od (3.10) i limy—, px = 0 tako da Vf(x,) = 0.
Ostaje jos samo dokaz g-superlinearne konvergencije ako je izabran 4; = 1 za sve osim za
kona¢no mnogo uvjeta. O

<

Teoremi i iskazuju da ako je funkcija f ograni¢ena odozdo, tada niz {x;}

generiran bilo kojim algoritmom, koji primijenjuje korak silaska, ¢iji je kut s gradijentom
ogranicen sa 90°, i zadovoljava uvjete (3.3)) i (3.4)), zadovoljava

lim Vf(x) = 0.

Ako takav algoritam prvo uzme Newtonov korak ili kvazi-Newtonov korak kod svake
iteracije, tada Ce {x;} takoder konvergirati g-kvadratno ili g-superlinearno lokalnom mini-
mumu Xx,, ako je bilo koji x; dovoljno blizu x, te ako je zadovoljena pretpostavka lokalne
konvergencije Newtonove ili kvazi Newtonove metode.
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3.2 Odabir koraka pomocu backtrackinga

Preostaje odrediti nacin odabira duljine koraka A; u line search algoritmu, pri ¢emu se
koristi metoda backtrackinga. U kvazi-Newtonovom algoritmu najprije se ispituje pri-
hvaéanje Newtonove metode, a zatim neke od globalnih metoda. Buduci da je Newtonova
metoda, kada je V2 f(x;)~!' pozitivno definitna matrica, zapravo metoda silaska za A, = 1,
backtrack line search algoritam takoder poCinje sa A, = 1 1 ako x; + pi nije prihvatljivo,
primjenjuje backtrack - smanji Ay, sve dok ne nade prihvatljivi x; + A;py.

Algoritam 3.2.1. Backtracking line search

Neka je f : R" — R neprekidno diferencijabilna funkcija, x; € R" toCka k-te iteracije
1 Vf(xx) € R" pripadni gradijent te p, € R" dani smjer silaska. Za dani o € (0, %), nadi
Xie1 = X + Apy, A € (0, 1) takav da vrijedi f(xx1) < f(x0) + @AV F(x)! py., 4.
Zadania € (0,3),0<l<u<1
/lk = 1;
sve dok je f(xp + Akpr) > f(xp) + eV F(x)T pr, radi sljedede:
Ay := pA; zaneke p € [L,u];
(o se nanovo bira svaki put prilikom line search-a)
Xir1 1= X + Ay

U praksi se veéinom uzima vrlo malen «, ovdje se koristi @ = 107, pa preostaje odrediti
metodu smanjenja A;, odnosno odabir p.
U tu svrhu definira se jednodimenzionalna funkcija h

) = f(xp + Apo).

Za primjenu backtrackinga se koristi posljednja informacija o funkciji 4 na temelju koje se
modelira kvadratni, odnosno kubicni, jednodimenzionalni polinom za traZenje minimuma
A §to predstavlja sljedecu vrijednost 4, u Algoritmu[3.2.1]

Poznate su informacije o funkciji#za 1 =0

h0) = f(x0) i H(0) = Vf(x)" p (3.15)

1 za pocetni A; = 1, nakon raCunanja f(x; + pr),

h(1) = f(x + po). (3.16)
Kada f(x; + piy) ne zadovoljava (3.3)), funkcija 4 se modelira jednodimenzionalnim
kvadratnim polinomom koji zadovoljava (3.15) i (3.16),

mgy(A) = [h(1) — h(0) — 1 (0)]A% + 1 (0)A + h(0),
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pri éemu se ra¢una tocka A za koju je m;(/Al) =0, g.

_ —h'(0)
2[A(1) — h(0) — h’(0)]
Obzirom da nije zadovoljeno Armijo pravilo, vrijedi (1) > h(0) + h’(0), i kako je
h'(0) < 0, kao derivacija duz vektora p;, pri Cemu je p; smjer silaska, vrijedi sljedece

au>

(3.17)

my () = 2[h(1) = h(0) = K'(0)] > 0,

tj. A minimizira funkciju m,(2). Takoder, kako je h'(0) < 0, slijedi da je 4 > 0, pa se A
uzima kao nova vrijednost Ay.
Nadalje, moze se primijetiti da obzirom na (1) > h(0) + ah’(0), vrijedi

. 1
A .
21—

Kako je @ € (0, %), ako je h(1) > h(0), tada je 1 < %, Sto daje implicitnu gornju granicu
u ~ 1 za pu Algoritmu S druge strane, nije poZeljno previse smanjiti 1, te se namede
donja granica [ = %, tj. ako je dobiven A < 0.1, tada se uzima A; = 11—0.

Magih =
h' (0}

; R

Slika 3.4: Backtracking u prvoj iteraciji primjenom modela kvadratnog polinoma

Nakon prvog odabira Ay, ako h(4y) = f(x; + Apx) ne zadovoljava uvjet (3.3)), potreban
je novi backtrack. Ponovo se moZze iskoristiti model jednodimenzionalnog kvadratnog po-
linoma, ali, buduci da su sada dostupne 4 informacije o i(A1): h(0), h’'(0) 1 posljednje dvije
vrijednosti i(A1), bolje opcija je primjena kubi¢nog polinoma za A, koji preciznije modelira
dijelove funkacije & negativne zakrivljenosti i ima jedinstven lokalni minimum.

Neka su 4, 1 4,, posljednje dvije vrijednosti od A;. Kub modeliran sa 4(0), 4’(0), h(A,)
1 h(A,,) dan je sa

Me(A) = ad® + bA* + 1 (0)A + h(0),
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gdje je
1 -1
al_ 1 h(Ap1) — h(0) — W' (0)A),
b /1171 - /1172 A2 Ap1 h(/1p2) - h(O) - h/(o)&pZ '
2 2
pl p2

Tada je to¢ka lokalnog minimuma A jednaka

—b + /b*> — 3al’(0) (3.18)

3a

Kao i ranije, namecu se gornja i donja granica, u = % 1l = %. Nadalje, moguce je
zadrzati V f(x; + A, pi) na vrlo malom dodatnom trosku sve dok se racuna samo f(x; + Ay pi).
U tom se slucaju, m.u(A) interpolira h(0), h’(0), h(Aprev), h’(Aprev) u svakom backtracku.

PoZeljno je u algoritam implementirati dodatna dva uvjeta zbog zaustavljanja beskona-
¢ne petlje i napusStanja podrucja od interesa. Prvi uvjet je definiranje duljine minimalnog
koraka za testiranje konvergencije. Ukoliko uvjet (3.3) nije zadovoljen i ||4;pill> je manji
od minimalnog koraka, line search staje. Obzirom da ¢e na kraju iteracije x; svejedno
konvergirati, kriterij minimalnog koraka eliminira ulazak u beskona¢nu petlju ukoliko p;
nije smjer silaska. S druge strane, definira se duljina maksimalno dopustenog koraka zbog
sprecavanja uzimanja koraka koji bi rezultirali izlaskom algoritma iz podrucja od interesa.



Poglavlje 4

Trust region model - Model regije
povjerenja

U prethodnom se poglavlju razmatralo kako pronaci korak prihvatljive duljine za dani
smjer silaska, pri Cemu je osnovna pretpostavka bila da ¢e smjer silaska biti kvazi-Newtonov
smjer te da ¢e pokuSaj prvog koraka uvijek biti kvazi-Newtonov korak. Rezultat prethod-
nog poglavlja bio je backtracking algoritam ukomponiran u dane pretpostavke za pokusaj
postizanja globalne konvergencije bez gubitka svojstava lokalne konvergencije kvazi —
Newtonove metode. U ovom poglavlju se isto Zeli postiéi takva globalna konvergencija, ali
se pritom odbacuje pretpostavka da korak mora biti u kvazi-Newtonovom smjeru silaska.

Pretpostavka da kvazi-Newtonov korak nije zadovoljavajuc, upucuje na to da model
kvadratnog polinoma neadekvatno modelira funkciju f u tom podrucuju. U line search
algoritmu je zadrZan isti smjer koraka 1 odabire se kraci korak, koji je odreden pomocéu
jednodimenzionalnog modela kvadratnog ili kubi¢nog polinoma, temeljenog na poznatim
informacijama o funkciji i gradijentu u kvazi-Newtonovom smjeru. Iako uspje$na, metoda
ima nedostataka da se n-dimenzionalni model kvadratnog polinoma ne koristi viSe puta,
ukljucujuci Hesseovu matricu modela. Stoga se u ovom poglavlju, prije odredivanja smjera
koraka, prvo odreduje duljina koraka.

Pretpostavi li se da je poznata toCka x. i neka procjena ¢, maksimalne duljine uspjeSnog
koraka, postavlja se pitanje: kako najbolje odabrati korak maksimalne duljine ¢, iz tocke
x.? Od poletka se smatra da je kvazi-Newtonov korak s razuman korak, jer je to korak
1z x, prema globalnom minimumu lokalnog modela kvadratnog polinoma m, (ako je He-
sseova matrica modela, H, pozitivno definitna). Pridoda li se ideja o ogranicavanju duljine
maksimalnog koraka sa 6. > 0, tada je odgovor na dano pitanje, da se pokusa uzeti korak

32
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s koji rjeSava

. _ T l T
minm.(x. +5) = f(x.) + Vf(x.)' s+ 2s H.s, @.1)

uzuviet sl < 6.

Problem (4.1) ¢ini bazu trust region modela minimizacije. Naziv proizlazi iz promatranja
0. kao pruzatelja regije u kojoj se vjeruje da m, adekvatno modelira f. RjeSenje problema
dano je idu¢om lemom ¢iji se dokaz moZe pronaci u knjizi Dennis, Schnabel [1].

-V omix-8,)

................ T

Slika 4.1: RjeSenje problema (@.1))

Lema 4.0.1. Neka je f : R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna, H. € R™"
simetri¢na i pozitivno definitna i neka || - || oznacava l, normu. Tada se problem (@.1)) moZze
rijesiti sa

s(u) := —(He + u)™'V f(xe) (4.2)
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za jedinstven u > 0 tako da je ||s(u)|| = O, osim ako je ||s(0)|| < O., gdje je u tom slucaju
rjesenje s(0) = s¥. Za bilo koji p > 0, s(u) definira smjer silaska za f iz x,.

Problem Leme [4.0.1]je u tome $to u algoritmu minimizacije ne postoji kona¢na metoda
odredivanja u. > 0 tako da vrijedi ||s(u.)|l, = 6., kada je 6. < ||H;1Vf(xc)||2. Racunske
metode za aproksimativno rjeSenje problema (#.I) dane su u sljedeca dva potpoglavlja.
Jedna metoda je lokalno ogranic¢eni optimalni (ili “hook™) korak, koja pronalazi . takav da
je lls(ue)ll, = 6. 1uzima korak x, = x.+s(u.). Druga metoda je dogleg korak, koji uzima po
dijelovima linearnu aproksimaciju do krivulje s(u) i uzme x, kao tocku sa te aproksimacije
za koju vrijedi ||x, — x || = d.. Nema garancije da ¢e x,, koji aproksimativno ili egzaktno
rjesava (4.1), biti prihvatljiva sljedeca tocka, ali postoji nada da Ce biti prihvatljiva za dobar
korak ograniCenja 6.. Trust region algoritam ima sljedeci oblik:

Algoritam 4.0.2. Globalni korak trust region modela

Zadane f : R* — R, 6, > 0, x. € R", H. € R™ simetri¢na i pozitivno definitna:
Ponavljaj:
(1) 5. := aproksimativno rjeSenje za (4.1)
Xy 1= Xe + S,
(2) odluc¢i je li x, prihvatljiva i izratunaj novu vrijednost J,
sve dok x, nije sljedeca prihvatljiva tocka;
0y =0,

Algoritam trust region modela bit ée doraden u Potpoglavlju 4.3

Dva su kona¢na razmatranja. Prvo, Gay [8]] je pokazao da i kada H,. ima negativne svoj-
stvene vrijednosti, rjesenje za (4.1)) je i dalje s. koji zadovoljava (H, + ul)s. = —Vf(x.) za
neki u > 0 takav da je H,. + ul najmanje pozitivno semidefinitna, Sto dovodi do opravdanja
perturbiranja Hesseove matrice modela u pozitivno definitnu matricu H, = V?f(x.) + ul
kada V2 f(x.) nije pozitivno definitna. Rezultirajuci kvazi-Newtonov korak —H-'V f(x,) je,
u odnosu na minimum originalnog (ne pozitivno definitnog) kvadratnog modela, u nekom
sfernom prostoru u okolini tocke x.. Kasnije se uzima pretpostavka da je H. pozitivho
definitna.

Drugo, s(u) je glatka funkcija od kvazi-Newtonog koraka —H 'V f(x,.), kada je u = 0,
prema s(u) = —(1/u)Vf(x.), kada se u povecava. Prema tome, kada je d. vrlo malen,
rjeSenje za (4.1) je korak duljine d. u aproksimativnom smjeru najbrzeg silaska. Graf 4.2]
prati krivulju s(u), 0 < ¢ < oo, istog kvadratnog modela kao Graf {.1]
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e
r"‘,"

m (x)

Slika 4.2: Krivulja s(u)

4.1 Lokalno ogranicen optimalni (‘hook’’) korak

Prva metoda izraCuna aproksimativnog rjeSenja problema (4.I)), primjenom Leme 4.0.1]
kada je ||s(0)|], > 6., je pronalazak s(u) := —(H, + ul)"'V f(x.) tako da vrijedi ||s(u)|l, = &,
1 nakon toga se provjerava je li nova toc¢ka x, := x.+ s(u) prihvatljiva ili ne. U ovom potpo-
glavlju promatra se algoritam pronalaska aproksimativnog rjeSenja u. skalarne jednadzbe

D) = sl = 6 = 0 (4.3)

Jedna od ideja je primjena lokalnog modela problema rjeSavanja. U slucaju jednodi-
menzionalne verzije jednadzbe (4.3),

‘I)(/J) = | - (/J + h)_lgcl =0,

dan je lokalni model oblika
@,

Be+u

mc(ﬂ) = =0

s dva slobodna parametara a i 3.

Prije razmatranja parametara « i 3, obzirom da se prelazi u novu poditeraciju prona-
laska u, unutar glavne iteracije pronalaska x, bitno je razlikovati vrijednosti a., B. 1 U,
koje se mijenjaju unutar iteracija po y, od trenutnih vrijednosti 6., x., Vf(x.) 1 H., koje
dolaze iz vanjske iteracije po x i ne mijenjaju se tijekom rjeSavanja unutarnje iteracije, tj.
tijekom rjeSavanja jednadzbe (@.3)). Prema tome, radi lakSeg razlikovanja, vrijednosti unu-
tarnje itercije ¢e biti naznaCene podebljanim fontom, a “konstante” unutarnje iteracije Ce
biti pisane normalnim fontom. Pritom je vrijednost u. jednaka posljednjoj aproksimaciji
unutarnjih iteracija od p, (egzaktno rjeSenje od (4.3)) te se x. i u. koriste za definiranje
sljedeceg koraka vanjske iteracije sa x; = x. + s(u.).

Model m.(u) ima dva slobodna parametara @, i B, te se ¢ini razumnim da se, kao i u
Newtonovoj metodi, odaberu na nacin da zadovoljavaju sljedeca dva uvjeta:

Q.

Be + He

me(pc) = — 0c = Dpe) = |ls@e)llz = e
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a _S(ue)" (He + peD) ™" s(ue)

m, (:) = - =@’ l.‘) =
W)= vy T 5@l
Slijedi:
(] 0.)?
o, = — PW) 0 4.4)
@' (ue)
D(y,) + 6,
=Ty 4.5)
Fe= "oy *
Nakon modeliranja m.(u), odabire se p, tako da vrijedi m.(u;) = 0, odnosno
a.
H+ = 6_0 —Be.
Supsititucijom @.3), @.4) i (4.5) u gornji oblik dobije se
D) + 6, D,
e = e — (Hc) (Me)
56 Ql(llc) (4 6)
sl @) '

T T o)

kao iteracija za rjeSavanje ®(u) = 0. Prema (4.6), kada je p. < p., uzima se veci korak
nego Sto daje Newtonova metoda, a kada je g, > u., korak je manji od Newtonovog. Kako
He — M, je sve bliza Newtonovoj metodi, pa slijedi da konvergira g-kvadratno
up,.

Nekoliko problema ostaje u transformiranju (4.6) u racunski algoritam. Diskusija koja
slijedi i sam algoritam bazirani su na Hebden [[12] i Moére [[13]].

Prvo pitanje je odabir pocetne vrijednosti g u rjeSavanju (4.6). Reinsch [14]] je pokazao
da, ako pocinje s g = 0, tada u konvergira monotono prema u,. Cilj je poceti blize
rjeSenju, jer svaka iteracija od ukljucuje rjeSavanje linearnog sustava. Mdre-ova im-
plementacija koristi aproksimativno rjeSenje u_ posljednje iteracije u (4.3)) za generiranje
inicijalne pretpostavke trenutnih (unutarnjih) iteracija. Moére-ovo pravilo je sljedece: ako
je trenutno ogranicenje koraka ¢, jednako p puta vrijednosti ogranic¢enja koraka o_, tada se
kao inicijalna iteracija u uzima po = ’%

U knjizi Dennis, Schnabel [1] dana je sljede¢a metoda. Pamti se trenutna pozicija u
iteraciji: ucinjen je x-korak s(u_) iz x_ u x,, dobiven je iduéi d. iz §_ i Zeli se dobiti x,.
Prije no Sto se moZe izracunati H., (H_ + u_I) je i dalje u faktoriziranom obliku S$to trosi
samo O(n?) za izradun

S(u-)T(H- + p- D)7 s(u)

@ = ||s(u)l - i @=
sl =6c i lls(ull
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Analogno (@4.6)), koristi se
lls(u)ll @
=u_ - —, 4.7
Mo = 5. @ 4.7)
vrijednost u dobivena iz u_ prijaSnjeg modela i novi trust region radijus é.. Ako je . = o_,
tada je po upravo vrijednost koja bi se dobila da se uzela joS jedna iteracija prethodnog
modela. S druge strane, ako je prethodna iteracija koristila Newtonov korak, tada se pyo
trazi drugom tehnikom.
Drugi vazan dio algoritma za rjeSavanje (4.3)) je generiranje i odredivanje donje i gornje
granice za p,, tako da je u, € [ly,u,]. Obzirom da Newtonova iteracija na (4.3) uvijek

podbaci y,, uzima se lp = y, — %, a zatim se racuna
o O
R T o)

zajedno sa svakim izratunom (#.6) i odredivanjem nove donje granice I, = max{l,u"},
gdje je I, trenutna donja granica. Kako je

IVf(x)ll2

*

S = I(He + D)™V f(x)]l2 <

jer je H, pozitivno definitna i g, > 0, za pocetnu gornju granicu #y od g, uzima se ”Vfg%)”z,

a u svakoj iteraciji, ako je ®(u.) < 0, nova gornja granica je odredena sa p, = min{uc,cpc},
gdje je u, trenutna gornja granica.
Ako kod neke iteracije p4 nije u skupu [I,u,], tada se slijedi Mére [13] u odabiru .,
sa
py = max{(l, 'u+)1/2a 10_3u+}, (4.3)

gdje drugi argument osigurava vrijednost u, kada je 1, vrijednost blizu 0. (4.8) se primje-
njuje za definiranje go svaki put kada se (4.7)) ne moZe primijeniti zbog prethodne iteracije
u kojoj je koriSten Newtonov korak.

Na kraju, (4.3) se ne rijeSava s velikom preciznosu, ve¢ se uzima

36. 3o
sl € |22, 2]

Razlog tome je Sto se trust region nikad ne smanjuje ili povecava faktorom manjim od
2, pa prema tome, ako je trenutni radijus ¢., prethodni je bio ili veci ili jednak 26,, ili
manyji ili jednak ¢6./2. Dakle, razmatra se da stvarna vrijednost ¢, bude prili¢no proizvoljna
unutar raspona [%, %] 1 ¢ini se razumnim dopustiti da ||s(u)||, ima bilo koju vrijednost
u tom rasponu. Postoje i druge implementacije, na primjer More [[13]] zahtijeva ||s(u)l|, €
[0.96,, 1.16.], 1 ne zna se je li ijedna bolja od druge. U praksi je pokazano da su oba izbora

zadovoljena s prosjecnom vrijednosti g izmedu 11 2 u x-iteraciji.
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Primjer 4.1.1. Neka je f(x;, x;) = x‘l‘+x%+x§, xe=,1)", H. = V*f(x,), 6, = %,,u_ =0.
Tada je
Vf(xe) = (6,2)7,

14 0
w=[o 2]

3 T
se = —H;'Vf(x) = (—7, —1) ;

I1s¥]l, = 1.088.

Kako je ||s¥]l, > %66, Newtonov korak je predug i trazi se neki u > 0 takav da

I(H, + 1)V F(x)s € [3% 3%] = [0.375,0.75]

(vidi Slika[4.3). Bududi da je u_ = 0, racuna se

®©0) 0.588
lp=0- —= =~ —— ~1.25,
0 ®(0) 0472

IVf(xll _ 6.325
= = ~ 12.6,
Oc 0.5

Ho = (lo - wp)'* = 3.97,
a zatim se racuna s(uo) = —(H, + uoD)~'V f(x,) = (-0.334, -0.335)7. Kako je

|[suo)ll> = 0.473 € [0.375,0.75],

uzima se u. = g i x; = x. + s(u.) = (0.666,0.665)" kao aproksimativno rjesenje od @.1).
Lako se primijeti da u ovom slu¢aju nije koriStena iteracija (4.6). MozZe se provjeriti da
jedna aplikacija rezultira sa

o) lls@olll> _ , o, 00271 +0.473

e : ~3.49
Bl o) o 200528 +0.5

idaje s(u) = (=0.343,-0.365)7, |[su)|l = 0.5006. Uz to, (#3) je rijeseno tolno sa
L = 3.496.
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U fix)

Slika 4.3: “Hook” korak Primjerad.1.1|

4.2 Dvostruki dogleg korak

Druga metoda implementacija trust region modela je modificiran trust region algoritam
kojeg je predstavio Powell [15] koji takoder nalazi i rjeSenje problema (4.1). Medutim,
umjesto trazenja tocke x, = x. + s(u.) na krivulji s(u) tako da vriijedi ||x, — x|, = o,
aproksimira se krivulja pomocu po dijelovima linearnom funkcijom povezivajuci “Cauc-
hyjevu tocku” C.P., mimimum modela kvadratnog polinoma m,. u smjeru najbrzeg silaska,
prema Newtonovom smjeru za m,, kao §to je prikazano na Slici Zatim se odabire tocka
x,; na poligolnoj liniji tako da vrijedi ||x; — x.||, = J., osim ako je ||H;1Vf(xc)||2 < d,, tada
je x; Newtonova tocka.

Dva su bitna svojstva dvostruke dogleg krivulje. Prvo, ako je linearna krivulja odabrana
tako da se udaljenost od pocetne vrijednosti x, prema Cauchy toéci C.P. preko N do XY
monotono povecava, tada za bilo koji ¢ < ||HC‘1V f(x)ll> postoji jedinstvena tocka krivulje
x; takva da je ||x; — x|, = d., Sto proces Cini dobro definiranim. Drugo svojstvo je §to
proces ¢ini razumnim da se vrijednost modela kvadratnog polinoma m.(x, + s) monotono
smanjuje kako s ide duZ krivulje iz x. prema C.P. preko N do x'.

Tocka C.P. dobiva se rjeSavanjem

minme(x. — AVf(xc) = f(xo) = AUIVS (ol + %ﬂzvf (x) HV f(x,),

s jedinstvenim rjeSenjem
VA1
 VFGTHIf(x)’

*

Slijedi
C.P. =x.— AV f(x.),
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Slika 4.4: Dvostruka dogleg krivulja, x. — C.P. » N — xV

1 ako je
IV f(xll3
6(‘ < A* \Y% c = s
AR FTER AT
algoritam uzima korak duljine 6, u smjeru najbrzeg silaska
Y S
Xy =X — —=———Vf(x.).
i IVf(xoll2

40

Kako bi dvostruka dogleg krivulja zadovoljavala prvo svojstvo, potrebno je pokazati da

je Cauchyjeva tocka C.P. bliZa poetnoj tocci x. nego Newtonova tocka x7. Neka su

P = AV i s = —H'Vf(x).
Tada vrijedi
15CP ], = IVf(xoll;
> T Vf(x)THVf(x,)

_ IVFGIIE VGOl IH VSl
T VG)THNVf(x) VIGOTHV ()
_ IV Gl

(VFCTHV f(x0) (V) H, 'V ()

. N
= YlIs" 2

N
1571l

(4.9)
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Dokazuje se da je v < 1 za bilo koju pozitivno definitnu H,, pri ¢emu je y = 1 samo
ako je s¢" = sV, pa slijedi
15"l < YlIsMl < 5"l

Tocka na dvostrukoj dogleg krivulji je tada odabrana da vrijedi
N = x. = nH; 'V f(x)

za neki n takav da zadovoljava
y<n<l
1da
m.(x) monotono opada duz linije iz C.P. prema N. (4.10)
Buduéi da m.(x) monotono opada od x. prema C.P. i od N prema xV, #10) osigurava da
m.(x) monotono opada duz cijele dogleg krivulje.
Kako bi (4.10) bilo zadovoljeno, n mora biti odabran tako da je derivacija duz vektora

negativna u svakoj tocki duz segmenta linije koja spaja C.P. i N. Segment linije izmedu
C.P.i N se parametrizira sa

(D) = x. + 5P+ AmsY - s€F),  0<a<1.
Derivacija duz vektora od m,. duz linije x, (1) je tada

Vi (x.() (ns" = s°7) = [Vf(xo) + H(s“" + Ans™ = s (ps™ — s7)
= (Vf(x.) + H.sP) sV — 557 + Ams™ — s H.(ps" — 7).
@.11)

Kako je H, pozitivno definitna, desna strana jednadzbe (4.11]) je monotono rastuca
funkcija od A, pa je potreban zahtjev da (4.11)) bude negativna za A = 1, kako bi bila
negativna za svaki 0 < A4 < 1. Primjenom nekih zamjena i korekcija pokazano je da je taj
uvjet jednak

0> (1= (Vfx) " = ) = (1 =) (v = ) (V) H 'V f(x0)),

Sto je zadovoljeno za bilo koji n € (y, 1).

Dakle, N moZe biti bilo koja to¢ka u Newtonovom smjeru x. + 775" za koju je 17 izmedu
1 iy dan sa (4.9). Powellov originalni izbor je bio n = 1, dajuéi jednostruku dogleg
krivulju. Medutim, racunskim testiranjem pokazno je da pristranost Newtonovom smjeru
pospjeSuje rad algoritma te su Dennis i Mei [16] predlozili izbor = 0.8y+0.2, rezultirajuci
dvostrukom dogleg krivuljom Slika 4.4]
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Primjer 4.2.1. Neka su dani f(x.), x., H. kao u Primjeru 4.1.1|i neka je 6. = 0.75 te
vrijedi
14 0 3
_ T _ N _ (= _1\T
Vf(xC)_(6,2) s HC_[O 2:|’ SC _( 7’ 1) .

Kako je ||s¥]l, = 1.088 > §., dvostruki dogleg algoritam najprije racuna korak prema
Cauchyjevoj tocci C.P., koji je dan sa

cp 40 (6) _(-0.469
s = —— = .
512 (2] ~ (-0.156

Bududi da je ||s"]l, = 0.494 < §., algoritam nadalje ra¢una korak do to¢ke N i vrijedi

(40)*

= ——— =(0.684,
NETEE)

n=08y+0.2=0.747,

3 -0.320
N._ N~
5= e = (—0.747)'

Kako je sVl = 0.813 > d., dvostruki dogleg korak mora biti uzduz linije koja pove-
zuje CP.i N, tj. s. = s°F + A(sY = s¢P) za A € (0, 1) za koji je ||scll, = 6.
A se racuna rjeSavanjem pozitivnog korijena kvadratne jednadzbe

CcpP N C.Py| 12 2
[[s=" + A(s™ — s=D)l; = o

i dobije se da je 1 = 0.867.
Prema tome slijedi

s, = sSSP+ 0.867(s" — sCP) = (_0'340),

—-0.669

(0.660)
Xy = Xo+ 8. & .

0.331

Cijeli izraCun je prikazan na Slici
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v f(xc)

Slika 4.5: Dvostruka dogleg krivulja Primjera4.2.1]

4.3 Modifikacija trust region algoritma

Za dovrsavanje Algoritma[d.0.2]potrebna je odluka je li tocka x.., dobivena lokalno ogranice-
nim optimalnim (“hook”) korakom ili korakom dvostruke dogleg krivulje, zadovoljavajuéa
sljedeca iteracija. U slucaju kada x, nije prihvatljiv, potrebno je smanjiti veliinu regije po-
vjerenja (trust region), tj. smanjiti d., 1 minimizirati odgovarajuce modele kvadratnog po-
linoma. Ako je x, zadovoljavajué, tada se donosi odluka o tome je li trust region poZeljno
smanyjiti, povecati ili ne mijenjati za iduci korak Algoritma 4.0.2

Uvjet prihvacanja tocke x, je 1.Wolfe-ov uvjet iz Poglavlja[3| koji zadovoljava Armijo
pravilo

f(x)) < flxe) + agl (x, = xo), (4.12)

gdje je g. = Vf(x.) ili njena aproksimacija, a & je konstanta na (0, %). Ponovo se uzima
a = 107 tako da je (#.12) samo malo manje stroza od f(x,) < f(x.). Sada ako x, ne
zadovoljava (#12), trust region se reducira faktorom izmedu 55 i 3 i ponovo se racuna
aproksimativno rjeSenje lokalno ograni¢enog minimizacijskog problema jednom od gor-
njih metoda. Faktor redukcije odreduje se kvadratnom backtracking metodom kao i kod
metode line search Algoritma[3.2.1] f(x. + A(x; — x.)) se modelira kvadratnim polinomom
m,(A) pomocu f(x.), f(x;)1i derivacije duz vektora gLT.(er — x.) funkcije f u tocki x. u
smjeru x;, — x.. ProSirenje novog trust region radijusa ¢, je tada moguée do minimuma
gornjeg modela i postiZe se za

_gZ(x+ - xc)

T 2[f(x) — f(xe) — 8L (ks — x )]

*
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|

|

!
> 1,

A

Dhaljiva novog trost regions

Y

-
-

(& proksimatima) duljina prethodnog trust regiona

Slika 4.6: Reduciranje trust regiona za prihvatljiv x,

Slijedi, 6, = A.|lx; — x.|]>. Kao i u line search algoritmu, ako
Adlxs = xcll € | 506 36|

tada se 0, postavlja na bliZu vrijednost krajnjoj tocki gornjeg intervala, tj. ako je A.|[x; —
X < 1—1056, tada se uzima 6, = %66 i obratno, ako je vece od %66, tada se uzima o, =
%(2. Nadalje, moZe se primijetiti da je |[x; — x/|l» = 6. kada se primijenjuje dvostruka
dogleg metoda, a kada se primijeni lokalno ograni¢ena optimalna metoda, poznata je samo
informacija ||x, — x.||» € [%50 %50].

Pretpostavi li se da je dobivena iteracija x, koja zadovoljava (d.12)), postavlja se pitanje
je li x; — x. puni Newtonov korak. Ako jest, x, se uzima kao nova iteracija i izracuna se
0, 1z novog modela te se prelazi na sljedecu iteraciju. Ako nije, tada se pokuSa naci veci
korak iz x,., koristeci trenutni model.

Iako nije nuZan, gornjim postupkom se moZze izbjeci raCunanje gradijenta (i Hesseove
matrice) u x,, Sto Cesto predstavlja veci troSak problema. Moguce je da se trust region
smanjio tijekom algoritma jer funkcija nije bila dobro aproksimirana kvadratnim polino-
mom na nekom podrucju, a kad izademo iz tog podrucja, gdje se funkcija ponasa puno
pristojnije, trust region je poZeljno ponovo proSiriti.

Zanimljiva situacija kada se trust region suZava, a zatim ponovo prosiruje je kada al-
goritam prolazi blizu tocke koja djeluje kao minimum. U tom slu€aju se Newtonov korak
skracuje, algoritam uzima skraceni Newtonov korak i ponasSa se kao da konvergira. Zatim
algoritam pronalazi put van, pri ¢emu se Newtonov korak proSiruje i algoritam nastav-
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lja dalje. Ovo ponaSanje je poZeljno, jer perturbirani problem mozZe doista imati stvaran
minimum u tocki distrakcije, pa je u tom slucaju pozeljno brzo povecanje o..

Gornji postupak poveéanja koraka provodi se na sljede¢i nac¢in. Nakon Sto se dobi
zadovoljavajuéi x,, usporeduje se stvarna redukcija funkcije f, Af = f(x;) — f(x.), sa
aproksimativnom (predvidenom) redukcijom, Af,,eq := m.(x,)— f(x.). Tada se x, prihvaca
kao sljedeca iteracija, osim ako ove obje redukcije nisu dovoljno dobre, tj. ako je |Af,eq —
Af| < 0.1]Af], da postoji sumnja kako je ¢, podcijenjen trust region radijus unutar kojeg
m, dobro akproksimira funkciju f, ili ako je stvarna redukcija funkcije f toliko velika da
je implicirana prisutnost negativne zakrivljenosti, a time i neprekidno ubrzano smanjenje
vrijednosti funkcije f, f(x), npr. kada je f(x,) < f(x.) + Vf(x.)'(x; — x.). U oba slucaja
se sprema vrijednost x, 1 f(x,), ali umjesto nastavljanja prema x,, najprije se duplicira J,
i racuna se novi x, primjenom trenutnog modela. Ako uvjet (@.12) nije zadovoljen za novi
x4, odbacuje se i vraca se na zadnji dobar izracunati korak. Ako pak zadovoljava {.12),
ponavlja se postupak poveéanja koraka. U praksi se na opisan nacin moze ustedjeti velik
broj poziva gradijenta.

Naposljetku, pretpostavi li se da je zadovoljavajuéi x, odabran kao sljedeca iteracija,
preostaje izraCun novog 6. 1z 6.. Dozvoljene su tri alternative: dupliciranje, raspolavljanje
ili zadrZavanje trenutne vrijednosti d.. Uvjeti odluc¢ivanja su donekle proizvoljni, ali vazno
je da ukoliko trenutni kvadratni model dobro aproksimira funkciju f, tada se trust region
povecava, o, = 2., a ako vrlo loSe aproksimira, tada se trust region smanjuje, o, = 6./2.
Npr.

5:/2, Af > 0.1Af e
6y =126c,  Af <0.75Mfpreq

Oc, inace.

Primjer 4.3.1. Neka su dani f(x.), x., H. kao u Primjeru i pretpostavka je da je
upravo ucinjen korak odreden u tom primjeru,

e = (1) (0334 _ 0.666
Y= Xe TS =111710.335) T 0.665)°
Poznato je da vrijedi
14 0]

V() = (6,2), HFsz(x“):[o 2

Zeli se odlugiti je 1i x, zadovoljavajuca tocka i treba li aZurirati regiju povjerenja. Prvo se
ratuna
f(x;y) = 1.083,
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) +aVEx) (xs — x) =3 — 1074(2.673) = 2.9997,

1 slijedi da je x, prihvatljiv. Nadalje, odluCuje se hoce li se pokusSati naéi veci korak u
trenutnoj iteraciji racunajuci

Af = f(xs) = flxe) = =1.917

1
Afprea = me(x) = f(x2) = VF(x) s + ESZHCSC =-2.673 +0.892 = —1.781.

Bududi da je %fl}”"dl = 0.071 < 0.1, ¢, se duplicira, 6, = 20,, i vraéa se na lokalno

ograni¢eni optimalni korak u Algoritmu [4.0.2] Takoder, moZe se potvrditi da kada je novi
radijus 6, = 1, Algoritam odabire Newtonov korak.

Naposljetku, razmatra se kako je dobivena inicijalna procjena trust region radijusa,
odnosno korak ograni¢enja. Ponekad korisnik moZe opskrbiti razumnu procjenu baziranu
na svom znanju problema. Ako ne, Powell [15] predlaze koriStenje duljine Cauchyjevog
koraka kao inicijalni trust region radijus.

Modifikacija trust region algoritma u praksi omogucéava oporavak osnovnog algoritma
od loSe pocetne vrijednosti 6, ali uz neki troSak dodatnih iteracija, pa je incijalni trust region
vrlo bitan.
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Globalne metode za rjesavanje sustava
nelinearnih jednadzbi

Nakon razmatranja globalnih metoda u Poglavljima3]i[4] preostaje pokazati kako se Newto-
nova metoda za rjeSavanje problema nelinearnih jednadzbi, danog sa

zadanu F : R" — R",

) (5.1)
nadi x, € R" takav da F(x,) = 0,

kombinira s globalnom metodom bezuvjetne optimizacije u globalnu metodu za rjeSavanje

problema (5.1).
Newtonov korak za (5.1)) je

Xy = X = J(x) T F(x,), (5.2)

gdje je J(x.) Jacobijeva matrica od F u x., za koji je ranije pokazano da je lokalno g-
kvadratno konvergentan prema x., ali ne nuzno i globalno konvergentan. Pretpostavimo da
X nije blizu ni jednom rjeSenju x, od (5.I). Pitanje je kako odluciti prihvaca li se x, kao
sljedeci iteracija? Odgovor je da ||F(x,)|| bude manje od ||F(x.)|| za neku normu || - ||. Kao
Sto je ve¢ spomenuto u Poglavlju dobar izbor norme je /, norma, ||F (x)ll% = F(x)"F(x),
a problem (5.1) tada korespondira minimizacijskom problemu

1
min f(x) = SF (0" F(x), (5.3)

Dakle, svako rjeSenje za je i rjeSenje za (5.3)), ali mogu postojati lokalni minimumi
u (5.3), koji nisu rjeSenja za (5.1). Tako bi za rjeSavanje problema mogli Koristiti
minimizacijske algoritme na (5.3)) bolje je rjeSavati originalni problem (5.1I), posebno u
izratunu Newtonovog koraka (5.2). Medutim, ovdje e globalne metode za (5.1)) biti bazi-
rane na danim globalnim metodama odgovarajuéeg minimizacijskog problema (5.3).

47
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VaZno pitanje je sada: Koji je smjer silaska problema (5.3)? Smyjer silaska je bilo koji
smijer p za koji je V£ (x.)"p <0, gdje je

d &1 2
Vi) = — Z] S i)y = Z Vfixe) - f(xe) = J(x) F(xo),

pa je najbrZi smjer silaska za (53.3)) smjer duz —J(x.)! F(x.). Nadalje, Newtonov smjer duz
sV = —J(x.)"'F(x.) je smjer silaska, budu¢i da je

Vf(xc)TsN = _F(xc)TJ(xc)J(xc)_lF(xc) = _F(xc)TF(Xc) <0

sve dok je F(x.) # 0. Ovo moze djelovati iznenadujuce, ali je geometrijski razumno.
Budu¢i da Newtonov korak daje korijen od

M (x. + s) = F(x.) + J(x.)s,

isto vrijedi i za minimum kvadratne funkcije

1
(X, + §) := EMC(xC + ) M.(x. +5)

= %F () Fxe) + (J(x) F(x)) s + %ST(J(XC)TJ(XC))&

jer je m.(x. + s) > 0 za sve s iri.(x. + sV) = 0. Prema tome, s" je smjer silaska za ri,, a
kako su gradijenti u x. od i, 1 f jednaki, isto vrijedi i za smjer silaska funkcije f.

Time je motiviran razvoj globalnih metoda za (5.1I), a bazire se na primjeni algori-
tama iz Poglavlja [3] i ] za model kvadratnog polinoma 7.(x) u (5.4). Sve dok je J(x.)
regularna matrica i kako je Vii2(x.) = J(x.)"J(x.), model je pozitivno definitan $to je
povezano s ¢injenicom da je x. + sV jedinstven korijen od M.(x), a tada i jedinstven mi-
nimum za m.(x). Minimum polinoma 7.(x) je Newtonova tocka originalnog problema i
njegovi smjerovi silaska su smjerovi silaska funkacije f, jer je Vi .(x.) = V f(x.). Prema
tome, metode bazirane na danom modelu, minimizirajuci /2. (x), ¢e kombinirati Newtonovu
metodu nelinearnih jednadzbi s nekom od globalnih metoda pridruZenog minimizacijskog
problema.

Sada se direktno mogu primijeniti metode Poglavlja[3]i | na problem nelinearnih jed-
nadzbi. Sve dok je J(x.) dovoljno dobro uvjetovana, J(x.)'J(x.) je sigurno pozitivno
definitna 1 dani algoritmi se primjenjuju uz definiranu minimizacijsku funkciju f(x) =
%llF (x)]12, Newtonov korak —J(x)"! F(x) i pozitivno definitni kvadratni model (5.4). Dakle,
u line search algoritmu se u Newtonovom smjeru trazi dovoljni pad funkcije ||F(x)|, a u
trust region algoritmu se aproksimativno minimizira m.(x. + s) uz uvjet ||s|l, < J.. Ako
je 6, > |[J(x.)"'F(x.)|, tada je korak pokuSaja Newtonov korak, a inace je, za lokalno
ograniceni optimalni korak,

s = =(J ()T (xe) + peD) ™ I ()T F(x,) (5.5)

(5.4)
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za u. takav da je [|s]|, = o..

Primijenom bilo koje globalne metode, ocekuje se da ¢e se u nekom trenutku primijeniti
Newtonov korak za F(x) = 0. Idu¢i primjer prikazuje princip rada line search metode u
tocci kada Newtonov korak nije zadovoljavajuc.

Primjer 5.0.1. Neka je F : R? — R?,

F(x) =

X+ x5 =2
ex1‘1+x§—2 ’

sa korijenom x, = (1, 1)7, i neka je xo = (2,0.5)”. Definira se f(x) = $F(x)" F(x). Tada je

4 1 2.2
) = [e 0.75] ’ Fm) = [0.8453] ’

B CONIETE [‘93.'730].

Algoritam line search (ili pretraZzivanje po pravcu) Ce izraCunati x, = xy + /losf)v pocevsi sa
Ao = 11 smanjujuéi Ay, ako je potrebno, sve dok je f(x,) < f(xo) + 107V f(x0) sy Za
Ao =1,

x+:xo+s8’§[1024

—1.00] 104 ]

Fe) = [1071

tako da je Newtonov korak ocito nezadovljavaju¢. Prema tome A, se reducira kvadratnim
backtrackom, racunajuci,

_ —Vf(xo)Tsév
20f(x) = f(x0) = VAT s)T
U ovom sludaju, f(x;) = 5.79 X 10°, f(x9) = 2.89, Vf(x)"s) = —F(x0)" F(xo) = =5.77,

tako da je (5.6) dano sa 4; = 4.99 x 107°. Kako je 4; < 0.1, line search algoritam postavlja
/l] = 01,

(5.6)

A

1.70 3.06
—_ N ~ =~
Xy =x0 +0.1s, = l1_47], F(x;) = [3.21].

Ovo je 1 dalje nezadovoljavajuce pa se primijenjuje kubican backtrack koji rezultira sa
A = 0.0659. Kako je A, > 14, algoritam postavlja 2, = 14, = 0.03,

xy = xo +0.05s) = [01'98857] ,

2.4
e 1)
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Ova tocka je i dalje nezadovoljavajuca, jer je f(x,) = 3.71 > f(xy), algoritam po-
novno provodi kubi¢ni backtrack rezultirajuéi sa 43 = 0.0116 koji se nalazi unutar intervala
[1,/10, A,/2] = [0.005,0.025]. Sada je

2.238]

1.965
Xy = xo +0.01165) = [ ], F(x,) = [0.856

0.613
Dobivena tocka je zadovoljavajuca, buduci da je
fxy) =2.87 < 2.89 = f(x0) + 107*(0.0116)V f(x0)" 53,

pa se uzima x; = x, 1 nastavlja se sa sljedeCom iteracijom.
Kod sljedece iteracije, dobiveni su

i ~1.22
sy = =J(x) ' F(x) = [ 207 ],
w0750 _[5.77
X =0t _[2.68 : Feo) = g1

Sto je ponovo nezadovoljavaju¢e. Medutim, prvi backtrack korak je uspjeSan: line search
algoritam racuna 4; = 0.0156 i kako je to manje od 0.1, postavlja 4; = 0.1,

1.84
0.820(’

2.07 ]

x+=x1+sllvz [ F(x+)g[0.876

Korak se prihvaca, buducéi da vrijedi
F(xy) =253 <2.87 = f(x)) + 107°0.1)Vf(x;)" 5.
U sljedecoj iteraciji, dobiveni su

Y = —J(x) ) = [‘0'075 6},

0.0437

0.762
Ny ~
Flog) = [1.077]’

pa je Newtonov korak vrlo dobar. Odavde nadalje, Newtonova metoda konvergira g-
kvadratno prema x, = (1, 1)”.

1.088
1.257|°

N _ N o
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Problem se javlja u slucaju kada je J gotovo singularna u trenutnoj iteraciji x., pri
¢emu se ne moZe izracunati Newtonov smjer sV = —J(x.)"'F(x.) i Hesseova matrica mo-
dela J(x.)"J(x.) je takoder singularna. Kako bi se uocio takav slu¢aju, provodi se QR
faktorizacijaE]na J(x.) 1 ako je R regularna, procijenjuje se uvjetovanost.

S druge strane, ako je R singularna ili je procjenjen broj uvjetovanosti matrice veci od
macheps~'/?, tada se kvadratni model perturbira u

(X + §) = %F ()" f(xe) + (J(x) T F(x))' s + %STHcs,

gdje je
H, = J(x)"J(x.) + (n - matcheps)" || (x)" J(x )y - .

Broj uvjetovanosti H, je otprilike oko macheps™"/?]|
Iz Poglavlja se zna da Newtonov korak minimuma gornjeg modela, s¥ = —H'J(x.)"
F(x.), rjeSava problem

min ite(x, + 5) = 1 (xc)s + F(x.)l
xeR?

uz uvjet Isll, <0

zaneki 6 > 01 da je smijer silaska za f(x) = 1[|F(x,)Il3.

QR faktorizacija, A = QRP, gdje je Q ortogonalna matrica, R gornjetrokutasta, a P matrica permutacije,
je transformacija matrice A u R mnoZenjem zdesna matrice A s n — 1 ortogonalnih matrica Q;, gdje su Q;
Householderove transformacije oblika Q; = I — u,u,T za (u;)j = 0,j = 1,...,i — 1 i ostalim elementima u;
izabranima tako da je Q; ortogonalna i inducira nule na Zeljenim stupcima.

% Algoritam
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Zaustavljanje, skaliranje i testiranje

Prilikom rjeSavanja problema nelinearnih jednadzbi i minimizacijskog problema, postoje
tri periferna problema osnovnih matematickih razmatranja:

e problem skaliranja - prilagodba loSe skaliranih problema, u smislu da su ovisne 1
neovisne varijable razliCitih veliina

¢ problem zaustavljanja - kako odrediti kada zaustaviti algoritam u kona¢noj aritme-
tici

e testiranje i uspredba algoritama

6.1 Skaliranje

U rjeSavanju mnogih problema “stvarnog svijeta” neke ovisne i neovisne varijable mogu
uvelike varirati u veli¢ini. Raspon veli¢ina varijabli nazivamo skalom varijable i proma-
tramo ucinak Siroko rasprSenih skala u nasim algoritmima. Skaliranje utjeCe na izracune
poput ||x; — x.|l,. Primjer loSeg skaliranja je minimizacijski problem s dvije varijable od
kojih je prva neovisna varijabla u rasponu [10°, 10*] metara, a druga u rasponu [1076, 10~°]
sekundi. U tom slucaju izraCun ignorira drugu varijablu (vrijeme) koju je tada pozeljno
skalirati, odnosno promjeniti veli¢nu mjerne jedinice. Primjerice, promijeni li se prva va-
rijabla u kilometre, a druga u mikrosekunde, tada ¢e obje varijable biti u rasponu [1, 10]
1 problem skaliranja u izracunu ||x; — x || Ce biti rijeSen. Promjena neovisne varijable
zapravo odgovara promjeni X = D,x, gdje je D, dijagonalna matrica skaliranja

10° 0
D"‘[ 0 106]'

Namece se prirodno pitanje utjecaja skaliranja varijabli na rezultirajuéi korak u odnosu
na korak dobiven istom globalnom metodom u inicijalnom prostoru varijabli. Odgovor

(6.1)

52
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je da skaliranje nema utjecaj na Newtonov korak, ali dovodi do razlike u smjeru najbrzeg
silaska, Sto opet nema uc€inak kod line search algoritma u Newtonovom smjeru, ali rezultira
promjenom u koraku trust region algoritma.

Promotrimo minimizacijski problem transformacije varijable x u £ = Tx, f(&) =
f(T7'%), gdje je T € R™" regularna matrica. PokaZe se da vrijedi

V&) =T Vf(), Vi@ = @Y VT,
pa su Newtonov korak 1 smjer najbrzeg silaska u prostoru novih varijabli dani sa
= (@ Y'V T H T Af(x)) = =TV f(x)"'Vf(x),

$P = (T V),

ili u prostoru starih varijabli,
' =TT = V() (),

sSP=T7185P = T YT ™Y'Vf(x) = —(TTT)'Vf(x).

Rezultat nije iznenadujué, obzirom da Newtonov korak ide prema najniZoj tocci kva-
dratnog modela, na koju ne utjeCe promjena veliCine varijable x. S druge strane, smjer
najbrzeg silaska ovisi o tome $to se smatra veli¢inom koraka u svakom smjeru te ima
smisla ako je korak u veliCini jedne varijable smjera x; relativno jednake duljine kao korak
u veli¢ini druge varijable smjer x;.

Prema tome, preferirano rjeSenje problema skaliranja je da korisnik odabere veli¢inu
prostora varijabli tako da svaka komponenta od x bude priblizno iste dimenzije, Sto nije
uvijek moguce. U tu svrhu se primjenjuje transformacija prostora varijabli pomocu dijago-
nalne matrice skaliranja D,. U algoritmima se ona postavlja da odgovara Zeljenoj promjeni
veliine varijabli, ali algoritmi su 1 dalje pisani u inicijalnom prostoru varijabli, pa izraz
lx; — xc|l> postaje ||D,(x+ — x.)|l», @ korak metode najbrzeg silaska i “hook” korak su tada
jednaki

Xy := X, — AD*V f(x,),

s(u) == =(H, + uD2) ™'V f(x0),

respektivno, dok Newtonov smjer ostaje nepromijenjen.

Pozitivno dijagonalna matrica skaliranja D, je specificirana od strane korisnika, osigu-
ravajuci n vrijednosti typx;, i = 1, ..., n, zadajuci veli€inu svake varijable x;. Algoritam pos-
tavlja (D); = (typx;)~!, rezultirajuéi veli¢inom svake transformirane varijable £; = (D,);;x;
oko 1. Na primjer, postave li se veli¢ine varijabli typx; = 10° i typx, = 107°, tada je D,
jednaka (6.1)). Ukoliko za x; nije potrebno skaliranje, typx; se postavlja na 1.
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Opisana metoda skaliranja nije uvijek uspjeSna i ponekad je potrebno dinamicko ska-
liranje jer x; varira zbog velikog broja redova veliCina, ali ono nije uklju¢eno u nase algo-
ritme.

Nadalje, nuzno je razmotriti i skaliranje ovisnih varijabli. U problemima minimiza-
cije, skaliranje funkcije f bitno je samo za kriterij zaustavljanja. U ostalim izraCunima, ta
promjena nema nikakvih posljedica.

S druge strane, u rjeSavanju sustava nelinearnih jednadzbi, razlike u veli¢ini kompo-
nentnih funkcija f; mogu rezultirati jednakim problemima kao razlike u veli¢ini neovisnih
komponenata. Newtonov korak je neovisan o skaliranju, ali globalne metode za nelinearne
jednadZzbe zahtijevaju smanjenje u ||F||, 1 jasno je da, ukoliko su veli¢ine dviju kompo-
nentnih funkcija od F(x) vrlo razlicite, tada ¢e manja komponentna funkcija biti virtualno
ignorirana.

Iz tog razloga se u algoritmima koristi pozitivna dijagonalna matrica skaliranja Dy za
ovisne varijable F(x), koja radi po istom principu kao D, za x. Dijagonalna matrica Dg
je odabrana tako da sve komponente od DgF(x) budu otprilike jednake veli¢ine u to¢kama
koje nisu previSe blizu korijenu i koristi se za skaliranje ' u svakom modelu nelinearnih
jednadzbi. Afini model postaje DrM,, a model kvadratnog polinoma funkcija globalnog
koraka postaje . = %IIDFMCH%. Dani algoritmi su implementirani tako da korisnik treba
samo specificirati inicijalnu Dr, unosom vrijednosti typf;, i = 1, ..., n, uobicajenih veli¢ina
svake f; u tockama koje nisu previSe blizu korijenu. Algoritam tada postavlja (Dg); =
typ fi‘l, odnosno sprema kao varijablu S € R", (Sr); = (Dp);i.

6.2 Kriterij zaustavljanja

Jedan od vaznijih ¢imbenika je pitanje kada algoritam prestaje. Kada je pozeljno algoritam
zaustaviti? Kada je problem rijeSen? Kada algoritam dolazi do zastoja i kada ne daje
rezultat te je 1i uSao u bekonacnu petlju bez izlaska?

Promotrimo najprije kriterij zaustavljanja bezuvjetne optimizacije, pri Cemu je najvaznije
pitanje: Je li problem rijeSen? NuZan i dovoljan uvjet da x bude lokalni minimum je da
Vf(x) = 0, jer dane globalne metode i perturbacija Hessianove matrice u pozitivno de-
finitnu, osiguravaju da, ako postoji konvergencija, tada se konvergira prema minimumu.
Medutim, sam uvjet Vf(x) = 0, koji testira

IVl < & (6.2)

ovisi o skaliranju i f i x te nije adekvatan izbor. Primjerice, ako je £ = 107 i f je unutar
[1077,107°], tada je vrlo vjerojatno da ée bilo koja vrijednost od x zadovoljavati (6.2)). S
druge strane, ako je f € [10°,107], uvjet (6.2) je mozda prestrogi. Isto tako, ako je x
nekonzistentno skaliran, npr. x; € [10°,107]1i x, € [107!, 1], tada (6.2) varijable ne tretira
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jednako. Cest odabir je tada primjena testa
IVF () V2 () 'V f(x)l < e, (6.3)

invarijantnog na bilo koju linearnu transformaciju neovisnih varijabli i skaliranja od x, ali
1 dalje ovisnog o skaliranju funkcije f.

Dennis, Schnabel [1]] daju direktniju modifikaciju uvjeta (6.2). Uvodi se relativan gra-
dijent od f u tocki x dan sa

relativna stopa promjene u f

lgrad (x); = - '
relgrad (x) relativna stopa promjene od x;

bi (x+5?i)—f (x)
= lim —% (6.4)

5—0 9
Xi

_ Vf(xi)xi
)

1 provodi se test
|lrelgrad(x.,)||l < gradtol, (6.5)

gdje gradtol > 0 odreduje toleranciju pogreske zavrSetka algoritma. Tolerancija pogreske
uglavnom predstavlja korisnikovu ideju rjeSenja problema, a ovdje se za dane algoritme
preporuca gradtol = macheps'’>.

Test (6.3) je neovisan o promjenama veli¢ina i od f i od x, ali nedostatak je u tome §to
ideja o relativnoj promjeni u x; ili f ne funkcionira ako su x; ilif jako blizu 0. Nedostatak
se rjeSava zamjenom x; i f sa max{|x;|, typx;} i max{|f(x)|, typf}, respektivno u (6.4)), gdje
je typf korisnikova procjena veli¢ine f. Rezultirajui test, koriSten i u danim algoritmima,
je tada

Vf(x); max{|(x;), typx:}

max < gradtol. (6.6)
mien | max{ifCeol typf} | ©

Sljedece pitanje koje se postavlja je: je li algoritam zastao ili je iskonvergirao? U tom
slu¢aju, sljedeci gornju diskusiju, mjeri se relativna promjena u uzastupnim vrijednostima
u x; sa

|(x2)i = (xo)il

relx; = , (6.7)
max{|(x,)l, typx;}
idan je test
|(-x+)i - (xc)il < SthtOl, (68)
1<i<n | max{|(x;);l, typx;}

gdje je steptol > 0 tolerancije pogreske za koju se smatra da je skalirana udaljenost izmedu
dvije uspjesne iteracije dovoljno blizu 0, pri emu bi steptol trebao biti najmanje barem



POGLAVLIE 6. ZAUSTAVLJANIJE, SKALIRANJE I TESTIRANJE 56

1079, gdje je d broj Zeljenih ispravnih decimala u rjeSenju x,. Algoritam je zaustavljen kada
je zadovoljen uvjet[6.8] a ukoliko je steptol prevelik, algoritam bi mogao zavrsiti prerano,
stoga se u naSim algoritmima preporuca vrijednost steptol = macheps®’.

U iterativnim metodama vazno je ograniciti broj iteracija, radi uStede vremena i troska
procjene. U minimizacijskim problemima je poZeljno provjeriti divergenciju iteracije x;
do koje moZe doci ukoliko je f neograni¢ena odozdo ili asimptotski odozgo pristupa
konac¢noj donjoj granici. Za testiranje divergencije, korisnik unosi maksimalnu duljinu
koraka maxstep > 0, koji osim $to detektira divergenciju, sprijeCava napustanje podrucja
interesa. Pozeljno je da bude dovoljno malen da to izbjegne i dovoljno velik da bude
veci od svake ocCekivane veli¢ine koraka. U danim algoritmima preporucena je vrijednost
maxstep = 10° max{||Dxoll, ||D.|l»}. Ukoliko su pet uzastopna koraka maksimalne du-
ljine, algoritam staje.

U slucaju sustava nelinearnih jednadZbi najprije se testira rjeSava li x, aproksimativno
dani problem, odnosno vrijedi li F(x;) = 0. Ponovno, zbog skaliranja, nije dovoljan test
||[F(x,)]| < &. Medutim, obzirom da je (Dr); = 1/typf; izabrana da bude velicine 1 u tocci
ne previse blizu korijena, zadovoljavajuc je test

IDrFll < fntol,

gdje je fntol > 0 tolerancija pogreske za koju se skalirana funkcija DpF(x) smatra da
je dovoljno blizu 0. Algoritam se zaustavlja ako je maksimalna komponenta funkcije
DpF(x) < fntol. Ponovno se predlaZe vrijednost fntol = macheps'’>.

Test je 1i algoritam iskonvergirao ili je zastao u x, je isti kao i kod minimizacijskog
problema, i (6.8), kao i test ograni€enja broja iteracija i test divergencije, iako je
manje vjerojatno da algoritam divergira kod rjeSavanja F(x) = 0. Moguce je da algoritam
zapne u trazenju lokalnog minimuma odgovarajué¢e minimizacijske funkcije f = %llD Sl
gdje je F # 0. Iako test konvergencije, i (6.8), u tom slucaju zaustavlja algoritam,
pozeljno je i1 eksplicitno provjeriti je li gradijent od f u x, blizu 0, primjenom relativnih
mjera gradijenta analogno (6.6). Ukoliko algoritam dosegne lokalni minimum od || D¢ F|J5
za koji je F' # 0, potrebno ga je ponovo pokrenuti pocevsi u nekoj drugoj pocetnoj tocci.

6.3 Testiranje

Nakon napisanog racunalnog programa za nelinearne jednadzbe ili minimizacijske pro-
bleme, pozeljno ih je testirati i vidjeti rade li pravilno i kakvi su u usporedbi s drugim
softverima koji rjeSavaju isti problem.

Najprije je potrebno testirati radi li program ispravno, §to za dane algoritme nije trivi-
jalan zadatak. PredlaZe se koriStenje modularne procedure testiranja, pri cemu se najprije
testira pojedini napisani modul, zatim dijelovi formirani tim modulima i na kraju cijeli
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program. Prednost modularnog testiranja je lakSe uocavanje mogucih greSaka programa,
a nedostatak je Sto nekad nije jasno kako konstruirati pocetne unose podataka testnih mo-
dula, poput modula modificiranog trust region algoritma. Savjet je da se pocne s podacima
jednostavnijeg problema, poput dvodimenzionalnog problema sa identitetom ili dijago-
nalnom Jacobijevom ili Hessianovom matricom, a zatim pokusati s neSto kompleksnijim
problemom.

Nakon $to sve komponente rade ispravno, poZeljno je program testirati na razli¢itim
nelinearnim problemima, $to ima dvije svrhe: provjerava radi li cijeli program ispravno i
promatra njegove preformanse na nekim standardnim problemima.

U nastavku slijedi par testnih primjera primjene izvedenih algoritama za problem bezu-
vjetne minimizacije. Za svaki ¢e primjer funkcije biti prikazani dobiveni podaci o aproksi-
maciji minimuma, vrijednosti funkcije, broju iteracija, vremenu izvrSavanja te uspjesnosti
pronalaska rjeSenja. U svakom primjeru su koriStene vrijednosti @ = 107%, gradtol =
macheps'’® i steptol = macheps*> te su provedeni testovi primjene backtracking line se-
arch algoritma (bez primjene 2. Wolfe-ovog uvjeta), modifikacije line search algoritma
(line search s uklju¢enim 2.Wolfovim uvjetom), kao i trust region algoritma s hook i s
double dogleg korakom iteracije.

Primjer 6.3.1. Prvi testni primjer je funkcija zadana u primjeru Neka je
f(x1,x) = x‘ll + x‘f + xg

i poCetna to¢ka iteracije xo = (1, 1)7. Dobiveni su sljedeéi rezultati:

Metoda Line search Modificirant line search Hook trustregion Double dogleg trust region
Broj iteracija 5 5 5 5
B 2.5968261E-10 2.5968261E-10 25968261E-10 2.5968261E-10
6.8157555E-37 6.8157555E 37 68157555637 6.8157555E 37
flxd) 6.7435000E-20 6.7435000E-20 6.7435000E-20 6.7435000E-20
ﬁrs‘;;ﬁggz - S 0.018410 0.012955 0.016337 0.015642

Slika 6.1: Tablica rezultata primjera[6.3.1]

Egzaktni minimum dane funkcije je u to¢ci x, = (0,0)”. Sve metode su vrlo brzo iskonver-
girale dajuci gotovo jednak rezutat.

Primjer 6.3.2. Neka je dana Wood funkcija

F(x) =100(x; — xD)* + (1 — x1)* + 90(x4 — x3)* + (1 — x3)*
+10.1[(x, — 1% + (xg = 1?1+ 19.8(x, — D)(xs — 1)

s pogetnom to¢kom xo = (3, -1, -3, -1)T.
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Metoda Line search Modificirant line search Hook trustregion Double dogleg trust region
Broj iteracija 31 31 31 60
1.0002644 1.0002644 0.9999997 1.0000015
g G 1.0004960 1.0004960 0.9999993 1.0000030
Rjedenje X.
0.9998400 0.9998400 1.0000003 0.9999984
_ 0.9996617 0.9996617 1.0000006 09999068
flx) 5 5186000E-07 5 5185530E-07 43270000E-13 8 9106716E-12
Procjeaican visjome {araam 0.057762 0.065696 0.114398 0.110204
u sekundama

Slika 6.2: Tablica rezultata primjera[6.3.2]

Ponovno su sve metode iskonvergirale prema rjeSenju x, = (1,1, 1, 1)7, pri ¢emu je dogleg
metoda primijenila najviSe iteracija, Sto kod trust region metode, izmedu ostalog, ovisi o
odabiru regije povjerenja, odnosno parametru ¢.

Primjer 6.3.3. Neka je xp = (1.2, 1, —-1.2)7 pocetna to€ka za danu funkciju

F(x) = 100(x; — x1)* + (1 = x1)* + 100(x3 — x3)* + (1 — x)*.

Metoda Line search Modificirani line search Hook trustregion Double dogleg trust region

Brojiteracija 2 2 239 14

1.0000004 1.0000004 0.9999957 1.0000000
RjeSenje X, 1.0000004 1.0000004 0.9999957 1.0000000

1. 0000008 1. 0000008 09999914 10000000
fx) 3.5416359E-13 3.5416359E-13 3.6856522E-11 2.3766427E-18
Procijenjeno vrijeme i zratuna - -
4 selandama 0.011741 0.009412 0.562487 0.027185

Slika 6.3: Tablica 1 rezultata primjera[6.3.3|

Kao i u gornjem primjeru, sve metode su iskonvergirale prema rjeSenju x, = (1,1, )7,
od kojih je najbrze iskonvergirala modificirana metoda line searcha. Medutim, kao Sto je
ranije spomenuto, brzina i broj iteracija trust region metode ovisi i 0 odabiru parametra 9,
Sto se u ovom primjeru moze vidjeti iz sljedece tablice
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&=0.1
Metoda Hook trust region Double dogleg trust region Hook trustregion Double dogleg trust region

Broj iteracija 237 12 2 2

0.9999957 1.0000000 1.0000004 1.0000004
Rjesenje % 09999957 1.0000000 1.0000004 1.0000004

0.9999914 1.0000000 1.0000008 1.0000008
fx.) 3.6747899E-11 1.2137161E-16 3.5416359E-13 3.5416359E-13
Procjenjeno vrijeme izraduna -,
s 0.580274 0.026066 0.011599 0.011559

Slika 6.4: Tablica 2 rezultata primjera(6.3.3

Primjer 6.3.4. Posljednji primjer, s pofetnom tockom xq = (0.1,0.1)7, je funkcija

f(x) =20+ x + x5 — 10(cos(27x;) + cos(27x,)),

za koju su sve metode relativno brzo iskonvergirale prema rjeSenju x, = (0,0)”.

Metoda Line search Modificirani line search Hook trustregion Double dogleg trust region
Brojiteracija 12 12 4 5
— -1.8512903E-09 -1.8512903E-09 -2.2410245E-11 6.2360750E-13
-1.8512903E-09 -1.8512903E-09 -2.2410245E-11 6.2360750E-13
f(x.) 3.5527137E-15 3.5527137E-15 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Proci jeajcnoviticrac izratma 0.014114 0.017775 0.026802 0.017694
u sekundama

U danim primjerima, sve metode postizu priblizno jednake rezultate, koji se uglavnom

Slika 6.5: Tablica rezultata primjera|6.3.4

razlikuju ovisno o postavljanju inicijalnih uvjeta i parametara.
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Sazetak

U ovom radu predstavljena je osnovna Newtonova metoda za rjeSavanje problema bezu-
vjetne minimizacije i nelinearnih jednadZbi, njena konvergencija, nedostatci i neka bitna
svojstva za daljni razvoj metode.

Glavni problem metode je nedostatak globalne konvergencije Sto je razlog uvodenja
globalnih metoda poput line search i trust region algoritama. Osnovna razlika line search i
trust region pristupa je u tome Sto line search traZi smjer napretka iteracije (smjer silaska)
i odabire duljinu koraka u tom smjeru, dok trust region odabire podrucje regije povjerenja
(podrucje maksimalne duljine koraka) i odabire toCku napretka unutar te regije.

Nadalje, iskazane su prednosti i nedostatci globalnih metoda, od kojih je glavni nedos-
tatak brza konvergencija, zbog ¢ega se uvodi kvazi-Newtonov algoritam. Glavni zadatak
je inkorporiranje lokalno brze Newtonove metodu s globalno konvergentnim metodama
kako bi se iskoristile prednosti, a izbjegli nedostatci, pojedine metode. Svi algoritmi se
prvo formiraju za rjeSavanje problema bezuvjetne minimizacije, a zatim se preslikavaju na
probleme nelinearnih jednadzbi. Naposljetku su definirani problemi skaliranja i potrebni
kriteriji zaustavljanja kako bi se algoritmi mogli provesti u praksi.

Na kraju rada je provedeno testiranje nekoliko jednostavnih problema bezuvjetne mi-
nimizacije, ali je pritom teSko odgovoriti na pitanje koji je algoritam bolji jer, primjena
odredene metode, ovisi i 0 zadanim pocetnim uvjetima i parametrima, kao i o Zeljenom re-
zultatu. Medutim, danas je razvijeno mnogo modificiranih oblika postavljenih algoritama
1 najcescée se kod rjeSavanja problema primjenjuju njihove kombinacije.



Summary

In this thesis, we have introduced Newton’s method for unconstrained minimization and
nonlinear equations, its convergence, shortcomings and basic properties for further deve-
lopment of methods.

Main problem of Newton’s method is lack of global convergence and that is why we
introduce global methods like line search and trust region algorithms. Difference between
line search and trust region approach is that line search finds direction of improvement and
then selects the step length in descent direction, and trust region first selects the trusted
region of maximum allowed step and then finds a point of improvement in the region.

Furthermore, the advantages and disadvantages of global methods are shown. Main
defect is lack of fast convergence, which is a reason for development of quasi-Newton’s
method. Main purpose is to incorporate locally fast convergent Newton’s method with glo-
bally convergent methods in order to take their advantages, and avoid their disadvantages.
All algorithms are formed to solve problems of unconstrained optimization, and then dis-
cussed their modifications for nonlinear equations. Lastly, scaling and stopping criteria,
important for real practice, are discussed.

At the end, several examples of simple optimization problems are tested. It is not easy
to say which method is better to apply, because its perfomance and execution depends on
several reasons, like starting point or parameter setting. However, there are many different
modified algorithms today, and its combinations are being used for solving the problems.
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