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Uvod

Relacije i funkcije su medu temeljnim matematickim pojmovima. Uvode se indirektno
ve¢ od samih pocetaka Skolovanja kroz proucavanje odnosa medu predmetima, koli¢inama
te brojevima. U ovom radu ¢emo se osvrnuti na pristup u poucavanju pojmova relacije i
funkcije u srednjoskolskoj nastavi matematike. Na samom pocetku definirat ¢emo osnovne
pojmove o skupovima koji su vezani uz relacije i funkcije. To su definicije koje bi svaki
nastavnik trebao znati iako neke od njih nikada neée upotrijebiti na nastavi matematike u
Skoli. U drugom poglavlju ovog rada proucavat ¢emo ishode ucenja najprije u aktualnom
Kurikulumu u sklopu obrazovne reforme pod nazivom ,Skola za 7ivot‘, a zatim u starim
kurikulumima i nastavnim programima za osnovnu 1 srednju Skolu. Vidjet ¢emo kako se
pojam relacije viSe ne definira u nastavi matematike ni u osnovnim ni u srednjim Skolama.
Zato Ce sljedeca poglavlja ovog rada biti posvecena funkcijama. Prema novom Kurikulumu
dogodile su se razne promijene u nacinu rada kojima se Zeli poucavanje matematike i dru-
gih predmeta prilagoditi razvoju kompetencija koje zahtjeva sadasnje vrijeme. Promijenjen
je 1 pristup pou€avanju funkcija u obrazovanju. No, je li taj novi pristup poucavanju funk-
cija bolji? Jesu li funkcije dovoljno zastupljene u nastavi matematike? UcCenici Ce se s funk-
cijama susretati i kasnije, u visokoskolskom obrazovanju. Tada najcesce nastaje problem u
shvacdanju i savladavanju novih pojmova povezanih s funkcijama zbog manjka predznanja
koje student treba imati. Naravno, ne moZemo za sve okriviti sustav, na¢in poucavanja ni
nastavnike. No, zasigurno dio problema lezi i1 u pristupu poucavanju funkcija u osnovnoj
1 srednjoj Skoli. Zato ¢emo pokusati predociti nain na koji se funkcije obraduju u nekim
udzbenicima za srednje Skole. Usporedujuci udZbenike vidjet ¢emo razlicite pristupe u
uvodenju pojma funkcije, vrsti funkcija, njihovih svojstava i ostalih pojmova povezanih s
funkcijama. Na kraju ¢emo kroz dvije aktivnosti dati ideje kako uvesti pojam funkcije i
pojam inverzne funkcije u nastavi matematike.



Poglavlje 1

Definicije nekih osnovnih pojmova o
skupovima

Prije proucavanja kurikuluma i udZzbenika u ovom radu navesti ¢emo vaZznije stroge ma-
tematiCke definicije vezane uz pojmove relacije i funkcije. To su definicije koje se ne
poucavaju u osnovnoj 1 srednjoj Skoli, ali bi ih nastavnik trebao znati. Sve definicije su iz
[24].

Neka su x i y skupovi. Tada skup {{x}, {x, y}} nazivamo uredeni par, i oznacavamo ga s
(x, ).

Neka su A 1 B skupovi. Tada je klasa {(x,y) : x € A,y € B} takoder skup. Navedenu klasu
nazivamo Kartezijev produkt skupova A i B, te je oznacavamo sa A X B.

Za svaki n € N, n > 2, rekurzivno definiramo uredenu n—torku ovako:
(x17 X2) = {{xl }a {xl’ x2}}

(.X1,. .. a-xn+l) = ((.X1,. .. ,xn)a-xn + 1)

Za proizvoljni skup A sa NA oznaCavamo klasu {x : za svaki y € A vrijedi x € y}, te je na-
zivamo presjek skupa A. Ako su A i B skupovi tada sa A N B oznatavamo presjek N{A, B}.
Analogno, akojen e N,n > 0,te Ay,...,A, skupovi, tadasa A;NA,N---NA, oznaCavamo
presjek N{Ay,...,A,}.

Za proizvoljne skupove A 1 B sa A\ B oznaCavamo klasu {x : x € A1 x ¢ B}, te je nazivamo
razlika skupova A i B. Neka je U neki skup, te A C U.Tada sa A° oznacavamo klasu U\A,
te je nazivamo komplement skupa A (u odnosu na skup U).
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Binarna relacija R na skupovima A i B je proizvoljni podskup Kartezijevog produkta A X B.
AkosuAy,...,A, skupovi tada je n—mjesna relacija proizvoljni podskup Kartezijevog pro-
dukta A; X --- X A,.

Neka su A 1 B proizvoljni skupovi, te neka je f € A X B binarna relacija koja ima svojstvo
da za svaki x € A postoji jedinstveni y € B tako da vrijedi (x,y) € f. Tada binarnu relaciju
S nazivamo funkcija i oznaCavamo je sa f : A — B. Skup A nazivamo domena funkcije,
a skup B kodomena funkcije. Ako je f : A — B funkcija, te je (x,y) € f, tada umjesto y
piSemo i f(x).

KaZemo da su skupovi A i B ekvipotentni ako postoji barem jedna bijekcija f : A — B.
Oznaka: A ~ B.

Za svaki k € N\{0} sa N; oznacavamo skup {1, ..., k}, a Ny je prazan skup. Kazemo da je
skup A konacan ako postoji k € N tako da je skup A ekvipotentan sa skupom N;. Za skup
X kazemo da je beskonacan ako nije konacan.

Ako su A 1 B ekvipotentni skupovi tada kazemo jo$ da imaju istu kardinalnost, te piSemo
k(A) = k(B).



Poglavlje 2

Pregled ishoda ucenja u kurikulumima

2.1 Kurikulum u vezi pojmova funkcije i relacije u
sklopu projekta ’Skola za Zivot”

Aktualni kurikulum nastavnog predmeta Matematika [4], koji od Skolske godine 2021./2022.
vrijedi za sve razrede osnovnih Skola i gimnazija, jest kurikulum u sklopu obrazovne re-
forme pod nazivom “Skola za Zivot”. Cilj reforme je prilagoditi dosadasnji nadin rada u
Skolama razvoju kompetencija potrebnih u sadasnjem vremenu. Reformom se Zeli i stvo-
riti jednake prilike za sve ucenike te omoguciti cjeloviti razvoj u¢enika. Danas matematika
ima vaznu ulogu u tehnoloSkom razvoju 1 unapredenju kvalitete Zivljenja pa je potrebno
prilagoditi i kurikulum nastavnog predmeta Matematika.
Matematicke kompetencije kod ucenika razvijaju se kroz postupno ucenje poveziva-

njem matematickih procesa i domena.
Matematicki procesi su:

e  Prikazivanje 1 komunikacija

e  Povezivanje

e  Logicko miSljenje, argumentiranje i zaklju€ivanje

e  RjeSavanje problema i matematicko modeliranje

e  Primjena tehnologije

Domene su:
e  Brojevi
e  Algebra i funkcije
e  Oblik i prostor
e  Mjerenje
e  Podatci, statistika 1 vjerojatnost

Bitno je naglasiti da domene povezuju srodne koncepte te je savladavanje koncepata jedne

4
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domene Cesto preduvjet za savladavanje koncepata drugih domena. Za relacije i funkcije
ishodi u kurikulumu su povezani kroz gotovo sve domene kurikuluma. Ovaj kurikulum
organiziran je na nacin da se za svaki odgojno-obrazovni ishod navodi i razrada tog ishoda,
odgojno-obrazovni ishodi na razini usvojenosti ,,dobar* na kraju razreda, sadrzaji te prepo-
ruke za ostvarivanje odgojno-obrazovnog ishoda.

S relacijama ucenici se upoznaju od samog pocetka Skolovanja. Prema kurikulumu ucenici
se s relacijama susreéu u dvjema domenama kurikuluma Matematike — Brojevi i Mjerenje
ve¢ u prvom razredu osnovne $kole. Tada ucenici usporeduju prirodne brojeve do 20 i nulu
znakovima usporedivanja <, > i =. Rije¢ima odreduju odnose medu koli¢inama (viSe —
manje — jednako), medu brojevima (veéi — manji — jednak) te usporeduju vrijednost kova-
nica i novCanica hrvatskog novca. Takoder, prepoznaju odnose medu predmetima (dulji —
kra¢i — jednako dug te ve¢i — manji — jednak).

‘ . .. v
MANJA VECA

VECI MANJI

JEDNAKO VELIKI

Slika 2.1: Primjer odnosa medu predmetima u 1.razredu osnovne skole iz [9]

U drugom razredu osnovne Skole nauceno o relacijama <, > i = u prvom razredu proSiruje
se na skup prirodnih brojeva do 100. Tako ucenik usporeduje prirodne brojeve do 100,
odredene iznose novca i jedinica za novac, a kod svakog mjerenja se pocinje usporedivanjem
predmeta po duljini rije¢ima dulji — kraéi — jednako dug. Analogno, u treCem razredu os-
novne Skole nau¢eno u prvom i drugom razredu se proSiruje na skup prirodnih brojeva do
10 000 te usporeduje brojeve, mase tijela i volumene posuda. Uz to otkriva odnose pravaca,
odnosno otkriva i relaciju paralelnosti pravaca.

Usporedi.
327 3275 764 726 3876 5892 5678 5672
589 296 253 258 8739 8723 4234 4 834

Slika 2.2: Primjer zadatka s usporedbom brojeva do 10 000 iz [16]
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Volumene tekucina, posuda, povrSine likova i brojeve do milijun ucenici usporeduju u
Cetvrtom razredu osnovne Skole. Tada se i postavlja temelj za linearne jednadzbe i nejed-
nadzbe kroz relacije. Ucenici odreduju vrijednosti nepoznate veli¢ine u jednakostima ili
nejednakostima, odnosno primjenjujuéi veze izmedu racunskih operacija.

Lrazred 2.razred 3.razred 4.razred
MAT OS A.1.2. MAT OS A.2.1. MAT 0S5 A3.1. MAT OS A.4.1.
Usporeduje prirodne brojeve do | Sluzi se prirodnim brojevima do | Sluzi se prirodnim brojevima do | Sluz se prirodnim brojevima do
20 i nulu. 100 u opisivanju i prikazivanju 10 000 u opisivanju 1 milijun.

koli¢ine i redoslijeda. prikazivanju koli¢ine i

redoslijeda.

MATOSD.LL MATOSD2.1. MAT QS C.3.2. MAT OS A44.
Analizira 1 usporeduje objekte 1z | Sluzi se jedinicama za novac. Prepoznaje 1 crta pravee u Primjenjuje Eetiri radunske
okoline prema mjerivu svojstvu. razli¢itim medusobnim odnosima. | operacije i odnose medu

brojevima u problemskim
situacijama.

MATOSD.1.2. MATO$D2.2. MATOSD.3.1. MAT OSB.4.1.
Sluzi se hrvatskim noveem u Procjenjuje, mjeri i crta duZine Procjenjuje, mjeri i erta duzine Odreduje vrijednost nepoznate
Jjediniénoj vrijednosti kune u zadane duljine. zadane duljine. veli¢ine u jednakostima ili
skupu brojeva do 20. nejednakostima.
MAT O3 D.2.3. MAT 0OS D.3.2. MAT OS D.4.1.
Procjenjuje 1 mjeri vremenski Procjenjuje 1 myert masu tijela. Procjenjuje i mjeri volumen
interval. tekuéine.
MAT 05 D.3.4. MAT 0S D.4.2.
Procjenjuje 1 mjeri volumen Usporeduje povriine likova te th
tekuéine. myjeri jediniénim kvadratima.

Slika 2.3: Ishodi vezani uz relacije u niZim razredima osnovne Skole

U petom razredu osnovne $kole pri usporedivanju u skupu prirodnih brojeva s nulom ucenik
barata relacijama <, >, <, >, =1 #. Navedene relacije primjenjuje pri usporedivanju de-
cimalnih brojeva. Takoder, kod decimalnih brojeva ucenik primjenjuje jednakost medu
razli¢itim zapisima brojeva, odnosno koristi relaciju ekvivalencije kod zapisa decimalnog
broja. Primjer jednostavnog zadatka iz [6] u kojemu se koristi takva relacija ekvivalencije:
Decimalni broj 0.5 zapisite u obliku razlomka na dva nacina.

Nakon $to otkrije skupove, ucenik se upoznaje s odnosima medu skupovima. Jedan od

zadataka iz [6] u kojima ucenici odreduju odnose medu skupovima je sljedeci:

a)  Ako s A oznacimo skup svih parnih prirodnih bojeva, u kojem su odnosu skupovi A i
N, je li koji kome podskup? Zapisite to koristeci se znakom C.

b)  Zadan je skup B = {n|n je neparan prirodni broj}. Vrijedi li koja od tvrdnji: B C N,
N c B?

c) U kojem su odnosu skupovi N i Ny?

d) U kojem su odnosu skupovi C = {7,3,9} i N?

e) U kojem su odnosu skupovi N i (?
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Potom ucenik analizira medusobne odnose skupova to€aka u ravnini. Primjer zadatka sa
skupovima iz [6] koje u€enik petog razreda nauci rijesiti je sljedeci:

Elementi skupa G su slova rijeci “gitara”, a elementi skupa T su slova rijeci “tigar”.
Zapisite te skupove navodeci njihove elemente. Jesu li zadani skupovi jednaki? Objasnite.
Nacrtajte pripadni Vennov dijagram.

Sadrzaji o skupovima nauceni do petog razreda osnovne Skole proSiruju se dalje u Sestom
razredu na nenegativne racionalne brojeve i cijele brojeve. Osim kod brojeva, ucenik pri-
mjenjuje relacije i u geometriji kod trokuta te u pravokutnom koordinatnom sustavu gdje
se upoznaje s uredenim parom tocaka.

167. Izracunajte odgovarajuce jednake elemente sukladnih trokuta.

Slika 2.4: Primjer zadatka s promjenom relacija kod trokuta iz [[7]]

U sedmom razredu se primjenjuje jednakost medu razli¢itim zapisima racionalnih brojeva
te se koriste relacije kod usporedivanja istih. Kao i u prethodnom razredu, kod rjesavanja
linearne jednadZzbe se za odredivanje nepoznatog brojnika ili nazivnika primjenjuje ekvi-
valentnost razlomaka. Ovdje je novost da se postavlja temelj za funkcije, koje se obraduju
u srednjoj Skoli. Radi se linearna ovisnost pri emu se proucavanju medusobno zavisne
velicine, uocCene situacije linearne ovisnosti iz problema svakodnevnog Zivota se prevode u
algebarski zapis, tumace se graficki prikazi linearne ovisnosti te analiziraju promjene. Kao
proSireni sadrzaj navodi se povezivanje linearne ovisnosti s linearnom funkcijom. Primjer
zadatka s linearnom ovisnosti iz [8] koje ucenik nakon sedmog razreda moze rijesiti je
sljedeci:

Pocetna cijena najma bicikla je 20 kn. Za svaki sat posudbe dodatno se placa 5 kn. Napisite
formulom linearne ovisnosti ovisnost cijene najma bicikla o broju sati posudbe.

Relacije medu svim skupovima naucenim do osmog razreda obraduju se u osmom razredu,
a uz to se primjenjuju ekvivalencije jednadzbi kada se sloZenije linearne jednadzbe svode
na oblik ax + b = 0. Takoder se otkrivaju i primjenjuju relacije u geometriji, primjerice
relacija slinosti trokuta.
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Proucavajuéi kurikulum, moze se primijetiti kako se pojam relacija” ne spominje nig-
dje. Ona se ne definira kao takva, ali se razne relacije obraduju. Relacije se nalaze u svim
matematickim domenama. Takoder, pojam funkcije se otkriva kao dio proSirenog sadrzaja

u sedmom razredu, no funkcije se obraduju tek u srednjoj skoli.

S.razred

6. razred

7. razred

S.razred

MAT OS A.5.1.

Brojevnim izrazom u skupu
prirodnih brojeva s nulom
modelira problemsku situaciju.

MATOS A5.4.
Povezuje i primjenjuje
ekvivalentne zapise decimalnoga

MAT OS A.6.3.
Primjenjuje razli¢ite zapise

nenegativnih racionalnih brojeva.

MAT 05 A6.4,
Primjenjuje usporedivanje

nenegativnih racionalnih brojeva.

MAT OS A.7.3.
Primjenjuje razlicite zapise
racionalnih brojeva.

MAT OS A.7.4,
Primjenjuje usporedivanje
racionalnih brojeva.

MAT OS A.8.3.

Prepoznaje odnose medu
skupovima M, Z. Q. I iRte
raspravlja o pripadnosti rjedenja
jednadzbe skupu brojeva.

MAT O$B.8.3.

Rjesava 1 primjenjuje linearnu
jednadzbu.

broja.
MATOS A5.5. MAT OS A6.6. MAT O$ B.7.2. MAT 05 C.8.3.
Racuna s decimalnim brojevima. | Prikazuje i primjenjuje cijele Rjesava i primjenjuje linearnu Primjenjuje Talesov poucak.
brojeve. jednadzbu.
MAT OSB.5.2. MAT OS B.6.1. MAT OS B.7.4. MAT 05 C.8.4,
Prikazuje skupove i primjenjuje | Rjesava i primjenjuje linearnn Primjenjuje linearnu ovisnost. Prikazuje medusobne odnose
odnose medu njima za prikaz jednadzbu. dviju kruznica u ravnini.
rjesenja problema.
MAT OS C.5.1. MATOS C.6.2 MAT O$D.8.2.
Opisuje skupove tocaka u ravnini | Konstruira trokute, analizira Primjenjuje oplogje 1 volumen
te analizira i primjenjuje njihova | njihova svojstva i odnose. geometrijskih tijela.
svojstva 1 odnose.
MAT O35 D.6.5. MAT 05 C8.

Primjenjuje kompoziciju
preslikavanja u ravnini.

U pravokutnome koordinatnom
sustavi u ravnini crta tofke zadane
cjelobrojnim koordinatama.

Slika 2.5: Ishodi vezani uz relacije i funkcije u vis§im razredima osnovne skole

Kurikulum za srednju Skolu organiziran je prema ukupnom broju sati iz predmeta Ma-
tematika u Skolskoj godini za svaki razred. Za razliku od osnovne $kole, u kurikulumu za
srednje Skole kod vecine odgojno-obrazovnih ishoda se ispreplice viSe domena.

U sustini, sve nauceno o relacijama primjenjuje se i dalje kroz srednjoskolsko obrazova-
nje. Kroz sva Cetiri razreda ucenici otkrivaju funkcije, njihova svojstva, crtaju grafove te
primjenjuju funkcije u raznim problemskim zadacima te na primjerima iz svakodnevnog
zivota. U sljedecoj tablici (Slika navedeni su ishodi uenja povezani s funkcijama
i relacijama u gimnazijama. Napisane oznake odgovaraju odgojno-obrazovnim ishodima
za 140 sati godiSnje u prvom, drugom i treCem razredu gimnazije te 128 sati godiSnje u
Cetvrtom razredu. Svi ti ishodi jednaki su 1 u drugim organizacijskim kategorijama po
ukupnom broju sati. Iznimka su ishodi u tre¢em i Cetvrtom razredu koji se primjenjuju u
kategorijama s ve¢im brojem ukupnih sati godiSnje. Uz te ishode navedeno je kod kojih
kategorija se prvi put spominju te se isti nalaze i u svim idu¢im kategorijama s ve¢im bro-
jem sati. Razlika kod svih kategorija je u oznaci ishoda, gdje se zadnji broj, koji oznaCava
koji je to po redu odgojno-obrazovni ishod mijenja ovisno o proSirenju gradiva u razredima
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s ve¢im brojem sati. Uz to, neki isti ishodi u kategorijama s vecim brojem sati imaju vise
razrada tog ishoda te opSirnije odgojno-obrazovne ishode na razini usvojenosti dobar* na
kraju razreda.

MAT SS$B.1.2. MAT SSB.2.1. MATSSB.3.2. MAT SSB4.3.
Raéuna s algebarskim izrazima Rjeiava i primjenjuje kvadratnu MAT 8§ C.3.1. Analizira svojstva funkeija.
i algebarskim razlomeima. jednadzbu. Analizira eksponencijalnu i
logaritamsku funkeiju.
MAT S$B.1.3. MAT S$B.2.2. MATS$B.33. MAT S$B4.4.
Primjenjuje proporcionalnost, Analizira funkeiju. MAT SS C.3.2. Tumaéi znadenje limesa funkeije
postotke, linearne jednadbe i sustave Primjenjuje eksponencijalnu u tocki.
linearnih jednadZbi. i logaritamsku funkeiju.
MAT S$B.1.5. MAT SSB.2.3. MATS$B3.5. MAT S$BA4.5.
MAT S$D.1.1. MAT SS C.2.1. MAT S$ C.33. Povezuje definiciju derivacije
Povezuje razli¢ite prikaze lineame Analizira graficki prikaz funkeije. Primjenjuje svojstva funkeije u tocki s problemom
funkeije. trigonometrijskih funkcija. tangente i brzine.
MAT SS B.1.6. MAT SSB.24. MAT S$ B.3.6. (kod 175 sati MAT SSBA4.7.
Primjenjuje linearnu funkeiju pri MAT SS C.2.2. godisnje Povezuje derivaciju funkcije 1 crtanje
rjesavanju problema. Primjenjuje kvadratnu funkeiju. Primjenjuje trigonometrijske grafa funkeije.
identitete.
MAT S5 B.1.7. MAT S8 C.2.5. MAT S8 B.3.6. MAT S5 B.4.10. (kod 160 sati
Prikazuje operacije sa skupovima 1 MAT SS D.2.3. MAT SS C.34. godisnje
rjesenja nejednadzbi s pomoéu Analizira polozaj pravacairavninau  Analizira graf trigonometrijske Primjenjuje integral u problemskim
intervala. prostoru 1 raduna udaljenost. funkeije. zadatcima.
MAT S5 C.1.2. MAT S$ B.3.7.
MATSSD.1.2. MAT S$ C.3.5.
Primjenjuje Talesov poucak o Primjenjuje trigonometrijske
proporcionalnosti duzina 1 funkeije.

sliénost trokuta.

Slika 2.6: Ishodi vezani uz relacije 1 funkcije u gimnazijama

2.2 Pojmovi funkcije i relacije u starim kurikulumima i
nastavnim programima za osnovnu i srednju Skolu

Prije aktualnog kurikuluma nastava matematike izvodila se prema Nacionalnom okvirnom
Kurikulumu za predskolski odgoj 1 obrazovanje te opCe obavezno 1 srednjoskolsko obra-
zovanje iz 2010. godine (vidi [3]), a prije toga se u osnovnim Skolama izvodila prema
Nastavnom planu i programu za osnovnu skolu iz 2006., poznatom pod nazivom HNOS
(vidi [2]), 1 u srednjim Skolama prema Nastavnom planu i programu za stjecanje Skolske
spreme u programima opce, jezicne, klasi¢ne i prirodoslovno-matematicke gimnazije iz
1994. godine (vidi [1]).

Nastavni plan i program za stjecanje Skolske spreme u programima opce, jezicne,
klasi¢ne i prirodoslovno-matemati¢ke gimnazije iz 1994. zasniva se na ciljevima i zadacama
koje ucenici trebaju savladati, odnosno sadrzaji podijeljeni prema nastavnim cjelinama.
Kao 1 u sadasSnjem Kurikulumu, pojam relacija” se nigdje ne navodi, no kroz sva Cetiri
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razreda srednje Skole obraduju se razne relacije. Primjer zadatka s relacijama u skupovima
brojeva iz prvog razreda gimnazije (vidi [20]) je sljedeci:

Skupovi A, B i C podskupovi su skupa prirodnih brojeva: A = {n : n =2k -1,k € N},
B={n : n=3k,keN},C={n : n=4k,k € N}. Odredi skupove AUB, AUC, BUC,
ANB ANC, BNC.

Iz sadrzaja se vidi kako se u prvom razredu obraduju linearne i racionalne funkcije,
u drugom razredu kvadratna, eksponencijalna i logaritamska funkcija. Primjer zadatka u
drugom razredu iz [21]] u kojemu se primjenjuje eksponencijalna funkcija:
Ako netko uloZi 5 000 kuna uz kamatu od 2.5% i uz kontinuirano ukamacivanje, koliko ce
nakon 6 godina iznositi kamate?

Takoder, od ucenika drugog razreda se oCekuje da zna primijeniti trigonometrijske
funkcije na rjeSavanje pravokutnog trokuta. U treem razredu se definiraju trigonometrij-
ske funkcije te se primjenjuju u geometriji, dok se u ¢etvrtom razredu radi pojam funkcije,
svojstva funkcija te derivacija 1 integrali. Primjer sloZenijeg zadatka iz udZbenika [22] za
Cetvrti razred gimnazije u kojemu se odreduje periodi¢nost funkcije je sljedeci:

Neka je f : R — R zadana funkcija i a > 0 takvi da vrijedi f(x + 1) = — f(x). PokaZi da je
f periodicna s periodom 2a.

U HNOS-u su navedene teme koje se obraduju po razredima te su za svaku temu na-
pisani klju¢ni pojmovi i ocekivana obrazovna postignuéa ucenika. Ovaj nastavni plan 1
program je za cilj imao prona¢i kompromis izmedu tradicionalnog pristupa poucavanju
i novih stajaliSta u nastavi matematike, pri ¢emu se pristup poucavanju Zeli usmjeriti na
ucenika, a ne na sadrzaj. Ni ovdje se pojam “relacija” nigdje ne navodi, no relacije se
obraduju. U nastavi od prvog do Cetvrtog razreda osnovne Skole usporedivali su se brojevi
do 5120 u prvom razredu, do 100 u drugom razredu, do 1000 u tre¢em razredu i do milijun
u Cetvrtom razredu, pri Cemu se kod prve teme navodi da se ¢e ucenik zadani odnos zapisi-
vati znamenkama i znakovima =, <, >. Takoder, u prvom razredu osnovne $kole odredivali
su se odnosi medu predmetima (veéi-manji, unutar-izvan), a u treCem razredu se ucenici
upoznaju s paralelnosti i okomitosti pravaca. U nastavi od petog do osmog razreda osnovne
Skole nastavlja se s relacijama kod brojeva. U petom razredu su se usporedivali prirodni
brojevi, jednaki razlomci, decimalni brojevi. Kod razlomaka se kod obrazovnih postignuéa
navodi da ¢e ucenici uoc€avati ekvivalenciju izmedu dijeljenja i razlomaka. Razlomci, ci-
jeli brojevi i racionalni brojevi su se usporedivali u Sestom razredu. Tada bi prema ovom
nastavnom planu 1 programu ucenici kod jednadzbi oblika ax + b = 0 te primjene linearne
jednadzbe svodili bi jednostavnije jednadZzbe na oblik ax + b = 0, odnosno koristili su ek-
vivalenciju jednadzbi. Za razliku od aktualnog kurikuluma, prema ovom nastavnom planu
1 programu, ucenici su ve¢ od sedmog razreda osnovne Skole ucili linearnu funkciju, crtali
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njen graf te odredivali joj tok, a u osmom razredu crtali grafove funkcijay = x> iy = +/x.
Po pitanju relacija, u osmom razredu odreduju odnose medu skupovima N, Z, Q, I'i R te
medusobne odnose pravca i ravnine.

S obzirom da se u fizici ve¢ u osnovnoj Skoli koriste razne formule koje u pozadini zapravo
imaju funkcijske ovisnosti te se crtaju grafovi, bilo bi bolje ucenike upoznati s funkcijama
ve€ u viSim razredima osnovne Skole. Prema HNOS-u vidimo kako su se ucile linearna
funkcija, kvadratna funkcija i funkcija drugog korijena. Alj, 1 u periodu koriStenja HNOS-
a u Skolama, trebalo je bolje uskladiti povezanost s ostalim predmetima. Ucenicima bi bilo
lakSe najprije upoznati se s nekom funkcijom i njenim grafom, a potom ju, primjerice u
fizici, znati primjenjivati. U suprotnom su nastavnici fizike ti koji trebaju na neki nacin
objasniti funkcijsku ovisnost kada uce formule, jer ucenici nece shvatiti dobro primjenu te
formule ako ne znaju pozadinu. Isto vrijedi i za crtanje grafa nekakve ovisnosti, na pri-
mjer puta o vremenu. S druge strane, kod aktualnog kurikuluma je dobro $to se u viSim
razredima osnovne Skole posvecuje vise paznje skupovima i relacijama medu njima. Time
je 1 nastavnicima i u€enicima lakSe baratati raznim zapisima odnosa medu skupovima kod
brojeva 1 kasnije u srednjoj Skoli.

U Nacionalnom okvirnom kurikulumu iz 2010. godine su odredena ocCekivana pos-
tignuéa ucenika za odgojno-obrazovna podrucja po ciklusima. Kako suvremeni svijet zah-
tijeva nove kompetencije, tako se i ovim kurikulumom Zeljelo prilagoditi tim kompeten-
cijama. U kurikulumu su prihvadene temeljne kompetencije za cjeloZivotno obrazovanje
koje je odredila Europska unija. Prema NOK-u se te kompetencije stjecu u Cetiri odgojno-
obrazovnog ciklusa. Prvi ciklus ¢ine niZi razredi osnovne Skole, drugi ciklus Cine peti i Sesti
razred, treci ciklus sedmi i osmi razred, a Cetvrti ciklus prvi i drugi razred srednjih stru-
kovnih i umjetnickih Skola, odnosno sva Cetiri razreda gimnazija. Matematicko podrucje
jedno je od sedam odgojno-obrazovnih podrucja opéeg obaveznog i srednjoskolskog obra-
zovanja. Za svaki ciklus ocekivana ucenicka postignuca razradena su prema matematickim
procesima te matemati¢kim konceptima. Matematicki procesi su: prikazivanje 1 komuni-
kacija, povezivanje, logicko miSljenje, argumentiranje i zakljucivanje, rjeSavanje problema
1 matematicko modeliranje te primjena tehnologije, a matematicki koncepti su: brojevi, al-
gebra 1 funkcije, oblik 1 prostor, mjerenje, podatci i infinitezimalni racun. U prvom ciklusu
funkcije se nisu obradivale, a od relacija se radilo usporedivanje brojeva i mjera. U dru-
gom ciklusu ucenici su nastavljali s usporedbama u skupovima brojeva i mjera te uocavali
pravilnosti u svezi s brojevima i njihovim zapisima. S time su nastavili i u trecem ciklusu.

S obzirom da nas zanimaju relacije i funkcije u srednjoskolskoj nastavi matematike, Cetvrti
ciklus Ce se detaljnije analizirati. Ocekivana u€enicka postignuca u Cetvrtom ciklusu za
gimnazije vezana uz relacije i funkcije su sljedeca:
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MATEMATICKI PROCESTI:
Prikazivanje i komunikacija
Ucenici Ce:

1.

organizirano prikazati matematicke objekte, ideje, postupke i rjeSenja rijeCima,
slikama, crteZima, maketama, dijagramima, grafovima, listama, tablicama, bro-
jevima, simbolima i misaono

odabrati i primijeniti prikladan prikaz u skladu sa situacijom i namjerom, po-
vezati razliCite prikaze i prelaziti s jednih na druge

izraziti ideje, rezultate i znanje jasnim, preciznim i saZetim govornim i mate-
matickim jezikom na razli¢ite nacine

Povezivanje
Ucenici Ce:

uspostaviti i razumjeti veze i odnose medu matematickim objektima, idejama,
pojmovima, prikazima i postupcima te oblikovati cjeline njihovim nadoveziva-
njem

povezati matematiku s vlastitim iskustvom, svakodnevnim Zivotom u ku¢i i
zajednici te na radnomu mjestu i drugim odgojno-obrazovnim podruc¢jima
usporediti, grupirati i klasificirati objekte i pojave prema zadanom ili izabra-
nom kriteriju

Logicko misljenje, argumentiranje i zakljucivanje
UCcenici Ce:

obrazloZiti odabir matematic¢kih postupaka i utvrditi smislenost dobivenoga re-
zultata

pratiti, stvarati i vrjednovati lance matematickih argumenata razlicitih vrsta te
primjenjivati analogiju, generalizaciju i specijalizaciju

kreativno, kriticki i fleksibilno misliti

prepoznati utjecaj ljudskih ¢imbenika i vlastitih uvjerenja na zakljucivanje

Rjesavanje problema i matemati¢ko modeliranje
Ucenici Ce:

postaviti 1 analizirati problem, isplanirati njegovo rjeSavanje odabirom odgova-
rajuc¢ih matemati¢kih pojmova i postupaka, rijesiti ga, te protumaciti i vrjedno-
vati rjesenje i postupak

modelirati situacije i procese iz drugih odgojno-obrazovnih podrucja te svakod-
nevnoga osobnoga, profesionalnoga i drustvenoga Zivota
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MATEMATICKI KONCEPTI

1.

Brojevi

Ucenici Ce:

— razlikovati prirodne, cijele, racionalne i realne brojeve, rabiti njihove razlicite
zapise te prepoznati i rabiti svojstva 1 odnose skupova brojeva

— usporedivati brojeve, raCunati s njima pomocu tehnologije i bez nje te procije-
niti rezultat raCunanja, odrediti ga egzaktno i zaokruZziti ga

Algebra i funkcije

Ucenici Ce:

— uvrstiti konkretne vrijednosti u formulu (osobito u funkciju zadanu formu-
lom), izraCunati vrijednost preostale veli¢ine te u formuli izraziti jednu veli¢inu
pomocu ostalih

—  opisati i izvesti jednostavne ovisnosti (veze) dviju veli¢ina formulama, tabli-
cama, grafovima 1 rijeCima; prevesti s jednoga od navedena Cetiri oblika na
drugi te Citati, usporedivati 1 tumaciti ovisnosti (veze)

—  prepoznati, odrediti i protumaciti karakteristicne elemente i svojstva jednos-
tavnih funkcija, analizirati linearne, kvadratne, eksponencijalne, logaritamske i
trigonometrijske funkcije te rabiti njihova svojstva

—  primijeniti funkcije i njihove grafove te jednadzbe i nejednadzbe u rjeSavanju
matematickih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podruc¢jima
1 svakodnevnomu Zivotu

Oblik i prostor

Ucenici Ce:

—  rabiti koordinatne zapise tocke, pravca i1 kruznice te primijeniti koordinatnu
geometriju za prikazivanje i istraZivanje svojstava geometrijskih oblika

—  prepoznati, opisati i primijeniti sukladnost i slicnost geometrijskih oblika

—  prepoznati ravninske 1 prostorne oblike i njihova svojstva u svakodnevnomu
okruZju i umjetnosti te ih upotrijebiti za opis i analizu svijeta oko sebe

Mjerenje

Ucenici Ce:

—  preracunati standardne mjerne jedinice za duljinu, povrSinu, obujam, masu, vri-
jeme, temperaturu, kut i brzinu te ih primijeniti u svakodnevnomu Zivotu

Podatci
Ucenici Ce:
—  prepoznati pribliznu linearnu vezu dviju varijabli, odrediti njezine koeficijente
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te ju rabiti pri modeliranju
—  protumaciti sloZzene dogadaje, izraziti ih pomocu skupovnih operacija te izra-
cunati njihovu vjerojatnost

6. Infinitezimalni racun
Ucenici Ce:
—  izraCunati prirast i prosjeCni prirast tablicno zadanih funkcija te jednostavnih
formulom zadanih funkcija
—  pomocu derivacije ispitati tok i nacrtati graf polinoma, ponajprije kvadratnoga
1 kubnoga

Pregledom starih kurikuluma te aktualnog kurikuluma vidimo razvoj naSeg odgojno-
obrazovnog sustava koji se postupno od poucavanja usmjerenoga sadrzaju prilagodava mo-
dernom vremenu te se prelazi na poucavanje usmjereno uceniku. Ucenici u€e razmisljati,
razvijaju logiku te postupno otkrivaju novo gradivo. U nijednom kurikulumu se pojam “re-
lacija” ne spominje i ne definira, ali se proucavaju razni odnosi medu brojevima, geome-
trijskim likovima, jednadZbama i u ostalim podru¢jima matematike. One se proucavaju od
samog pocetka Skolovanja te se konstantno koriste i dalje u Skolovanju. Ucenje funkcija se
postupno kroz kurikulume prebacuje na sve vise razrede, odnosno u srednjoskolsko obrazo-
vanje. Zbog koriStenja funkcija u drugim predmetima svakako bi se trebalo voditi racuna
da se ucenici upoznaju s funkcijama prije nego ih susretnu u nekim drugim predmetima
ili usporedno upoznavati se u tim predmetima. Prebacivanjem funkcija u srednjoskolsko
obrazovanje moguce je da ¢e se dobro savladavanje funkcija svesti na viSe povrS$no ucenje
samih osnova, bez shvacanja pozadine funkcijskih ovisnosti i preslikavanja. To moZe pred-
stavljati problem u visokoSkolskom obrazovanju kada ¢e se ucenici kao studenti susresti s
mnogo zahtjevnijim funkcijama i njihovim svojstvima, a za to je potreban dobar temelj
kojeg profesori na fakultetima i ocekuju da ¢e studenti imati nakon zavrSene srednje Skole.



Poglavlje 3

Funkcije u srednjoskolskim
udzbenicima

Kako se Kurikulum u sklopu obrazovne reforme uvodio postupno, u prva tri razreda sred-
nje Skole u Skolskoj godini 2020./2021. koristili su se udzbenici prilagodeni njemu, dok
su se u Cetvrtom razredu i dalje koristili udzbenici pisani prema Nacionalnom okvirnom
kurikulumu. U ovom poglavlju ¢emo postupno, po svakom razredu, usporedivati sadrzaje
udZzbenika vezane uz funkcije. Kako se od Skolske godine 2021./2022. i u Cetvrtom razredu
koriste udzbenici prilagodeni novom Kurikulumu, promatrat ¢emo te nove udzbenike. Pri
proucavanju udzbenika zanimat ¢e nas na koji nacin se uvode pojedine funkcije, odnosno
jesu li dani motivacijski zadaci. Ako jesu, zanima nas koja je svrha i Sto u€enici iz njega
mogu uociti ili nauciti. Kako se bavimo srednjoskolskim obrazovanjem proucavat ¢emo i
definicije. Zanima nas koriste li se uopce 1 jesu li dovoljno precizne. Proucavanjem ele-
mentarnih funkcija i funkcija opéenito otkrivaju se njihova svojstva i tvrdnje, no pojavljuju
li se ona u svim udzbenicima? Ako se pojavljuju, kako su svojstva iskazana i jesu li izve-
dena? Jesu li tvrdnje precizno iskazane 1 jesu li dokazane? Kada se osvrnemo na udZbenike
koje usporedujemo trebamo se pitati je li nacin poucavanja u njima prilagoden uceniku i
moze li uCenik koristeci se udzbenikom razumjeti i savladati pojedino gradivo.

3.1 Funkcije u prvom razredu gimnazije

U prvom razredu gimnazije se prema aktualnom Kurikulumu obraduju linearne funkcije. U
nekim udZbenicima govori se i o trigonometrijskim funkcijama kod pravokutnog trokuta,
no zapravo se to odnosi na trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu. Trigonome-
trijske funkcije se kao funkcije obraduju tek u tre¢em razredu srednje Skole. Na koji nacin
se obraduju linearne funkcije vidjet ¢emo usporedbom nekih od udzbenika.

15
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Nastavna cjelina Linearne funkcije u prvom udzbeniku (vidi [20]]) osmiSljena je tako
da se najprije u¢i koordinatni sustav, potom linearna funkcija i graf funkcije f(x) = |x].
Zatim se nauceno primjenjuje kod sustava linearnih jednadzbi i sjeciSta dvaju pravaca.
Konacno se radi primjena sustava linearnih jednadzbi. Osim ishoda ucenja, na samom
pocetku poglavlja navedeni su i razlozi zaSto nam trebaju linearne funkcije u svakodnev-
nom Zivotu.Kako se &esto postavlja pitanje ”Sto ée nam to u Zivotu?” i uéenici ne vide da je
matematika indirektno svuda oko njih, ovim pristupom ipak im se moZe pribliZiti njena svr-
hovitost. S nekom od iznad navedenih situacija su se vjerojatno susreli i nesvjesno koristeci
linearnu funkciju dosli do potrebnih vrijednosti. Ako ucenici i ne procitaju uvod u poglav-
lje, ovo moze biti smjernica nastavniku na koji nacin bi mogao zainteresirati uenike za
gradivo. Dovoljna je neka ideja kako bi se osmislio motivacijski zadatak blizak ucenicima
1 stvarnom Zivotu. U drugom udZbeniku (vidi [21]) se pak navode samo ishodi ucenja, ali
1 time se moZe pribliZiti uceniku Sto ¢e sve uciti i primjenjivati. Nastavna cjelina je konci-
pirana slicno kao i u prvom udzbeniku.

Prije nego se krenu obradivati linearne funkcije, u oba udzbenika se definiraju funkcije.
U prvom udzbeniku (vidi [20]) one se uvode kroz dva primjera iz svakodnevnog Zivota -
primjer s grafi¢kim prikazom skupa podataka povezanih s promjenom duljine suknje kroz
povijest i primjer s tablicom u kojoj se nalaze podaci vezani uz buku. Kroz te primjere Zeli
se pokazati veza izmedu ulaznih i izlaznih vrijednosti prikazanih u grafickom prikazu, od-
nosno tablici. Objasnjava se da su ulazne vrijednost, primjerice, godine u prvom primjeru,
a izlazne vrijednosti udaljenosti ruba suknje do poda. Funkcijama se nazivaju veze izmedu
velic¢ina koje su na neki nacin povezane. Za funkcije se u udzbeniku jo§ navodi sljedece:

Funkcija svakoj ulaznoj vrijednosti pridruzuje tocno jednu izlaznu vrijednost.
Ovim nacinom se Zeli pribliziti funkcije u€enicima povezivanjem s primjerima, no nacin
nije matematicki precizan. U osnovnoj Skoli ucenici se ne susrecu sa strogim definicijama
jer se naglasak stavlja na razumijevanje gradiva, dok definicije u kojima se koristi mate-
maticki jezik i simboli mogu zbuniti uenike. Tako i ovdje vidimo da je cilj da ucenici
razumiju Sto su to funkcije, a pritom si mogu i vizualizirati ovu reCenicu zamisljajuéi pri-
mjerice Vennove dijagrame.
Zapisivanje funkcije se objaSnjava pomocu primjera u kojem se odreduje ukupna cijena
koju treba platiti za tri razliCite koli¢ine kikirikija koje Zelimo kupiti ako znamo cijenu
kilograma kikirikija. S obzirom da se prema novom Kurikulumu funkcije se ne uce u os-
novnoj Skoli, ucenike se kroz primjere upoznaje s funkcijama opéenito te im se na taj nacin
priblizava pojam funkcije.

U drugom se udzbeniku (vidi [21]]) funkcija uvodi promatranjem dvaju skupova i veze koju
mozZemo uspostaviti izmedu elemenata tih dvaju skupova. Iako se strogo ne definira Sto je
funkcija, u udzbeniku je objasnjena na sljedeci nacin:
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Svaki put kad svakom elementu skupa D pridruZimo tocno jedan element skupa K, kaZemo
da smo zadali funkciju sa skupa D u skup K i pisemo f : D — K.

Ovdje je veza izmedu elemenata iskazana matematicki preciznije i koriste¢i matematicke
simbole. Time se, mozemo reci, ucenike uvodi u matematicki nacin pisanja i razmisljanja.
Uvodenje zapisa funkcije matematickim simbolima zahtijeva razumijevanje kako bi u¢enik
doista bio svjestan da zapis f : D — K znaci "funkcija sa skupa D u skup K™, a pritom zna
1 koja je matematicka pozadina u tom zapisu. Zato se u ovom udzbeniku uci i o0 domeni,
kodomeni i slici funkcije. One se proucavaju i objasnjavaju kroz primjere. Dakle, u ovom
udzbeniku funkcije se kroz primjere objasnjavaju uceniku, ¢ime se Zeli posti¢i razumije-
vanje pojma funkcija. S druge strane, Zeli se matematicki preciznije i temeljito obuhvatiti
pozadina koju ucenici trebaju savladati kako bi u daljnjem ucenju imali dobar temelj za
razumijevanje raznih funkcija i njihovih svojstava.

Nastavna jedinica Linearna funkcija u prvom udzbeniku (vidi [20]) nema uvoda. Za
pocetak se samo navodi kakve sve funkcije imamo te da su linearne funkcije najjednostav-
nije funkcije 1 da su one polinomi prvog stupnja. Linearna funkcija definira se na sljedeci
nacin:

Ako ulaznu vrijednost oznacimo s x, a izlaznu sy, linearna je funkcija oblika

y=kx+1,

gdje su k i | zadani realni brojevi i k # 0. Realne brojeve k i | zovemo koeficijentima; k je
linearni, a l slobodni koeficijent.

Naglasava se kako se za linearnu funkciju moze pisati i f(x) = kx + [ te je tada y = f(x).
Primijetimo kako se ovdje funkcija definira isklju€ivo koristeéi pravilo pridruZzivanja, Sto
nije matematicki precizno.

Drugaciji pristup vidimo u drugom udzbeniku (vidi [21]]). Linearna funkcija se uvodi kroz
primjer iz svakodnevnog Zivota, u kojemu se treba odrediti mjesecni racun pretplatnika kod
nekog mobilnog operatera ako je imao odredenu potroSnju podatkovnog prometa. Zadana
je cijena mjesecne pretplate i cijena 1 MB podatkovnog prometa. Ucenici trebaju uociti
uzorak i tada se na jednostavan nacin, koriste¢i nepoznanicu x za broj MB, moze odrediti
iznos racuna za x MB. Kako bi se naglasila ovisnost iznosa racuna o broju MB, koristi se
funkciju. Naglasak je da je svakom broju MB pridruZen jedan i samo jedan iznos racuna.
Odredujuci iz kojeg skupa je varijabla x, a iz kojeg rezultat f(x), dobivamo precizno zadanu
funkciju. U ovom slucaju tu funkciju se zapisuje na sljedeci nacin:

f:[0,00) = (0,00), f(x)=0.49x + 40.

Ovakvim pristupom se koristi ve¢ nauceno o linearnim jednadzbama i funkcijama opcenito
kako bi se uceniku pribliZile linearne funkcije. Ucenik ¢e osvijestiti Sto znaci linearna ovis-
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nost te ¢e imati viziju u kakvim situacijama se ona primjenjuje.

U motivacijskom zadatku imamo precizno zadanu linearnu funkciju njenom domenom, ko-
domenom i pravilom pridruzivanja. Isto tako, ovdje se linearna funkcija definira preciznije:
Neka su a i b realni brojevi, a # 0. Funkcija f : R — R zadana pravilom f(x) = ax + b
naziva se linearna funkcija.

Pod nazivom linearnih funkcija u ovom udZzbeniku svrstavaju se i funkcije oblika f(x) = b,
odnosno konstantne funkcije.

Sljedece Sto se obraduje u udzbenicima je graf linearne funkcije. Prije nego se krene ot-
krivati graf linearne funkcije, u prvom udzbeniku (vidi [20]) objaSnjava se Sto je to opcenito
graf funkcije:

Ako u koordinatni sustav ucrtamo sve tocke (x,y) kojima je apscisa ulazna vrijednost (ne-
zavisna varijabla), a ordinata izlazna vrijednost (zavisna varijabla) neke funkcije, dobit
cemo graf te funkcije.

U drugom udzbeniku (vidi [21]]) se pak graf funkcije definira precizno na sljedeci nacin:
Graf funkcije f : D — K je skup I'y = {(x, f(x)) : x € D}.

Postavimo se ovdje u situaciju jednog ucenika. Procitamo li prvi opis grafa funkcije sa-
svim nam je jasno na koji nacin ¢emo pristupiti crtanju grafa funkcije. Je li nam to dovoljno
jasno iz definicije grafa? Ako znamo iSCitati znacenje matematickog zapisa, prepoznajemo
da imamo skup tocaka oblika (x, f(x)). Ako smo savladali koordinatni sustav, znamo kako
tocke mozemo ucrtati u koordinatni sustav. U suprotnom nastaje problem. Dakle, da bismo
koristili ovakav zapis definicije, trebali bismo biti sigurni da su u€enici naucili koordinatni
sustav i ucrtavanje toCaka te da se snalaze s matematickim zapisima.

U prvom udZbeniku (vidi [20]) postupno se dolazi do toga da je graf linearne funkcije
pravac ¢ija je jednadzba y = kx + [. Primjenom sli¢nosti trokuta (Slika [3.1)) pokazuje da je
bilo koja tocka (x, y) pravca doista tocka pravca linearne funkcije.

Kod grafa linearne funkcije proucava se pravac i njegova jednadzba te kako linearni koefi-
cijent k, koji odreduje nagib tog pravca, utjeCe na pravac.

Za graf linearne funkcije f(x) = ax + b u drugom udZbeniku (vidi [21]) se navodi da je to
skup {(x,ax+b) : x € R}. Taj skup je pravac s jednadzbom y = ax+b. ObjaSnjavaju se i Sto
koeficijenti a 1 b predstavljaju kod grafa linearne funkcije. Broj a se naziva koeficijentom
smjera tog pravca, a broj b odsjeckom na y-osi.
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Slika 3.1: Graf linearne funkcije iz [20]

Za razliku od prvog udZbenika, u drugom udZbeniku (vidi [21]) se proucavaju rast i pad
funkcija proucava detaljnije. Kroz primjere najprije se promatra kako graf linearne funkcije
izgleda u ovisnosti o predznaku koeficijenta smjera, a potom Sto se dogada s tockama oba
pravaca ako pove¢avamo varijablu x. Ovdje se ne proucava samo kroz primjere, vec se i
dokazuje opcenita tvrdnja:

Ako je koeficijent smjera a pozitivan, funkcija raste, a ako je koeficijent smjera a negativan
funkcija pada.

Usporedivanjem udzbenika vidimo kako u prvom udzbeniku dokaza nema, a u drugom
ima te se u dugom udzbeniku malo viSe poucava i teorija. S obzirom da se radi o pr-
vom razredu srednjoskolskog obrazovanja Cesto se postavlja pitanje nije li mozda preveliki
skok u nacinu poucavanja izmedu osnovne i srednje Skole. Tu se krije 1 problem predzna-
nja ucenika 1 njihovog pristupa ucenju matematike u osnovnoj skoli. Nije rijetkost da uce
Sablonski i bez razumijevanja. Ovakvim jednostavnim dokazima u prvom razredu mogu
nauciti razmiSljati na nacin da poznavajuci teoriju 1 razumijevajuci ju, mogu rijesiti razne
nestandardne zadatke. Pristupajuci raznim problemima uce se razmisljati, logic¢ki povezi-
vati, zakljuCivati 1 pritom argumentirati svoje zakljucke. Ba$ kako je u ovom udZbeniku
osmisljeno, otkrivaju¢i neko pravilo na konkretnim primjerima, lako se dolazi do nacina
na koji se opCenita tvrdnja moze dokazati ili opovrgnuti. Tim pristupom ne bi trebalo
biti velikih problema kod ucenikovog razumijevanja dokaza. S druge strane pak, u prvom
udzbeniku formalnih dokaza nema, ali se ipak poti¢e uCenike na razmisljanje o problemu 1
uci ih se da si postavljaju pitanja o tome je li zaklju€ak do kojeg su dosli doista istinit. To
smo mogli vidjeti kod uvodenja grafa linearne funkcije kao $to je opisano na prethodnoj
stranici.

U drugom udZbeniku je zanimljivo $to je zadnji zadatak za vjeZbu povezan s grafom
funkcije f(x) = |x|, koji je tema sljedeCe nastavne jedinice. Jedan podzadatak tog zadatka
je sljedeci:
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Nacrtaj grafove funkcija:

Fl) = {x, x>0 .
-x; x<0
Dakle, crtajuci razlomljenu funkciju ucenici primjenjuju definiciju funkcije apsolutne vri-
jednosti. To im je dobra priprema za ono §to slijedi.

Kao $to je navedeno, sljedece se u oba udzbenika obraduje graf funkcije y = |x|. Naj-
prije se ponavlja definicija apsolutne vrijednosti i temeljem toga zakljucuje kako graf funk-
cije treba izgledati. U drugom udZzbeniku (vidi [21]]) uCenici su kroz prethodno spomenuti
zadatak to ve¢ mogli savladati. Sada samo nadograduju nauceno.

Drugi nacin crtanja grafa funkcije apsolutne vrijednosti je tako da se prvo crta graf linearne
funkcije i zatim se dio pravca u donjoj poluravnini zrcali s obzirom na os apscisa. Kroz pri-
mjere 1 zadatke se crtaju razne varijacije funkcije apsolutne vrijednosti oblika f(x) = |kx+I].

Usporedujuci ova dva udZbenika vidimo kako se u oba kroz primjere pokusava $to vise
pribliziti gradivo uceniku i objasniti na konkretnim primjerima. Drugi udzbenik mate-
maticki preciznije kroz definicije i dokaze produbljuje razmisljanje o matematickoj poza-
dini raznih formula, zaklju€aka i primjera. U prvom udZbeniku se linearna funkcija definira
razli¢ito od onog §to je najcesSce koriSteno u raznoj literaturi. Koristi se formulu y = kx + [
za linearnu funkciju, $to se naj¢esce podrazumijeva kao linearna jednadZzba. lako to po-
jednostavljuje razumijevanje povezanosti linearne funkcije i jednadZzbe, u budu¢em mate-
matickom obrazovanju ucenici mogu zamjenjivati pojmove jednadzbe i funkcije. Razliciti
pristup smo vidjeli 1 kod grafa funkcije, gdje se u drugom udzbeniku koristi stroga ma-
tematiCka definicija grafa, no za takav pristup ucenici bi trebali ima dobro predznanje o
koordinatnom sustavu, ucrtavanju to¢aka u koordinatni sustav, ali i razumijevanju mate-
matickih izraza.
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3.2 Funkcije u drugom razredu gimnazije

U drugom razredu gimnazije se prema aktualnom Kurikulumu obraduju kvadratne funkcije
1 uci se opcenito o funkcijama. Na pocetku nastavnih cjelina u promatranim udzbenicima
navedeni su ishodi uCenja. Ucenicima to daje uvid Sto ¢e uciti, odnosno Sto se od njih
o¢ekuje da znaju nakon Sto zavrSe s nastavnom cjelinom.

U prvom udZbeniku (vidi [22]]) nastavna cjelina Kvadratna funkcija osmisljena je tako
da se najprije uvodi i definira kvadratna funkcija. Potom se crtaju grafovi funkcije f(x) =
ax? i translacije grafa, a onda se to primjenjuje na crtanje grafa funkcije f(x) = ax>+bx+c.
U drugom udZbeniku (vidi [13]]) je cjelina malo drugacije osmiSljena. O kvadratnoj funk-
ciji u¢i se unutar nastavne jedinice u kojoj se obraduje graf funkcije f(x) = ax? i translacije
grafa. Potom se obraduje graf funkcije f(x) = ax® + bx + ¢ i ekstremi. Nul-to¢ke polinoma
drugog stupnja i njegov graf se obraduju u zasebnoj nastavnoj jedinici.

U prvom udZbeniku (vidi [22]) se zapocinje motivacijskim zadatkom iz fizike u ko-
jem se lopta baca uvis te je zbog djelovanja gravitacijske sile formula za dostignutu visinu
s(t) = —%tz +vt. Od ucenika se traZi da pomocu programa dinamicke geometrije nacrta graf
funkcije s i promatra kako promjena vrijednosti v utjece na graf. Ovime se ucenika potice
na samostalno istrazivanje o grafu kvadratne funkcije. Uz primjenu tehnologije, ucenik ¢e
bez poznavanja kvadratne funkcije do¢i do zakljucaka Ciju Ce tocnost provjeriti kroz pos-
tupno proucavanje crtanja grafa funkcije i njegovih svojstava. U drugom udzbeniku (vidi
[13]) dana je uvodna pri¢ica o Galileo Galileu koji je istrazivao zakonitosti o slobodnom
padu tijela. Jednadzbom s = %’tz izrazava se prijedeni put nekog tijela pri slobodnom padu
u vremenu 7. Kako bi se naglasila ovisnost prijedenog puta o vremenu jednadZbu moZemo
zapisati u obliku funkcije s(f) = %tz. To je kvadratna funkcija jer je prijedeni put proporci-
onalan s kvadratom vremena.

Slobodni pad i vertikalni hitac u€enici su ve¢ susreli u nastavi fizike u prvom razredu
srednje Skole. Dakle, samo se prisjeCaju ve¢ poznatih formula o kojima ¢e sada produ-
biti znanje. Pritom je motivacijski zadatak iz prvog udZbenika mozZda bolji nacin kako
ucenicima pribliZiti ono o ¢emu e se raditi kroz nastavnu cjelinu.

U prvom udzbeniku se kvadratna funkcija definira na sljedeci nacin:
Kvadratna funkcija je funkcija f : R — R za koju vrijedi:

f(x) = ax*> + bx + ¢,

gdje su koeficijenti a, b, c realni brojevi i a + 0.
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U drugom udzbeniku (vidi [13]) kvadratna funkcija se slicno definira. Razlika je Sto se
ovdje imenuju koeficijenti funkcije. Iako nazivi nisu bitni za definiranje funkcije, njihovo
poznavanje ucenicima ¢e olakSati snalazenje u drugim literaturama, ali i kasnije u mate-
matickom obrazovanju.

NajviSe se paznje u udzbenicima pridaje crtanju grafa kvadratne funkcije, odnosno
parabole. Crtanje grafa kvadratne funkcije proucava se postupno, pocevsi od funkcije
f(x) = ax*. Kreée se od najjednostavnije kvadratne funkcije f(x) = x2, &iji se graf crta
sli¢no u oba udzbenika. Objasnjava se i simetricnost grafa, znacenje parnosti, tjeme i rast,
odnosno pad funkcije. Potom se kroz primjere proucava crtanje grafova funkcije oblika
f(x) = ax*>. Dolazi se zakljuka da je koeficijentom a potpuno odreden smjer otvore-
nosti parabole. U oba udZbenika detaljno se komentira promjena oblika parabole ovisno o
predznaku i iznosu vodeéeg koeficijenta. Zatim se na sli¢an nacin crtaju grafovi funkcija
f(c) = ax* + ci f(x) = a(x — xy)*> pomodu grafa funkcije f(x) = ax®. Dakle, pos-
tupno se nadograduje znanje 1 ucenici otkrivaju moguénosti kako sve grafovi kvadratne
funkcije mogu izgledati. Potom se do sada nauceno primjenjuje za crtanje grafa funkcije
f(x) = a(x—xp)+yo. Ovdje se oCekuje od ucenika da su savladali prethodne grafove funk-
cija te sada nauc¢eno mogu direktno primijeniti na crtanje grafa ovog oblika, bez dodatnih
pomocnih tablica vrijednosti funkcije.

Konac¢no, dolazimo do grafa funkcije f(x) = ax?+bx+c. U oba udZbenika objasnjavaju
se dvije metode za crtanje grafa. Prva metoda u oba udZbenika je koriStenje transformacije
funkcije f(x) = ax*+bx+c uoblik f(x) = a(x—x,)*+y, postupkom nadopunjavanja do kva-
drata binoma. Nakon transformacije znamo kako nacrtati graf zadane kvadratne funkcije
pomocu translacija grafa funkcije f(x) = ax?. U prvom udZbeniku se na primjeru najprije
pokazuje kako se nadopunjava trinom do kvadrata binoma, a zatim se izvodi op¢eniti postu-
pak za funkcije oblika f(x) = ax?+b+c. U drugom udzbeniku se kao i u prvom udzbeniku
izvodi opéi postupak transformacije kvadratne funkcije iz oblika f(x) = ax?+bx+c u oblik
f(x) = a(x — x0)* + yo. Razlika je u tome §to se najprije izvodi opéi postupak, a potom
se kroz primjer objasnjava primjena naucenog na crtanju grafa konkretne kvadratne funk-
cije. Postupno uvodenje transformacije iz prvog udzbenika je ucenicima jasnije jer prvo
na konkretnoj funkciji dobiju ideju kako transformirati trinom, a potom ju primjenjuju na
opcenitim funkcijama. Ve¢ sada se spominju minimum i maksimum funkcije, te se navodi
kako su to ekstremi funkcije, pri cemu se oni u drugom udZzbeniku opSirnije objaSnjavaju.
Time ucenici poCinju uciti nove pojmove vezane uz funkciju koje ¢e kasnije u viSim razre-
dima razvijati i nadogradivati. U prvom udZbeniku se nul-tocka definira na sljedeéi nacin:
Nul-tocka kvadratne funkcije f(x) = ax* + bx + c je realni broj x za koji vrijedi f(x) = 0.

Kratko se navodi da ovisno o diskriminanti kvadratne jednadZbe ovisi koliko funkcija moze
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imati nul-tocki. Nul-tocke se obraduju zasebno u drugom udzbeniku (vidi [[13]). Definiraju
se kao i u prvom udZbeniku, ali se ovdje na jednostavnim primjerima objasnjava kako o
diskriminanti kvadratne jednadZbe ax®> + bx + ¢ = 0 ovisi broj nul-toaka. Ovaj pristup
je bolji od Cistog navodenja koliko nul-tocki ima funkcija ovisno o diskriminanti. Iako
su ucenici diskriminantu naucili kod kvadratnih jednadzbi, dobro je prouciti primjenu na
konkretnim primjerima i osvijestiti nacin zakljuc¢ivanja o broju nul-tocki.

Druga metoda kojom crtamo graf kvadratne funkcije jest pomocu njenih svojstava i ka-
rakteristi¢nih toCaka, odnosno ispitivanjem tijeka funkcije. U oba udzbenika se daju se
algoritmi kojim se ucenici mogu voditi kada rade ispitivanje tijeka funkcije. Algoritmi se
malo razlikuju, ali nijedan od tih algoritama nije manjkav, jer kada usporedimo nacin na
koji se oni primjenjuju zapravo dobivamo isto.

Promatrajuéi nastavnu cjelinu “Kvadratna funkcija”, vidimo da se u oba udzbenika
obraduju temeljni pojmovi, no neki dijelovi su razli¢iti. U prvom udZbeniku se viSe paznje
posvecCuje crtanju grafova i to je popradeno raznim primjerima i brojnim zadacima za
uvjezbavanje. U cilju je da uenik razumije svaku vrstu transformacija koje se rade s
grafom funkcije f(x) = ax?>. Kada ucenici to dobro savladaju, dva nacina crtanja grafa
funkcije f(x) = ax® + bx + ¢ ¢e im biti jasnija. Pritom ¢e i nove pojmove bolje savladati
jer su do tada ve¢ dosli do raznih zakljucaka kroz primjere. Sada ¢e ih samo primijeniti
1 imenovati neke bitne elemente. U drugom se udZbeniku viSe paZnje posvecuje crtanju
grafa funkcije f(x) = ax®> + bx + c, svojstvima grafa i novim pojmovima. To je takoder
dobro i korisno, jer uenici mogu temeljito savladati pojmove koje ¢e kasnije sve vise ko-
ristiti te povezivati s drugim funkcijama i nadogradivati znanje o njima. Bilo bi dobro kada
bi se pri poucavanju obuhvatilo oba detaljnije objasnjena dijela. Kada ucenici na jednos-
tavnijim funkcijama dobro savladaju transformacije, pojmove, svojstva i njihovu primjenu,
kod ostalih funkcija ¢e puno lakSe i brZe savladavati gradivo povezano uz nove, do sada im
nepoznate funkcije.

Sljedeca nastavna cjelina u udzbenicima posvecena je funkcijama opcenito. U prvom
udzbeniku (vidi [22]) cjelina je koncipirana na nacin da se prvo savladavaju osnovni poj-
movi vezani uz funkciju, a zatim graf funkcije. Na kraju se obraduje bijekcija i inverzna
funkcija. Dakle, postupno se izgraduju bitni elementi povezani s funkcijama opéenito. U
drugom udZbeniku (vidi [13]]) cjelina je osmiSljena malo drugacije. Prvo se obraduje zada-
vanje funkcije 1 odredivanje podrucja definicija. Slijede grafovi jednostavnih funkcije, na
koje se nadovezuje odredivanje domene i slike funkcije. Nakon toga proucava se slaganje
funkcije i1 injektivnost te inverzna funkcija i njen graf.
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Prije otkrivanja osnovnih pojmova, u¢enicima se u prvom udzbeniku zadaje da trebaju
istraziti formule i/ili grafove kojima su opisane veze izmedu raznih elemenata iz matema-
tike, fizike i kemije. Na primjer, vezu izmedu napona i jakosti struje uz stalan otpor te vezu
izmedu postotka naucenog gradiva i broja ponavljanja (za ostale primjere pogledati [22]).
Dakle, Zeli se povezati matematika s drugim predmetima, a istovremeno ucenici otkrivaju
neke pravilnosti na ve¢ poznatim pojmovima. U buducnosti kada budu ucili neku od pra-
vilnosti, ovakvo istraZivanje im moZe pomod¢i pri razumijevanju.

U udZbeniku se navodi kako je za precizno zadavanje funkcije potrebno opisati tri podatka:
domenu funkcije, kodomenu funkcije i pravilo po kojem funkcija djeluje. Domena i kodo-
mena se kratko opisuju, a uz njih se opisuje 1 slika funkcije. Sve je objasnjeno kroz jednos-
tavne primjere te se na taj nacin, bez kompliciranja, objasnjavaju temeljni pojmovi vezani
za funkciju. Ucenik ¢e ovakvim postupnim objaSnjavanjem zasigurno bolje razumjeti ove
pojmove. Spominje se i prirodna domena funkcije. ObjaSnjava se kako reCenicom “Dana

. .. + C .. . ..
je funkcija f(x) = T ” se ne preciziraju domena i kodomena, ve¢ je zadano samo pra-
vilo po kojem funkcija djeluje. Ovo je vrlo bitno naglasiti jer se moZe zanemariti na kojem

skupu je funkcija definirana i time dolaziti do krivih zakljucaka.

U drugom udZbeniku (vidi [13]]) na pocetku se Zeli objasniti kako se zadaju funkcije.

Navodi se niz primjera pridruZivanja koja su svuda oko nas jer je ideja pridruZivanja temelj
definicije funkcije. Pomocéu Vennovih dijagrama se prikazuju primjeri onoga $to je, a Sto
nije funkcija. U ovom udzbeniku se funkcija definira i imenuju se svi njeni elementi:
Ako je svakom elementu x nekog skupa A pridruZen tocno jedan element y skupa B, tada
kaZemo da je definirana funkcija (preslikavanje) f iz skupa A u skup B. PiSemo f : A — B
iy = f(x). Element x naziva se jos argument funkcije f, a y vrijednost te funkcije. Da je
elementu x pridruZen y zapisujemo jos i simbolom: x — y (Cita se: x se preslikava u y).

Iako je u drugom udzbeniku dana definicija funkcije, a u prvom udZbeniku nije, sve
bitne Cinjenice su navedene u oba udZbenika. Ucenicima je moZda lakSe kada se kroz
pricu popracenu s nekoliko primjera objasne svi pojmovi, ali i definicija dana u drugom
udzbeniku je dovoljno razumljiva. Posebice ako se ucenik osvrne i na Vennove dijagrame
iz kojih se vidi $to je, a Sto nije funkcija. Razlika izmedu udzbenika je i u tome Sto u dru-
gom udzbeniku se za sada ne spominje slika ni prirodna domena funkcije.

Slijedece se obraduje graf funkcije. U prvom udZbeniku (vidi [22]) definira se graf funk-
cije, a potom i slika funkcije koju se ve¢ objasnjavalo.
Graf funkcije f : D — K je skup {(x, f(x)) : x € D}.
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Slika funkcije f : D — K je skup svih vrijednosti funkcije, tj. to je skup

{f(x): x € D}

U drugom udZzbeniku graf funkcije se definira na sljedeci nacin:
Graf Ty funkcije f skup je svih tocaka (x, f(x)) za sve x iz domene D funkcije f:

Iy={(xy):x€D,y=fx)}

Vidimo kako ova definicija koristi drugaciji matematicki zapis i u njemu se dodatno ozna-
Cava i graf s I';. No, Citajuci ovu definiciju, za razliku od one iz prvog udzbenika, ucenik
lakSe moze shvatiti Sto je graf veC iz teksta. lako, uCenici bi sada ve¢ trebali baratati sa
ovakvim matematicki zapisima 1 znati ih procitati. U oba udzbenika se objasnjava 1 verti-
kalni test.

U drugom udzbeniku se kroz primjere objasnjavaju i funkcije koje su zadane razli¢itim for-
mulama na razliitim intervalima. Takoder, navodi se kako zakon pridruzivanja Cesto nije
zadan eksplicitnom formulom pa se ucenicima daje primjer kako shvatili na Sto se misli.
Dakle, usporedimo li ovaj udzbenik i prvi udzbenik vidimo kako se ovdje objaSnjavaju
i neki dodatni oblici funkcija te nacini zadavanja funkcija. S obzirom da se u drugom
razredu ucenici ne susrecu s ovakvim funkcijama i na¢inima zadavanja, pitanje je je li po-
trebno prosSirivati temu. Svakako ovo moZe posluZiti za razvijanje uc¢enikovog razmisljanja,
ali ovo bi bilo dobro ostaviti kao proSireni sadrzaj ili dodatni sadrzaj za uCenike koji sami
Zele proucavati dodatno funkcije.

Uz linearne i kvadratne funkcije, uci se crtati i racionalne funkcije oblika f(x) = ¢ te
funkcije korjenovanja koje su oblika f(x) = Vax + b.

U prvom udzbeniku (vidi [22]) za pocetak se crta graf funkcije f(x) = % te detaljno
objasnjava i ponasanje funkcije. Ovdje se spominju i asimptote funkcije kojima ¢e ucenici
viSe uditi tek kasnije, ali ¢e imati viziju $to su to asimptote. Kod crtanja grafova funkcija
korjenovanja postupak je isti kao kod crtanja racionalne funkcije. Ali, kod crtanja grafa
funkcije A(x) = V2x + 1 objasnjava se i drugi nacin crtanja pomocu transformacija grafa
funkcije f(x) = x.

U drugom udZbeniku (vidi [13]]) su drugacije i detaljnije objasnjeni i grafovi jednostav-
nih funkcija. Funkcija obrnute proporcionalnosti objasnjava se promatranjem dvaju sli¢nih
trokuta te se dolazi do zakljucka da ako se povrSina trokuta ne mijenja, onda su stranica 1
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visina na tu stranicu obrnuto proporcionalne. Veza visine i stranice moZe se opisati funk-
cijom obrnute proporcionalnosti f(x) = f, pri cemu je k > 0 neki Cvrsti broj. Za graf
se navodi kako se naziva hiperbola te se kroz primjere promatraju njena svojstva. Do-
datno, graf racionalne funkcije kojoj su u brojniku i/ili nazivniku linearne funkcije dobiva
se translacijom grafa funkcije f(x) = ’)—j Graf funkcije drugog korijena se takoder pos-
tupno objasnjava na primjeru iz svakodnevnog Zivota. Najprije se daje primjer ovisnosti
prijedenog puta o vremenu koji se iskazuje formulom s(¢) = %aﬂ te se crta graf kvadratne
funkcije. Za obratni problem, ovisnost vremena o prijedenom putu, potrebno je koristiti

funkciju drugog korijena. Veza se zapisuje u obliku ¢ = \/% . Crtanjem grafa funkcije
dolazi se do zakljucka da je graf jedna grana parabole kojoj je os apscisa os, a tjeme joj je
u ishodiStu. Uocimo kako se u primjeru koristi inverzna funkcija. Kako ucenici jos nisu
ucili kako odrediti inverznu funkciju, ovo je dobar primjer u kojem se ucenici nesvjesno
njom koriste.

Tek sada se u drugom udZzbeniku objasnjavaju prirodna domena i slika funkcije 1 to
kroz niz primjera. Ucenici kada vide sliku s grafom funkcije, mozda ¢e bolje shvatiti ova
dva pojma. Lakse ih je razumjeti kada se vizualizira, nego kada se o njima govori teorijski.
S obzirom da odredivanje slike funkcije nije jednostavno, u udzbeniku se odreduju samo
slike najjednostavnijih funkcija.

U zadnjoj nastavnoj jedinici u prvom udzbeniku (vidi [22]) obraduje se bijektivnost
te inverzna funkcija. Krece se od injektivnosti funkcije koja se uvodi pomocu prikaza
Vennovim dijagramima, a definira se na sljedeci nacin:

Za funkciju f : D — K kaZemo da je injekcija ako svaka dva razlicita elementa iz domene
D preslikava u dva razlicita elementa kodomene K, tj.

ako su xy, x, € D takvi da je x; # x5, tada je f(x1) # f(xy).

Injektivnost se ispituje na dva nacina: koristeci se definicijom ili koriste¢i horizontalni test.
Potom slijedi surjektivnost koja se takoder uvodi pomocu prikaza dviju funkcija Vennovim
dijagramima i definira se na sljedeci nacin:

Za funkciju f : D — K kaZemo da je surjekcija ako za svakiy € K postoji x € D takav da
je f(x) = y.

I surjektivnost mozemo provjeriti na dva razliita nacina, koriste¢i se definicijom ili hori-
zontalnim testom. Kako se horizontalni test koristi 1 kod injektivnosti i1 kod surjektivnosti,
lako je zakljuciti 1 povezati Sto je bijektivnost.

Ako je f : D — K injekcija i surjekcija, tada ju nazivamo bijekcija.
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Inverzna funkcija uvodi se promatrajuci bijektivnu funkciju f : [0,2] — [0,4], f(x) =
x%. Zamjenom redaka tablice vrijednosti ove funkcije dobivamo tablicu vrijednosti nove
funkcije koja preslikava elemente iz [0,4] u [0,2]. Takva funkcija je f~' : [0,4] —
[0,2], f~'(x) = +/x te se naziva inverznom funkcijom. Crtajuéi grafove funkcija f i f!
uoCavamo da su njihovi grafovi osnosimetri¢ni s obzirom na pravac y = x.

U drugom udZbeniku (vidi [[13]]) dodatno se obraduje slaganje funkcija, odnosno kom-
pozicija funkcija. To se u prethodnom udZbeniku ne spominje. Ono je detaljno objasnjeno
uz popratnu sliku pa ucenici mogu razumjeti kako opcenito ispravno slagati funkcije.
Injektivnost funkcije se objasnjava i definira sli¢no kao i u prvom udzbeniku. Potom se
definira inverzna funkcija, prije nego se objasne surjektivnost i bijektivnost funkcije. Kao
uvodni primjer za inverznu funkciju dana je pretvorba stupnjeva Celzijusa u Fahrenheitove
1 obratno, uz popratnu motivacijsku pric¢u iz svakodnevnog Zivota. Ucenik se samostalno
treba uvjeriti da za sve realne brojeve x iy vrijedi g(f(x)) = x1i f(g(x)) = y. Za razliku od
prvog udzbenika, u ovom udzbeniku je dana definicija inverzne funkcije i ona glasi:
Funkcija g inverzna je funkciji f ako vrijedi:

g(f(x)) = x, za svaki x € Dy,
f(g(x) =y, za svaki y € D,

Pisemo g = f~'. U isto vrijeme je funkcija f inverzna funkciji g te je isto tako f = g~\.
Zato kazemo da su funkcije f i g medusobno inverzne.

Surjekcija 1 bijekcija definiraju se kao u prethodnom udZbeniku, a uvjet postojanja
inverzne funkcije ovdje se strogo navodi:

Funkcija f : D — R ima inverznu funkciju onda i samo onda ako je f bijekcija.
Na kraju se obraduje graf inverzne funkcije gdje se komentira kako su grafovi funkcije 1
njoj inverzne funkcije simetri¢ni s obzirom na pravac y = x.

Usporedbom udZbenika vidimo kako u drugom udzbeniku postoje neki dodatni poj-
movi i primjeri funkcija. S obzirom da je ovo gradivo u kojemu treba dobro savladati
osnove, a mnogo je novih pojmova i razliCitih zadataka, takve dodatne stvari bi bilo dobro
ostaviti kao dodatni sadrzaj. Taj sadrzaj mogu proucavati uenici koji Zele proSiriti svoje
znanje. S razlomljenom funkcijom i kompozicijom funkcija ucenici e se sigurno susresti
kasnije i1 detaljno ih proucavati, a sada ih to moZe zbuniti. Razli¢iti poredak kojim se uvode
pojmovi nije toliko bitan, ali je bitno u oba slu¢aja biti uvjeren da su ucenici savladali jedan
pojam prije nego se krene dalje. Ne treba samo prelaziti po svojstvima funkcija, ve¢ treba
Sto bolje objasniti sva njena svojstva i pojmove povezane uz funkcije. Ako sada ucenici
dobro ne savladaju ovo gradivo, kasnije ¢e imati problem kada se ono bude proSirivalo.
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3.3 Funkcije u treCem razredu gimnazije

U tre€em razredu gimnazije se prema aktualno Kurikulumu obraduju eksponencijalna i lo-
garitamska funkcija te trigonometrijske funkcije. One obuhvacaju veliki dio gradiva koje
se obraduje u trecem razredu pa ¢emo istaknuti samo najbitnije i/ili zanimljive dijelove tih
tema.

U prvom udzbeniku (vidi [19]) se eksponencijalne 1 logaritamske funkcije obraduju
unutar jedne nastavne cjeline, a trigonometrijske funkcije u drugog nastavnoj cjelini. Na
pocetku svake se navode ishodi u¢enja, motivacijska prica te razrada odgojno - obrazovnih
ishoda. Time se nastavniku daje na uvid ishodi iz Kurikuluma, a u¢enik moze vidjeti Sto
¢e sve nauciti i gdje je se pojedine funkcije primjenjuju. U drugom udzbeniku (vidi [15])
eksponencijalna 1 logaritamska funkcija isto se obraduju zajedno u jednoj nastavnoj cjelini,
dok se trigonometrijske funkcije obraduju kroz dvije nastavne cjeline. U jednoj cjelini se
uci o njima, a u drugoj se radi graf. Na pocetku cjelina navode se samo ishodi ucenja, §to
je dovoljno uceniku kako bi znao Sto ¢e nauciti.

U prvom udzbeniku (vidi [19]) se nakon kratkog uvodnog ponavljanja o linearnoj i
kvadratnoj funkciji i njihovim grafovima definira nova funkcija formulom f(x) = 2* te se
crta njen graf. Potom se crta 1 graf funkcije f(x) = 27*. Usporedbom grafova uocava se
da je graf funkcije f(x) = 27* simetriCan grafu funkcije f(x) = 2* u odnosu prema osi
ordinata. Grafovi su smjesteni iznad osi apscisa te joj se y = 2* priblizava s lijeve strane, a
y = 27* s desne strane. Potom se pokuSava nacrtati graf funkcije f(x) = (=2)*. Za x = —%
1x = % se ne dobivaju realne vrijednosti funkcije pa pripadne tocke ne mozemo prikazati
u koordinatnom sustavu. Zaklju€ak je da baza potencije funkcije f(x) = a* ne moze biti
negativna. Za a = 0 1ili a = 1 sve vrijednosti funkcije su jednake pa je takva funkcija
konstanta. Dakle, postupno se dolazi do definicije eksponencijalne funkcije:

Funkcija oblika f(x) = a*, gdje je a realni broj a > 0 i a # 1, naziva se eksponencijalna
funkcija u skupu realnih brojeva.

Svojstva eksponencijalnih funkcija proucavaju se kroz niz primjera u kojima se uspore-
duju grafovi razlicitih eksponencijalnih funkcija. Pritom se dolazi i do zakljucka da nijedan
graf ne sijeCe x-os, ali joj se priblizavaju. Dakle, eksponencijalna funkcija nema nultocku,
ali je x-os asimptota grafa eksponencijalne funkcije. Za asimptote se ne daje definicija, ali
ih se objaSnjava. Komentira se 1 razlika eksponencijalnih funkcija prema tijeku funkcije,
odnosno rastu ili padu funkcije. Kroz zadatke i primjere pokazuje se da je eksponencijalna
funkcija injektivna. Kako je ve¢ poznato da je funkcija i surjektivna, to povlaci da je eks-
ponencijalna funkcija bijekcija.
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U ovom udzbeniku (vidi [19]) se sve objasSnjava kroz primjere i time se uceniku olakSava
razumijevanje ove funkcije. Ide se postupno i tek kada se otkrije jedno svojstvo prelazi se
na novo svojstvo. Uclenik u svakom trenutku moZe pogledati u primjere i objaSnjenje i
razjasniti nejasnoce ukoliko se pojave.

U nizu primjera crtaju se grafovi funkcija koje se dobivaju transformacijama grafa eks-
ponencijalne funkcije f(x) = a*. S obzirom da su se transformacije radile ve¢ kod linearne
i kvadratne funkcije, uenicima ovo nije nesto potpuno novo i uvjezbavanjem ih mogu do-
bro savladati. Novost im je jedino crtanje grafa g(x) = a**“, no s obzirom da ostalo znaju,
ovo ne bi trebalo predstavljati veliki problem.

U drugom udZzbeniku (vidi [15]) eksponencijalna funkcija uvodi motivacijskim zadat-
kom iz stvarnog Zivota:
Cijena rabljenog automobila ovisi o vise ¢imbenika od kojih je vrlo bitna godina proizvod-
nje, odnosno starost automobila. Svake se godine vrijednost nekog automobila umanjuje
za 25% u odnosu na prethodnu. Ako je kao nov automobil stajao 15 000 eura, kolika mu
je vrijednost nakon n godina?

Zadatak je rijeSen i ucenici ve¢ iz njega mogu prepoznati postupke kojima Ce se sluZiti
pri rjeSavanju eksponencijalne funkcije i crtanju njenog grafa. Definicija eksponencijalne
funkcije sli¢na je onoj iz prvog udzbenika. Za razliku od prvog udzbenika, ovdje se uvjeti
pozitivnosti broja koji je baza potencije objaSnjava nakon definicije. Postupno dolaZenje
do zakljucaka o uvjetima prije definiranja funkcije, kao Sto se radi u prvom udZbeniku,
mozda je bolji nac¢in. Ucenici postupno zakljucuju i na kraju se objedini sve poznato i
zapiSe na formalni naCin. Prije nego se krene s proucavanjem grafova eksponencijalne
funkcije izvodi se svojstvo monotonosti eksponencijalne funkcije algebarski uz primjenu
svojstva potencija. Ovdje uc€enici primjenom svoga dosadaSnjeg znanja lako mogu izvesti
OVO SVOjStvo.

Graf eksponencijalne funkcije i njegova svojstva obraduju se u zasebnoj nastavnoj je-
dinici. Na pocetku se promatra graf funkcije f(x) = 10%, jer baza a = 10 ima posebnu
ulogu u raCunanju potencija. Graf se crta u mjerilu 1:1 1 10:1. S obzirom na brz rast funk-
cije, zakljuCuje se da je graf laksSe crtati u koordinatnom sustavu s razli¢itim mjerilima na
koordinatnim osima. Ovime se Zeli pokazati da postoje i neke specijalne eksponencijalne
funkcije. Takoder, ucenici mogu vidjeti kako u situacijama brzog rasta funkcije ne moraju
crtati strogo u mjerilu 1:1. To ¢e im olakSati da kada se nadu u situaciji da trebaju crtati
grafove nekih funkcija koje brzo rastu ili padaju, slobodno mogu prilagoditi mjerilo bez da
smanje to¢nost i preciznost grafickog prikaza.
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Kako se zbog glatkoce krivulje moze zakljuciti da je funkcija definirana za svaki realni
broj x, vrijedi da je definirana i za svaki iracionalni broj. Ispravnost tog zakljucka u [15]]
se provjerava algebarski. Postupak provjere moZe biti zbunjujuéi i nejasan ucenicima koji
nisu u potpunosti ovladali temeljnim znanjima o eksponencijalnoj funkciji. Zato je ovaj
postupak mozda primjereniji za kasnije, kada ucenici ve¢ svladaju eksponencijalnu funk-
ciju.

Kroz niz primjera u kojima se crtaju grafovi razli¢itih eksponencijalnih funkcija proucavaju
se svojstva eksponencijalne funkcije. Pristup je slican onome iz prvog udzbenika. Na kraju
se sva svojstva objedinjuju na jednom mjestu te na taj nacin ucenici lako mogu ponoviti
koja su sva svojstva eksponencijalne funkcije.

Dakle, vidjeli smo dva razli¢ita pristupa poucavanju eksponencijalne funkcije. U jed-
nom udzbeniku se graf radi od samog pocetka, a u drugom se prvo definira funkcija, a
potom crta njen graf i promatraju svojstva. U prvom udzbeniku se detaljnije objasnjavaju
grafovi te se pokazuje 1 kako crtati grafove koji se dobivaju transformacijama grafa eks-
ponencijalne funkcije. U drugom se kroz motivacijski zadatak ucenici svakako upoznaju
s grafom eksponencijalne funkcije pa im on kasnije nije nepoznat. U prvom udZbeniku je
bolje §to se postupno dolazi do definicije tako da se otkriju uvjeti kada eksponencijalna
funkcija moZe biti definirana. Na taj nacin ucenici postupno dolaze od konkretnih prema
op¢enitom zakljucku. Svakako nacin u kojemu se viSe objaSnjava i time priblizava uceniku
nepoznato je bolji za u€enika. Postupnim zakljuc¢ivanjem ¢e puno bolje razumjeti i zapam-
titi gradivo.

Sljedece Sto obraduje u udzbenicima je logaritamska funkcija. U prvom udZbeniku
(vidi [19]) definira ju se na sljedeci nacin:
Funkcija oblika f(x) = log, x, gdje je a > 0, a # 1, naziva se logaritamska funkcija po
bazi a.
Crtanjem grafova funkcija f(x) = log% xigx) = (%)x u istom koordinatnom sustavu do-
lazi se do zakljucka da su grafovi funkcija simetricni s obzirom na simetralu prvog i treceg
kvadranta. Kada se u istome koordinatnom sustavu crtaju graf eksponencijalne funkcije 1
njoj pripadne logaritamske funkcije, moZe se uociti da su grafovi izravno povezani zamje-
nom mjesta koordinata odgovarajuéih tocaka grafa. Dakle, njihovi grafovi su simetri¢ni s
obzirom na pravac y = x te su funkcije medusobno inverzne. S obzirom da su eksponen-
cijalna i logaritamska funkcija po istoj bazi a inverzne funkcije, svojstva tih dviju funkcija
su sli¢na ili ista. Sva svojstva se otkrivaju postupno kroz primjere. Na taj nacin ucenici ¢e
bolje uociti i razumjeti ta svojstva.
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Kao i kod eksponencijalne funkcije pokazuje se i kako dobiti razne funkcije translacijama
logaritamske funkcije f(x) = log, x. Proucava se kako crtati grafove sloZenijih logari-
tamskih funkcija i pomodu simetrije s obzirom na pravac y = x grafove njima inverznih
funkcija. A zatim se objasnjava kako odrediti zapise takvih inverznih funkcija.

U drugom udzbeniku (vidi [15]) se u uvodu u logaritamsku funkciju nadovezuje na mo-
tivacijski zadatak kod eksponencijalne funkcije. Postavlja se obrnuto pitanje: ako je poz-
nata cijena rabljenog automobila, kolika mu je starost? Zadaje se cijena od 4500 eura i pos-
tavlja se pitanje za koji n je 4500 = 15 000-(0.75)". Do rjeSenja se dolazi pomocu racunala,
crtajuci graf odgovarajuce eksponencijalne funkcije f(n) = 15-(0.75)" i pravcay = 4.5. Vel
ovdje ucenici mogu uociti neke poveznice izmedu eksponencijalne i logaritamske funkcije
1 njihovih grafova. No, osim graficki do rjeSenja se moze do¢i rjeSavanjem jednadzbe ko-
riste¢i algoritme.U ovom udZbeniku logaritamska funkcija se definira na drugaciji nacin
nego u prvom udZbeniku:

Logaritamska funkcija po bazi a je pridruZivanje x +— log, x, kojim se pozitivnom realnom
broju x pridruZuje njegov logaritam. Pisemo: f(x) = log, x.

Usporedbom definicija iz oba udzbenika moZemo zakljuciti da je ova definicija preciznija,
iako je pisana na nestandardni nacin. Iz teksta se moZe protumaciti Sto su joj domena i
kodomena. Kod definicije u prvom udzbeniku je dano pravilo pridruZivanja te su navedeni
uvjeti za keoficijent a. U ovoj definiciji uvjeti nedostaju pa joj je to mana.

O grafu logaritamske funkcije, njegovim svojstvima i poveznici grafa eksponencijalne
i logaritamske funkcije u ovom udZbeniku se ne radi preopS$irno. Proucavanjem grafickih
prikaza eksponencijalne i logaritamske funkcije u opce slucaju dolazi se do zakljucaka o
povezanosti tih funkcija 1 svojstvima logaritamske funkcije.

U ovom udzbeniku se kod primjene eksponencijalne 1 logaritamske funkcije definira i
logisticka funkcija te se navodi kako se ona koristi za pojave pri kojima nakon naglog rasta
ili pada dolazi do smirivanja.

Kao i1 kod eksponencijalne funkcije, i ovdje vidimo dva razli¢ita pristupa poucavanju.
U prvom udzbeniku se puno detaljnije objaSnjava te se Zeli kroz postupno objaSnjavanje
Sto viSe pribliZiti gradivo uceniku. Kroz razne primjere ucenici otkrivaju postupno bitna
svojstva grafova, dok u drugom udzbeniku se ne posvecuje toliko paznje tim svojstvima.
U prvom udzbeniku se dodatno objaSnjava 1 crtanje grafova dobivenih transformacijama
grafa logaritamske funkcije, Sto je izostavljeno u drugom udZzbeniku. Iako su se ucenici
vec upoznali s tranformacijama grafova linearne 1 kvadratne funkcije, korisno im je vidjeti
u primjerima na koji nacin se to radi s logaritamskom funkcijom.
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Iduce se u udzbenicima obraduju trigonometrijske funkcije. U oba udzbenika se za
pocetak objasnjava i definira na sli¢an nacin eksponencijalno preslikavanje. U prvom
udzbeniku (vidi [19]) navodi se da se u pravokutni koordinatni sustav smjesti kruZnica
k polumjera 1 sa srediStem u ishodistu i brojevni pravac usporedan s y-osi, kojemu je is-
hodiSte u tocki A(1,0). Kada bismo brojevni pravac namatali na tu jedini¢nu kruZnicu,
pozitivan dio brojevnog pravca bi namatali u pozitivnhom smjeru, a negativan dio u ne-
gativnom smjeru. Pritom se svakom broju s brojevnog pravca pridruzuje to¢no jednu
tocku na kruznici. Takvo preslikavanje nazivamo eksponencijalno preslikavanje i njega
se u udzbeniku definira se na sljedeci nacin:

Eksponencijalno preslikavanje je funkcija E sa skupa realnih brojeva na skup svih tocaka
kruznice k koje realnom broju t pridruiuje tocku E(t) brojevne kruZnice. Pisemo jos
t — E(t). KruZnicu k nazivamo brojevna kruznica.

U oba udzbenika se na sli¢an nacin objasnjavaju i definiraju sve trigonometrijske funk-

cije. U daljnjem tekstu su objaSnjenja 1 navedene definicije iz prvog udzbenika (vidi [19]).
Nakon Sto se definiralo eksponencijalno preslikavanje, promatra se povezanost trigonome-
trijskih omjera i brojevne kruznice. Postupno se uz objasnjena dolazi do definicija trigono-
metrijskih funkcija. Sinus i kosinus se istovremeno definiraju na sljedeci nacin:
Neka je t realni broj i tocka E(t) pridruZena broju t eksponencijalnim preslikavanjem.
Funkcija koja realnom broju t pridruiuje apscisu tocke E(t) naziva se kosinus, a pri-
druZena vrijednost oznacuje se cost. Funkcija koja realnom broju t pridruZuje ordinatu
tocke E(t) naziva se sinus, a pridruZena vrijednost oznacuje se sint. Vrijedi —1 < sint < 1
i—1<cost<1.

U prvom razredu srednje Skole funkcije tangens i kotangens za Siljaste kuteve u pravo-
kutnom trokutu su definirane s pomocu funkcija sinus 1 kosinus pa slijedi da je tangens
definiran za sve realne brojeve t za koje je cost # 0, a kotangens je definiran za sve re-
alne brojeve ¢ za koje je sint # 0. U primjeru se odreduje za koje realne brojeve ¢ vrijedi
cost # 0, au zadatku uCenici sami trebaju odrediti za koje realne brojeve ¢ vrijedi sin ¢ # 0.
Dakle, primjenjujuci eksponencijalno preslikavanje i definicije sinusa i kosinusa dolazi se
do traZenih brojeva ¢. Ucenici na taj nacCin sami otkrivaju domenu tangensa 1 kotangensa
koristeci dosadasnje znanje. Takoder, ovdje ne rjeSavaju trigonometrijske jednadzbe veé
se koriste brojevnom kruznicom i eksponencijalnim preslikavanjem, Sto im je dobra pri-
prema za kasnije. Tada e biti upoznati s na¢inom odredivanja svih rjeSenja jednadZzbi
pomocu brojevne kruznice. Nakon §to se odrede vrijednosti brojeva ¢, tangens i kotangens
se takoder definiraju pomocu trigonometrijske kruznice.

U prvom udZbeniku (vidi [19]) je zanimljiv nain na koji se ucenicima Zeli olakSati
pamdcenje vrijednosti nekih trigonometrijskih omjera pomo¢u menmotehnike. Na slici
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je prikazano na koji nacin se ucenici pomocu svog dlana mogu prisjetiti vrijednosti. Ono

Sto trebaju dodatno zapamtiti su formule sinx = g 1cosx = g, pri cemu se za N

uvrStavaju plavi brojevi sa slike u formulu za sinus, a crveni brojevi u formulu za kosinus.
S x je oznaCena pripadajuce vrijednost kuta koji je napisan iznad tog prsta.
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Slika 3.2: Mnemotehnika iz [[19]]

Ova tehnika nije bas poznata medu ucenicima, a mozZe mnogo olaksati pamcenje vrijed-
nosti trigonometrijskih funkcija i time smanjiti strah i neizvjesnost uenika kada u ispitima
znanja raCunaju s tim vrijednostima. Vrijednosti nisu teSke za zapamtiti, ali je lako zabuniti
se. Ovu tehniku bi svakako trebalo pokazati svim u€enicima, jer je vrlo korisna.

U drugom udzbeniku (vidi [15]) se kao zanimljivost navodi postojanje funkcija sekans
secx = $ 1 kosekans csc x = ﬁ koje se ne koriste kod nas, ali se koriste primjerice u
SAD-u. Ovo nije neSto $to ucenici trebaju znati, ali je dobro poznavati nazive i oznaka ako
se slucajno pojave u nekoj literaturi.

Kao Sto su se i kod svih funkcija koje su se do sada ucile crtali njihovi grafovi, crtaju
se 1 grafovi trigonometrijskih funkcija. Grafovi se crtaju postupno uz detaljna objasnjenja
1 graficke prikaze. Crtaju se sloZeniji grafovi sinusoida koji se dobivaju transformacijama.
Crtanje graf sinusoide f(x) = Asin(Bx+C)+ D, A # 0, B > 0 objaSnjeno je postupno kroz
primjere. Postupno se objaSnjava amplituda, kruzna frekvencija, fazni pomak i parametar
D te njihov utjecaj na graf sinusoide. Zatim se kroz primjere objasnjavaju i crtaju grafovi
slozenijih funkcija. Kako je sinusoida zbog svoje periodi¢nosti drugaciji graf od onih s
kojima su se u€enici do sada upoznali, postupno objasnjavanje transformacija je vrlo bitno
za razumijevanje.

Grafovi trigonometrijskih funkcija u drugom udzbeniku (vidi [15]) obraduju se u po-
sebnoj nastavnoj cjelini. Na samom pocetku dan je motivacijski primjer s atrakcijom Das
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Wiener Riesenrad u zabavnom parku u Prateru. To je veliki kota¢ na kojemu su smjeStene
kabine iz kojih se vidi panorama grada. U primjeru se prati visina kabine iznad tla prilikom
punog obilaska korac¢a. Nakon tog primjera se do grafova svih trigonometrijskih funkcija
dolazi na sli¢an naCin kao u prvom udzbeniku. Imati ovakav primjer na pocetku je dobro
jer si uenik moZze vizualizirati vrtnju tog kotaca 1 lakSe povezivati s crtanjem grafa sinu-
soide.

Kroz niz primjera se objaSnjava crtanje grafa harmonijske funkcije f(x) = C sin (wx + ¢).
Kada usporedimo s prvim udzbenikom vidimo kako funkcije nisu jednake. U prvom
udzbeniku se crta graf funkcije f(x) = Asin(Bx + C) + D. Razlika izmedu tih dviju funk-
cija je samo u parametru D koji sinusoidu pomice duz y-osi. Ostali parametri u funkcijama
su isti, samo se koriste drugacije oznake. Zanemarivanje parametra D u ovom udzbeniku
ne predstavlja problem jer se pomicanje grafa duz y-osi radi jednako kao i za graf bilo koje
druge funkcije. Ovdje je naglasak na savladavanju crtanja sinusoide s parametrima koje
ucenici do sada nisu upoznali.

U oba udZbenika se trigonometrijske funkcije obraduju na vrlo sli¢an nacin. U dru-
gom udZbeniku se daje motivacijski zadatak, koji pomaZe uceniku vizualizirati namatanje
na kruZnicu i crtanje sinusoide. U prvom udZbeniku je dana mnemotehnika za vrijednosti
trigonometrijskih funkcija kuteva nacin na koji ucenici mogu puno lakSe pamtiti te vri-
jednosti. Razlika izmedu udZbenika je 1 u tome Sto se svojstva trigonometrijskih funkcija
detaljno proucavaju tek nakon Sto se nauce svi njihovi grafovi, dok se u prvom udZzbeniku
promatraju odmah nakon Sto se nacrta graf svake funkcije. MoZda je prirodnije prouciti
graf nakon $to se nacrta, no ni pristup u drugom udzbeniku nije lo$ za ucenike.



POGLAVLIJE 3. FUNKCIJE U SREDNJOSKOLSKIM UDZBENICIMA 35

3.4 Funkcije u Cetvrtom razredu gimnazije

Prema aktualnom Kurikulumu u éetvrtom razredu gimnazije analiziraju se funkcije te se
uvode derivacije funkcije. Kao Sto je navedeno u uvodu ovog poglavlja, analizirat ¢e se
novi udZbenici prilagodeni ovom Kurikulumu. S obzirom da se kroz sva Cetiri razreda
postupno uvode i objaSnjavaju pojmovi i svojstva funkcija, ovdje ¢emo veé poznate stvari
komentirati, a one nove viSe analizirati. Takoder, kod derivacija ¢emo se samo osvrnuti 1
komentirati na dijelove povezane sa svojstvima i grafom funkcija.

Nastavna cjelina Funkcije u prvom udzbeniku (vidi [17]) osmiSljena je tako da se prvo
definira pojam funkcije i podrucje definicije, potom se proucavaju svojstva funkcija. Slijedi
kompozicija funkcija i inverzna funkcija. Zadnje se obraduje limes funkcije kojemu ¢emo
se ovdje viSe posvetiti nego ve¢ poznatim pojmovima i svojstvima. U drugom udZbeniku
(vidi [23]) najprije se obraduju domena, graf i slika funkcije. Nakon promatranja svojstava
funkcija uci se kompozicija funkcije. Na kraju se obraduje neprekidnost i limes funkcije.

U prvom udZbeniku (vidi [[17]) najprije se ponavlja definicija funkcije te neki bitni poj-
movi povezani uz samu definiciju. Nakon Sto se definira graf funkcije, ponavljaju se do
sada nauceni grafovi elementarnih funkcija. Objasnjava se i definira prirodna domena 1
slika funkcije. Ono S§to se do sada u nekim udZbenicima nije radilo, a objaSnjava se, je
odredivanje funkcija iz vrijednosti funkcije. Navodi se i kako je moguce da je funkcija
zadana pravilom pridruZivanja tako da formula kojom se zadanoj vrijednosti x pridruzuje
vrijednost funkcije f(x) nije odmah vidljiva. U drugom udZbeniku (vidi [23]]) se na slican
nacin, ali drugacijim redoslijedom ponavlja pojam funkcije 1 osnovni pojmovi vezani uz
funkciju te graf funkcije. Dodatno se ponavlja pojam nul-tocke, predznak funkcije i jed-
nakost funkcija. Dakle, vidimo da se ovo po¢etno ponavljanje osnovnih pojmova vezanih
uz funkciju razlikuje u nekim elementima u ova dva udzbenika, no oni vazni pojmovi su
definirani i objasnjeni i to je najbitnije. UCenicima je vaZzno ovo znati, jer ¢e Koristiti u
nadolaze¢im zadacima s novim pojmovima.

Sljedece se u oba udZbenika ponavljaju svojstva funkcija: parnost i neparnost, pe-
riodi¢nost, monotonost i omedenost. Nacini ponavljanja se razlikuju, jer se u prvom
udzbeniku svojstva detaljnije analiziraju, ali se svi pojmovi definiraju na sli¢an naéin. U
prvom udzbeniku se dodatno ponavlja nauceno o asimptotama, Sto je dobro jer je to pri-
prema za njihovo odredivanje pomocu limesa funkcije.

Kompozicija funkcija se u oba udZzbenika na slican nacin obraduje. Kroz niz primjera
se objasnjava i analizira kako odrediti kompozicije raznih funkcija. Dodatno se u prvom
udzbeniku (vidi [17]) detaljno ponavlja inverz funkcije koji se takoder objasnjava postupno.



POGLAVLIJE 3. FUNKCIJE U SREDNJOSKOLSKIM UDZBENICIMA 36

U drugom udzbeniku (vidi [23]) se inverzne funkcije samo definiraju i1 kratko komentiraju
kroz jedan primjer.

Svojstva funkcija su nam bitna zbog daljnjeg razumijevanja novog gradiva. Trebaju se
dobro savladati kako bi se mogla kasnije bez problema primjenjivati. U prvom udZbeniku
je ponavljanje detaljnije napravljeno i ako ucenici nisu savladali neko od svojstava, kroz
ovakav ga pristup mogu dobro ponoviti i razumjeti. Isto vrijedi i za kompoziciju funkcije i
invezne funkcije.

Na kraju se obraduje potpuno novo gradivo, a to su neprekidnost i limes funkcije. Krece
se o neprekidnosti funkcije. U oba udzbenika se neprekidna funkcija objaSnjava kao funk-
cija Ciji graf se moZe nacrtati s jednim potezom olovke. Samim spominjanjem crtanja grafa
jednim potezom ucenici odmah mogu vizualizirati Sto je to neprekidna funkcija. Ali, ov-
dje treba biti oprezan jer funkcija moZe biti neprekidna i imati domenu koja nije povezani
skup pa njezin graf ne mozemo nacrtati u jednom potezu. Stoga bi bilo dobro napomenuti
ucenicima da postoje 1 takvi slucajevi, ali ¢e se s njima upoznati kasnije.

Prije nego se definira limes funkcije, objaSnjava se limes funkcije u tocki. U prvom
udzbeniku (vidi [[17]) se promatranjem grafova funkcija uocava kako se ponasaju vrijed-
nosti funkcija blizu zadane tocke, ¢ime se ucenicima priblizava S$to znaci blizina nekog
broja. Limes funkcije u tocki definira se na sljedeci nacin:

Realni broj L je limes funkcije f u tocki a ako za svaki niz (x,) koji teZi broju a niz funkcij-
skih vrijednosti (f(x,)) teZi broju L. Tada pisemo L = }cl—rg f(x).

Ako niz (f(x,)) teZi u beskonacnost za svaki niz (x,) koji teZi broju a, tada pisemo

li_r)n f(x) = oo.

1X\Iaapomenim0 ovdje da u€enicima znaju Sto znaci da neki niz realnih brojeva tezi nekom
realnom broju, jer je to u udzbeniku obradeno u poglavlju o nizovima.

U drugom udzbeniku (vidi [23]) se kroz primjere racionalnih funkcija proucava ponasanje
vrijednosti funkcije 1 to u slu€aju kada x tezi prema broju, a potom kada x neograni¢eno
raste. Ovdje se limes funkcije u tocki definira malo drugacije:

Broj L je limes ili granicna vrijednost funkcije f u tocki a ako za svaki niz (x,) koji teZi
prema a, niz (f(x,)) teZi broju L. Pisemo }Cl_r)r; f(x) =L

U ovoj definiciji nije naglaSeno da je broj L realni broj, no kada su definirali limes niza
su to naucili. Uocimo kako se u ovoj definiciji izostavlja slucaj kada niz (f(x,)) tezi u

beskonacnost za svaki niz (x,) koji tezi broju a. To ¢e se nauciti kasnije kroz primjere.

U oba udZbenika se navodi kako za elementarne funkcije i sve funkcije neprekidne u
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tocki a u svakoj tocki a iz domene vrijedi lim f(x) = f(a). Nakon prouCavanja limesa
X—a

funkcija i neprekidnosti, navode se svojstva limesa funkcija. U drugom udzbeniku svojstva

se iskazuju u obliku teorema. Zatim se kratko objasnjavaju i jednostrani limesi. U prvom

udzbeniku se sve proucava kroz primjere, dok su jednostrani limesi izostavljeni. U oba

. . C . .. .. . Sinx RV .
udzbenika se detaljno objasnjava i izvodi limes hn(} —— =1, au drugom se objasnjavaju
X—> X

X X
i izvode jos i limesi lim (1 ; 5’) = ¢i lim (1 ; g) — ¢. Time se zavrsavaju limesi u
X—00 X X——00 X

drugom udzbeniku.

U prvom udZbeniku (vidi [17]]) dodatno se radi neprekidnost funkcije i proSirenje funk-
cije. Definira se neprekidna funkcija na sljedeci nacin:
Funkcija f neprekidna je u tocki a u kojoj je definirana ako postoji limes funkcije f u toj
tocki i koji je jednak vrijednosti funkcije u toj tocki.

lim £(x) = f(a)

Funkcija f neprekidna je funkcija ako je neprekidna u svakoj tocki iz podrucja definicije.
Vratimo li se malo u tekstu, vidjet ¢emo kako smo spomenuli da se navodi da za ele-
mentarne funkcije i sve funkcije neprekidne u tocki a u svakoj tocki a iz domene vrijedi
lim,_,, f(x) = f(a). Tu se dakle ve¢ uzima da su funkcije neprekidne i onda vrijedi i dana
jednakost. Preciznije je definirati neprekidnost bas kao Sto je to ovdje navedeno. Svakako
se neprekidnosti 1 limesima opcenito treba posvetiti viSe paZznje te bi se trebalo dati vise
primjera i paziti kako i kojim redoslijedom se objasnjava gradivo. Kasnije ¢e se to primje-
njivati kod derivacija i crtanja grafova funkcija. Ako se sada ono ne savlada, ucenici Ce
kasnije imati problema.

Unutar nastavne cjeline Derivacija u prvom udZzbeniku (vidi [17]) osvrnut éemo se na
dio koji je povezan s funkcijama, a osmiSljen je tako da se proucavaju rast i pad funkcije,
ekstreme te crtanje grafa funkcije. U drugom udZbeniku (vidi [23]]) dio koji ¢emo komen-
tirati koncipiran je na nacin da se prou¢ava monotonost i ekstremi, a zatim tijek funkcije.

Najprije se u prvom udzbeniku uvodi pojam derivacije funkcije u tocki kroz motiva-
cijski primjer o biciklistu. Promatra se s-¢ graf iz kojeg se iS¢itavaju potrebni podaci i
odreduju razne brzine. U zadatku se koristi u€enicima poznata formula za odredivanje
srednje brzine. Proucavanjem grafa iz primjera i tangente na tu krivulju postupno se dolazi
do pojma derivacije funkcije u tocki te se ona u udzbeniku definira na sljedeci nacin:
Neka je funkcija f neprekidna na intervalu I te neka je xo € 1 i Ax prirast argumenta takav
J(xo + Ax) — f(x0)

Ax

da je xo + Ax € 1. Derivacija funkcije f u tocki xq je broj f'(x) = AlimO

ako taj limes postoji.
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Ako derivacija postoji u svakoj tocki intervala, kaZemo da je funkcija derivabilna na tom
intervalu.

Navodi se kako je geometrijsko znaCenje derivacije funkcije f u tocki x, koeficijent smjera
tangente na graf funkcije u tocki (xy, f(xo)). Njezino fizikalno znacenje je brzina promjene
funkcije u xo, Sto se moze zakljuciti iz motivacijskog primjera. U drugom udzbeniku (vidi

[23]) pojam derivacije takoder se uvodi postupno, kroz problem brzine i problem tangente.
Problemi se promatraju najprije u opéem slucaju, a potom se objaSnjavaju i kroz primjere.
Derivacija funkcije f u tocki x, ovdje se definira na slic¢an nadin.

Nakon §to se savladaju raCunanje derivacija i pravila deriviranja, u prvom udzbeniku
(vidi [17]) se ponavljaju otprije poznate Cinjenice o rastu i padu funkcije, no postoje funk-
cije koje su po dijelovima monotone pa se njih sada vise proucava. Definiraju se na sljedeci
nacin:

Za funkciju f kaZemo da je po dijelovima monotona na intervalu I = {a,b), I C Dy ako
postoji konacno mnogo tocaka takvih da je x; < x, < x3 < -+ < x,, i da je funkcija mono-
tona na svakom od intervala {a, x), {x1, x2), ..., {Xu, b). Interval na kojem funkcija raste
ili pada nazivamo interval monotonosti.

Potom se promatra funkcija po njezinim intervalima monotonosti te se dolazi do zakljucaka
iz kojih slijedi sljedeci teorem:

Neka je funkcija f derivabilna na intervalu I = {a,b), I C Dy. Funkcija f raste na inter-
valu I ako i samo ako je f'(x) > 0 za svaki x € 1. Funkcija f pada na intervalu I ako i
samo ako je f'(x) <0 za svaki x € I.

Tocke u kojima funkcija prelazi iz rastuce u padajucu ili obratno definiraju se na sljedeci
nacin:

Stacionarna tocka funkcije je svaka tocka x, u kojoj je tangenta na graf funkcije usporedna
s osi x. Za stacionarnu tocku vrijedi f'(xy) = O.

U drugom udZbeniku (vidi [23]]) se intervali monotonosti uvode opisno. Zakljucci do kojih
se dolazi su napisani sli¢no onima u definiciji iz prvog udZbenika. Takoder, objaSnjava se
1 stacionarna tocka, ali se ne daje njena stroga definicija. Kroz primjere se kao i u prvom
udZzbeniku objaSnjava odredivanje monotonosti funkcija. Iako se ne daju definicije, svi
pojmovi su opisani sli¢no kao u definicijama. Ovdje je najbitnije da uCenici shvate kako
odrediti intervale monotonosti te kako se derivacija i tangenta povezuju s tim intervalima.

Slijede ekstremi funkcije, koji su u prvom udZbeniku uvedeni pomocu grafa funkcije
na kojoj su istaknute tocke u kojima funkcija poprima najvece ili najmanje vrijednosti.
Ekstremi se definiraju na sljedeci nacin:
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Funkcija f ima lokalni minimum u tocki x, ako postoj interval {a, b) koji sadrZava x, tako
da za svaki x € {a, b) vrijedi da je f(xy) < f(x).

Funkcija f ima lokalni maksimum u tocki xy ako postoj interval {a, b) koji sadrZava x, tako
da za svaki x € {a, b) vrijedi da je f(xo) > f(x).

Lokalni minimum ili lokalni maksimum funkcije nazivamo lokalnim ekstremima funkcije.

Kroz primjere u kojima se odreduju ekstremi funkcije uocava se kako je potrebno odre-
diti nuZan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema. Tu primjenjujemo Fermatov teorem o
nuZnom uvjetu za lokalni ekstrem:

Ako funkcija f koja je definirana na intervalu {a, b) ima lokalni ekstrem u tocki x, € {a, b),
tada postoji vrijednost derivacije f'(xo) i vrijedi da je f'(xy) = O.

Ovaj iskaz teorema je krivi jer funkcija mozZe imati ekstrem, ali ne mora biti derivabilna.
Kako je ovaj teorem jako bitan, on se i dokazuje u ovom udzbeniku. Poslije dokaza se poka-
zuju moguce situacije pri odredivanju ekstrema funkcije, Sto ¢e ucenicima olaksSati daljnje
rjeSavanje zadataka s odredivanjima ekstrema. Uz to, imajuéi na umu koje mogucnosti sve
postoje, mogu provjeriti svoja rjesenja.

U drugom udzbeniku (vidi [23]) postupno se dolazi do lokalnih ekstrema te se oni
definiraju slicno kao u prvom udZbeniku. Potom se postupno pokazuje Fermatov teorem,
¢iji je iskaz u ovom udZbeniku tocan. Teorem glasi:

Neka je funkcija f derivabilna na intervalu oko tocke xy. Ako je xy tocka lokalnog eks-
trema, tada je f’(xy) = 0.

Globalni ekstremi se u oba udzbenika ne obraduju preopSirno. U prvom udzbeniku
(vidi [18]) oni su opisani na nacin da je globalni maksimum funkcije najveca vrijednost
koju funkcija poprima na promatranome zatvorenom intervalu ili na njezinom podrucju
definicije, a najmanja takva vrijednost je globalni minimum. Navodi se kako funkcije
moze imati ekstrem na intervalu samo u stacionarnim to¢kama, rubnim to¢kama intervala
i to¢kama loma i prekida u kojima ne postoji derivacija funkcije. Pritom tocke loma nisu
objasnjene pa ih ne bi trebalo ni spominjati. U drugom udZbeniku (vidi [23]) se daje
definicija:

Za realni broj M kaZemo da je globalni maksimum funkcije f ako postoji xo € Dy takav da
je M = f(xo)i f(x) < M za svaki x € Dy.

Za realni broj m kaZemo da je globalni minimum funkcije f ako postoji xo € Dy takav da
Jjem = f(xo) i f(x) > mza svaki x € Dy.

Ovdje se navodi kako neprekidna funkcija definirana ne intervalu ima svoj globalni maksi-
mum i minimum te se on postiZe ili u to¢ki lokalnog ekstrema ili u rubnim to¢kama inter-
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vala. Uocimo kako se ovdje govori o neprekidnim funkcijama, dok su u prvom udZzbeniku
obuhvacene sve funkcije. Definicija je preciznija i ucenici ¢e pri raCunanju znati odrediti
ve¢ iz racuna globalne ekstreme.

Kod ekstrema se joS promatra i ponaSanje druge derivacije u tocki ekstrema. Prethodno
je pokazano kako je nuzan uvjet za postojanje ekstrema postojanje stacionarne tocke funk-
cije. Ali, time nije odredeno da je ta tocka ujedno i ekstrem. U prvom udZbeniku (vidi
[18]]) se postupno dolazi zakljucka da ako u stacionarnoj tocki x, funkcija ima drugu deri-
vaciju i vrijedi f”(x) # 0, onda funkcija ima ekstrem u toj tocki ako f” mijenja predznak
u toj tocki. Ako je f’(x) > 0, onda je u x lokalni minimum, a ako je f”’(x) < 0, onda je
u xj lokalni maksimum. Ova tvrdnja se 1 dokazuje u udzbeniku te je to dovoljan uvjet koji
jamci postojanje 1 vrstu ekstrema.

U drugom udZbeniku (vidi [23]) se o ovom uvjetu ne govori. Opisuje se kako druga
derivacija odreduje konveksnost, odnosno konkavnost funkcije. Navodi se da funkcija f
konveksna na intervalu {a, b) ako 1 samo ako je f”(x) > 0 za x € {a, b), a konkavna na tom
intervalu ako 1 samo ako je f'(x) < 0 za x € {a, b). Pritom se za tocku u kojoj funkcija pre-
lazi iz konveksne u konkavnu ili obratno kaze da se naziva tocka pregiba ili tocka infleksije
i za tu toc¢ku vrijedi f”(x) = 0. Dakle, u prvom udzbeniku se dao uvjet koji nam osigu-
rava postojanje ekstrema, dok se u drugom udzbeniku njega zanemarilo i radilo intervale
konveksnosti i konkavnosti. Sigurnost postojanja ekstrema pomaze u racunu potrebnom za
crtanje grafa funkcije. Ucenike moZe zbuniti ako pri odredivanju intervala zakrivljenosti
dobiju da njihova tocka uopée nije ekstrem funkcije. Zato bi bilo dobro objasniti i uvjet
postojanosti ektrema.

Konacno se crtaju grafovi funkcije uz pomo¢ svega do sada naucenog. U prvom
udZbeniku se sada objaSnjavaju intervali zakrivljenosti. Postupno se objasnjava Sto ko-
nveksnost i konkavnost znace i kako ih odrediti. Definiraju se na sljedec¢i nadin:

Neka funkcija f ima drugu derivaciju u svakoj tocki intervala {a, b).

Ako je f”(x) > 0 za x € {a, b), tada je funkcija konveksna na intervalu {a, b).

Ako je f"(x) < 0 za x € {a, b), tada je funkcija konkavna na intervalu {a, b).

Tocka u kojoj konveksnost prelazi u konkavnost ili obratno nazivamo tocka pregiba ili tocka
infleksije. Za tocku pregiba xq vrijedi " (xq) = 0.

Intervali zakrivljenosti objaSnjavaju se kroz niz primjera te ih ucenici mogu dobro razu-
mjeti.

U oba udzbenika sljedece se uvode asimptote grafa funkcije. U prvom udzbeniku se
kratko ponavljaju asimptote funkcija koje su se do sada ucile. Odredivanje asimptota se
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objasnjava kroz niz primjera pri ¢emu se prikazuju i grafovi funkcija Sto doprinosi razu-
mijevaju. U drugom udzbeniku (vidi [23]) se vertikalna asimptota se definira slicno kao u
prvom udZbeniku, no kosa i horizontalna asimptota definiraju se potpuno drugacije. Defi-
nirane su zajedno i to na sljedeci nacin: Pravac y = kx + [ je desna kosa asimptota funkcije
f ako udaljenost tocke T do pravca teZi k 0 kada x teZi prema oo.

Pravac y = kx + [ je lijeva kosa asimptota funkcije f ako udaljenost tocke T do pravca teZi
k 0 kada x teZi prema —co.

Ako je k = 0, tada se pravac y = | naziva desna horizontalna, odnosno lijeva horizontalna
asimptota.

Nakon definicije navedene su i formule pomocu kojih se odreduju vrijednosti koeficije-
nata k 1/ iste kao u definiciji iz prvog udzbenika. Ovdje se samo kroz dva grafa odreduju
asimptote, Sto nije dovoljno da bi ucenici savladali odredivanje asimptota. Iako su im poz-
nate formule koje trebaju koristiti, posebice kod kose i horizontalne asimptote gdje imamo
desnu i lijevu asimptotu trebaju vidjeti kako odrediti koja je tocno asimptota. Dakle, asimp-
tote bi se trebale dobro objasniti sada kada se obraduju i time bi ih ucenici lakSe savladali.

Na kraju se obraduje primjena diferencijalnog racuna na graficki prikaz funkcije, od-
nosno tijek funkcije. U oba udZbenika se objasnjavaju koraci postupka koji se potom pri-
mjenjuju u raznim primjerima. Dok su u drugom udZbeniku koraci kratko navedeni te se od
ucenika ocekuje da sve elemente znaju odrediti, u prvom udzbeniku postupak je osmisljen
tako da se uz korake daje i kratki podsjetnik Sto se treba napraviti.

Gradivo Cetvrtog razreda ucenicima je jako izazovno i nerijetko dolazi do problema sa
razumijevanjem i savladavanjem tog gradiva. Mnogo je novih pojmova, formula, definicija
1 pravila. Iako su im neke stvari poznate iz prethodnih razreda, sada ih se joS nadograduje.
Vidjeli smo dva razlicita pristupa u udzbenicima gdje se u jednom objaSnjava uz puno pri-
mjera, dok se u drugom objasni i pokaZe na pokojem primjeru. U cilju treba biti postupno
savladavanje gradiva s razumijevanjem. Suprotno, ucenici ¢e povr$no nauciti zadatke, a
kasnije ako se susretnu u visokoSkolskom obrazovanju s limesima i derivacijama nece znati
primijeniti na zahtjevnije problemske zadatke.
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Za kraj ovog poglavlja osvrnimo se malo na cjelokupni dojam o udZbenicima. Vi-
djeli smo razliCite pristupe u poucavanju u udzbenicima kroz sve razrede. Ono $§to treba
biti za cilj svakog udZbenika je da se Sto bolje objasni gradivo. Pritom se treba razvijati
matematicko razmisljanje, logicko zakljucivanje, argumentiranje i kreativnost uc¢enika. Vi-
djeli smo kako se u prvom razredu u jednom udZbeniku joS radi opisno i tek tamo gdje je
to nuzno se koriste matematicki jezik 1 simboli. U drugom se pak koriste precizne mate-
maticke definicije pisane matematickim jezikom i simbolima, ali moZda ucenici jo§ nemaju
dovoljno znanja da znaju protumaciti simbole. Postupnim uvodenjem matemati¢kog jezika
i simbola ucenicima ¢e se omoguciti da ga nauce Citati i razumjeti pozadinu nekog zapisa
1 definicije. Potom u udZbenicima vidimo dokaze. Treba li koristiti dokaze u srednjim
Skolama? Apsolutno da, ali opet treba paziti na koji nacin se objaSnjava u tim dokazima.
U literaturi za visokoSkolsko obrazovanje Cesto znamo vidjeti kratke dokaze, napisane s
puno simbola i djelomi¢no objasnjenje jer se oekuje da jedan student zna protumaciti do-
kaz. A nazalost, Cesto se zna dogoditi da se na samom pocetku kroz nekoliko semestara
studenti bore s time. To je posljedica manjka koriStenja matemati¢kog jezika i dokazivanja
u srednjoskolskom obrazovanju. Dakle, dokaze treba raditi u srednjim Skolama uz pravilna
1 detaljna objasnjenja. Time se razvija i razmisSljanje u€enika i potice ih se na postavljanje
pitanja i razmiS$ljanje o tvrdnjama i Cinjenicama. Dakako to ne znaci da treba pretjeri-
vati s dokazima, ali one bitnije bi trebalo uvrstiti u program, bas kao §to je to napravljeno
u nekima od promatranih udzbenika. U nekim udZbenicima se Stedi na primjerima, Sto
moze biti jedan veliki minus za ucenika. Nisu svi ucenici dobri u matematici toliko da
¢e shvatiti kroz kratko objasnjenje ili pokoji primjer o ¢emu se radilo u nekoj nastavnoj
jedinici. Primjeri u udZbenicima koriste tome da ucenik ako neSto ne razumije moZe po-
gledati u primjer i otkriti gdje je problem u njegovom pristupu ili graska u postupku. Svi
udzbenici imaju svoje prednosti i mane, ali se treba teziti tome da se osnovni ishodi ucenja
srednjoSkolskog obrazovanja obrade dovoljno dobro tako da svi u€enici mogu razumjeti 1
savladati to gradivo.



Poglavlje 4

AKtivnosti

Proucavajuéi kurikulume vidjeli smo kako se naS odgojno-obrazovni sustav postupno od
poucavanja usmjerenoga sadrzaju prilagodava modernom vremenu te se prelazi na pouca-
vanje usmjereno uceniku. Ucenici uce razmisljati, razvijaju logiku te postupno otkrivaju
novo gradivo. Sukladno tome dobro je ukljuciti motivacijske aktivnosti u nastavu kroz koje
¢e ucenici radeéi individualno, u paru ili u grupama otkriti novi pojam, svojstvo, pravilo 1
sli¢no. U ovom radu napravit ¢emo dvije aktivnosti, jednu za uvodenje funkcija i drugu za
uvodenje inverzne funkcije.

4.1 Aktivnost: Pojam funkcije

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e kroz aktivnosti otkriti pojam funkcije
Oblik rada: diferencijalna nastava u obliku individualnog rada, frontalna nastava
Nastavna metoda: metoda dijaloga, metoda rjeSavanja zadataka

Tijek aktivnosti:

Nastavnik na plocu crta tablicu u kojoj u jednom stupcu pise Cetiri aktivnosti: Citanje, crta-
nje, glazba i sport. Ucenicima objasnjava kako Zeli znati kojima od navedenih aktivnosti se
bave u slobodno vrijeme. Kada navede pojedinu aktivnost, ucenici ¢e podici ruke. Nakon
Sto nastavnik prebroji ruke, dobiveni broj zapisat ¢e u tablicu u red gdje se nalazi odgova-
rajuca aktivnost. Na isti nacin ¢e napraviti za svaku od aktivnosti. Proucavajuci tablicu,
ucenici kroz diskusiju dolaze do zakljucka da je svakoj aktivnosti pridruzen odredeni broj
ucenika. S obzirom da smo ovo pridruZivanje mogli povezati sa skupovima, nastavnik pita
ucenike na koji nacin se to moze napraviti. UcCenici dolaze do zakljucka da bi elementi
prvog skupa bile sve navedene aktivnosti, a elementi drugog skupa svi brojeva iz tablice.

43
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Pritom nastavnik navodi kako smo ovo pridruzivanje mogli prikazati i pomocu Vennovih
dijagrama te ih crta na plo¢u (Slika@.1).

Citanje

Crtanje

Glazba

Sport

Slika 4.1: Primjer Vennovih dijagrama s elementima iz tablice

Na ovaj nacin se definirala funkcija ili pridruzivanje koje svakom elementu iz prvog skupa
pridruzuje jedan element iz skupa drugog skupa. Prvi skup nazivamo domenom funkcije,
a drugi skup kodomenom funkcije.

Sljedece nastavnik nasumicno odabire nekoliko ucenika, primjerice 5, pri ¢emu pazi da
izabere barem jednog ucenika koji je prethodno podigao ruku za dvije ili viSe aktivnosti.
Skicira potom Vennov dijagram u kojemu prvi skup predstavlja odabrane ucenike, a drugi
skup aktivnosti (Slika #.2)). Povezuje ucenike i aktivnosti kojima se bave. Kroz disku-
siju se dolazi do zakljuc¢ka da su skupovi povezani, ali je jedan element iz prvog skupa
povezan s viSe elemenata iz drugog skupa. Tada to pridruZivanje nije funkcija, jer se ele-
mentu domene pridruzuje viSe elemenata kodomene. Na kraju nastavnik definira funkciju
i dodatno napominje kako je funkcija zadana svojom domenom, kodomenom i pravilom
pridruZivanja.

Citanje

Crtanje

Glazba

Slika 4.2: Primjer Vennovih dijagrama kada pridruZivanje nije funkcija
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Napomenimo kako bi se kod ovih aktivnosti mogao uvesti i pojam relacije. Time bi
se funkcija mogla matematicki precizno definirati pomocu relacija. No, prema aktualnom
Kurikulumu relacije se ne spominju u srednjoskolskom obrazovanju. Nacine na koje se
funkcije definiraju bez koriStenja pojma relacije vidjeli smo u prethodnom poglavlju.

4.2 Aktivnost: Inverzna funkcija

Cilj aktivnosti: ucenici Ce otkriti inverznu funkciju

Oblik rada: diferencijalna nastava u obliku individualnog rada, diferencijalna nastava u
obliku rada u paru, frontalna nastava

Nastavna metoda: metoda dijaloga, metoda rjeSavanja zadataka

Tijek aktivnosti:

Ucenici Ce u paru rijeSiti kratki zadatak. Nastavnik podijeli nastavne listi¢e na kojima se
nalazi zadatak. Ucenici koji su u paru dobivaju razli¢ite zadatke. Jedan uCenik treba zamis-
liti neki broj. Potom racuna s tim brojem prema uputi koju mu ¢ita drugi ucenik: ”Zamisli
jedan broj. PomnoZi ga s 8. Dobiveni broj podijeli s 4. Dobivenom broju dodaj 15. Koji
broj si dobio?”” Kada prvi ucenik kaze broj koji je dobio, drugi u€enik treba otkriti koji broj
je prvi ucenik zamislio. Pritom nema upute kako do¢i do broja koji je prvi u€enik zamislio,
nego treba promisliti i sam otkriti na¢in kako do¢i do tog broja. Dodatno nastavnik treba
napomenuti u¢enicima da ne otkrivaju nacin na koji su dosli do broja.

Zatim se ucenici zamijene 1 ponavljaju postupak, pri ¢emu je uputa za raCunanje drugacija.
Kada zavrse s ovom aktivnosti, kroz diskusiju se dolazi do zakljucka da su trebali napraviti
obrnuti postupak kako bi dobili broj koji je zamiSljen. Nastavnik navodi kako se taj obr-
nuti postupak naziva inverzni postupak. Odnosno, ako navedenu uputu napiSemo u obliku
funkcije, taj inverzni postupak ce takoder biti funkcija koju nazivamo inverzna funkcija.

Sljedeci zadatak je zapisati danu uputu za racunanje iz prethodnog zadatka u obliku
funkcije. Ovo nastavnik postupno zapisuje na ploci te uz diskusiju s ucenicima dolazi do
odgovarajuée linearne funkcije f(x) = 2x + 15. Zakljucuje se kako je ta funkcija bijekcija.
Nastavnik naglaSava kako ako je funkcija bijekcija, onda ona sigurno ima inverz. Uz di-
skusiju s ucenicima odreduje se inverz ove funkcije.

Potom zajedno uz diskusiju odreduju i inverz kvadratne funkcije, nakon ¢ega nastavnik
daje definiciju funkcije. Za korake koje su koristili pri odredivanju ovih inverznih funkcija
nastavnik naglaSava da su to opCenito koraci postupka odredivanja inverza funkcije.



Zakljucak

Relacije i funkcije su medu temeljnim matemati¢kim pojmovima. Uvode se indirektno veé
od samih pocetaka Skolovanja kroz proucavanje odnosa medu predmetima, koli¢inama te
brojevima. U radu smo proucavali pristup u poucavanju tih pojmova u srednjoskolskoj nas-
tavi matematike. Na samom pocetku naveli smo definicije osnovnih pojmova povezanih uz
relacije 1 funkcije, koje bi svaki nastavnik trebao znati. Neke od njih nece upotrijebiti na
nastavi matematike u Skoli, ali je nuZno da nastavnik matematike ima §ire znanje od onog
koje prenosi uCenicima. Proucavajuéi ishode ucenja u aktualnom Kurikulumu u sklopu
obrazovne reforme pod nazivom ,,Skola za Zivot“ vidjeli smo kako se funkcije ne uce u
osnovnoj Skoli, nego tek u prvom razredu srednje Skole. Prema Kurikulumu pojam rela-
cije se nigdje ne spominje, odnosno relacije se uce indirektno promatranjem odnosa medu
veli¢inama, bojevima, predmetima i slicno. Zatim smo u starim kurikulumima i nastavnim
programima za osnovnu i srednju Skolu vidjeli kako su se funkcije prije ovog kurikuluma
obradivale u sedmom i osmom razredu osnovne skole. S obzirom na opseznost gradiva
vezanog uz funkcije, uCenje funkcija samo u srednjim Skolama moZe biti opasno jer je
moguce da Ce se ucenje funkcija svesti na povr$no ucenje samih osnova, bez shvacanja po-
zadine funkcijske ovisnosti i preslikavanja. To moZe dovesti do joS veéeg problema jer ée
se ucenici s funkcijama susretati i kasnije, u visokoskolskom obrazovanju. Tada najcesce
nastaje problem zbog manjka predznanja koje student treba imati.

Prema novom Kurikulumu dogodile su se razne promjene u nacinu rada kojima se Zzeli
poucavanje matematike prilagoditi razvoju kompetencija koje zahtjeva sadasnje vrijeme.
Sukladno tome promijenjen je i pristup poucavanju funkcija u obrazovanju. Proucavajucu
udzbenike vidjeli smo kako se kroz uvodne zadatke i primjere pokuSava gradivo pribliZiti
uceniku. Ali, vidjeli smo i brojne razlike medu udzbenicima kroz sve razrede. Svakako se
treba teZiti tome da se S$to bolje objasni gradivo i pritom kod ucenika razvija matematicko
razmiSljanje, logi¢ko zakljucivanje i kreativnost. Treba razmisljati i o tome kakvo predzna-
nje iz osnovne Skole ucenik ima. To se posebice odnosi na prvi srednje Skole, kada ucenici
moZda nisu dovoljno upoznati s matemati¢kim jezikom i simbolima. Stoga bi se trebalo
postupno uvoditi matematicki jezik i simbole te na taj nacin u¢enicima omoguditi da ga
nauce ispravno Citati te razumjeti pozadinu nekog zapisa. O predznanju treba razmisljati
1 kod definicija i dokaza, Ciji tekstovi 1 zapisi bi trebali biti prilagodeni znanju ucenika na
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odredenoj razini obrazovanja. U nekim slu¢ajevima smo vidjeli 1 netone definicije i is-
kaze teorema, Sto nije poZeljno. Ucenici ¢e nauciti krivo te u daljnjem obrazovanju mogu
imati problema s razumijevanjem povezanih pojmova ili koriStenjem teorema. Dakle, u
udzbenicima se treba obratiti paZznja na ucenikovo razumijevanje, ali i matematicku pre-
ciznost. Cilj udzbenika, ali i pouCavanja matematike u osnovnim 1 srednjim Skolama treba
biti prilagodeno tako da svi ucenici mogu razumjeti i savladati odredeno gradivo.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavamo relacije i funkcije u srednjoSkolskom obrazovanju.
U prvom poglavlju navode se definicije vezane uz pojmove relacije i funkcije. Te definicije
se ne poucavaju u Skoli, ali bi ih nastavnik trebao znati. U drugom poglavlju proucavaju
se 1 usporeduju stari 1 aktualni kurikulumi. U sljede¢em poglavlju analiziraju se funkcije u
srednjosSkolskim udzbenicima. Usporeduje se 1 komentira nac¢in uvodenja novih pojmova,
motivacijski zadaci, preciznost definicija i iskaza teorema. U zadnjem poglavlju opisane
su dvije aktivnosti povezane s uvodenjem funkcija i s uvodenjem inverznih funkcija u
srednjoSkolskoj nastavi.



Summary

The thesis studies the relations and functions in secondary education. The first chapter
provides definitions related to the terms of relations and functions. These definitions are
not taught in school, but the teacher should know them. In the second chapter, old and cur-
rent curricula are studied and compared. The next chapter analyzes the functions in high
school textbooks. The way of introducing new concepts, motivational tasks, the precision
of definitions and statements of theorems are compared and commented on. The last chap-
ter describes two activities related to the introduction of functions and the introduction of
inverse functions in high school teaching.



Zivotopis

Rodena sam 29. kolovoza 1991. godine u Zagrebu. Pohadala sam Osnovnu Skolu Ma-
rina Drzi¢a u Zagrebu. Potom upisujem VII. gimnaziju (opa gimnazija) u Zagrebu, koju
zavrSavam 2010. godine. Te godine upisujem Fakultet elektrotehnike i raCunarstva u Za-
grebu, ali s vremenom shva¢am kako viSe volim matematiku i1 rad s djecom. 1z tog razloga
2013. godine upisujem Preddiplomski sveuciliSni studij Matematika - smjer: nastavnicki
na Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Zagrebu. Nakon zavrSetka preddiplomskog
studija 2018. godine upisujem diplomski sveucili$ni studij Matematika - smjer: nastavnicki
na istom fakultetu.

Tijekom svog Skolovanja bavim se plesom i glazbom te zavrSavam osnovnu glazbenu Skolu,
smjer instrumentalist - oboa, 1 dva razreda srednje glazbene Skole. Od pocetka fakultetskog
obrazovanja radim razli¢ite studentske poslove.
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