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Uvod

Navier-Stokesove jednadZbe proucavaju gibanje viskoznih fluida. Od velike su vaznosti jer
je njihova primjena Siroka. Modeliraju vrijeme, krvotok, morske struje, strujanje zraka oko
krila motora,.. Pokrivaju probleme inZenjerske, pa sve do znanstvene prirode. Upravo je
zato zanimljivo da je 1 nakon 150 godina prouc¢avanja matematicka teorija Navier Stokeso-
vih jednadzbi i1 dalje nepotpuna. UnatoC Sirokoj primjeni, globalno postojanje 1 jedinstve-
nost rjeSenja je i dalje upitno. U dimenziji 2 matematicka teorija je potpuna. U dimenziji
3 javljaju se problemi. I dan danas nije dokazano da glatko rjeSenje uvijek postoji. Taj je
problem poznat kao ” Navier—Stokes existence and smoothness problem”.

U ovom radu prvo definiramo funkcijske prostore na kojima ¢emo proucavati Navier-
Stokesove jednadzbe. Srce teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, pa i proucavanja
polaznog problema su Soboljevi prostori.

Drugo i tree poglavlje baziraju se na stvaranju pogodne okoline, i uvodenju matematic¢kih
alata za teorijsko proucavanje. Osim S$to se uvode rubni i pocetni uvjeti odgovarajuéi za
inocijalno-rubni problem, definira se energija, enstrofija te energetska jednakost. Kruna
poglavlja je izvodenje slabe formulacije problema.

Kod Navier-Stokesovih jednadZbi imamo medudjelovanje inercijskih i viskoznih sila. Kad
jedan od navedenih ¢lanova dominira, drugi je zanemariv. Na taj nacin dolazimo do pojed-
nostavljenih sustava, kojima je lakSe pronaci rjeSenje. Zbog kompleksnosti problema, to je
jedan od nacina za proucavanje Navier-Stokesovih jednadzbi.

Za kraj, proucavamo rezultate o jedinstvenosti i egzistenciji rjeSenja. U dvije dimenzije
rjeSenja postoje i jedinstvena su. U tri dimenzije slaba rjeSenja postoje, ali nisu jednis-
tvena. S druge strane, za jaka rjeSenja imamo egzistenciji i jednostvenost, no samo na
kona¢nim vremenskim intervalima.



Poglavlje 1

Navier Stokesove jednadzbe

Mehanika kontinuuma proucava gibanja i ravnotezZe plinova, tekucina i krutih tijela. Bavi
se makroskopskim svojstvima koja opisuju svakodnevna opazanja. Ovaj Ce se rad teme-
ljiti na proucavanju fluida. Fluid, poput vode ili zraka, tvar je koja se lako krece i mijenja
oblik.

Navier—Stokesove jednadzbe opisuju gibanje inkompresibilnog, homogenog, Newtonov-
skog fluida. Fluid je inkompresibilan ako mu se gusto¢a ne mjenja pri toku, dok homoge-
nost znaci da je gustoca konstantna. Kod Newtonovskog fluida viskoznost ovisi o tempe-
raturi i tlaku, a ne o sili koja djeluje na njega. To je fluid koji nastavlja svoj tok bez obzira
na silu primjenjenu na njega.

1.1 Izvod Navier Stokesove jednadZbe

Navier Stokesove jednadZzbe izvedene su iz osnovnih principa mehanike kontinuuma: ouvanje
mase, ouvanje energije i ocuvanja koli¢ine gibanja. Ocuvanje mase izraZeno je jed-

nadzbom kontinuiteta:
dp

E+div(pu):0 (1.1)
Zakon o€uvanja koli¢ine gibanja, zapisan po koordinatama, izraZen je jednadZbom
-i‘%’fuf '=1,2,3 (12)
pYI - axj 1 1= 9~ .

gdje ¥ = (y1,72,y3) predstavlja vektor akceleracije, o = (0, 0%,03) Cauchyjev tenzor
naprezanja, a f = (fi, f>, f3) predstavlja silu primijenjenu na fluid. ZapiSimo vektor akcele-
racije ¥ = y(X, t) pomocu materijalne derivacije:

_Du _ 0Ou

=—+-V)u (1.3)

yDt ot

2
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ili po komponentama:

i > Ou;
l-:_l+ — ':1’2,3 14
Y= o ; “ox; ! (19
Materijalna derivacija izrazava brzinu promjene fizikalnog svojstva Cestice fluida. Drugim
rijeCima promjenu koju bi osjetio promatrac koji se giba zajedno s Cesticom.
Uvrstimo (1.3) u lijevu stranu jednadzbe (1.2):
ou 2 oo j
— 4+ V — — =+ f;, ':1’2’3 15
p(at (u )u) ;6xj fio i (1.5)
Ovom transformacijom nakon mnoZenja dobijemo nelinearni ¢lan p(u - V)u, takozvani
inercijski Clan.
Promatramo Newtonov fluid, iz ¢ega slijedi da je Cauchyjev tenzor naprezanja linearan,
dan formulom:

Oui 05\ (adiva - ps (1.6)
O =4y — +— iva — p)d;; .
J H ﬁx] 6xl- PIoij
gdje p = p(x,1) predstavlja tlak a A 1 u su konstante. ¢;; je Kroneckerov simbol, koji
definiramo na nacin:

1 i=j

0ij = ., (1.7)
0 i#]J

Zbog termodinamickih razloga vrijedi u > 0134+ 2u > 0. Izraz 31+ 2u zove se koeficjent
dilatacije viskoznosti. UvrStavanjem (1.6) u (1.5) dobivamo:

ot
Sustav jednadZzbi sastavljen od jednadzbe (1.1) 1 (1.8):

% + div(pu) = 0
p(2 + - Vyu) = pAu + (u + HVdiva - Vp + f

P
p(—“ +(u-V)u) = uAu + (u + )Vdivu — Vp + f (1.8)

(1.9)

opisuje kretanje kompresibilnog Newtonovskog fluida.
Ako pretpostavimo da je fluid inkompresibilan i homogen, tada je gusto¢a p konstantna u
prostoru i vremenu, tj vrijedi p(X, f) = po. Tada jednadZzba kontinuiteta dobiva oblik:

divu =0 (1.10)

takozvani “divegrnece free condition”. Druga, Cesto koriStena notacija je V - u.
Zbog uvjeta da je gustoca konstantna, mozemo jednadzbu (1.8) podjeliti sa py:

5
po(a—l;+(u-V)u):,uAu—Vp+f / o (1.11)
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Tada imamo: P v f
Miw-viu=Eau- 2 2 (1.12)
ot Po Lo Po

Uvedemo li kinematic¢ku viskoznost v := pio,te zamjenimo tlak i volumnu silu s kinetickim

tlakom p% 1 gusto¢om masene sile pio dobivamo Navier-Stokesove jednadZbe za viskozne,
inkompresibilne, homogene fluide:

(1.13)

& _yAu+(u-Vyu+Vp=f
V-u=0

Za razradu ovog poglavlja koristili smo [2].

1.2 Bezdimenzionalni oblik

U mehanici fluida tehnika pretvaranja Navier-Stokesovih jednadzbi u bezdimenzionalni
oblik moZe olaksati analizu problema 1 smanjiti broj slobodnih parametara. Bezdimenzi-
onalne Navier—Stokesove jednadZzbe korisne su za sustave koji imaju slicne fiziCke pret-
postavke. Pomaze u boljem razumijevanju fizicke situacije, s promjenama u dimenzijama
parametara koji su ukljuceni u jednadZbu. Zanemarivanje manjih pojmova u odnosu na
vece omogucuje pojednostavljenje situacije.

Skaliranje Navier-Stokesove jednadzbe odnosi se na postupak odabira odgovarajuce
prostorne ljestvice za odredenu vrstu toka. Uvedimo referentnu duljinu L., referentno
vrijeme T, te iduce supstitucije varijabli:

L,
x=Lx, t=T,, p=P,p, u=Ux, f= ﬁf' (1.14)

gdje je P, = U? referentni tlak, a U, = ;— referentna brzina. Uvrstimo uvedene supstitucije
u Navier-Stokesovu jednadzbu (1.13):

ou.a) L.
- vA(U.0 Ua -V)Uuu' +V(P.p)=—f 1.15
T AU+ U U + VPP = 1 (1.15)
Nakon sredivanja dobivene jednakosti imamo:
L? o) U.L. P.L, 3
. - A() + "V + Vip')= ——TF 1.16
vT, (1) ) v - Vyu vU, ) T>vU., ( )
Dobivena konstanta % zove se Reynoldsov broj, u oznaci Re.
L? o’ P.L. X
W) nwy + Re(w - V' + LBy = g (1.17)

vT, O(t) vU, T2yU,

*
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Reynoldsov broj pomaze predvidjeti obrasce protoka u razli¢itim situacijama protoka flu-
ida. Kod niskih Reynoldsovih brojeva, protocima obi¢no dominira laminarni protok (<=
2300), dok kod visokih Reynoldsovih brojeva protoci imaju tendenciju da budu turbulentni
(>~ 3000). Tokove sa sli¢nim Reynoldsovim brojem moZemo smatrati slicnima. Njegova
vrijednost ovisi o odabiru prostorne ljestvice, tj referentne duljine.

Daljnjim sredivanjem jednadZbe, mnoZenjem izraza s ﬁ, i zamjenom P, = U?i U, =
imamo Bezdimenzionalni oblik Navier-Stokesove jednadZbe:

L.
T.

om’ 1 , , ,

” ReAu +@@ -V)u'+Vp =¢f (1.18)
Primjetino da je jednadzba jednaka pocetnoj, samo umjesto konstante v imamo Rie.
Postavljanjem Re = +co imamo slucaj neviskoznog fluida. U tom je slucaju “divergence
free” uvjet saCuvan, ali se jednadZba linearnog momenta mijenja. Kada se zanemaruju
viskozne sile, kao Sto je slucaj neviskoznog toka, Navier-Stokesova jednadzba moze se
pojednostaviti u oblik poznat kao Eulerova jednadzba:

ot 1.19
V.-u=0 ( )

{5—"+(u-V)u+Vp:f

Reynoldsov broj neviskoznog protoka pribliZzava se beskonacnosti kako se viskoznost pri-
blizava nuli. Ova pojednostavljena jednadZba primjenjiva je na neviskozan protok, kao
i na protok male viskoznosti gdje je Reynoldsov broj mnogo veéi od jedan, Re > 1.
Koristenjem Eulerove jednadZzbe mnogi problemi s dinamikom fluida koji ukljucuju nisku
viskoznost lako se rjeSavaju, medutim, pretpostavljena zanemariva viskoznost vise ne vri-
jedi u podrucju fluida u blizini ¢vrste granice. Neki primjeri neviskoznog fluida su protok
oko krila aviona ili oceanske struje.

1.3 Funkcijski prostori

Matematicka teorija Navier-Stokesove jednadzbe bazira se na funkcijskim prostorima. Funk-
cijski prostor je skup funkcija izmedu dva fiksna skupa. U ovom poglavlju dajemo pregled
potrebnih rezultata iz funkcionalne analize i teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi,
te gradimo temelje za okolinu pogodnu za prouCavanje s matematicke, ali i fiz€ke strane
problema.

Prilikom razrade teorije prostora glatkih funkcija, L” prostora i prostora Soboljeva koristili
smo [13]] te [2]].
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Prostori glatkih funkcija

Za pocetak, navedimo neke glavne definicije i tvrdnje koje su nam potrebne kako bi razu-
mjeli pojam distribucija i konvergencije u smislu distribucija.
Neka je Q c R". Dakle, gledamo funkcije kojima je domena otvoren skup €2. Tada je

C(Q)={u:Q—R : uneprekidna } (1.20)

prostor neprekidnih funkcija u odnosu na operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom. Nadalje
definiramo,
C'@Q)={u: Q>R : "uecCQ)zala| <k keN} (1.21)

prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija.
Koriste¢i prethodnu definiciju prostora C*(Q2), dolazimo do definicije prostora glatkih
funkcija u oznaci C*:
C(Q) = ﬂ ck(Q) (1.22)

keN

Definicija 1.3.1 (Nosac). Neka je u € C(QQ). Skup
supp u = Cl{x e Q: u(x) # 0} (1.23)
Zove se nosac funkcije u.

Nosac je dakle komplement najveceg otvorenog skupa na kojem je funkcija jednaka
nuli. Ekvivalentno je reéi kako je nosa¢ najmanji zatvoren skup u domeni funkcije na
kojemu funkcija poprima vrijednosti razli¢ite od nule.

Uvedimo jos, radi lakSeg zapisa, skup K(€2), familiju svih kompaktnih skupova sadrzanih
u Q. Zam € Ny U {oo} definiramo skupove funkcija s kompaktnim nosaem:

CHMQ) :={ueC"(Q): suppu e K(Q)} (1.24)
Lako se provjeri da je dobiveni prostor zapravo vektorski prostor.

Definicija 1.3.2 (Test funkcije). Neka je u € C*.Prostor
C2(Q) =DQ) :={ueC”(Q): supp u € K(Q)} (1.25)
zove se prostor test funkcija na Q.

Prostor funkcija C.° zovemo 1 prostor kompaktno uloZenih funkcija.
KoriStenjem teorije razvijene na prostoru test funkcija dobivamo alternativan pristup rjeSavanju
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Najvazniji alat dobiven uvodenjem ovih prostora je
pojam distribucije 1 konvergencije u smislu distribucija.
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Definicija 1.3.3. Neka je Q c RY otvoren. Za linearan funkcional u : C¥(Q) — C kaZemo
da je distribucija ako

(VK € K))AC >0,meN) ¢ € C(Q) = [u,p)| < Cfn‘ax 10“ ¢l|oo (1.26)

Distribucija je zapravo svaki neprekinut lienaran funkcional u na prostoru D(L2), takav
da za svaki niz ¢, — ¢y u D(Q) vrijedi:

u(en) — ulpo) (1.27)
Prostor distribucija ozna¢avamo s D’(£)).

Definicija 1.3.4. Za niz distrubucija u, € D'(Q) kaZemo da konvergira k u € D'(Q) ako
vrijedi:
(Y € C2() (up, ) — (u, ) (1.28)

. .y 14
U tom slucaju pisemo u, — u.

Napomena 1.3.5. Primjetimo da smo koristili dva razlicita zapisa za istu stvar, tj u(p) =
(u, ).

Lebesgueovi prostori L?

Neka je Q c R”, ili op€enitije otvoren, povezan i izmjeriv skup. Za 1 < p < +oo definiramo
prostor L”(€Q) kao:

Definicija 1.3.6. Za 1 < p < +oo definiramo prostor L* () kao
LP(Q) :={u:Q — R: uizmjeriva, f lulPdx < oo} (1.29)
Q

Pripadna norma kojom je prostor razapet dana je sa:

luller ) = (fglu(x)l” dx)p (1.30)

To je dakle prostor svih realnih izmjerivih funkcija definiranih na Q ¢ija je apsolutna
vrijednost na p-tu potenciju integrabilna.
Definiciju L?(Q2) prostora proSirujemo i na granicni slucaj, tj. za p = oco. Prostor L*()
je skup svih izmjerivih funkcija koje su esencijalno ograni¢ene. Drugim rijeCima, to su
funkcije u = u(x) za koje postoji konstanta M € R tako da vrijedi u(X) < M za gotovo
svaki x € Q (osim za skupove mjere 0). Definiramo funkciju || - || : L™ = R's

lletll oy := Inf{M : |u| < M g.s} (1.31)



POGLAVLIJE 1. NAVIER STOKESOVE JEDNADZBE 8

Dakle, najmanji takav M predstavlja normu prostora L.

Prvi prirodni funkcijski prostor bitan za proucavanje Navier Stokesove jednadzbe je L*(Q).
Prostor kvadratno integrabilnih funkcija na Q. Takoder, uvodimo i analogni prostor L*(2)?,
prostor kvadratno integrabilnih vektoskih polja na Q. Vektorsko polje je funkcija koja
svakoj tocki prostora pridruzuje vektor.

Prostor L*(€2), u sklarnom slucaju, razapet je skalarnim produktom

(u,v) = f ux)v(x) dx, xeQ, u,veL*(Q) (1.32)
Q
Dok u slucaju vektorskih polja analogno vrijedi:
(u,v) = f ux) - v(x)dx, x€Q, u,veLlQ)> (1.33)
Q

U usporedbi sa ostalim Lebesguevim prostorima, L*(Q) (L*(2)?) je jedini funkcijski pros-
tor ¢ija je norma inducirana skalarnim produktom. Dakle, navedeni skalarni produkti in-
duciraju odgovarajuce norme:

1

u| = ( f lu(x)[? dx)2 xeQ, uel*Q) (1.34)
Q

za skalarni slucaj, i:

1

lu| = ( f lu(x)? dx)z xeQ, uel*(Q) (1.35)
Q

za slucaj vektorskog polja.
Za skalarni produkt u prostoru L2(2) i odgovarajué¢u normu, vrijedi jedna od najvaZnijih
nejednakosti u matematici:

|(u, v)| =

f uX)v(x) dx | < f lu(x)v(x)| dx
Q Q

- f lu(x)| v(X)| dx = f lu(x)| dx f [v(x)] a’xs( f lu(x)? dx)2 ( f v(x)|? dx)z
Q Q Q Q Q

= [ullvl, Yu,v e L*(Q)
(1.36)
Dobivena nejednakost:
[, V)| < [ullvl, Yu,v € L*(Q) (1.37)
zove se Cauchy Schwarz nejednakost.
Analogno vrijedi Cauchy Schwarz nejednakost i za prostor L*(Q):

(, V)| < [ullvl, Yu,veLXQ)’ (1.38)
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Definicija 1.3.7. KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.

L*(Q) je Hilbertov prostor s definiranom normom (1.34) i skalarnim produktom (1.32).
Za prostor L>(Q) vrijedi karakterizacija:

Vrijedi da je brzina toka u € L*(Q) ako i samo ako postoji niz glatkih funkcija u,,
kompaktno uloZenih u €, takvh da |u,| ostaje ogranicen, i konvergira prema u, u smislu
distribucija, kakon — oo .

Ova karakterizacija preuzeta je iz [2]], stranica 15.
Sli¢na karakterizacija vrijedi za prostor L*(Q)%, jedina razlika je $to umjesto apsolutne
vrijednosti od u, promatramo e(u,), gdje e predstavlja kineticku energiju toka.

Definicija 1.3.8. Neka je zadana brzina vektorskog poljau : Q — R>.
Kineticka energija toka definirana je kao:

e(u) = % f lu(x)*dx = %|u|2 (1.39)
Q

uz pretpostavku da je gustoca normalizirana.

Uz ovako definiranu kineti¢ku energiju, za prostor L>(Q)* vrijedi karakterizacija:
Vrijedi da je brzina vektorskog polja u € L*(Q) ako i samo ako postoji niz glatkih funk-
cija u,, kompaktno uloZenih u Q, takvh da e(u,) ostaje ogranicen i konvergira prema u, u
smislu distribucija, kako n — oo .
Ova karakterizacija preuzeta je iz [2], stranica 16.

Napomena 1.3.9. Ako Q nije ogranicen skup, treba dodati zahtjev da vrijedi da je e(u,)
ogranicen, Yn.

Vaznost prostora L? leZi u tome jer vecina prostora u kojima ¢emo proudavati Navier-
Stokesovu jednadZbu proizlazi upravo iz njega. Nama najbitnija je familija prostora Sobo-
ljevih.

Soboljevi prostori

U ovom poglavlju dolazimo do Soboljevih prostora, u oznaci W"7(Q). Prostor Soboljeva
je skup svih funkcija ¢ije se sve derivacije (do m-tog reda) nalaze u prostoru L”. U velini
primjena pojavljuju se prostori vezani uz L*(Q), te éemo zato njima dati najvise vaznosti
Prije definicije Soboljevih prostora, potrebno je definirati slabu derivaciju, slabu parcijalnu
derivaciju i lokalno integrabilne prostore.
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Definicija 1.3.10 (Lokalno integrabilna funkcija). Neka je funkcija u : Q — C takva da
vrijedi:
f lug| dx < co, Yo € C (1.40)
Q

onda je ona lokalno integrabilna. Prostor lokalno integrabilnih funkcija oznacava se sa
L' (Q).

loc

Definicija 1.3.11 (Slaba derivacija). Neka je u € L} (Q) proizvoljna funkcija. KaZemo da

loc
jev; € L}OC(Q) slaba derivacija od u po x; ako vrijedi

fu6i¢dx:—fv,¢dx, Vo e C> (1.41)
Q Q
i pisemo 0;f.

Definicija 1.3.12 (Slaba parcijalna derivacija). Za funkciju u € L}OC(Q) kaZemo da ima
slabu parcijalnu derivaciju 0“u ako postoji funkcija v € L}OC(Q) tako da vrijedi:

f ud®¢ dx = (=1 f vp dx, VpeC (1.42)
Q Q
i piSemo v = 0°u.

Nakon uvodnih definicija, mozemo definirati Soboljeve prostore.

Definicija 1.3.13 (Prostor Soboljeva). Za 1 < p < oo, W™P(Q) je prostor svih LF(€))
funkcija cije su slabe derivacije isto u L?, tj

W™P(Q) ={u € LP(Q) : D"u € L”(Q), [a] < m} (1.43)

gdje je a = (ay, .., ay) € NY multiindeks, (] = a) + ...ag a D je skracena oznaka za:

Hri+ta
& 0%
Ako odaberemo p = 2, koristimo oznaku W™(Q)=H"(Q):
H™(Q) = {u e L*(Q) : Du € LX(Q). [] < m)] (1.44)

H™(€)) ima definiran unutarnji produkt i normu:

m 1
(W ey = Y f D u(x)D*v(x) dx
H™(Q) ; L2m=k) [(I]Z:k o (145)

=

l|eel| gy = {((u, u))Hm(Q)}
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Prostor H™(2) je Soboljev prostor reda m, te za njega vrijedi iduca karakterizacija:

Vrijedi da je brzina toka u € H™(Q) ako i samo ako postoji niz glatkih funkcija u;,
kompaktno uloZenih u Q, takvh da |luj||p~q) ostaje ogranicen, i konvergira prema u, u
smislu distribucija, kako j — oo.

Detalji ove karakterizacije nalaze se u [2]], stranica 22.

Nadalje, za m = 1 dolazimo do nama najbitnijeg Soboljevog prostora, na kojem cemo

izgraditi ¢itavu analizu problema. H'(Q) je Hilbertov prostor sa unutarnjim produktom i

normom:
1 ou ov
()1 = f u(x)v(x) dx + Z N (1.46)
lelly = 1(Cu, )|

Analogno Lebesgueovom slu¢aju, uvodimo prostor H'(Q)* u slucaju vektorskih polja.
H'(Q)? je takoder Hilbertov prostor s unutarnjim produktom i normom:

1 3 Gu,- (9vl-
(0, v)); = 7 fgu(x).V(X) dx + ;La_x,a_x] dx (1.47)

llull; = [((u, w))[?

gdje je L na primjer duljina dijametra od Q.
Kako bi mogli izreéi karakterizaciju prostora H'(Q)* potrebna nam je energija i gustoca
vrtnje, takozvana enstrofija. Dakle, uvodimo enstrofiju brzine fluida u = (uy, u,, uz):

E(u)—Zf

i,j=1

aul
Ox;

(1.48)

Vrijedi iduéa karakterizacija:

Neka je Q ogranicen skup, i niz u, takav da sadrZi jedan (ili vise) podnizova koji teZe (u
smislu distribucija) ka vektorskoj funkciji u. KaZemo da je vektorska funkcija u € H'(Q)?
ako i samo ako vrijedi u = (uy, us, u3) € L*(Q)? i vrijedi

E(u) < sup E(u,) (1.49)

neN

Detalji ove karakterizacije nalaze se u [2]], stranica 16.

Mozemo reéi da se prostor L?(Q)* sastoji od svih vektorskih polja u s kona¢nom ki-
netickom energijom, dok prostor H'(€2)? sadrzava sva vektorska polja u koji imaju kona¢nu
enstrofiju.

Kona¢no smo razvili okolinu na kojoj ¢emo promatrati Navier stokesovu jednadzbu. Svi
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prostori koje éemo promatrati proizlaze iz prostora kona¢ne kineti¢ke energije L*(Q)* i
prostora kona¢ne enstrofije H'(Q)?>. Isto vrijedi i za dva centralna prostora koja éemo pro-
matrati kroz ovaj rad, Vi H.

Napomena 1.3.14. Prostor V sastoji se od svih limesa (u smislu distribucija) konvergentih
nizova glatkih vektorski polja u, koji zadovoljavaju rubne uvjete problema i Cija enstrofija
ostaje ogranicena, tj E(u,) < cost < co

Sli¢no vrijedi i za prostor H:

Napomena 1.3.15. Prostor H sastoji se od svih limesa (u smislu distribucija) konvergentih
nizova glatkih vektorski polja u, koji zadovoljavaju rubne uvjete problema i cija kineticka
energija ostaje ogranicena, tj e(u,) < cost < oo

Soboljeve nejednakosti

U ovom poglavlju navesti ¢emo najbitnije nejednakosti koristene u proucavanju parcijalnih
diferencijalnij jednadZzbi. Izreci ¢emo, i dokazati nejednakost Ladyzhenskaye 1 Poincare-
ovu nejednakost. Dokazi ée biti sprovedeni u prostoru R?, dok je za R? situacija skoro pa
analogna. Takoder, spomenuti ¢emo joS neke bitnije nejednakosti, no za njih ¢emo izosta-
viti dokaze.

Teorem 1.3.16. Za glatku, kompaktno uloZenu sklarnu funkciju u € R? vrijedi

f |u(x)|4dxs( f lu(x)? dx)( f |Vu(x)|2dx) (1.50)
R2 R2 R2

U prostoru R? vrijedi:

f |u(x)|4dx§( f Iu(x)lzdx)z( f |Vu(x)|2dx)2 (1.51)
R3 ]R3 R3

Prije dokaza izre¢i cemo Agmonovu nejednakost 1 Cauchy-Schwartz nejednakost u R
koju ¢emo koristiti u dokazu:

Teorem 1.3.17 (Agmonova nejednakost). Za glatku funkciju g € R, s kompaktnim nosacem
u R vrijedi:

g’ < (f HGl df) (f 4Gk df) » YxeR (1.52)
R R

Dokaz. Za dokaz teorema pogledati [5], tvrdnja (4.10), stranica 18. O
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Teorem 1.3.18 (Cauchy-Schwartz nejednakost). Neka su f,g € L*(Q), tada je fg € L'(Q)

i vrijedi: 1 1
f u(x)v(x) dx < ( f lu(x)? dx)2 ( f ()| dx)z (1.53)
Q Q Q

Dokaz. Za dokaz teorema pogledati [1]], tvrdnja B.2.e, stranice 622, 623.
Fiksirati p = 2. O

Kasnije ¢emo iskazati Holderovu nejednakost, koja je zapravo generalizacija Cauchy-
Schwartzove nejednakosti.
Sada imamo spreman teren za dokaz nejednakosti Ladyzhenskaye.

Dokaz. Za dokaz nejednakosti Ladyzhenskaye koristiti éemo Agmanovu nejednakost dva
put. Prvo integriramo po prostornoj varijabli x;, dok ¢emo x, fiksirati kao konstantu, i
obrnuto.

4 2 2
u(xy, x2)" = u(xy, x2) u(xy, x2)

( f u(E x)P da)( f W (&, )P dfl)( f (1, &) dfz)( f W (e, )P dfz)]z
R R R R

Integriranjem po prostornim varijablama slijedi:

ffu(xl»x2)4dxldx2

R JR

Sf(f|u(§1,xz)|2 d§1f|u'(§1,xz)|2 dfl) dxzf(f|u(xl,§2)|2 dfzflu’(x1,§2)|2 dfz) dx;
R \JR R R \JR R

<
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KoriStenje Cauchy-Schwartzove nejednakosti nam daje:

ffu(xl,xz)4 dxidx, <
R JR

f( lu(ér, %) dflflu &, x)? dfl) dx;
R

2 2

o £ de f W (e, )P dfz) dx,

5

(f(f|u(§1,xz)| d§1f|u (&, x)I* déy| dxs
R \JR

(f( Iu(xl,&)l2 dfzflu’(xl,fz)lz d-fz) dx1)2
R
< f f |u(xy, x2)I* doxidx; f \Vu(x, x)I* dxidx;

I time smo dokazali poCetnu tvrdnju. O

Dokaz nejednakosti u R? je analogan.
Jos jedna vazna nejednakost, koju ¢emo potkrijepiti dokazom je Poincareova nejednakost.

Teorem 1.3.19 (Poincareova nejednakost). Neka je u glatka funkcija, u € C° takva da
isCezava izvan _TL < X1, X < % onda vrijedi:

1 1
2 2
( f Juxi, o) dxldxz) sL( f f Vu(xy, ) dxldxz) (1.54)
R JR R JR

Dokaz. Pomoc¢na tvrdnja koju ¢emo koristiti u dokazu je ranije iskazana Agmanova nejed-
nakost. Dakle, koristiti ¢emo

1

|g<x>|2s( f 5©F df)z( f g/ ©F df)z, VxeR
R R

tako da fiksiramo x, kao konstantu.

u(xy, x2)* < (LW(&J@)F dfl)z (f 8_51(&’)62)

)
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Posto desna strana ne ovisi o x;, integriranjem cijele nejednakost po x; od _TL do % izlazi
konstanta L.

2 2 3 ou
[ [ mtnixof dnds < 2 [ (u b dg)” [ (‘ €

Posto u iCezava na ‘TL < x; < %, to znaci da je izvan tih granica O, pa se ne mjenja

dfl) dx;

L
vrijednost napiSemo li ﬁ% ili fi Koristenjem Cauchy-Schwartz nejednakosti slijedi:
2

fflu(xl,xz)lz dxldszL(f[
R JR R
% 2 %
] dX2]

1

1\2 2
2
] dXQ]

f u(ér, x2)? dé,
R

[f{ _(é:]’XZ) dé‘:l
= L(ffht(fl,xz)lz dé dxz) ( (fl,xg) dé de)
R JR
B [zamjenom Varijabli]
B &1 =x
(st e [ [ cof 0e)
=t ff'u(xl’)@l dxy dx; _(Xl,xz) dx; dx;
R JR

=

Djeljenjem cijele nejednakosti s ( fR fR [u(xi, x2)1> dx; dxz) imamo:
—(xl, Xz)

[ Lot ([

Ako ponovimo cijeli postupak s fiksiranom varijablom x;, i zbrojimo dobiveno, dobivamo
upravo trazenu Poincareovu nejednakost:

1 1
3 3
(f lu(xy, x2)I* dxldxz) < L(f f IVu(xy, x)|* dxldx2)
R JR R JR

Poincareova nejednakost u viSim dimenzijama slicno se dokaze.
U dimenziji 3 Poincareova nejednakost poprima oblik:

( f f lu(x)|? dx)2 < L( f IVu(x)[? dx)z ,¥x € R (1.55)
R3 JR R¥

1
dx1 dXQ)
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Navesti ¢emo joS jednu bitnu nejednakost, koja je najcesSée koriStena kroz cijelo proucavanje
teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. To je Holderova nejednakost:

Teorem 1.3.20 (Holderova nejednakost). Neka su u € LP(Q), i v € LP (Q) izmjerive funk-
cije, gdje je 1 < p < 00, a p’ je takav da:

Tada vrijedi:

fu(x)v(x) dx < (f |u(x)|” dx)p (f ()’ dx)p, (1.56)
Q Q Q

Dokaz. Za dokaz teorema pogledati [1], tvrdnja B.2.e, stranice 622, 623. O



Poglavlje 2

Turbulencije

Strujanje je gibanje tekucina ili plinova. Dijeli se na laminarno i turbulentno. Laminarno
strujanje je pravilno, te se svi slojevi fluida gibaju paralelno. Fluid se kod laminarnog stru-
janja giba sporo. Poveéanjem brzine slojevi fluida se mjeSaju, i gibanje postaje turbulentno.
Turbulentno strujanje je nepravilno. Karakterizira ga stvaranje vrtloga. Vrtlog je spiralno
strujanje oko jedne tocke ili osi. Zbog nepravilnosti gibanja turbulenciju je teSko opisati,
no turbulencija je potpuno opisana Navier Stokesovim jednadZbama.

2.1 Energija i enstrofija

Navier-Stokesove jednadzbe su parcijalne diferencijalne jednadzbe koje opisuju tok vi-
skoznih, inkompresibilnih, homogenih fluida, a opisuje ih idu¢i sustav jednadZzbi:

(Z—l;—vAu+(u-V)u+Vp:f (2.1a)

V-u=0 (2.1b)

Uz pretpostavku da je gustoa p normalizirana, tj. da vrijedi p = 1, kineticka energija
fluida odredenog brzinom u = u(x) koji zauzima domenu € je oblika:

e(n) = f lu(x)]> dx (2.2)
Q

dok smo enstrofiju zadali kao:

d d
E = V,’ 2d = f
(u) 21L| wP dx = )’ )

i ij=1

2
0ul~

a—xj(x) dx (2.3)

17
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zad = 2 1li 3, ovisno o dimenziji toka.
Neka je domena Q cijeli prostor R? ili R?, i ako se brzina kada teZi prema beskona¢nosti ra-
pidno smanjuje, onda parcijalnom integracijom i “divergence free uvjetom” (2.1b) imamo:

E(u) = f lw(x)? dx (2.4)
Q

gdje je w = curl u vektor vrtloZnosti. Vrtloznost je gibanje fluida pri kojemu se brzina i
smjer strujanja brzo i nepravilno mijenjaju.

Definicija 2.1.1 (Vrtloznost). VrtloZnost w vektorskog trodimenzionalnog toka definira se
kao rotacija vektorskog poljau = u(x) tj. w = curl u.
Zapisano u Kartezijevim koordinatama:

curly = (212 _ 02 Ow_ Ous Ouy Oy 2.5)
Bl (9)C2 (9x3’6‘x3 6x1’6x1 6x2 ’

VrtloZnost opisuje promjenu vektora brzine kada se pomice za infinitezimalna udalje-
nost u smjeru okomitom na samog sebe.
Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je domena cijeli prostor, tj. Q = R3. Takoder, do-
datna pretpostavka neka bude da u i p brzo propadaju u beskonacnosti.
Promatrajmo skalarni produkt jednadzbe gibanja (2.1a) s u i integrirajmo nad :

f<6—u—vAu+(u-V)u+Vp—f,u> dax
q \ Ot

Sad ¢emo raspisat gornji izraz ¢lan po Clan.
Prvi ¢lan nam daje:

du _1d :
LE(X,t)-u(x,t) dx = 2dt£|u(x’t)| dx (2.6)

Nadalje, koriste¢i parcijalnu integraciju:

—vau udx = —v f u'u,dx
Q Q i

i,j= 1 ]

Bu, ou; Ou;
=-— ——dx
Vz 8xj Zfaxj ox;

i,j=1
[prV1 ¢lan i8¢ezava na rubu| =
ou;
2 (3] o
”le Ox;
=vE()
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Treéi 1 Cetvrti Clan nestaju koristeéi parcijalnu integraciju i “divergence free” uvjet
(2.1b). Promotrimo prvo inercijski ¢lan:

1 5 1 iif ouj , ix
=5 uj; | 5 P
24445 s 244 Jo 0x;
[prvi ¢lan iS¢ezava na rubu]
303 3 3
1 ou; , 1 ou; ,
= —— _— [p—— 7 d
22 ZL(?X]M’ X 2ZL ax; N

Zatim, sli¢no slijedi i s tlakom:

pr-udx:ifg—pu,dx

Q Xi

SN AN
j l i=1 (9)61

[prV1 ¢lan iS¢ezava na rubu]

= [”dlvergence free” UVJet
=0

Nakon svih sredivanja dobivamo jednadZbu oCuvanja energije:

35 | uts r)|2dx+vif %2dx—ff udx
2dt Q ’ -~ Q an B Q

i,j=1
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tj. zapisano u terminima kineti¢ke enrgije e i enstrofije E:

ie(u) +vE() = ff- u dx 2.7
dt o

Ona nam zapravo izraZava stopu rasipanja kineticke energije. U slucaju kada kad su
volumne sile f = 0, vidimo da stopa rasipanja kineticke energije upravo viskozni ¢lan
—vE(u):

d
26w = —vE(W) (2.8)

2.2 Rubni i pocetni uvjeti

Razrada teorije rubnih i pocetnih uvjeta slijedi [2].
Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja polaznog sustava

B _yAu+u-Vu+Vp=f
V-u=0

nisu moguéi uz samo zadane jednadzbe. Kako bi problem bio jedinstveno odreden, po-
trebno je zadati odgovarajuce rubne i poCetne uvjete. Same jednadzbe nisu dovoljne da
pronademo u i p, jer rjeSenja ima beskonacno mnogo.

Rubni uvjeti ovise o problemu kojeg promatramo, a u ovom tekstu razmatrati ¢emo dvije
vrste rubnih uvjeta :

e No-Slip rubni uvjeti

e Periodicki rubni uvjeti
Za inkompresibilni tok, ako znamo rubni/pocetni uvjet za polje brzine u, mozemo lako
do¢i do rubnog/pocetnog uvjeta za p.
No-Slip rubni uvjet

Fluid ispunjava glatku, ograni¢enu domenu €, s ¢vrstim rubom 0Q. Kod no-slip rubnog
uvjeta Cestice fluida ne krecu se zajedno s protokom. Fluid je ”zaljepljen” za krutu granicu,
koja je stacionarna. Pretpostavimo da znamo brzinu u na rubu €, i da je ona jednaka ¢,
tada je no-slip, tj Dirichletov rubni uvjet oblika:

u =, naoQ (2.9)
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Cestice fluida blizu povrine ne kreéu se zajedno s protokom kad su adhezijske sile (privlaéne
sile izmedu razlicitih tvari) jace od kohezijskih sila (privlacene sile izmedu istovrsnih mo-
lekula). Ova neravnoteZa sila svodi brzinu fluida na 0. Kad fluid na rubu miruje, no-slip
rubni uvjet je oblika:

u=0, naoQ (2.10)

Uvijek pretpostavljamo da je domena neovisna o vremenu ¢. No-slip uvjet definiran je za
viskozne fluide gdje vrijedi koncept kontinuuma.

Periodicki rubni uvjet

Prostorno periodicki rubni uvjeti nisu dostizni u realnim fizickim uvjetima. Fizi¢ki ne-
maju smisla, jer je nemoguce u prirodi pronaci toliko pravilna ponavljanja. Korisni kad
promatramo idealizirane situacije. Takoder, koriste se kako bi simulirali proSirenje do-
mene do beskonacnosti, u jednom ili viSe smjerova. Periodic¢ki rubni uvjeti nastaju kod
proucavanja homogene turbulecije (statistiCke osobine turbulencije nezavisne su na pros-
torne promjene), uz pretpostavku da su rubovi daleko od podrucja koje se promatra. To
povlaci da efekti zida ne utjeCu na tok. U slucaju prostorno-period¢ikih rubnih uvjeta, do-
mena koju promatramo je cijeli R? (d = 2 ili 3). Pretspostavljamo da je tok periodicki u
smjeru Ox;, perioda L;Vi € 1, ..,d Domena Q je prekrivena pravokutnicima:

-4 x4

2 21% 22
usluajud =2, i
[ L, Ll] [ L, Lz] [ Ly L3]
Q=|——, —|X|[-—, = | X |-—, =
272 272
u slucaju d = 3.

U ovom poglavlju, promatrati ¢emo pojdnostavljeni slucaj, za koji vrijedi L; = L > 0, Vi,
te je domena oblika:

L LY
Q=00 = [—5,5] L d=2ili3
Prostorno periodicke rubne uvjete zapisujemo kao:
u(t,x + Le;) = u(t,x), ¥x € 0Q (2.11)

Kako bi problem bio rjesiv, s glediSta konacne domene, sve ostale funkcije koje se pojav-
ljuju u problemu moraju biti takoder periodicke. Tako se za svaki period vracamo original-
nom problemu.

Napomena 2.2.1. u, fi p su periodicke u smjeru Ox; uz pripadni period L; = L > 0, i =
1,...d(d=2ili3)
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Navedimo jo$ jednu specijalnu vrstu pojednostavljenog problema kod periodickih rub-
nih uvjeta. To je Navier Stokesova jednadZba za koju vrijedi:

),
— | f(x,1))dx=0 (2.12)
1€l Ja

Sto, uz pretpostavku da je prosjek pocetnog toka isto 0, dodatno povla¢i uvjet:

llal fu(x, nNdx=0 (2.13)
Q

Ponekad je korisno i lakSe promatrati takav pojednostavljen problem.

Pocetni uvjeti

Da bi imali potpuno odreden matematic¢ki problem potrebno je zadati poCetne uvjete. Za
zadanu brzinu u, oni su oblika:
u(x,0) = up(x), x€Q (2.14)

Napomena 2.2.2. Primjetimo da ne zadajemo rubne i pocetne za tlak, posto je tlak potpuno
i jedinstveno (do na konstantu) odreden pomocu u.

Uz navedene rubne i inicijalne uvjete, dolazimo do potpuno postavljenih mjesSovitih, tj.
inicijalno-rubnih problema Navier Stokesove jednadzbe:

* (Puyp)
X _yAu+(@u-Viu+Vp=f
V-u=0
u =0, na 0Q
ux,0) =uy, xeQ
® (Pper)
B _yAu+(@u-Viu+Vp=f
V-u=0
ux,0) =uy, xeQ
u(t,x + Le;)) = u(t,x), nao, Yiel,.d
o (Pper)

X _yAu+(u-Viu+Vp=f
V-u=0

uz uvjete (2.12), (2.13)

Naravno, za inicijalno-rubne probleme (P,,,) i (P,,) mora vrijediti napomena 2.2.1.
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2.3 Pojednostavljeni problemi

Kod proucavanja Navier Stokesovih jednadzbi imamo medudjelovanje inercije i viskoz-
nosti fluida. Kada jedno od navedenih svojstava dominira, jednadZzbu moZemo pojednos-
taviti zanemarujuéi €lan koji nije dominantan. Time dobivamo pojednostavljene sustave
Navier Stokesove jednadzbe. Njihova prednost je da su lakSe rjeSivi, a steCena znanja
mozemo upotrijebiti kod proucavanja odredenih svojstava tokova, kao na primjer stabil-
nosti protoka.

Stacionarni problem

Polje brzine u ne ovisi o vremenu:
u(x, ) =ux), Vr >0 (2.15)

Da bi takav sustav imao smisla f (i ¢ u (P,,) sustavu) moraju biti neovisni o vremenu.
Neovisnost polja brzine u o vremenu povlaci:

0 0
G_IU(X’ = &u(x) =0

pa Stacionarna Navier Stokesova jednadzba poprima oblik:

2.16
V-u=0 ( )

{—vAu +(m-Vyu+Vp=»F
Kako bi jednadZba bila rjeSiva treba dodati u = 0 na 0€Q, Dirichletov rubni uvjet. RjeSenje
ovog sustava je stabilno samo za male Reynoldsove brojeve. Tok sa malim Re zovemo
laminaran tok. Kriti¢na vrijednost Reynoldsovog broja za prelazak izmedu laminarnog i
turbulentnog reZima nije egzaktno definirana, ali se smatra da je to 10°. Odredena staci-
onarna rjeSenja postaju nestabilna kako se Re povecava, tj. tok postaje turbulentan.

Linearizirana verzija

Nelinearnost ¢ini veéinu problema teskim ili nemogucim za rjeSavanje i glavni je ¢cimbenik
turbulencije koju modeliraju jednadzbe. Kod tokova koji su spori a gdje je viskoznost
fluida velika utjecaj inercijskog ¢lana na tok zanemariv je u usporedbi s utjecajem linearnih
¢lanova. Oni imaju jako nizak Reynoldsov broj (Re << 1). Problem nelinearnosti tada
moze se rjesiti linearizacijom sustava bez veceg gubitka to¢nosti. Sustav poprima oblik:

M Au+Vp=f
{61 vauTvp 2.17)

V-u=0
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Uz odgovarajuce pocetne i rubne probleme ovo postaje dobro postavljen inicijalno-rubni
problem, takozvani ”Creep flow”. Primjer fluida ¢iji bi tok mogli opisati ovom vrstom
Navier Stoksove jednadzbe su med, teska ulja, pa ¢ak i uske gomile ljudi. Pokazuju
beznacajne ucinke inercije i umjesto toga su dominirane unutarnjim trenjem.

Stokesove jednadzbe

Za mali Reynoldsov broj imamo 1 stacionaran lienarizirani sustav, takozvani Stokesov sis-
tem:

(2.18)

—vAu+ Vp =f
V-u=0

Stokesov problem je jedan od najjednostavnijih nestabilnih problema, koji daju egzaktno
rjeSenje Navier Stokesove jednadzbe.

2.4 Funkcijski prostori razapeti rubnim uvjetima

Nakon uvedenih rubnih uvjeta, teoriju funkcijskih prostora moZemo produbiti uz navedene
rubne i poCetne uvjete. Proucavamo funkcijske prostore vezane uz no-slip i1 periodicke
rubne uvjete. Imamo dva, ranije uvedena, fundamentalna funkcijska prostora H i V ¢iju
¢emo definiciju poopciti na rubne uvjete. To su prirodni prostori za razvijanje teorije Na-
vier Stokesovih jednadzbi. U ovoj sekciji poistovjetiti ¢emo njihovu definiciju s enstrofi-
jom 1 kinetickom energijom.

Sljedeca razrada teorije funkcijskih prostora preuzeta je iz [2].

Definicija prostora HiV

Krenimo od prostora kvadratno integrabilnoh funkcija vektorskih polja sa Q u R?. Pris-
mjetimo se da je L>(Q)? Hilbertov prostor, razapet normom i skalarnim produktom:

(u,v) = f u(x) - v(x) dx, Yu,v e L*(Q)*
Q

1
jul = [(u, )| = (f lu(x)l’ dX) , Yu e L*(Q)*
Q
Takoder, definirali smo kineticku energiju:

1 1
e(w) =3 fg lu(x)Pdx = Ellll2
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Samom definicijom dana nam je veza izmedu kineti¢ke energije i norme L*(Q)? prostora:
luf® = 2e(u), Yu € L*(Q)* (2.19)
Imajuéi na umu danu vezu, uvodimo definiciju prostora H:

Definicija 2.4.1. Prostor H sastoji se od svih limesa (u smislu distribucija) svih mogucih
nizova glatkih vektorskih polja u,, za koje vrijedi "divergence-free” uvjet tj. V -u = 0,
zadovoljavaju rubne uvjete polaznog problema i ¢ija kineticka energija ostaje ogranicena
kad n — oo, tj e(u,) < const. < 0o

Dakle, prostor H je prostor inkompresibilnih vektorskih polja s konaénom kineti¢nkom

energijom i pripadnim rubnim uvjetima koje inicijalno-rubni problem zahtjeva. Proma-
trajuéi ovu definiciju, vidimo da je prostor H potprostor L*(Q)?, uz odgovarajuée rubne
uvjete.
Drugi bitan prostor kod prou¢avanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi je H'(Q)?. Veé
smo ga spominjali, a vezan je uz enstrofiju toka. Prostor sadrZava sva vektorska polja na Q
koja su kvadratno integrabilna, i ¢iji je gradijent kvadratno integrabilan. Pripadna norma i
unutarnji produkt prostora su:

V), = — fu(x) v(x) dx+f M N i Vuve H©Q)
Qo 8x, 8)6,

ull, = ((u,wy)?

gdje je L referentna duljina, kao naprimjer dijametar domene Q.

Unutar norme i unutarnjeg produkta, osim djela povezanog uz kineticku energiju (kao i
kod L? prostora), imamo i ¢lan vezan uz enstrofiju. Uvodimo unutarnji produkt i normu
samo Clana enstrofije, u oznakama << -,- >>1|| - ||

ou av
((u,v)) = f Z Ll
] = ((u, w))?

Sada moZemo zapisati normu i unutarnji produkt prostora H'(Q)? kao:

1
(u, ) = = <u, V) +{(u, v))
(2.20)

2
all} = — [uf* + ju)l®

L2
Imajuéi na umu vezu izmedu unutarnjeg produkta i enstrofije, uvodimo iduéu definiciju
prostora V:
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Definicija 2.4.2. Prostor V sastoji se od svih limesa (u smislu distribucija) svih mogucih
nizova glatkih vektorskih polja u,, za koje vrijedi "divergence-free” uvjet tj. V -u = 0,
zadovoljavaju rubne uvjete polaznog problema i Cija enstrofija ostaje ogranicena kad

n — oo, tj E(u,) < const. < oo

Dakle, prostor V je prostor inkompresibilnih vektorskih polja kona¢ne enstrofije koji
zadovoljavaju pripadne rubne uvjete inicijalno-rubnog problema. Sli¢no kao 1 ranije, vi-
dimo da je prostor V potprostor H'(Q)?, uz odgovarajuée rubne uvijete.

No-slip rubni uvjet

Neka je domena Q takva da vrijedi:
Q je otvoren, ogranicen, povezan skup, s C? rubom, tako da je rub samo sa jedne strane
domene

Napomena 2.4.3. Rub klase C? znaci da se moZe prikazati lokalno grafom neke C* funk-
cije.

Imajuci na umu no-slip rubne uvjete (2.10) i prostor H, definiramo potprostor H,,,:
H,, = {u elX(Q)?:V-u=0,u-ny= ()} (2.21)

Prostor H,, razapet je normom | - | i unutarnjim produktom < -, - >.
Sli¢no, za no-slip rubne uvjete (2.10) 1 prostor V, definiramo potprostor V,,:

Vnsp:{ueHl(Q)d:V.u:O, ll|aQ=0} (2.22)

Prostor V,,, razapet je normom || - || i unutarnjim produktom << -, - >>.
U matematickoj teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, najceSce se prostor H,, defi-
nira kao zatvara¢ prostora

Vg = {0 e C2Q*: V-u=0| (2.23)

u L2(Q)?, s obzirom na normu prostora L2(Q)%.
Sli¢no, prostor V,,, definira se kao zatvaraC prostora

Vg = fue C(Q)": V-u=0| (2.24)

u H'(Q)?, s obzirom na normu prostora H'(Q)“.
Za detalje pogledati [[1].
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Periodicki rubni uvjeti

Kod periodickih rubnih uvjeta domena je beskonacna, te je zapisujemo kao:

d
{7202

1

gdje je L; > 0 period u smjeru Ox;, Vi =1,..,d.
Kako bi mogli definirati prostore V 1 H za periodiCke rubne uvjete, prvo trebamo peri-
odickim uvjetima razapeti prostore L*(Q)* i H'(Q)?. Dakle uvodimo prostore L7, (Q)! i
H),.(Q)".
Prostor L,,(Q)¢ je prostor vektorskih polja u(x) definiranih za ¥x € R koja su L;-periodicka
u svim smjerovima Ox;, i = 1, ..d, te koja pripadaju L>(0), za svaki ograni¢en skup O C R¢.
Prostor H,,,(Q)? je prostor vektorskih polja u(x) definiranih za Vx € R koja su L;-
periodi¢ka u svim smjerovima Ox;, i = 1, ..d, te koja pripadaju H'(0), za svaki ogranien
skup O c R¢.
Sada imamo temelje za definicije prostora H., i V).
Imajuci na umu periodicke uvjete (2.11) i prostor H definiramo prostor H,,:

Hyer = {u € L2, (Q)": V-u=0} (2.25)
Prostor H,,, razapet je normom | - | 1 unutarnjim produktom < -, - >.
Nadalje, za periodicke uvjete (2.11) i prostor V definiramo prostor V,,:

Vyer = {0 € Hy, () : V- u = 0] (2.26)
Prostor V., razapet je normom || - ||; 1 unutarnjim produktom << -, - >>.
Sli¢no kao i kod no-slip rubnih uvjeta, definiramo matematicki preciznije prostor H,, kao
zatvaracC prostora

Vyer = {u € Co (" : V-u=0} (2.27)

per

u L*(Q)?, s obzirom na normu prostora L>(Q)".

Napomena 2.4.4. C;‘;,(Q)d je prostor Q-periodickih (L;-periodickih u svim smjerovima

Ox;, i = 1, ..,d) funkcija koje su C* vektorska polja definirana na R?
Analogno vrijedi da definiramo matematicki preciznije prostor V), kao zatvaraC pros-
tora
per

Vyer = {0 € C (" V-u=0} (2.28)

u H'(Q)?, s obzirom na normu prostora H'(Q)".
Kao i kad smo definirali periodicke rubne uvjete, imamo pojednostavljen problem kod
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periodickih rubnih uvjeta, kad vrijedi:

1
Eff(Xt)dX_
|Q|fu(Xt)dX_

Dakle, gledamo tok kome je prosjecna brzina jednaka O.
Promatrajuci pojednostavljene periodicke uvjete (2.12) 1 (2.13), te prostor H definiramo
prostor H,,,:

(2.29)

Hper = {u €L, (Q": f ux)dx =0, V-u= 0} (2.30)
Q

Prostor H per Tazapet je normom | - | i unutarnjim produktom < -, - >
Nadalje, za pojednostavljene periodicke uvjete (2.12)1(2.13) i prostor V definiramo prostor
Vi

Vyer = {u e H!, () f ux)dx =0, V-u= 0} (2.31)
Q

Prostor V., razapet je normom || - || i unutarnjim produktom << -, - >>.
Analogno kao i ranije, prostor H,,,, definiramo kao zatvara¢ prostora

Voper = {u €Co ()" : f ux)dx =0, V-u= o} (2.32)
Q

u L2(Q)?, s obzirom na normu prostora L2(Q)%.
Prostor Vpe, definiramo kao zatvarac prostora

(V,,er = {u € C;‘;r(Q) fu(x) dx=0,V.-u= 0} (2.33)
Q

u H'(Q)?, s obzirom na normu prostora H'(Q)“.

Funkcijski prostori koji ukljucuju vrijeme

Funkciju dvije varijable moZemo interpretirati kao vektorsku funkciju jedne varijable. Pro-
matramo funkciju u = u(x, 7) kao funkciju u = u(#) koja ovisi samo vremenu, s fiksiranom
prostornom varijablom. Neka je X Banachov prostor (potpun normiran prostor). Defini-
rajmo prostor L”(0, T; X):
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Definicija 2.4.5.
LPO,T;X) ={u:[0,T] = X : uizmjeriva i|lulliro1.x) < +00} (2.34)
gdje je:
r ’
lleel|zr 0.7 = ( f (0l df) (2.35)
0
Takoder, imamo 1 prostor esencijano ogranicenih funkcija L*(0, T'; X):
Definicija 2.4.6.
L0, T;X) ={u:[0,T] > X : wizmjeriva i |[u|| ~0.rx) < +o0} (2.36)
gdje je:
|lee|| L 0.7:x) = sup.ess.|u(?)[x (2.37)
1€[0,T]

Napomena 2.4.7. sup.ess. predstavlja esencijalni supremum, kao i kod realnih funkcija.
KaZemo da je |u(t)|x esencijalno ogranicena ako je ogranicena za gotovo svaki t € [0,T].
Najmanja takva konstanta predstavlja normu prostora L*(0,T; X)

Definicije funkcijskih prostora ovisnih o vremenskim varijablama proSirujemo i na
prostor neprekidnih funkcija sa [0, 7] u X, u oznaci C(0, T'; X):

Definicija 2.4.8.

C(0,T1;X) ={u : [0,T] = X : u neprekidna, |[ulcqor).x) < +o0} (2.38)

gdje je:
”u”C([O,T];X) = max |lu(1)||x (2.39)
1€[0,T1]

Napomena 2.4.9. Prostori C([0,T];X) i L?(0, T; X) su Banachovi prostori.

Za opis Soboljevih prostora ovisnih o vremenskoj varijabli koristili smo [4].
Definirajmo pojam slabe derivacije:

Definicija 2.4.10. Neka su u,v € L'(0,T;X). KaZemo da je v slaba derivacija od u ako
vrijedi:

T T
f u(d)g' () dt = — f v(De(t) dt, Yo € CZ(0,T) (2.40)
0 0

i oznacava sev = u'.
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Definicija 2.4.11 (Prostori Soboljeva).
HY0,T:X) = {u € L2(0,T;X) : u' € L0, T;X)} (2.41)

Uz pripadnu normu:

1
2 2 2
||u||H1(O,T;X) = (”u”LZ(O,T;X) + ”u,”LZ(O,T;X)) (242)

Za detaljniju teoriju ovog poglavlja pogledati [2] 1 [4]].
Sad imamo razvijene temelje za proucavanje inicijalno-rubnog problema Navier Stokesove
jednadzbe. Ovo je jedini nacin na koji smo mogli uopce raspravljati o jedinstvenosti i eg-
zistenciji rjeSenja. Bez obzira na koli¢inu teorije 1 posla kako bi se doslo do ovih prostora,
ovaj postupak kljucan je za rjeSavanje naSeg problema.
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Varijacijska formulacija

Klasi¢na (jaka) rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi zadovoljavaju diferencijalnu
jednadzbu, te rubni i pocetni uvjet u svakoj tocki domene i njene granice. Kako bi to vrije-
dilo koeficjenti jednadZbe moraju biti dovoljno glatke, neprekidno derivabilne funkcije.
Formulacija rubne zadace u obliku varijacijske formulacije pogodno je za analizu rubnih
zada¢a. Pomocu varijacijske formulacije dolazimo do slabih rjeSenja rubnih problema.
Jaki uvjeti na koeficjente nuzni za egzistenciju klasi¢nog rjeSenja, kod slabih su znatno os-
labljeni. Takoder, egzistenciju slabih rjeSenja puni je lakSe dokazati. Svako slabo rjesenje,
uz dovoljnu glatkocu, je ujedno i klasi¢no.

3.1 Slabo rjesenje Navier Stokesove jednadzbe

Varijacijska formulacija rubne zadac¢e dobiva se mnoZenjem jednadzbe s test funkcijom iz
odgovarajuéeg prostora. Pogledajmo inicijalno-rubnu zadacu:

0

6—';—vAu+(u-V)u+vp:f (3.1a)
V-u=0 (3.1b)

Prisjetimo se ranije uvedenog prostora V:

Definicija 3.1.1. Prostor V sastoji se od svih limesa (u smislu distribucija) svih mogucih

nizova glatkih vektorskih polja u,, za koje vrijedi “divergence-free” uvjet tj. V -u = 0,

zadovoljavaju rubne uvjete polaznog problema i Cija enstrofija ostaje ogranicena kad
n — oo, tj E(u,) < const. < oo

Dakle, prostor V je prostor svih inkompresibilnih vektorskih polja kona¢ne enstrofije,
koja zadovoljavaju odgovarajuée rubne uvjete. Trazimo rjesenje zadacée (3.1) pomocu va-
rijacijske formulacije idu¢im postupkom.

31
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MnoZzimo koriste¢i unutarnji produkt jednadzbu (3.1a) test funkcijom v(x) € V, zatim in-
tegriramo po prostornoj domeni Q2. Primjetimo da je test funkcija v “divergence-free”, te
zadovoljava iste rubne uvjete kao i u. Promatrat ¢emo i pojednostavit ¢lan po ¢lan jed-
nadzbe.

ou 0
LE(X’ 1 -v(x)dx = afu(x,t).v(x) dx

Q
Parcijalna derivacija po ¢ izlazi ispred integrala jer se integrira po prostornoj varijabli,
1 test funkcija ne ovisi o vremenu.

e Prije idueg Clana, navesti ¢emo teorem koji ¢emo Koristiti pri sredivanju jednadzbe.

Teorem 3.1.2 (Greenova formula). Neka su u,v € C*(Q). Tada vrijedi:

P
va-Dudx:—quv+ X ds (3.2)
Q Q 0Q on

gdje je n vanjska jedinicna normala na 0€.

Dokaz. Za dokaz pogledati [1], Teorem 3, stranica 628. O

-y f Au(x, 1) - v(x) dx
Q
= [parcijalna integracija + Greenova formula]

:—vZf —(x ) - v,(x)dS(x)+vZf—(x t)—(x) dx

i,j=1 i,j=1
= [Prvi integral nestaje jer v propada na rubu] =

d ou;
vZf L )—](x)dx

L]

f Vp(x,t) - v(x) dx = [parcijalna integracija] =
Q

f pX, H)v(X) - n(x) dS (x) — f p(x, )divv(x) dx
oQ Q

[prvi integral nestaje jer v iSCezava na rubu, a drugi zbog “divergence free” uvjeta na v]
=0
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Nakon sredivanja ostaje:

d d (9ul- aV,' d (9uj
= fg u(x, 1) - v(x) dx + v; fg a_x,-(x’ t)a—xj(x) dx + ; fg ui(X, t)a—xj(x, £y (x) dx
= f f(x,r)-v(x)dx, YveV

: (3.3)
ZapiSimo to jednostavnije:

d d
d—fLu(t)-vdx+v

Zf%(t)@ dx+ifu~(t)%(z)v.dx
mr Q@Xj ax]' = o) ' (9)(7]‘ J

LJ

:ff(t)-vdx, YvevV
Q

(3.4)

Nadalje, kako bi joS pojednostavili zapis, uvodimo iduce oznake:

Za svaka dva vektoska polja ¢ 1 ¢ definiranih na Q vrijedi:

(p,9) = fg P(X) - P(x) dx

d
) (%) $(X)
<mw—L;3;%wx

Za trojku vektoskih polja ¢, ¢ 1 ¢ definiranih na Q vrijedi:
d
9¢;(x)
zwmw:Zfﬁwjbwwm
Da bi rjeSenje postojalo, treba ga potkrijepiti poetnim uvjetom:
uy(0) =g (3.5)

Pomocu uvedenih oznaka, za slabo rjesenje Navier Stokesove jednadzbe vrijedi:

Za izmjerivu funkciju t — u(t), u € V kaZemo da je slabo rjesenje Navier Stokesove
Jjednadzbe na Q ako i samo ako vrijedi:

d
7 WO} + v {u(®),v) + bu(), u(®),v) = f1),),

uy(0) = ug (3.6)

za svaku test funkcijuv € V
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3.2 Energetska jednadzba

Energetska jednadzba je diferencijalni oblik zakona odrzavanja energije. U mehanici flu-
ida, zakon odrZavanja energije predstavlja primjenu prvog zakona termodinamike na ele-
mente fluida u strujanju. U svakom zatvorenom sustavu zbroj svih oblika energije je stalan.
Drugim rijecima, prvi zakon termodinamike moZe se poop¢iti kao:

Energija zatvorenog sustava ne moZe nestati niti ni iz ¢ega nastati, energija moZe samo
prelaziti iz jednog oblika u drugi, i ona je konstantna.

Ranije, u prvom poglavlju, kad smo izvodili energetsku jednadZbu, kretali smo od pretpos-
tavke da fluid popunjava cijelu domenu, a u beskona¢nosti miruje. Sada produbljujemo
teoriju i promatramo fluide i tokove koji zadovoljavaju pocetne i rubne uvjete. Kre¢emo
od slabe formulacije Navier Stokesove jednadzbe (3.3):

d
a f u(x, 1) - v(x) dx+vZ f Ou (x,t)%(x) dx+ fg ui(x,t)%(x,r)vj(x) dx
J i,j=1 J

= ff(x, H-v(x)dx, YveV
Q

(3.7)
Umjesto v(x), uvr§tavamo ponovno u(Xx, ¢):

%Lu(x,t)-u(x,t)dx+y2f5ul( (X t)dx+2fu(x —- (x Nu(t) dx

i,j=1 Q i,j=1

= f f(x, 1) -ux,1) dx
Q

(3.8)
Sredimo ¢lan po ¢lan, kako bi pojednostavili integralnu jednadzbu:

ifu(x,tyu(x,t) dx-——flll(X I dx
dt Jo

ou;
— t
ox, (x,1)

1. Prvi ¢lan:

2. Drugi ¢lan:

2
dax

d Ou;
Zf ( (xt)dx—vZf
i.j=

i,j=1 Q
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3. Treéi Clan:

d

> f i, 24 (%, Du(t) dx
N ox;

ij=1

= [Koristeéi svojstvo b(u,u,u) = f
Q

[(@-V)u]-udx = O]

=0

Nakon sredivanja svih ¢lanova, nasa jednadzba izgleda ovako:

Ou,
flu(x DI dx + vZf —u(x t) dx = ff(x, 1 -u(x, 1) dx
Q
Za svako vektorsko polje ¢ postavimo:
o1 ={(p.9)
I ll = (e )

Takvom notacijom, jednadzbu (3.9) zapisujemo kao:

Ld wor 2 _
577 v [+ Vlu@) |17 = (€@, u(®)

Zatim u kontekstu energije i enstrofije imamo:

1
) =5l¢ &
E(p) =gl

Cime smo izveli energetsku jednakost:

d
Ze(u(n) = =vE(u(®) + ({0, u(®)

35

(3.9)

(3.10)

Dakle, promjena kineticke energije je jednaka razlici vanjskih volumnih sila i energije koja

proizlazi iz disipacije po viskoznosti.

Proucavajuéi dovoljne uvjete na slaba rjeSenja tako da ona zadovoljavaju energetsku jedna-
kost dolazi se do zakljucka da su ona zadovoljena u dimenziji d = 2. No, u dimenzijid = 3
takvi uvjeti jos ne postoje. Stoga pitanje egzistencije rjeSenja u dimeziji d = 3 takvog da je

energetska jednakost zadovoljena i da je jedinstveno, ostaje otvoreno.



Poglavlje 4

Jedinstvenost i egzistencija rjeSenja

Navier Stokesove jednadzbe opisuju kretanje fluida u prostoru, i kao takve pokrivaju Sirok
spektar pojava u prirodi. Njihova rjeSenja pronalaze svoju vaznost u mnogim prakti¢nim
primjenama. Upravo je zato zanimljivo da sa teorijske strane razumjevanje njihovog rjeSenja
nepotpuno. Cesto opisuju turbulencije, koje su jedno od najveéih nerjesenih pitanja u fizici.
Navier Stokesove jednadZbe imaju dvije vrste rjeSenja, slabo i jako. Ona se veZu za ens-
trofiju. Kod jakih rjeSenja enstrofija je uvijek konacna, dok kod slabih moze postati be-
skonacna u nekim trenutcima.

U dvodimenzionalnom slu¢aju matematicka teorija i razumjevanje razvijeni su do kraja.
Slaba rjeSenja postoje, regularna su, jedinstvena i dokazuje se da su slaba rjeSenja ujedno i
jaka. RjeSenja su jedinstvena, i uz odgovarajuci pocetni uvjet postoje u svakom trenutku.
U trodimenzionalnom slu€aju situacija nije toliko lijepa. Dokazano je da za zadani Navier
Stokesov sustav slabo rjesenje uvijek postoji, no jedistvenost je upitna. S druge strane, za
jaka rjeSenja dokazana su egzistencija i jedinstvenost, no samo na kona¢nom vremenskom
intervalu.

Napomena 4.0.1. Sve rezultate koje cemo izreci za rjeSenja Navier Stokesovih jednadZbi
vrijede za bilo koji od navedenih inicijalno-rubnih problema koje smo ranije obradivali
((Pusp), (Pper) i (Ppe,) ). Vrstu rubnih i inicijalnih uvjeta necemo posebno naglasavati. Pros-
tori V i H podrazumjevati e sve prostore ranije uvedene.

4.1 Egzistencija i jedinstvenost u dimenziji 3
Prisjetimo se slabe formulacije Navier Stokesovih jednadzbi izvedene u prethodnom po-

glavlju.
Za izmjerivu funkciju t+ — u(f), u € V kazemo da je slabo rjeSenje Navier Stokesove

36
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jednadzbe na € ako i samo ako vrijedi:

d
7 (0@, v) + v {u(®), v)) + b(u(@), u(@), v) = K@), v)

u(0) = ug @1

za svaku test funkcijuv e V

U dimenziji 3 iduéi teorem govori nam o egzistenciji slabog rjeSenja. Prije samog teorema,
definirat ¢emo pojam slabe neprekidnosti.

Definicija 4.1.1 (Slabo neprekidna funkcija). Funkcija u je slabo neprekidna funkcija koje
ide sa [0, T] na H ako vrijedi

t— (u(),v) = fu(x, H-vix)dx, Yve H
Q

Teorem 4.1.2 (Egzistencija slabog rjeSenja u dimenziji 3). Pretpostavimo da je uy, fi T >
0 su zadani, i zadovoljavaju
u) € H

feL*(0,T;H)

Postoji barem jedno rjesenje u = (uy, u,, us3) od (4.1) tako da vrijedi

Ou;
w, e 12 % (0,T)), i,j=1,2,3
Oxj

i u je slabo neprekidna funkcija s [0, T1 u H. Stovise, vrijedi iduca energetska nejednakost:

T 1 1 T
j(; {—5 OIRAGER 6] s l//(f)} dr < > u(0) y(0) +f0 (f0), u@)p(r) dr - (4.2)

za sve nenegativne realne funkcije  klase C' definirane na [0, T za koje vrijedi y(T) = 0.

Dokaz. Dokaz egzistencije moze se pogledati u [3], stranica 283.
Dio o slaboj energetskoj nejednakosti objasnjen je u [S)], stranica 290.
O

Slaba rjeSenja Navier Stokesove jednadZbe u dimenziji 3, kao $to vidimo po prethod-
nom teoremu, poStuju energetsku nejednakost (4.2). Nazalost, nije dokazano da zadovo-
ljava jaci uvjet, energetsku jednakost:

Ld wop 2 _
S 2 OP +v @I = @), u()
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Kasnije ¢emo vidjeti da slaba rjeSenja u dimenziji 2 zadovoljavaju energetsku jednakost,
te kod njih problem sa jedinstvenosti ne postoji. Osim sa teorijeske strane, energetska jed-
nakost imala bi smisla i sa fizickog stajaliSta. Problem je u tome Sto energetska jednakost
slabog rjesenja dozvoljava rast kineticke energije za odredene intervale, a kineticka energija
nemoze rasti. Zbog toga gledamo slabiji uvjet, tj energetsku nejednakost (4.2). Takoder,
energetska nejednadost povlaci iducu diferencijalnu nejednakost, u smislu distribucija, na
0,7):

%% @R + v [u@IP < &), ()

Sto je i dalje slabiji zahtjev od energetske jednakosti.

Potreba za prou¢avanjem slabih rje$enja postoji najvise zbog dimenzije 3. Cak i ako su za-
dane funkcije uy i f "lijepe”, znamo da postoji jako rjeSenje, ali samo za kratke vremenske
intervale.

Teorem 4.1.3 (Lokalna egzistencija i jedinstvenost jakih rjeSenja u dimenziji 3). Neka su
uy, fi T > 0 zadani takvi da zadovoljavaju

uy eV

fel*0,T;H) (*+3)

Tada postoji T., (0 < T, < T), koji ovisi o zadanim parametrima Q, v, .f, ugi T ta-
kav da na vremenskom intervalu (0, T.) postoji jedinstveno rjesenje u = (uy,u,, us) slabe
formulacije (4.1) koje zadovoljava:

aui (9u,- 62ul~
ui’ A b " 9
ot an axjﬁxk

e L*(Qx(0,T)), i,j,k=1,2,3 4.4)

i u je neprekidna funkcija koja se preslikava sa [0,T,) na V.

Nadalje, jaka rjesenja su jedinstvena u smislu da ne postoji drugo jake rjesenje koje zado-
voljava (4.3) i (4.4), i ne postoji drugo slabo rjesenje na [0, T,) koje zadovoljava

Teorem 4.1.2.

Dokaz. Dokaz egzistencije moze se pogledati u [S]], stranica 297.
Dokaz jedinstvenosti moze se pogledati u [J5], stranica 303 1 309.
|

Prethodna dva teorema daju nam egzistenciju, ali ne jedinstvenost slabog rjesenja, i
daju nam jedinstvenost ali ne egzistanciju jakog rjeSenja. Egzistenciju imamo samo na
odredenim intervalima. Problemi jedinstvenosti slabog i egzistencije jakog rjeSenja pove-
zani su idu¢im rezultatom:
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Teorem 4.1.4. Neka su fiu, zadane, tako da vrijedi

feL*(0,T;H)
u) € H

Ako postoji rjesenje u slabe formulacije (4.1) koje zadovoljava (4.9) (t.j. jako rjeSenje),
onda ne postoji niti jedno drugo rjeSenje slave formulacije (4.1) v takvo da zadovoljava
(4.9) i energetsku nejednakost (4.2) (t.j. slabo rjesenje).

Dokaz. Dokaz teorema moze se pronaci u [5], Teorem 3.9, stranica 309. m]

4.2 Egzistencija i jedinstvenost u dimenziji 2

Kao §to se ve¢ dalo naslutiti, u dimenziji 2 situacija je puno ljepSa. Naime, osim egzis-
tencije slabog rjesenja, imamo i jedinstvenost na cijelom vremenskom intervalu. O tome
govori iduci teorem:

Teorem 4.2.1 (Egzistencija i jedinstvenost slabih rjeSenja u dimenziji 2). Neka suug, fi T >
0 zadani takvi da zadovoljavaju

uo e H
’ 4.5)
feL(0,T;H)

Tada postoji jedinstveno rjesenje u = (uy, uy) slabe formulacije (4.1) tako da vrijedi:

Ui, — L (Q X (0’ T))’ L, ]= la 2 (46)

an

i u je neprekidna funkcija sa [0, T] na H.
Nadalje, sljedeca energetska jednakost vrijedi na [0, T]:

5 77 HOF + Vi@l = (1), u(®) 4.7)

Dokaz. Dokaz egzistencije moze se pogledati u [S]], stranica 283.
Dokaz jedinstvenosti moze se pogledati u [J5]], stranica 294.
Dio o energetskoj jednakosti objasnjen je u [S]], stranica 290 (Teorem 3.2, Lema (2.1)).
O

Razlika slabih rjeSenja u dimenziji 2 1 dimenziji 3 lezi u tome da kod dimenzije 2
imamo neprekidnost rjeSenja, a ne slabu neprekidnost. Takoder, u poprima vrijednosti u
funkcijskom prostoru H, koji je razapet normom kineti¢ke energije. 1z Cega slijedi da je
zadovoljena energetska jednakost (4.7).
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Teorem 4.2.2 (Egzistencija i jedinstvenost jakih rjeSenja u dimenziji 2). Neka suug, fi T >
0 zadani takvi da zadovoljavaju

uy eV
’ (4.8)
feL 0, T;H)
Tada postoji jedinstveno rjesenje u = (uy, uy) slabe formulacije (4.1) tako da vrijedi:
Oou; Ou;  u;
s s — e *(Qx(0,T)), i,j=1,2 4.9
i Ox;  Oxj0xy ( .70, &.j 49)
i u je neprekidna funkcija sa [0, T] na V.

Dokaz. Objasnjenje dokaza nalazi se u [2], strana 59 uz dodatak Appendix A. O

Napomena 4.2.3. U prethodnim teoremima o slabim i jakim rjesenjima egzistencija rjeSenja
dokazuje se Galerkinovom metodom. Konstruiraju se aproksimativna rjesenja, i gleda se
ponasanje kad limes teZi u 0.

Za jednistvenost se koristi klasican trik, uzmu se dva rjesenja koja zadovoljavaju iste rubne
i pocCetne uvjete, te se promatra njihova razlika.

Posto Galerkinovu metodu nismo spominjali u ovom radu, a koristi se u dokazima kljucnih
rezultata, objasnit cemo ju ukratko u nastavku.

4.3 Galerkinova metoda

Fundamentalnu ulogu u teoriji Navier Stokesovih jednadzbi imaju Galerkinovi projek-
tori. Koriste se kod dokazivanja egzistencije rjeSenja, tonije za numeri¢ku aproksimaciju
rjeSenja.

Definicija 4.3.1 (Galerkinov projektor). Za svaki pozitivan cijeli broje m, Galerkinov pro-
jektor P, definira se kao ortogonalan projektor prostora H na prostor razapet sa prvih m
svojstvenoh vektora wy, ..., w,, Stokesovog operatora.

Gledajmo vektorska polja definirana na ograni¢enom skupu. Na takvoj domeni, Helmholtz-
Leray dekompozicija razdvaja vektorsko polje w na sumu gradijenta i vektor vrtloZnosti.
Za vektorsko polje w trazimo dekompoziciju u obliku

w=Vq+v, divv=0

gdje je v vektor vrtloZnosti.
Sada uvodimo preslikavanje P, w — v kao:

Pr: w v(w)

Ovakvo preslikavanje zove se Lerayov projektor.
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Definicija 4.3.2 (Stokesov operator). Stokesov operator A za vektorsko polje u je definiran
kao
A:DA)CHw— H, Au=—-P;Au

Posto je {w,,},, ortonormirana baza za H, svaki u € H moZe se zapisati kao

u= Z U Wi,
m=1
Galerkinov projektor P,, daje nam:
m
u= Z UrWy
k=1
Sad kad smo uveli glavne pojmove, mozZemo opisati postupak dokazivanja. Metoda doka-
zivanja egzistencije bazira se na Galerkinovoj aproksimaciji. Galerkinove aproksimacije
su zapravo sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi kojima znamo rjeSenje. Promatramo
projektor P,, : H — H na prostor razapet sa Wy, .., W,,. Primjenimo P,, na polazni problem:

du
— +vAu+ B =f
o + vAu + B(u,u) (4.10)

u(0) = ug

(Ovakav zapis Navier Stokesove jednadzbe detaljno se moZe pronaci u [2] na stranici 38.)
Nakon djelovanja projektora imamo Galerkinov sustav:

du,,
M vAu, + B, u,) = f,
I @.11)

u,,(0) = P,u’,

gdje u,, pripada prostoru P, H.
Neka je sada &; = £;(1) j-ta komponenta od w,,(¢). Dok je n;(f) j-ta komponenta od f,,(z).

&i() = (u,(1), w))
n;(t) = (£,.(2), w;)
Tada je Galerkinov sustav ekvivalentan sa

d¢; n
— + A€+ b(Wk’Wz,Wj)fkfl =nj, j= 1,....m
at ;; 4.12)

£;(0) = f(,), j=1,..,m

Galerkinov sistem se transformirao u kvadratni sustav reda m X m obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi, konstantih koeficijenata. Za takav kvadratni sustav znamo da postoji jedins-
tveno rjeSenje. Cilj metode je imati dovoljno lijepe uvjete na funkcije sistema (4.11), kako
bi mogli pustiti m — oo. Kao rezultat dobivamo rjeSenje polaznog Navier Stokesovog
sustava.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu izveli smo Navier-Stokesove jednadZbe. Navier—Stokesove jed-
nadZbe opisuju gibanje inkompresibilnog, homogenog, Newtonovskog fluida. Unatoc€ ras-
prostranjenosti primjene, egzistencija i jedinstvenost rjeSenja i dalje nisu potpuno doka-
zani. U prvom poglavlju uveli smo funkcijske prostore kljune za teorijsko proucavanje
problema. To su prostori glatkih funkcija, Lebesgueovi i Soboljevi prostori. Drugo po-
glavlje posveceno je uvodenju rubnih i pocetnih uvjeta kako bi imali potpuno postavljen
problem. Zbog kompleksnosti Navier-Stokesovih jednadzbi nemamo globalnu egzisten-
ciju 1 jedinstvenost rjeSenja. Zato se treCe poglavlje bavi izvodenjem slabe formulacije
problema. I za kraj, zadnje poglavlje daje nam rezultate o egzistenciji i1 jedninstvenosti
slabog 1 jakog rjeSenja u dimenzijama 2 i 3.



Summary

In this diploma thesis we derived Navier-Stokes equations. Navier-Stokes equations des-
cribe the motion of an incompressible, homogeneous, Newtonian fluid. Despite the preva-
lence of application, the existence and uniqueness of the solution are still not fully proven.
In the first chapter we introduced functional spaces that are fundamental for the theore-
tical study of the problem. These are spaces of smooth functions, Lebesque spaces and
Sobolev spaces. The second chapter is focused to the introduction of boundary and initial
conditions in order to have a fully posed problem. Due to the complexity of Navier-Stokes
equations, we do not have the global existence and uniqueness of the solution. Therefore,
the third chapter deals with deriving a weak formulation of the problem. Finally, the last
chapter gives us results on the existence and uniqueness of a weak and strong solution in
dimensions 2 and 3.
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