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Uvod

Godine 1900. odrZan je Drugi medunarodni kongres na pariSkom sveuciliStu Sorbonne
u kojem je njemacki matematicar David Hilbert, profesor na SveuciliStu u Géttingenu,
iznio deset matematickih problema. Originalnoj listi dodao je jo§ nekoliko problema te
je dvije godine poslije iznio ukupno 23 problema koji su utjecali na daljnje razvijanje
mnogih grana matematike u 20. stoljecu. U ovom radu analizirat éemo postupan dolazak
do rjesenja desetog problema kroz potrebne alate iz teorije izracunljivosti, teorije brojeva
te matematicke logike s posebnim naglaskom na rad Yurija Matijasevica "Hilbertov deseti
problem" iz 1993. godine [11].

Hilbertov deseti problem glasi: "Za diofantsku jednadZzbu s proizvoljnim brojem ne-
poznanica i s cjelobrojnim koeficijentima pronadi proces na osnovu kojeg se u konacnom
broju koraka moze odrediti ima li zadana jednadZba cjelobrojno rjesenje" [6, str. 458].
Konacno je dokazan tek 70 godina poslije Matijasevicevim teoremom.

Hilbert ukazuje da se ponekad dogodi da problem rjeSavamo pod nedovoljnim pret-
postavkama ili da trazimo rjeSenje iz pogreSne perspektive, 1 iz tog razloga ne uspijemo.
Tada se namece pitanje mozZe li se pokazati da je problem nemoguce rijeSiti pod danim
okolnostima 1ili iz promatrane perspektive [6, str. 444]. Hilbertov deseti problem bio je
osmisliti algoritam takav da odredi ima li jednadZba cjelobrojno rjeSenje. Nije Kkoristio
izraz algoritam nego proces koji u kona¢nom broju operacija odlucuje rjesivost problema.
Koriste¢i izraz "osmisliti" Hilbertov problem pretpostavlja da takav algoritam postoji te
ga samo treba pronaci. Dokazano je da takav algoritam ne postoji, ali matematiarima u
tom razdoblju i dotadasnjim intuitivhim konceptom algoritma bio je onemogucen dolazak
do takvog zakljucka [20, str. 183]. Veza izmedu neformalnog pojma algoritma i precizne
definicije koje su uveli Alan Turing upotrebom matematickih strojeva i Alonzo Church
upotrebom A-racuna naziva se Church-Turingovom tezom te je omoguéeno ustanoviti al-
goritamsku nerjeSivost, odnosno nepostojanje algoritma s odredenim svojstvima.

Za neke probleme postoje algoritmi koji ih rjeSavaju, a za neke ne. Dokazivanje da za
neki problem ne postoji algoritam koji ga rjeSava korisno je jer daje naslutiti da je potrebno
pojednostavljenje ili izmjena pocetnoga problema. Sipser kaze da je joS$ jedan razlog za do-
kazivanje kulturoloski te doprinosi vaznoj perspektivi u raCunarstvu [20, str. 193]. Problem
odluke zahtijeva pronalazak jedinstvene metode koja ¢e dati odgovor na bilo koji zasebni



potproblem. Mnogi su teoretiCari brojeva pronasli rjeSenja za razne diofantske jednadzbe
ili ustanovili nerjeSivost, ali za mnoge klase jednadzbi ili Cak i jedinstvene jednadZbe po-
trebna je posebna metoda. U Desetom problemu eksplicitno se traZi univerzalna metoda
koja ¢e odluciti rjesivost diofantske jednadzbe [11, str. 2]. Da bi se ustanovila nerjeSivost
problema odluke potrebno ga je svesti na nerjeSiv problem koji je ve¢ dokazan. Dokazi-
vanje Hilbertovog desetog problema zapravo je uzastopno svodenje na sloZenije probleme
te je cilj do¢i do problema koji ¢e dati dokaz nerjeSivosti. Tek nakon S$to su se ustano-
vili opéeniti pojmovi izracunljivosti omogucéene su provjere svih metoda potrebne za takvo
svodenje problema.

Sam dokaz zajednicki je rad Julije Robinson, Hilary Putnam, Yurija Matijasevica te
Martina Davisa koji su kroz 21 godinu pokusali doci do rjeSenja, ali temelji se na radovima
1 ostalih matematicara koji su desetljeCima poslije Hilberta proSirivali teorije potrebne za
dokaz Problema. Emil Leon Post u svom govoru u Americkom matematickom drustvu
1944. propituje postojanje rekurzivnog prebrojivog skupa ¢ija je nerjesivost, odnosno Tu-
ringov stupanj, manja od problema zaustavljanja, a dao je 1 naslutiti da Hilbertov deseti
problem zahtijeva dokaz da je nerjeSiv [16, str. 289]. Martin Davis pokazuje da diofant-
ski skupovi nisu zatvoreni na komplement poput rekurzivno prebrojivih skupova te daje
slutnju da su te dvije klase jednake, Sto bi znacilo da Hilbertov deseti problem nije rjesiv
[4) str. 38]. Takoder je u svojoj doktorskoj disertaciji pokazao da se svaki rekurzivno pre-
brojiv skup moze zapisati u obliku koji danas nazivamo Davisova normalna forma. Davis,
Putnam i Robinson dokazuju da je rekurzivno prebrojiv skup ujedno i eksponencijalno di-
ofantski [J5, str. 425]. Preostalo je pokazati da je eksponencijalna funkcija diofantska, Sto
je upravo Yuri Matijasevi¢ 1970. uspio dokazati koristeci Fibonaccijeve brojeve.

Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 - Znans-
tveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri.



Poglavlje 1

Pojmovi iz teorije izracunljivosti

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s osnovnim pojmovima iz teorije izracunljivosti koji
su nam potrebni za razumijevanje samog Problema. Teorija izraCunljivosti grana je teorije
racunanja i matemati¢ke logike koja proucava probleme koji su racunski rjesivi koristeci
razli¢ite modele raCunanja te nastaje tek 1930-ih.

Problemi odluke opcenito se pojavljuju u matematickim pitanjima odlucivosti, odnosno
pitanjima postojanja uspjeSne metode za odredivanje pripadnosti nekom skupu. Problem
odluke sastoji se od individualnih problema koji svaki od njih daje odgovor "DA" ili "NE",
a svaki taj individualni problem nazivamo potproblem. Hilbertov deseti problem primjer je
problema odluke i Hilbert je u njemu zatraZio univerzalnu metodu za odlucivanje rjesSivosti
diofantskih jednadZzbi. Problemi odluke mogu se rijesiti izravno tako da se daje postupak
pronalaska odgovora na individualni potproblem ili neizravno tako da se problem svodi na
neki drugi za koji je ve¢ pokazana rjeSivost. Dokaz nerjeSivosti za problem odluke takoder
moze biti izravan ili neizravan. Neizravno se takoder svodi na neki drugi, ali se zahtijeva i
svodenje u obrnutom smjeru. Da bismo ustanovili nerjesivost problema odluke, potrebno
je svesti problem na neki drugi problem cija je nerjeSivost ve¢ pokazana. Cilj nam je
postupno svoditi sloZenije probleme na Hilbertov deseti problem. Taj niz svodenja vodi
nas problemu za koji moZzemo dati dokaz nerjeSivosti. Navest cemo osnovne definicije iz
teorije izracunljivosti koje su zapisane u [7, str. 3]:

Definicija 1.1. Za podskup S C N kaZemo da je rekurzivan ako postoji algoritam koji
prihvaca prirodan broj n i nakon konacno mnogo koraka staje i ispisuje istinitu vrijednost
tvrdnjen € S.

Definicija 1.2. Za podskup S C N kaZemo da je rekurzivno prebrojiv (poluodluciv) ako
postoji algoritam koji prihvaca prirodan broj n i ako staje nakon konacno koraka i potvr-
duje da je n € S. Algoritam ne treba jamciti da ce stati zan ¢ S, ali ne smije dati netocne
odgovore.
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Iz toga takoder moZemo zakljuciti da su svi rekurzivni skupovi ujedno i rekurzivno
prebrojivi, ali obrnuta implikacija ne vrijedi. Naime, rekurzivno prebrojivi skupovi ne
moraju stati ako ulaz nije u rjeSenju skupa S.

Da bismo definirali funkcije koje su izracunljive, dotaknut ¢emo se pojma RAM-stroja.
RAM-stroj model je racunanja €ija je memorija neogranicen niz registara takav da svaki
moZze sadrzavati cijeli broj. U ovom modelu dopustene su aritmeticke operacije za racuna-
nje adrese registra memorije [1]. RAM-stroj matematicki je stroj koji se sastoji od fiksnog
konac¢nog niza instrukcija, registara i programskog brojaca. SadrZzaj registara mijenja se
ovisno o instrukcijama, a programski se broja¢ povecava za 1 svakom sljede¢om instrukci-
jom, osim ako sama instrukcija ne zahtijeva promjenu. Za funkciju ¢emo reci da je racuna
neki RAM-stroj ako za svaki (xi, ..., x,) iz domene funkcije, stroj zapocCinje tako da je u
nultom registru zapisana 0, a u ostalim redom vrijednosti xi, ..., X,, a zavrSava tako da je u
nultom registru zapisana vrijednost f(xi, ..., x,).

Definicija 1.3. Funkcija je izracunljiva ako postoji RAM-algoritam koji je racuna.

Definicija 1.4. Za relaciju kaZemo da je rekurzivno prebrojiva ako postoji izracunljiva
funkcija cija je domena jednaka toj relaciji.

U ovom dijelu promatrat ¢emo klasu funkcija koje su izracunljive, odnosno opisat ¢emo
nekoliko osnovnih funkcija koje su intuitivno izraCunljive te neke operacije koje Cuvaju
izracunljivost. Osnovne primitivno rekurzivne funkcije su nulfunkcija C, sljedbenik S te
funkcije projekcije P; definirane redom u [14, str. 82]:

Co(x) =0,
Sx)=x+1,
Pi(xy,...,x,) = x;, zasvakii € {1, ...,n}.
Preostale primitivno rekurzivne funkcije mogu se dobiti uzastopnom primjenom ope-

racija kompozicije ili primitivne rekurzije. Kompozicija funkcije f(zy,...,t,) s funkcijama
g1(X1, eees Xn)y ooy 8m(X1, ..., X)) dana je funkcijom

h(X1, ceey xn) = f(gl(xl’ 29 xn)’ ceey gm(xl’ ceey xn))-

S druge strane, za dane funkcije f(xy,..., x,) 1 g(t1, ..., t,32) primitivna rekurzija daje funk-
ciju h(xy, ..., X,, ) koja zadovoljava:

h(x1, ... X4, 0) = f(x1, ..., X)),
h(xp, .o X0,y + 1) = g(x1, ooy X, £, H(X, ooy X, Y)).
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Primjer 1.5. Pokazat éemo da je zbrajanje primitivno rekurzivna funkcija [23| str. 4].
Trebamo konstruirati funkciju f(x,y) = x + y pravilima koje smo opisali. Neka je

f(x,0) = Pi(x,0) = x.
Sada moZemo iskoristiti primitivnu rekurziju da bismo izracunali f(x,y + 1):

fey+ 1) =g(xy, f(x,y) = S(f(x, y)).

Moguce je pokazati da su sve primitivno rekurzivne funkcije izracunljive, ali obrat ne
vrijedi. Protuprimjer je dao Hilbertov u¢enik Wilhelm Ackermann 1928. godine te glasi

n+1, m=20
Ack(m,n) =< Ack(m—1,1), m>0in=0 .
Ack(m — 1,Ack(m,n—1)), m>0in>0

Iako ova funkcija brzo raste, ona je izraCunljiva, ali zbog prebrzog rasta ipak nije primi-
tivno rekurzivna [[14, p. 86]. Uvodenjem nove operacije koju je formalizirao Stephen Cole
Kleene te uz operacije kompozicije i primitivne rekurzije dobijemo rekurzivne funkcije [9,
str. 279]. Za funkciju f(z, x1, ..., x,) minimizacija daje parcijalnu funkciju

h(xy, ..., x,) = min{f(z, x1, ..., x,) = O}.
Z

Ako ne postoji takav z, tada s nije definirana. Time dolazimo do izjednacavanja izracun-
ljivih funkcija s rekurzivnima te za Ackermannovu funkciju koja je izracunljiva, moZemo
reci da je i rekurzivna.



Poglavlje 2

Diofantske jednadzbe

Nakon uvoda u teoriju izracunljivosti te opisa problema odluke, u ovom poglavlju definirat
¢emo diofantske jednadZbe te prosiriti teoriju potrebnu za dokaz Problema.

Diofantske jednadzbe algebarske su jednadzbe s viSe nepoznanica Ciji su koeficijenti
cjelobrojni, a rjeSenja su u skupu Z ili Q te su jedno od glavnih podru¢ja zanimanja te-
orije brojeva. Posebnu vaznost dajemo Fermatu koji je oko 1637. zakljucio da diofantska
jednadzba x" + y" = 7" za n > 3 nema netrivijalnih rjeSenja, odnosno rjesenja za koje ne
vrijedi xyz = 0. S druge strane, za n = 2 rjeSenja iste jednadzbe ima beskonacno mnogo
te ih zovemo Pitagorinim trojkama. Taj zaklju€ak nazivamo Velikim Fermatovim teore-
mom, a dokazao ga je Andrew Wiles tek 1994. godine u [22]. JednadZbe su dobile ime po
Diofantu iz Aleksandrije koji je prvi prihvatio razlomke kao brojeve te je tim dopustio da
pozitivni racionalni brojevi budu koeficijenti i rjeSenja jednadzbi (3, str. 257].

Definicija 2.1. Diofantska jednadzba je jednadZba oblika D(x, ..., x,,) = 0 gdje D pred-
stavlja polinom s cjelobrojnim koeficijentima.

Primjer 2.2. Prikazat cemo jednostavan primjer diofantske jednadZbe
2x+3y—-7=0.

Vidimo da je jedno od rjeSenja jednadibe sigurno x = 2 iy = 1, ali buduci da traZimo
rjeSenja koja su cjelobrojna moZemo ih pronaci beskonacno mnogo. RjeSenja moZemo
zapisati kao

x =2+ 3,
y=1-2t,

gdje je t € Z.
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2.1 Sustavi Diofantskih jednadzbi

Pozitivno rjeSenje Hilbertova desetog problema, odnosno da za bilo koju diofantsku jed-
nadzbu moZemo odrediti da ima cjelobrojno rjesenje, povlacilo bi da to mozemo odrediti i
za sustav diofantskih jednadzbi. PrikaZimo primjer sustava diofantskih jednadzbi:

Primjer 2.3. Promotrimo sljedeci sustav diofantskih jednadZbi:

6w+2x2—y3:0,
5xy—z2+6:O,
w—w+2x—y+z-1=0.

Zelimo provjeriti ima li ovaj sustav cjelobrojna rjeSenja. Iz prve jednadibe moZemo
vidjeti da je y paran broj, a iz druge da je 7 takoder paran broj. Buduci da znamo da je
w? —w = w(w — 1) paran za bilo koji w € Z, treéa jednadzba daje kontradikciju pa moZemo
reci da taj diofantski sustav nema rjeSenje.

Propozicija 2.4. Sustav koji se sastoji od k jednadZbi

Dl(Xl, veey .Xm) = O,

Dk(xl, . xm) = O,

ima rjesSenje kao niz cijelih brojeva x, ..., x,, ako i samo ako i diofantska jednadzba
Di(X1, ooy Xpp) + -+ + Di(X1, o0y X)) = 0 (2.1)

ima rjeSenje. Stovise, skup riesenja isti je kod sustava te diofantske jednadzbe.

Zbog toga za sustave diofantskih jednadzbi broj jednadzbi nije bitno svojstvo kao u
slucaju linearnih algebarskih ili diferencijalnih jednadzbi. Dalje ¢emo iskoristiti transfor-
maciju u obrnutom smjeru, odnosno transformaciju jednadzbe

D(xy, ..., xy) =0 (2.2)
u sustav diofantskih jednadzbi

Dl(xb-'-’xmayl’-'-’yn) = 05 (2'3)



POGLAVLIJE 2. DIOFANTSKE JEDNADZBE 8

Dk(‘xl’ e xm’ yl’ e yn) = O’

koje opcenito imaju dodatne nepoznanice yi,...,y,. Ako svedemo sustav jednadzbi
(2.3) na jednu jednadzbu (2.2) na nacin koji smo opisali u (2.T)), ne bismo dobili pocetnu
jednadzbu. Zanima nas zapravo da sustav ima rjeSenje ako i samo ako pocetna jednadZzba

ima. Ne zahtijevamo da se svako rjeSenje jednadZbe mozZe prosiriti do rjeSenja sustava kao
ni obrnuto.

Primjer 2.5. Transformirat ¢emo diofantsku jednadZbu u ekvivalentni sustav jednadzbi
oblika @ = B+ v i a = By i zatim saZeti u jednu jednadZbu. Neka je pocetna diofantska
JjednadZba:

3xy +2x*z — Syz+2y = 0.

Uvest cemo nove nepoznanice i dobiti novi sustav:

p1=3x, P2 = Pp1ys

q = 2x, 9 = q1x,

q3 = q2%, q4 = 43X,

qs = 443, ry =35y,

ry =1z, s1 =2y,
I = p2tqsats,
t = 1.

Sada iz sustava moZemo dobiti jednadZbu koja je opisana u (2.1)):

(P1 =30 + (P2 = py)* + (g1 =207 + (g2 = 1) + (g3 = @2x)*+
(qs — q3%)° + (g5 — qa2)” + (r1 = 590" + (ra — r12)*+
(51 =2y +(t1 = pr—qa — 1)* + (11 — 2)* = 0.
Ocito pocetna jednadzba ima rjesenje ako ga i dobivena jednadzba ima, ali posljednja

Jje jednadZba stupnja 4.

Istim postupkom moZemo bilo koju diofantsku jednadzbu, uvodeci nove nepoznanice,
svesti na diofantsku jednadzbu koja je najviSe stupnja 4 te ée ona imati rjeSenja ako i samo
ako pocetna jednadZba ima rjeSenja.

Propozicija 2.6. Za pozitivan odgovor na Hilbertov deseti problem dovoljno je pronaci
metodu za odlucivanje je li diofantska jednadZba stupnja 4 ima rjesenje.
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2.2 Familije diofantskih jednadzbi

Definicija 2.7. KaZemo da je relacija oblika
D(ay,...,a,, x1,....,%,) =0

Sfamilija diofantskih jednadZbi gdje je D polinom s cjelobrojnim koeficijentima i varija-
blama a,, ..., a,, X1, ..., X,, podijeljenim u parametre ay, ..., a, i nepoznanice Xxi, ..., X,.

Fiksiranjem vrijednosti parametara dobivamo diofantske jednadZbe koje Cine familiju.
Familija diofantskih jednadZbi nije beskonacan sustav jednadzbi jer nepoznanice ne trebaju
zadovoljiti sve jednadZbe istovremeno kao Sto bi bio slu¢aj kod sustava jednadzbi. Familije
diofantskih jednadzbi takoder se nazivaju i parametarskim jednadZbama. Za parametarske
diofantske jednadzbe razlikujemo stupanj jednadzbe s obzirom na broj njenih nepoznanica
od stupnja jednadZbe s obzirom na sve njene varijable. Za razliCite vrijednosti parametara
mogu se dobiti jednadzbe koje imaju rjeSenje kao i jednadzbe koje nemaju.

Definicija 2.8. Parametarska diofantska jednadzba definira skup I koji se sastoji od n-
torki vrijednosti parametara a,, ..., a, za koje postoje vrijednosti nepoznanica xi, ..., X, koje
zadovoljavaju gornju relaciju:

(ai,...,a,) € M < Axy, ..., x,[D(ay, ...,a,, X1, ..., X)) = 0].

Dimenzija skupa i je n, a gornja ekvivalencija zove se diofantska reprezentacija skupa
9t. Skupovi koji imaju diofantsku reprezentaciju takoder se nazivaju diofantskima. OCcito
svaki diofantski skup ima beskona¢no mnogo diofantskih reprezentacija.

Primjer 2.9. Uzmimo diofantsku jednadzbu s parametrom
¥ —dy+17°=1

gdje su x i y nepoznanice te d € Ny parametar. Takva jednadzba ima rjesenje za x i y tocno
kada je d = 0 ili d nije potpuni kvadrat. Takva jednadZba daje diofansku definiciju skupa

{0,2,3,5,6,7,8,10,...}.
Ustanovimo nekoliko najjednostavnijih svojstava diofantskog skupa.

Propozicija 2.10. Unija dvaju diofantskih skupova iste dimenzije je takoder diofantska.

Dokaz: Neka su
Di(ay, ...,an, X1, ...Xp,) =0
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Dy(ay, ..., Qn, X1, ey Xpyy) = 0
diofantske reprezentacije dvaju skupova, tada je jednadzba
Di(ay, ..., an, X1, ooy X)) - Do(ay, ... ap, X1, oy X)) = 0
diofantska reprezentacija njihove unije. O
Propozicija 2.11. Presjek dvaju skupova iste dimenzije takoder je diofantski.

Presjek je definiran jednadzbom:
2 2
Di(ay, ..., an, X1, ..., Xp,) + D3(ay, ..., Ay, X1, ..., Xpy) = 0.

Propozicija 2.12. Komplement diofantskog skupa n-torki prirodnih brojeva ne mora nuzno
biti diofantski.

Dokaz nije trivijalan te ¢emo ga dokazati poslije.

Propozicija 2.13. Skup prirodnih brojeva je diofantski ako i samo ako je to skup nenega-
tivnih rjesenja polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Da bismo pojednostavnili koriStenje diofantskih skupova i termina, definirat ¢emo svoj-
stva, relacije i funkcije vezane za diofantske skupove.

Definicija 2.14. KaZemo da je svojstvo P prirodnih brojeva diofantsko svojstvo ako je skup
brojeva s tim svojstvom diofantski. Ekvivalencija oblika

Pla) & dxy,...,x,[D(a, x1, ..., x,) = 0]

zove se diofantska reprezentacija svojstva P.

Pogledajmo primjer svojstva parnosti broja za koje moZemo napisati diofantsku repre-
zentaciju kao
Paran(a) < dx[2x = q].

Definicija 2.15. Relacija R izmedu n prirodnih brojeva zove se diofantska relacija ako je
skup svih n-torki za koje relacija vrijedi diofantski. Ekvivalentnost oblika

R(ay,...,a,) = Axi..x,[D(ay,....,a,,dy, ..., x,) = 0]

zove se diofantska reprezentacija relacije R.
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MoZemo pokazati da je relacija djeljivosti takoder diofantska:
a|b < dx[ax = b].

Definicija 2.16. Za funkciju kaZemo da je diofantska ako je njen graf diofantski skup.
Diofantska reprezentacija funkcije F je ekvivalencija oblika

a=Fb,,..,b,) < dx;..x,[D(a,by,..b,xi,..,x,) =0]
gdje je D polinom s cjelobrojnim koeficijentima.
Sada moZemo definirati funkciju koja daje ostatak:
a=rem(b,c) = a<cAc|b-a,
ali je potrebno joS i napisati diofantsku reprezentaciju relacije <:
a< b dx[a+ x =D].

Pokazat ¢emo joS da je funkcija arem(b, c) ¢ija je vrijednost najmanja apsolutna vrijed-
nost kongruentna b modulo c. Ta funkcije ¢e biti od vaZnosti u sljedeem poglavlju te ju
moZemo prikazati kao

a=aremb,c) = 2a<cA[c|(b-a)Vc|(d+a)l

2.3 Prirodni brojevi kao rjeSenja diofantskih jednadzbi

Ako dopustimo da su rjeSenja diofantskih jednadZzbi cijeli brojevi, moZemo vidjeti da pos-
toje diofantske jednadZbe Cija su rjeSenja iskljucivo negativni brojevi. Restrikcijom rje-
Senja samo na prirodne brojeve za te iste jednadZbe ispostavlja se da nemaju rjeSenja Sto
¢ini dva razli¢ita problema odluke ovisno o rjeSenjima koje trazimo. Pokazat ¢emo da se
problem odluke egzistencije nenegativnih rjeSenja svodi na problem odluke egzistencije
cjelobrojnih rjeSenja. Dalje, ustanovit ¢emo nerjeSivost analognog Hilbertovog desetog
problema s prirodnim brojevima koji ukljucuju 0, ali prije toga ¢emo ustinu pokazati da se
ne moze dogoditi da ako je analogni problem rjeSiv, a originalni nerjeSiv. Neka je

D(X], ...,Xm) = O

proizvoljna diofantska jednadzba te trazimo rjeSenja u u cijelim brojevima y1, ..., ¥,,. Pro-
vjerimo sada jednadzbu

D(x1 = y1y ey Xp — Vi) = O.
Ocito svako rjeSenje jednadzbe generira rjeSenje y; = x; —y; zai = 1,...,m. S druge se
strane mogu za svako rjesenje prve jednadzbe naéi prirodni brojevi xi, ..., X, V1, ..., Y KOji
daju rjeSenje druge jednadzbe.
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Funkcija potenciranja

U ovom poglavlju cilj nam je pokazati da je funkcija potenciranja diofantska. IstraZivanje
klase diofantskih skupova bilo je povezano s pretpostavkom Alfreda Tarskog da skup svih
potencija broja 2 nije diofantski [[12} str. 4]. U svom radu [[18] Julia Robinson u nemo-
guénosti dokazivanja pretpostavke Tarskog, uspjela je dati dovoljne uvjete za postojanje
diofantske reprezentacije za potenciranje. Da bismo konstruirali takav A dovoljno je imati
jednadzbu

B(a,b,x,...,x,)=0

s relacijom J(a, b) koja ima svojstva:
e zasvakiaib,iz J(a,b) slijedi da je a < b?;
e za svaki k postoje a i b takvi da je J(a,b) i a > b*.

Julia Robinson nazvala je relaciju J s ovim svojstvima relacijom eksponencijalnog rasta.
Robinson 1969. daje novu ideju povezanu s posebnim oblikom Pellove jednadzbe

¥ = (@ -1y =1

RjeSenja (xo, o), (x1, 1), ... ove jednadzbe zapisani redom od najmanjeg zadovoljavaju re-
kurzivne relacije [12, str. 4]:
Xn+1 = 20X, — Xp1,

Yn+1 = 2ayn - VYn-1-

12
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MoZemo vidjeti da je za bilo koji m niz xy, x1, ..., Yo, Y1, ... periodi¢an modulo m pa su onda
1 njihove linearne kombinacije. Provjerit ¢emo indukcijom po a da vrijedi sustav:

yvo=0 (moda-1),
yvi=1 (moda-1),
y2=2 (moda-1),

Neka je a = 3 baza indukcije. Tada je y,+; = 6y, — y,—1. Provjerimo vrijednosti:

Yo =0,

yi=1,
Y2=6y1—y0=6-1-0=06,
y3=6y, =y =6-6-1=35,
y4 =6y —y, =6-35-6 =204,

Vidimo da za sve k € N vrijedi

ya =0 (mod 2),
yusr =1 (mod 2).

Pretpostavimo da za neki a vrijedi pocetni sustav i promotrimo slucaj b = a + 1. Vrijedi:

Yn+1 = 2byn — Vn-1,
Yn+1 = 2byn — Yn-1 (mOd b - 1)a

Ynet = 2(a+ Dy, —yp-1  (mod a),
Y+l = 2ay, + 2y, —y,-1  (mod a),

Yn+1 = 2Vp = Yo1 (mod a),
Pokazat ¢emo da za niz y,.; = 2y, — y,—1 kojem su pocetni uvjeti yp = 01y; = 1 vrijedi
Yne1 =R+ 1.
Karakteristi¢na jednadzba za rekurziju y,;; — 2y, + y.—1 = 0 je

X =2x+1=0
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koja ima dvostruko rjeSenje x;, = 1. Sada je opCe rjeSenje rekurzije
V1 =A- 1" 4 B (n+1)- 1",
UvrStavanjem pocetnih vrijednosti dobijemo dasu A = 01 B = 1 pa slijedi
Yne1 =0+ 1.
Povratkom u korak indukcije moZemo napraviti pokazanu zamjenu.

Yn+1 = 2yn — Yn-1 (mOd Cl),
Vor1 =n+1  (mod a),
Vorr=n+1 (mod b—1).

Zadnjom kongruencijom pokazali smo da pocetni sustav vrijedi za svaki a. MoZe se tako-
der pokazati i da vrijedi [19, str. 536]:

Xo—(@a—=2)y = 2% (mod 4a - 5),
x1—(a—-2)y; =2' (mod 4a -9),
X2 —(a—2)y, =2> (mod 4a - 5),

Glavna ideja Julije Robinson bila je uskladiti dva niza uvjetom G(a) koji bi zahtijevao
da duljina perioda prvog niza bude viSekratnik duljine perioda drugog niza. Kad bi takav
uvjet bio diofantski i vrijedio za beskona¢no mnogo vrijednosti a, tada bi se moglo pokazati
i da je relacija a = 2¢ diofantska. Robinson nije mogla pronaci takav uvjet G, ali je takvo
uskladivanje usmjerilo Yurija Matijasevica na sli¢nu ideju te ju je pokuSao implementirati
malo drugaciji slucaj [[12} str. 6]. Promatrao je jednadzbu

¥ —xy—y ==l
koja ima ulogu sli¢nu gornjoj Pellovoj jednadzbi, ali su rjeSenja samo Fibonaccijevi bro-
jevi. Niz
0,1,3,8,12,...

Fibonaccijevih brojeva s parnim indeksima zadovoljava rekurzivnu relaciju

¢n+1 = 3¢n - ¢n—1-
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n
Takav niz raste kao [%] te se moZze iskoristiti za konstrukciju relacije eksponencijalnog

rasta. Zaa = ¢2k + ¢2k+2 Vrijedi
Yo=0 (moda-3),
yi=1 (mod a-3),
v, =3 (mod a - 3),

Vi = ¢y (mod a - 3),
Vis1 = —¢y  (mod a - 3),

Y2-1 = -3 (mod a - 3),
vy =-1 (moda-3)
te sada imamo diofantski uvjet H(a) koji kaze da je duljina perioda drugog niza vise-

kratnik duljine prvog niza. Konstrukcija uvjeta H Cinila se jednostavnijom od konstrukcije
uvjeta G. U tu svrhu Matijasevic je iskoristio lemu koja tvrdi

O | = b | m.

Diofantska definicija relacije eksponencijalnog rasta u imala je 14 nepoznanica, ali je Ma-
tijasevi€ kasnije uspio smanjiti broj nepoznanica na 5 [12, str. 9].

Dokazat ¢emo opcCenitiji oblik spomenute leme. Pod a;, podrazumijevamo rekurzivni
niz drugog reda oblika

ap(0) = 0,
ap(l) =1,
apy(n+2) =ba,(n+1)—a,n).

Taj niz pomocéu matrice moZemo zapisati u obliku relacije prvog reda

a,(n+1) —ay(n) )
ap(n)  —ap(n—-1))°

Ap(n) = (

gdje je ap(—1) = —1. Takoder je i

45(0) = ((1) ‘1)) Apn+ 1) = Ay(n) (If ‘01).

Ay(n) = (11’ ‘01)

te je determinanta za A,(n) jednaka 1 za svaki n € N.

Iz Cega slijedi zapravo da je
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Lema 3.1. ozi(k) | ap(m) = a,(k) | m.
Dokaz. Neka su b, k i m takvi da zadovoljavaju
(k) | ap(m)

tenekajezak>n >0
m=n+kl.

Imamo

apm+1)  —apm) | _ (b -1\ (b -1\
(ah(m) —a;,(m—l))_Ab(m)_(l o) ‘(1 0)
n ki
:(’i ‘01) (’f _01) = A, (n)Aj (k)

_ (ab(n 1) —ayn) )(a/b(k +1) o
ap(n)  —ap(n—1) 0 —apk—1))
Relacija kongruencije modulo a,(k) posebno iz jednakosti daje
ay(m) = ap(ma(k+ 1) (mod ay(k),
pa uz pocetni uvjet a; (k) | a,(m) dobijemo
ap(k) | ay(n) (3.1)

jer su a,(k) 1 a(k + 1) relativno prosti.
Slijedi da je a,(n) < a,(k) jer je m = n + kl i jer je niz a, rastuéi pa je (3.1) moguce
samo ako je n = 0, odnosno m = kl. Dalje slijedi da je

Ay(m) = AL (k)
:Gwm—%w—n —%@>y

(k) —ap(k—1)
[(bas®) —ap®)) (apk—1) 0 !
|\ k) 0o | 0 apk = 1)

!
ARE : b -1
_ 1\ i I—i _
- ;( 1) (i)ab(k)ab (k 1)(1 0 )
Relacijom kongruencije modulo «;(k) na jednakost dobijemo

ap(m) = (=1)a,(k)al (k= 1)  (mod ar(k))
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pa slijedi da
ap(k) | lay ' (k = 1),

a jer su a,(k) i a,(k — 1) relativno prosti slijedi da je

ap(k) | L.
]
Propozicija 3.2. Skup { (a,b) | b > 2 A dnla = a,(n)] } je diofantski.
Dokaz. Ako pogledamo pocetnu matricu A,(n) vidimo da je njena determinanta
a;(n+1) - bay(n+ 1)+ a;(n) = 1.
Sada moZemo uzeti jednadZzbu
X —bxy+y* =1

i vidimo da je za neki m ili

x=aqy(m+1), y = a,(m) (3.2)
ili

x = a,(m), y=ay(m+1). (3.3)

Jer je @, rastuéa, uzimamo u obzir i nejednakost y < x, slijedi da je postoji neki m tako
da vrijedi (3.2), $to se moZe pokazati indukcijom i time { (a,b) | b > 2 & dnla = a,(n)]}
mozemo definirati formulom

b>2 & Ax[x* —abx+a* =1].
O

Propozicija 3.3. Sljedeci sustav diofantskih uvjeta rjesiv je ako i samo ako (a, b, c) pripada
skupu { (a,b,c) | b>4 & a=ayc)}:
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b >4,

w —but+1 =1,
s*—bsr+1r* =1,
r<s,

| s,
v=>bs-12r,
viw-=b>b,
ulw-—2,

w > 2,

X —wxy+y* =1,
2a < u,

a = arem(x, V),

c = arem(x, u).

Dokaz.

= Prvo ¢emo pokazati da ako su uvjeti zadovoljeni da slijedi a = a@;(c). Ve¢ smo pokazali
daiz

b >4,
w —bur+ 1> =1,

za neki k vrijedi

u = a,k).
Isto tako iz
b >4,
s>—bsr+r’=1,
r<s,
slijedi da je
s = ap(m),

r=aym-1).
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Dalje, koriste¢i lemu 3.1 uvjeti

u’ | s,

u = ap(k),
povlace u | m. Jer je a,(n + 2) = ba,(n + 1) — ap(n) iz uvjeta v = bs — 2r slijedi da je
v=aq,m+1)—a,m-1).
Jerjew > 21ix* —wxy +y* = 1 slijedi da je za neke n
x = a,(n).
lzuvjetau |w—-biu|lw-21iz
@, (n) = ap,(n)  (mod g)
slijede

x = ap(n) (modv),

x=n (mod u).

Neka je n = 2Im + j takav da je j < m, tada imamo

A()_b_1n_b_121mij_b_121mb_1ij
=11 o) Tl o {1 o 1 0

= (A m) T IAG)T,
_fap(m+ 1) —a,(m)
‘MW‘(%W)—WW—J

) (mod v)

_ [~ap(m—1)  ap(m)
- —-ap(m)  ay(m+1)

= ~[Aym)]",

[mmwstffw (mod v)

Ap(n) = £[Ay(HIF (mod v)

19
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Relacija kongruencije daje
x = ap(n) = zap(j) (mod v).
Jer je o, rastuéa i j < m takoder vrijedi
2a,(j) < 2ap(m) < (b - 2)ap(m) < bay(m) — 2a,(m —1) = v,

te stoga
a = arem(x,v) = arem(ap(n),v) = ap(j).

Jerje 2a < uin < a,(n) slijedi i
2] <2a,(j) =2a < u.
Na kraju, zbog u | m, x = a;,(n) (mod v), u = 2lm + ji2j < u slijedi da je
c = arem(x,u) = arem(n,u) = j,

Sto s a = ap(j) daju Zeljenu jednakost a = a,(c).

< Pokazat ¢emo da ako a, b i ¢ zadovoljavaju b > 4 i a = a,(c), onda postoje s, r, u, t, v
1 w takvi da zadovoljavaju uvjete iz propozicije. Odaberimo u takav da vrijedi u = a,(k)
gdje za a 1 k vrijedi nejednakost 2a < u, a u je neparan. @, raste monotono i barem je jedan
od dva uzastopna elementa niza neparan. Neka je

t=auk+1),
tada uvr§tavanjem u a;(n + 1) — ba,(n + Day(n) + a;(n) = 1 slijedi
w —but +1* = 1.
Neka su

s = ap(m),

r=ay(m-1),

m = uk.

Time su zadovoljeni uvjeti s> —bsr +r> = 1ir < s.

Jer je
s = ap(uk) = (=1 uay(k)ay(k)ay ™ (k- 1)  (mod u?),

tada je i uvjet #? | s ispunjen. Vidimo da v zadovoljava v = bs — 2r jer je

bs — 2r > 4a,(m) — 2a,(m — 1) > 2a,(m).
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Trebamo pokazati da su u i v relativno prosti. Akojed | uid | v, tada zbog u?|s vrijedi
d| sizbogv = bs—2rvrijedi d | 2r. Zbog odabira u, d je neparan pa vrijedi d | r i zbog
s> — bsr +r* = 1 vrijedi d | I. Primjenom Kineskog teorema o ostacima moZemo pronaci
w koji zadovoljava

v|iw-=>b,
ulw-2,
w > 2.

Neka su

x = ay(o),

y=a,(c+1),
tada i uvjet x> — wxy + y> = 1 vrijedi. Zbog a = a,(c) i v | w — b slijedi da je
x=a,(c) = ap(c) =a (mod v).
MozZemo proSiriti nejednakost
v=>bs—2r>2a,(c)=a
pa vidimo da je v > 2a i s tim je ispunjen i uvjet a = arem(x,v). 1z x = a,,(c) slijedi
x=c (modw-—2)

Sto zajedno s u | w — 2 daje
x=c¢ (mod u).

Imamo
2¢ < 2a(c) = 2a < u,

Sto nam povladi i uvjet ¢ = arem(x,u). Svi uvjeti su diofantski pa je zato takoder i skup
{(a,b,0) | b>4 & a= a,(c)} diofantski. O

3.1 Funkcija potenciranja je diofantska
Preostaje nam pokazati da je funkcija potenciranja uistinu diofantska. Indukcijom se moze

pokazati da je
b-1D"<apn+1)<b".
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Uvodimo novu varijablu x s velikom vrijednosti. Poslije ¢emo utvrditi da je

5 = lim Wprra(c + 1)
o e+ 1)

Ova relacija vrijedi za sve vrijednosti b i ¢, ali jezik diofantskih jednadZbi za sad ne sadrzi

operaciju lim. U ovom slucaju zamijenit éemo ga operacijom div. Gornja nejednakost

povlaci ‘
Oprra(c + 1) S (bx + 3)° S

bC
alc+1) — x¢ N

za veliki x pa je onda
b = appa(c+ 1) div a,(c + 1).

Trebamo odrediti kad je x dovoljno velik pa pretpostavimo lijevu stranu gornje nejed-
nadzbe. Razvojit éemo na slucaj akoje b = 0ib > 0. ZasluCajdasuib =0ic =0
vrijedi
peia(c+1) 1
ac+1) 7
azab=0,c>01x>4
Aprpa(c + 1) 4¢

< <1,
a,(c+1) (x=1)

zab=01x> 16¢

s+ 1) _ (bx+dy A+ b¢
ac+ D) T (=D T (A= T (1=l =Y

b oo 16
<< <kl +—).
(1 _ ;)20 1 - % X

X

Tada b¢ = @y, 4(c + 1) div a,(c + 1) vrijedi za sve x
x> 16(c+ )b+ 1)

pa moZemo uzeti da je
x =16(c + Dapa(c + 1).

Da bismo dobili diofantsku reprezentaciju za a = b°, trebamo zamijeniti @, iz b =
Apysa(c + 1) diva,(c + 1) 1 x = 16(c + 1)apia(c + 1), a to moZemo posti¢i zamjenom
uvjetima iz propozicije 3.3.
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Kodiranje konacnih nizova

Radovi s ciljem dokazivanja nerjeSivosti Hilbertovog desetog problema poceli su se po-
javljivati 1950-ih. Tada ve¢ nije bilo prepreka u dokazivanju da su svi diofantski skupovi
takoder i poluodlucivi, odnosno rekurzivno prebrojivi. Odvaznu obrnutu implikaciju dao je
Martin Davis u [4] pokazujuéi da su svi rekurzivno prebrojivi skupovi ujedno i diofantski.
Pokazao je da se za poluodluciv skup prirodnih brojeva moze dati reprezentacija

a € M < AzVy < zAxy, ..., xu[D(a, x1, ..., Xy v, 2) = 0].

Dana reprezentacija naziva se Davisova normalna forma te dopusta prikaz rekurzivno pre-
brojivog skupa aritmetickom formulom koja sadrzi viSe univerzalnih kvantifikatora. Ako
su svi kvantifikatori ograniceni, odnosno imaju restrikciju nad varijablama, tada aritme-
ticka formula definira rekurzivno prebrojiv skup i moze se iskoristiti za njegovu definiciju
[15, str. 39]. Martin Davis i Hilary Putnam uspjeli su eliminirati univerzalni kvantifika-
tor iz Davisove normalne forme te su time provjeravali klasu eksponencijalnih diofantskih
funkcija, ali je dokaz imao uvjet koji tada nisu uspjeli dokazati: Za svaki k postoji aritme-
ticki red duljine k koji se sastoji od razlicitih prostih brojeva. Upotrebu dugih aritmetickih
redova koji se sastoje od prostih brojeva pripisujemo primjeni Gddelovog kodiranja pro-
izvoljno dugih nizova prirodnih brojeva. Julia Robinson uspjela je zamijeniti takve redove
aritmetickim redovima koji se sastoje od relativno prostih brojeva ciji su prosti faktori pro-
izvoljno veliki [[15} str. 42]. Hilary Putnam predloZio je upotrebu Godelovog kodiranja da
bi omogucili uklanjanje ograni¢enog univerzalnog kvantifikatora [15} str. 97]. U ovom po-
glavlju obradit ¢emo nekoliko vrsta kodiranja koje su koriStene za dokazivanje Problema,
ali prvo ¢emo definirati $to je kodiranje.

Definicija 4.1. Neka je K neki skup. Kodiranje skupa ‘K je izracunljiva totalna injekcija
NK : K — N kojoj je slika Twy rekurzivna, a parcijalni inverz NK™! : N — K s
domenom Dygc-1 = Iy je takoder izracunljiva funkcija.

23
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4.1 Cantorovo kodiranje

Georg Cantor utemeljio je teoriju skupova uvodenjem koncepta beskonacnih brojeva i raz-
like medu njima [21]. Dijagonalizacijom je pokazao korespondenciju izmedu skupova N x
N1 N tako §to je grupirao parove prirodnih brojeva: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (0,2), (1, 1), (0, 2), ...
te vidio da postoji injektivna funkcija sa skupa N X N u N [14} str. 7]. Prikazat ¢emo funk-
ciju koju nazivamo Cantorovim kodiranjem.

Definicija 4.2. Za parove prirodnih brojeva (a, b) € N XN definiramo Cantorovo kodiranje
kao injektivnu funkciju Cantor : N XN — N g

(@a+b)Y?+3a+b

Cantor(a, b) = 5

Tako moZemo dobiti diofantske funkcije Elema(c) 1 Elemb(c) koji za redni broj para u
nizu daju prvi i drugi element.

a = Elema(c) & Jy[(a + y)2 +3a+y = 2c],

b = Elemb(c) & Iy[(x+b)* +3x+ b = 2c].

Budu¢i da se radi o kodiranju, a i b moraju biti jedinstveni i treba biti omogucen njihov
izraCun. Formule za njihovo racunanje su

v8Cantor(a,b) + 1 -1
w =

5 ,
B w?+2
=—

a = Cantor(a,b) — ¢,

b=w-a.

Primjer 4.3. Kodirajmo par (18,41). Uvrstavanjem u formulu za Cantorovo kodiranje do-
bijemo da je Cantor(18,41) = 1788. Sada cemo pokusati iz 1788 dobiti pocetne vrijednosti
a i b. Uvrstavanjem u formule dobijemo

[\/8~1788+1—1
w =

=59,
-

2
z:597+59:177o,

a=1788 -1770 = 18,
b=59-18 =41.
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Numeriranje parova moZe se generalizirati na numeriranje trojki, Cetvorki i tako dalje.
Na primjer mozZe se definirati

Cantor;(a;) = ay,

Cantor,,,(ay, ..., a,+1) = Cantor,(ay, ..., a,-1, Cantor(a,, a,.+1)).

Time definiramo Cantorov broj kao Cantor,(ay, ..., a,) za neku n-torku (ay, ...,a,). Ana-
logno imamo i diofantsku funkciju Elem,,,(c) koja izluCuje m-ti element n-torke s Canto-
rovim brojem c:

a = Elem, ,(c) &

on o
X1, ooy X1y X1 ooes X[ 27 CANLOT, (X1, ey Xipe15 Ay X 15 o5 Xn) = 27 C].

4.2 Godelovo kodiranje

Hilbert je jo§ krajem 19. stoljea poceo potpuno formalizirati matematiku tako da bi se
svaka istinita tvrdnja mogla dokazati, a danas taj prijedlog nazivamo Hilbertovim progra-
mom [24]]. IstraZivao je pojam dokaza te svojim radom uvelike doprinio teoriji dokaza.
Najavom teorema o nepotpunosti 1931. Kurt Goédel onemogucio je daljni razvoj Hilber-
tovog programa te potaknuo istrazivanja pojmova izracunljivosti i neodlucivosti. Godel je
pri dokazivanju znacajnih teorema o nepotpunosti upotrijebio posebnu vrstu kodiranja koju
Turingovi strojevi mogu procitati [13] str. 6].

Neka je (ay, ..., a,) konacan niz. Htjeli bismo ga kodirati, ali za razliku od Cantorovog
kodiranja, Godelov kod nece biti jedinstven. Neka su by, ..., b, u parovima relativno prosti
brojevi takvi da za svaki i € {1, ...,n} vrijedi a; < b;. Koriste¢i Kineski teorem o ostacima
mozemo pronadi a takav da za svaki i € {1, ..., n} vrijede

a; = rem(a, b;),

bi:bi+1,

gdje je b visekratnik broja n! i dovoljno je velik da vrijede sve nejednakosti a; < b;. Par
(a, b) sadrzi sve informacije o elementima niza osim o duljini pa moZemo dodati dodatnu
informaciju o duljini.

Definicija 4.4. Za trojku {a, b, c) kaZemo da je Godelov kod niza (a,, ..., a,) ako je c = n te
zasvakii={1,....,n}
a; = GElem(a, b, i),

gdje je GElem diofantska funkcija takva da

e = GElem(a,b,i) < e = rem(a,bi +1).
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4.3 Pozicijsko kodiranje

Uvodenjem novog kodiranja mo¢i ¢emo ustanoviti da su mnoge druge funkcije takoder
diofantske kao S$to je npr. konkatenacija.

Definicija 4.5. Za trojku {a, b, c) kaZemo da je pozicijski kod konacnog niza (a, ..., a,) ako
jec=n,zasvakii e {1,...,n}vrijedi b > a; te

a=ab" " +a, "+ +a b’
Vrijednost a nazivamo Sifrom, b bazom i ¢ duljinom koda.

Kod nije jedinstven, ali moZemo ustanoviti da je diofantski, odnosno {a, b, c) je pozi-
cijski kod ako 1 samo ako vrijedi

b>2Aa<b"

Uvest ¢emo relaciju Kod(a, b, c) koja ¢e biti istinita ako a, b i ¢ Cine pozicijski kod. Mo-
Zemo vidjeti da je funkcija Elem(a, b,d), koja izluCuje d-ti po redu element, takoder di-
ofantska:

e = Elem(a,b,d) = Ax,y,z[d=z+ 1 ANa = xb? + eb* +yAy<b'].

Pokazat ¢emo da je i konkatenacija dvaju nizova diofantska funkcija. Definirat ¢emo re-
laciju Konkat(a, b, c,ay, by, c1,az, by, c3). Kod {a, b, c) bit ¢e kod konkatenacije nizova s
kodovima {ay, by, c1) 1 {as, bs, c2), odnosno za fiksiranu bazu konkatenaciju moZemo pri-
kazati kao

Konkat(a, b, ¢, ay, b, c1, as, b, ¢3)
— Kod(ay, b, c1) A Kod(ay,b,c) Aa = @b +ay Ac=ci+c.

Propozicija 4.6. Svojstvo ,,biti prost” je diofantsko.
Dokaz. Svojstvo moZemo prikazati kao:
Prost(a) & a > 1 Anzd(a,(a - 1)!) = 1.

Tada trebamo pokazati da su funkcije faktorijel i najveéi zajednicki djelitelj takoder di-
ofantske. Zapocet ¢emo s nizom
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Ako uzmemo dovoljno veliki b, kod ovog niza dan je s ((b + 1)",b,n+ 1). Za b =2" + 1
vidimo da je

c= (”) — ¢ = Elem((2"+2)",2" +1,m + 1).
m

Prikazat ¢emo faktorijel broja m inverzom definicije binomnog koeficijenta

n!

Ponovo ¢emo lim zamijeniti operacijom div. Za dovoljno velike n vrijedi

m! = n™ div(”).
m

Provjerom vrijedi za n > (m + 1)"*2. Jo§ preostaje pokazati i da je najveéi zajednicki
djelitelj takoder diofantska funkcija:

a=nzd(b,c) = bc>0AalbAal|cA3Ix,yla=>bx-cyl.

Navest ¢emo sada nekoliko relacija koje su diofantske;
NijeVeli(ay, by, ay, by) < Vk[Elem(a,, by, k) < Elem(ay, by, k)],
koja redom usporeduje elemente dvaju nizova i vrijedi ako vrijede 1 sve usporedbe.
Manyji(a, b, c,e) < Kod(a, b, c) A Vk[Elem(a, b, k) < e],

koji usporeduje sve elemente niza s odredenim brojem.
Iskazat cemo Kummerov teorem koji je potreban za dokaz sljedece propozicije.
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Teorem 4.7. (Kummer [10, str. 115]) Ako je p prost broj, onda je njegov eksponent u
kanonskom proSirenju binomnog koeficijenta mn:" u proste faktore jednak broju prenosenja
pri zbrajanju brojeva m i n u bazi p.

Propozicija 4.8. Relacija Jednaki(a,, by, ¢\, a,, by, ¢3) je istina ako i samo ako su{a, by, cy)
i {ay, by, c3) kodovi istog niza.

Dokaz. Treba nam pomocna relacija Je koja ¢e biti jaca od relacije Jednaki za koju ce
vrijediti
Jednaki(al, bl, C1,0d, bz, C2) —

dx,y,z[Je(ar, by, c1, x,y,2) Ale(aa, by, 2, x,y,2)].

Da bismo pokazali da je pomo¢na relacija diofantska, uvest cemo joS nekoliko diofantskih
relacija:
PNijeVeci(ay, a,, b) < Prost(b) A NijeVeci(ay, b, ay, b).

Kummerovim teoremom slijedi da je

PNijeVeci(ar, a, b) &= Prost(b) A b | (“2).
a

Koriste¢i PNijeVeéi mozemo pokazati i da je sljedeca relacija diofantska:

PManji(a, b, ¢, e) < Prost(b) A Manji(a, b, c, e),

PManji(a, b, ¢, e) & Prost(b) A [e > b v PNijeVeli(a, Ponovi(e, b, ¢), b)],
gdje je Ponovi(p, q,r) = % Sifra niza (p, ..., p) duljine r u bazi g. Neka su b i b, takvi
da vrijedi b; < b, i{as, by, ¢) je kod nekog niza ¢iji su elementi svi manji od b,. OCito Sifra
a; istog niza u bazi b; zadovoljava kongruenciju
a = ap (mod b2 - b])
i nejednakost a; < bf iz koje za dovoljno velike b, vrijedi
bﬁ < b2 - b] .

Tada je a; jedinstveno odreden gornjim uvjetima. Sada moZemo definirati relaciju Je:
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Je(ay, by, cy1, a2, b,,c0) <Kod(a,by,c1) Acy = ¢,
A Pmanji(a,, by, ¢, b1 — 1)
AbY +by < b,
ANa; =a, (mod by, —by).

O

Pokazat ¢emo da su i relacije NijeVeci, Manji i Konkat za nizove razlicite duljine tako-
der diofantske:

NijeVeéi(al, bl, a, bz) — 3)61, X2,Y, Z[Jednaki(ala bl’ 2, X1, Y, Z)
ANJednaki(a,, by, z, X2, Y, 2)
APNijeVedi(xy, x1, y)],

Manji(a, b, ¢, e) < dx, y[Jednaki(a, b, c, x,y, c) A PManji(x, y, c, e)],

Konkat(a, b, c, ay, by, ¢y, a3, by, ¢2) < Ax, x2[Jednaki(a,, by, ¢y, x1, b, ¢1)
Alednaki(a,, by, 5, X5, b, ¢3)
Aa = becl + X

AC =cy + ).



Poglavlje 5

Univerzalna diofantska jednadzba

Martin Davis, Hilary Putnam 1 Julia Robinson dokazali su 1961. da je svaki rekurzivni
skup S eksponencijalno diofantski, odnosno da se moze prikazati u obliku

x€S & dxi,x, ..., x,[D(x, x1,...%,, 2", ..., 2") = 0],

gdje je D polinom s cjelobrojnim koeficijentima i pozitivnim cjelobrojnim rjesenjima. Ma-
tijasevic je prosirio ekvivalenciju pokazujuci da je eksponencijalna relacija y = 2* diofant-
ska. Formalno mozemo prikazati rekurzivno prebrojiv skup S kao

xe€S < dxy,..,x,[D(x,xq,....,x,) = 0].

Iz toga slijedi da ne postoji algoritam koji odlucuje rjeSivost diofantskih jednadZzbi [8
str. 549]. Nepostojanje takvog algoritma slijedi direktno iz postojanja skupova koji nisu
rekurzivni, ali jesu rekurzivno prebrojivi. Rekurzivno prebrojivi skupovi S, S5, ... mogu
se enumerirati tako da je binarna relacija x € §, takoder rekurzivno prebrojiva. Matijase-
vicev teorem tada kaze da postoji diofantska jednadzba U takva da za svaki x 1 v vrijedi

xesS, < dxi,...x[Uk,vV,x,...,x,) =0].

Diofantska jednadzba U fiksirani je polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Promje-
nom vrijednosti parametra v polinom U definira svaki rekurzivno prebrojiv skup te je U
time polinomski analogon univerzalnom Turingovom stroju te ga nazivamo univerzalnom
diofantskom jednadzbom.

Pokusat ¢emo konstruirati univerzalnu diofantsku jednadzbu. Odabirom odgovarajucih
vrijednosti parametara rjeSavanje bilo koje diofantske jednadZbe svodi se na rjeSavanje
univerzalne diofantske jednadZbe koja nam dopusta konstruiranje diofantskog skupa ¢iji je
komplement nediofantski.

Univerzalna diofantska jednadzba ima oblik familije diofantskih jednadZzbi

U(al’ ey Uy kl9 eeey kl9 )71, ---»Yw) = 0

30
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Ciji su parametri podijeljeni u parametre elemenata ay, ..., a, 1 parametre koda kj, ..., k;.

Definicija 5.1. KaZemo da je jednadzba

U(a17 ey an, k17 ey kl’ yl’ "'9yW) = 0

univerzalna ako za bilo koju diofantsku jednadzbu s n parametara D(ay, ..., Gy, X1, <oy X)) =
0 postoje brojevi ki, ..., k; takvi da diofantska jednadzba ima rjeSenje u x, ..., x,, za tocno
one vrijednosti parametara ay, ..., a, za koje jednadzba U ima rjeSenja u yy, ..., y,.

Diofantska jednadzba time daje joS jednu reprezentaciju diofantskog skupa koji je defi-
niran univerzalnom diofantskom jedndadzbom. Svaka univerzalna jednadZba dopusta ko-
diranje diofantskog skupa odredene dimenzije pa (k1, ..., k;) moZemo gledati kao kod skupa
definiran diofantskom jednadZbom.

Svaku univerzalnu diofantsku jednadZzbu moZemo zamijeniti drugom dodavanjem jo$
jednog elementa k koji ¢e sam predstavljati kod, a ostali ¢e parametri biti nepoznanice.
Zamjenu moZemo napraviti na sljedeéi nacin:

U@y oy s Kty oo K1y 1y ooy Vi) + (k — 2% Cantory(ky, ..., k))? = 0 (5.1)

gdje je kod k = 22 Cantor/(ki, ..., k;).

Propozicija 5.2. Postoji konstanta m takva da za svaki n postoji univerzalna diofantska
jednadzba U(ay, ...,an, ki, ..., ki, y1, ..., ) = 0 takvada sul = 1iw = m.

Dokaz. Pomocu Cantorovog kodiranja moZemo ograniciti broj nepoznanica u univerzal-
noj jednadzbi. Neka je m broj nepoznanica u danoj univerzalnoj diofantskoj jednadzbi
Ui(a,k,y1,....ym) = 0 koja kodira jednodimenzionalni diofantski skup. Za n > 1 defini-
ramo polinom

Un(al, ey al’“ ka }71’ "'9ym) = Ul (zzncantorn(als ceey an)v k’ yla ceey Ym)-
Zamjenom (5.1) moZemo dobiti da je
Un(ar, .. @, K, Y15 s ym) = 0

takoder univerzalna diofantska jednadzba.
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5.1 Kodiranje jednadzbi i rjeSenja

Zapocinjemo konstruiranjem univerzalne jednadzbe sa Sest parametara koda b, ¢, cg, d, e,
f sa samo jednim parametrom a, tj., prikazat ¢emo polinom U tako da za svaku diofantsku
jednadzbu

D(a, x1, ..., x,,) = 0,

postoje brojevi b, ¢, cg, d, e, f takvi da je dana diofantska jednadzba rjeSiva za iste vrijed-
nosti parametra a kao i jednadZba

U(a’ b5 CL’ CR9d9 e’ f’ y79 A} ym) = 0'

Definicija univerzalne jednadZbe zahtijeva da niz (b, c., cg,d, e, f) odreduje skup koji de-
finira poCetna diofantska jednadzba. Kod (b, c;, cg,d, e, f) mora sadrZavati informacije o
polinomu pa je e jednak broju nepoznanica, d je broj veci od stupnja polinoma D te je

F=2" 4. 4024

Uvodimo relaciju Format(d, e, f) koju definira gornja jednadzba. U proSlom smo poglav-
lju definirali kodiranje samo za prirodne brojeve, a kako u diofantskim jednadZbama za
koeficijente dopustamo cijele brojeve, morat ¢emo rastaviti pocetni polinom na razliku C;
i CRZ

D(xo, .., Xm) = Cr(xXo, ..., Xpm) = Cr(X0, .., Xm),

— io i
Cr(x05 ey Xpm) = E CLigrorinXg * " Xm>»

io+-+ip<d

— io i
Cr(x05 ey Xpn) = E CRigyesim Xy~ X »

io+-+ip<d

Brojevi ¢; i cg su Sifre niza u bazi b koje sadrZe koeficijente polinoma C; i Cg. Koristit
¢emo cy, cg, kao i polinome C; i Cg na isti nacin pa ih mozemo dalje zamijeniti s Sifrom ¢
1 polinomom C. Definiramo S§ifru ¢ polinoma C u bazi b:

ig+-+iym<d

Niz (b, c,d, e, f) nazvat ¢emo kod polinoma C ako jos vrijedi i

.....

Zelimo konstruirati univerzalnu jednadzbu

U(a9 b’ CrL,CR, d’ e, f’ y79 ceey )’m) = O
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takvu da ako je (b, ¢y, cg,d, e, f) kod, tada vrijedi:

va[3y7, eeey ym[U(aa b’ CL,CR, d’ e, f’ }77’ ---,)’m) = 0]
— 3x1, RS xm[Dh,cL,cR,d,e,f(a» x19 LA xm) = O]]’

gdje je Dy ¢, cnder(@, X1, ..., Xn) jednadZzba s kodom (b, ¢, cr,d, e, f).

Uvest ¢emo novo kodiranje nizova prirodnih brojeva koji ¢e biti potencijalna rjeSenja
diofantske jednadZbe. Kodiranje ¢e se sastojati od brojeva d, e, f, g 1 h. Prva tri broja ¢ine
diofantsku jednadzbu, g je veci od brojeva 1, xy, ..., X, a

h = xlgdl + ng‘l2 +oo+ x,87
Tada je (h, g,d™ + 1) pozicijski kod niza
O,...,0,x,0,...,0, x, ..., 0, ..., 0, x;,).

Kod mogudéeg rjesenja zapisat cemo kao RKod(d, e, f, g, h). Prvo éemo pokazati da je nova
relacija RK diofantska koja ¢e se podudarati s RKod ako je (d, e, f) format jednadZbe

Format(d, e, f) = [RK(d, e, f, g, h) & RKod(d, e, f, g, h)]. (5.2)

Za Relaciju RK vrijedi ako je (d, e, f) format jednadZbe, tada je (f, 2, d° + 1) pozicijski kod
niza
o,...,0,1,0,..,0,1,...,0,..,0, 1)

gdje se jedinice pojavljuju tocno na mjestima gdje su bili xy,..., x,,. Koristeci relaciju
Jednaki moZemo staviti da je ¢ Sifra za niz nula i jedinica u bazi g. Tada je (g — 1)f Sifra
niza

©,..,0,g-1,0,..,0,g = 1,..,0,..,0,g — 1)

u bazi g i dovoljno je primijeniti relaciju NijeVe¢i. Sada mozemo definirati relaciju RK
RK(d, e, f, g, h) < At[Jednaki(f,2,d* + 1,1,g,d° + 1) A NijeVeéi(h, (g — 1)t, g)].

Vidimo da svojstvo (5.1) vrijedi za ovu definiciju relacije RK.

5.2 Racunanje vrijednosti polinoma
Propozicija 5.3. Neka je (b, cy,cr,d, e, ) kod rjeSive diofantske jednadzbe
D(a, x1, ..., x,) = 0.

Tada postoji kod (d, e, f, g, h) koji predstavlja jedno od rjesenja diofantske jednadZbe D za
dani parametar a.
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Dokaz. Vrijednost polinoma C moZemo izraunati izravno iz koda jednadzbe (b, c, d, e, f),
koda moguceg rjeSenja (d, e, f, g, h) i vrijednosti parametra a.

Neka je w dovoljno velik broj za koji ¢emo poslije naci donju ogradu. Koristeci relaciju
Jednaki kodove iz baza b i g moZemo prebaciti u bazu w. Promotrimo broj

— 1
(1+aw+t)d1:(1+awd0+x1wd + -+ X, W

d-1\ . . . . .0 .
_ io i1 i i iod”+++ipd™
= E ( . jatxy Xy X w "

lg...1
o+ tig<d VO

d"~d—1
)

U sumi su svi eksponenti od w razliciti pa ée za w koji je dovoljno velik, broj (1 +aw +¢)4~!
biti Sifra u bazi w nekog niza koji sadrZi sve ¢lanove koji ¢ine polinom C, ali s drugacijim
koeficijentima. Da bismo dobili ispravne koeficijente, pomnoZit ¢emo (1 + aw + £)?~! sa

. . . . m+1_; 40_.. .- gm
s = Z iol.ipld—1—iy—--- zm)!ciom,-mwd iod"=-ind
ig+-+ip<d
1 kombinirati ¢lanove u kojima w ima isti eksponent:

de+1_1
(1+aw+0)? s = Z Cw*.

k=0
Ovdje su Cy izrazi koji sadrze ¢, ;. a, X1, ..., X, MoZemo vidjeti da je

d-1\. . : : o
Cyont = 21( Nioteind = 1 =i = -+ — i)y @O X xim

ig...I
ot tip<d N O tm

=(d-1!C(a,x, ..., xp).
Ako je w veci od Cy, ..., Cygn+1_1, tada

Elem((1 + aw + )4 's,w,d*"" + 1)
d-1)! ’

C(a7 xl» ceey xm) =

Preostaje pronaéi donju ogradu za w koja ¢e garantirati gornju jednadzbu. Sljedecéa Ce
nejednakost to zadovoljavati
w>(1+a+h"c.

Mozemo definirati sljedecu relaciju:
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Rjesenje(a, b, ¢y, cr,d, e, f,g,h) —
RK(d, e, f,g,h) & Aspsptw[w > (1 +a+ k) (c, + cr)
Alednaki(cy, b, d" + 1, 5., w,d"' + 1)
Alednaki(cg, b, d*" + 1, sg, w,d"" + 1)
Nlednaki(h, g,d’ + 1,t,w,d® + 1)
AElem((1 + aw + )% L sy, w, d™' + 1)

= Elem((1 + aw + )% 'sg, w, d sg, w, d*™ + 1)].
Ako je (b, cy,cr,d, e, ) kod diofantske jednadZzbe, tada slijedi i
dg, h[RKod(d,e, f, g, h) A RjesSenje(a, b, cr, cg,d, e, f, g, h)]

— 3x1...xm[Dhcbck,d,e,f(a, X1y eees xm) = 0]

5.3 Univerzalna diofantska jednadzba

Relacija RjesSenje(a, b, c1, cr,d, e, f, g, h) diofantska je te moZemo konstruirati diofantsku
jednadzbu
U(a7 b7 CL,CR, d7 e, f’ ga h7 y97 eeey Ym) = 0

koja definira ovu relaciju. Ako uzmemo da su g i 4 nepoznanice, dobijemo potrebnu univer-
zalnu jednadzbu. MoZemo konstruirati za svaki n univerzalni polinom U, s jednim kodom
za sve parametre 1 m nepoznanica. Definirajmo polinom

U@, ky Y1, ooy Vi) = U, Y1y ooy ) + (k = 22 Cantorg(yy, ..., yo))*-
Tada ako je (b, ¢, ¢,,d, e, f) kod jednadzbe D(a, x1, ..., X,,) = 0, broj
226cant0r6(b’ CL,CR, d’ e, f)

bit ¢e kod te diofantske jednadzbe u novom kodiranju.

S ovom definicijom nisu svi prirodni brojevi kodovi neke jednadZzbe. Za neki broj k
mozZemo odrediti moZe li se prikazati u obliku gornjeg koda gdje je (b, c.,cr,d, e, f) kod
neke jednadZzbe. Ako k nije moguce prikazati u tom obliku, onda smatramo da je k po
definiciji kod jednadZzbe

Ui(a,k, x1, .00, %) =0

s jednim parametrom a i m nepoznanica xi, ..., X,, te iz toga slijedi sljedeca propozicija.
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Propozicija 5.4. Ocito je za svaku vrijednost a i k jednadZba rjeSiva ako i samo ako je
JjednadZba s kodom k rjesiva, bez obzira je li k kod D ili U,.

Za svaki n > 1 univerzalni polinom U, se moZe definirati kao
Un(al 5 eees Uy k7 Viseees ym) = Ul (Zzncantorn(al 5 eees Cln), k’ Viseees )’m)
Sada moZemo definirati univerzalni polinom U, kao

UO(k’ Viseees ym) = UI(O’ k9 Viseees ym)

i promatramo bilo koji kod diofantske jednazdbe kodom jednadZbe bez parametara
D0, x1, ..., x,,) = 0.

5.4 Diofantski skupovi s nediofantskim komplementima

Sada moZemo konstruirati primjer diofantskog skupa kojem komplement nije diofantski.
Logicki alati za konstrukciju diofantskih skupova sastoje se od 3, A i V. Postojanje di-
ofantskih skupova kojima komplement nije diofantski onemoguéuje proSirenje logickih
alata dodavanjem ili negacije — ili univerzalnim kvantifikatorom V jer je komplement di-
ofantskog skupa definiran jednadzbom

D(a, x1,....x,) =0
definiran je i s
=dx..x,,[D(a, x1, ..., x,,) = 0]
1s
Vxi..x,[D(a, xi, ..., x,,) % 0].

Konstrukcija se temelji na klasicnoj metodi dijagonalizacije.

Primjer 5.5. Neka je
Ui(p, g y1, s ym) = 0
te zamijenimo oba parametra jednim a:

Ui(a,a,y1,...,ym) = 0.

Dobivena jednadzba definira odgovarajuci diofantski skup $ prirodnih brojeva. Po-
kaZimo da 9, koji je komplement skupa $1, nije diofantski. Pretpostavimo suprotno; Tada
9, ima neki kod k. Pokusat ¢emo odluciti ima li

Ul(k9 k,YI, ---’Ym) = O

rjeSenje. Ako ima, po definiciji je onda i k € 1. S druge strane je U univerzalna pa
slijedi da je k € $,. Ako U, nema rjesenje, onda po definiciji $, k ¢ 91, dok univerzalnost
povlacida k ¢ $,. Kontradikcija pokazuje da $, ne moZe biti diofantski.



Poglavlje 6

Turingovi strojevi

Hilbert je u opisu svog desetog problema govorio o procesu koji u konacnom broju ope-
racija odreduje ima li jednadZba cjelobrojna rjeSenja. Kad bi postojao takav proces, kojeg
danas promatramo kao algoritam, tada bi bez ikakve intervencije, odnosno automatski, bilo
moguce doci do postojanja rjeSenja jednadZzbe. Turingovi strojevi apstraktna su raCunala te
za razliku od pravih fizi¢kih racunala koriste beskonac¢nu traku. Ne moZe do¢i do problema
nedostatka memorije, ali ipak da bi smo dosli do rjeSenja nekog problema potrebno je is-
koristiti konacan broj ¢elija na traci. Svaka Ce Celija biti ili prazna ili popunjena simbolom
iz konac¢nog skupa koji se naziva alfabet. Glava Cita i piSe simbole pomicu¢i se lijevo ili
desno. U svakom trenutku stroj se nalazi u jednom od kona¢no mnogo stanja te dodatno
razlikujemo pocetno stanje, kao i zavrsna stanja. Na pocetku su na nekom dijelu trake upi-
sani simboli iz alfabeta bez razmaka, ostatak trake je prazan i stroj je u poetnom stanju g .
Rad stroja odvija se korak po korak po instrukcijama. Stroj prestaje s radom nakon §to se
izvrsi instrukcija u zavr§nom stanju. Postoji mogucnost da stroj nikad ne dode do zavr§nog
stanja i da ¢e nastaviti raditi beskonacno.

Alan Turing, Alonzo Church i Kurt Godel predlozili su i razvili model Turingovog
stroja 1930. IzloZili su definicije koje su ve¢ do tad kao pojmovi bili intuitivni i time kons-
truirali temelje na kojima Ce se rijeSiti Hilbertov deseti problem. Razvijanje teorije Tu-
ringovih strojeva bila je istovremena s Godelovim razvojem pojma primitivno rekurzivne
funkcije [2, str. 1]. VaZnost Turingovih strojeva je i postojanje univerzalnog Turingovog
stroja, odnosno stroj koji moZze simulirati Turingov stroj, moze simulirati i univerzalni Tu-
ring stroj te je pokazano da Turingov stroj moZe biti simuliran raznim tipovima strojeva,
kao Sto je npr. RAM-stroj [17, str. 513]. Definirat cemo Turingov stroj:

Definicija 6.1. Turingov stroj uredena je sedmorka T = (Q,%,T,6, o, 4pa, gne) gdje su:

e (O konacan skup cije elemente nazivamo stanja,

37
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Y konacan skup Cije elemente nazivamo ulazni simboli. Pretpostavljamo da X ne
sadrZi prazan simbol kojeg oznacujemo s A;

I' konacan skup kojeg nazivamo alfabet Turingovog stroja. Pretpostavljamo da je
prazan simbol A element od T te X C T';

0:0OxI' > I'x{L, D, S }x Q proizvoljna funkcija koju nazivamo funkcija prijelaza;

e ¢, € Qi nazivamo ga pocetno stanje;

qpa € Q i nazivamo ga pocetno stanje;
e gy € Qi nazivamo ga stanje odbijanja.

Alfabet naseg Turingovog stroja bit ¢e konacan skup elemenata {ay, ..., @,,}. Jer je traka
beskonacna, oznacavat cemo Celiju koju smo koristili, a nalazi se najvise lijevo s *.

6.1 Kompozicija strojeva

Trebamo ustanoviti egzistenciju strojeva s odredenim svojstvima. Eksplicitno ¢emo dati
instrukcije samo za neke najjednostavnije strojeve i opisati dvije metode za konstrukciju
kompleksnijih strojeva iz danih strojeva. To ¢e nam omoguditi pristup strojevima s traze-
nim svojstvima. Svi strojevi koje ¢emo konstruirati imat Ce isti alfabet

{*x,0,1,2,3,4}.

Niz (ay, ..., a,) na traci mozemo prikazati unarno tako da simbol 0 razdvaja dva elementa,
a broj uzastopnih simbola 1 oznacava broj a; za svaki k € {1, ...,n}. Na primjer moZemo
prikazati niz (2, 0,0, 3, 1) kao

(..,*x,1,1,0,0,1,1,1,0,1, 4, ...)

Bit ¢e dva zavrS$na stanja gps 1 gy koje interpretiraju dolazak stroja do gps kao odgovor
"DA", a gyg kao "NE". Prva metoda konstrukcije novog Turingovog stroja M iz dva dana
stroja My 1 M;:

e U svim instrukcijama stroja M, zavrS$no stanje gps zamijenjeno je s ¢, gdje je v
broj stanja stroja M,

e U svim instrukcijama stroja M, svako nezavr$no stanje g; zamijenjeno je stanjem
qV+i7
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e Skup instrukcija novog stroja M sastoji se od instrukcija oba stroja izmijenjeno na
jednak nacin kao i prethodno.

Radnja stroja M sastoji se od uzastopnih izvrSenja strojeva M, i M, s tim da stroj M, staje
u stanju gps. Da bismo oznacili stroj M koristimo

M;; M,,

M,iM,,
ili
ako M, onda M,,

ovisno o danom kontekstu. Kompozicija Turingovih strojeva je asocijativna operacija,
odnosno My; M;; M3 jednoznacno je odredeno.

Druga metoda za konstrukciju novog Turingovog stroja M iz dva dana stroja M| i M,
je:

e U svim instrukcijama stroja M; zavr$no stanje gps Zamijenjeno je stanjem g, gdje
je v broj stanja stroja M i zavrS$no stanje gyg Zamijenjeno je stanjem gpa,

e U svim instrukcijama stroja M, svako nezavrS$no stanje g; zamijenjeno je stanjem
gv+i t€ je zavr$no stanje gps zamijenjeno s ¢y,

e Skup instrukcija novog stroja M sastoji se od instrukcija oba stroja izmijenjeno na
jednak nacin kao i prethodno.

Turingov stroj konstruiran na ovaj nacin oznacava se s
dok M, radi [M,].

Radnja ovog stroja sastoji se od radnji stroja M, i M, dok jedan od njih ne dode u zavrS$no
stanje gyg-

6.2 Osnovni Turingovi strojevi

Prije nego Sto pokazemo $to su Turing-poluodlucivi skupovi i njihovu poveznicu s diofant-
skim skupovima, navest ¢emo osnovne Turingove strojeve i njihove kompozicije koje Ce
nam biti potrebne:

® LIUEVO
Pomice glavu za jednu Celiju ulijevo, osim ako je oznacena simbolom *.
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® DESNO
Pomice glavu za jednu ¢eliju udesno, osim ako je éelija prazna.

o 7APISI(k)
Zapisuje u Celiju simbol k € I' \ {x}, osim ako je ¢elija oznaCena sa *.

e pPrOCITAI(K)

Cita simbol u ¢eliji te ako odgovara simbolu k, odlazi u stanje gp,, a inace gyg.

® ZAUSTAVI
Odlazi u stanje gyg.

® NIKAD-NE-ZAUSTAVI
Ostaje na istom mjestu i ne mijenja stanje pa nikad nece stati.

e NE-PROCITAI(K) = dok proCITAI(k) radi [sTOP]
Radi suprotno od proCITaI(K).

e zvIEZDICA = doK NE-PROCITAI() radi [LIUEVO]
Postavlja glavu na *.

e PRAZAN = zVIEZDICA; dok NE-PROCITAI(A) radi [DESNO]
Postavlja glavu na prvi prazni element slijeva.

e PRESKOCI = dok NE-PROCITAI(0) radi [DESNO]
Glava se pomice udesno dok ne procita simbol 0, ako ne postoji, stroj nikad nece
stati.

e PRONADPI(k)
PRONAPI(1) = ZVIEZDICA; PRESKOCI
PRONAPI(k + 1) = PRONAPI(k); DESNO; PRESKOCT:
Stroj proNabPI(k) zadan je rekurzivno 1 pomice se do pocetka elementa a; iz niza

(Cl], oo an)'

e POSLIEDNJI = PRAZAN; dok NE-PROCITAI(0) radi [LIJEVO]
Dolazi do pocetka reprezentacija posljednjeg elementa iz niza (ay, ..., a,).

e NOVI = PRAZAN; ZAPISI(0)
Pretvara niz (a4, ...,a,) u (ay, ..., a,, 0).

® INKREMENT = PRAZAN; ZAPISI(1)
Pretvara niz (ay, ...,a,) u (ay, ...,a, + 1).
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® DEKREMENT = PRAZAN; LIJEVO; if PROCITAI(1) then zaPiSi(A)
Pretvara niz (ay, ...,a, + 1) u (a4, ..., a,).

e 17BRISI = PRAZAN; dok NE-PROCITAI(0) radi [zaPISI(A); LUEVO]; ZAPISI(A)
Pretvara niz (ay, ...,a,_1,a,) u (ay, ..., a,_1).

e 0zNACI(k) = dok pESNO; PROCITAI(]) radi [zaPiSi(k)]
Zamjenjuje uzastopna ponavljanja simbola 1 sa simbolom & € {2, 3}.

e postoii(k) = zviezpicA; dok NE-PROCITAI(K) radi [ako NE-PROCITAI(A) onda DESNO]
Ukoliko naide na simbol k € {2, 3}, stroj staje u stanje gp, a inace gyg.

e posTOJAO-JE(k) = ako postoi(k) onda zaprisi(1)
Ukoliko naide na simbol k € {2, 3}, stroj zamjenjuje simbol k simbolom 1.

e 0BNovI = dok posToi(2) radi [PosToIa0-JE(2)]; dok posToii(3) radi [PosTOIA0-TE(3)]
Zamjenjuje sve simbole 2 ili 3 na traci simbolom 1.

e priDODAJ(K) = PRONADI(k); 0znaci(2); dok PosToja0-JE(2) radi [INKREMENT]
Pretvara niz (ay, ..., a,) u (ay, ..., a, + ay).

e KoPIRAJ(k) = Novr, PRIDODAJI(K)
Pretvara niz (ay, ..., a,) u (ay, ..., a,, a;).

e 7BROJI(k, ) = KOPIRAJ(K); PRIDODAI(])
Pretvara niz (aq, ..., a,) u (ay, ..., a,, a; + a;).

e poMNOZI(k, [) = NovI; PRONAPI(K); 0ZNACI(3); dok PosToIA0-JE(3) radi [PRIDODAI(])]
Vrijedi za k # [ 1 pretvara niz (ay, ..., a,) u (ay, ..., a,, a,a).

e pomNoZI(k, k) =
KOPIRAJ(K); POSLIEDNIT; 0ZNACI(3);
dok postoia0-JE(3) radi [dok posToia0-JE(3) radi [PRIDODAI(K)]]
Pretvara niz (ay, ..., ax) u (ai, ..., a;).

e NDE-VECI(k,]) =
PRONADI(k); 0ZNACI(2); PRONADI(]); 0ZNACI(3);
dok posTo1(2) i posToii(3) radi [POSTOJAO-JE(2); POSTOJAO-JE(3)];
dok posTo1(2) radi [0OBNOVI; ZAUSTAVI];
OBNOVI
Usporeduje a; 1 a; 1 staje u stanju gps ako a; < a;, a inace u gyg.

e JEDNAKI(K, ) = NnE-VECI(k, [) 1 NUE-VECI(/, k)
Odreduje jesu li a; 1 a; jednaki.
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e NisU-JEDNAKI(L, [) = dok JEDNAKI(K, /) radi [sTOP]
Radi suprotno od sepNaki(k, [).

e SLJEDECI = POSLJEDNIJI; ZAPISI(1); DESNO;
dok ProCrTaI(A) radi [zAPISI(1); POSLIEDNIT; DESNO]; ZAPISI(0)
Pretvaraniz (ay, ..., a,) u (ay, ..., a,—», b, ¢) gdje je (b, ¢) par koji slijedi nakon (a,-, a,)
u Cantorovoj listi parova dijagonalizacije.

® DEKODIRAJ = POSLJEDNJI; 0ZNACI(2); NovI; Novi; dok PosToJa0-JE(2) radi [SLIEDECT]
Pretvara niz (ay, ...,a,) u (ay, ..., a,, b, ¢) gdje je (b, ¢) par koji daje Cantorov broj a,,.

6.3 Turingovi strojevi prepoznaju Diofantske skupove

Definicija 6.2. KaZemo da Turingov stroj T = (Q,%,1, 9, q0, qpa, qne) Prepoznaje neku
rije¢ w € I'x ako postoji konacan niz parova (ry, s1), ..., Tm, Sm) € Q X I te konacan niz
simbola I, ..., 1, € {L, D, S} tako da vrijedi:

o 11 =q; i s je prvi lijevi simbol rijeci w;
o zasvaki j € {1,....m— 1} imamo 8(r;, s;) = (rjs1, Sjc1. Liw1) i 75 € {qpa, qne);
® Vm = ({pA-

Propozicija 6.3. Neka je D(ay, ..., a,, X1, ..., Xmi1) = 0 parametarska diofantska jednadZzba.
Postoji Turingov stroj koji pocinje s reprezentacijom niza (ay, ..., a,) i u jednom trenutku ¢e
stati ako i samo ako je D rjesiva u xi, ..., X4 1.

Dokaz. Prvo ¢emo konstruirati pomoéni stroj M, koji za danu niz (ay, ..., a,, yo) odlucuje
je li yo Cantorov broj niza (xi, ..., X,;+1) koji ne zadovoljava jednadzbu D. Taj stroj M,
konstruiran je konkatenacijama nekoliko drugih strojeva koristeci operaciju ";". Koristimo
m puta stroj DEKODIRAJ da bismo pretvorili (ay, ..., a,, yo) u

(15 ooy Ay YOo X1 V15 oees Xy Yim)
gdje je yr—; = Cantor(xy, yi). Iz toga slijedi da je

Yo = Cantor,,. 1 (X1, ey Xy Yin)-
Pocetnu diofantsku jednadZbu moZemo zapisati u obliku

CL(ab ey Ay X1y ooy Xips )’m) = CR(a19 cees Ay X1y oeey xnu)’m),
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gdje su Cy 1 C polinomi €iji su koeficijenti prirodni brojevi i nepoznanica x,,,; zamijenjena
je s ym. Racunanje vrijednosti C; 1 Cx moZe se prikazati kao niz elementarnih operacija

Z1 = a; o1 B,

k= okﬂk’

gdje sua;, B € {1,ay, ..., Qus X1, oo Xons Yim> 215 ---» 2k—1} 1 2dje je svaki o; ili + ili -, a vrijednosti
C. 1 Cg pojavljuju se medu zi,...,zx. Kombinacijom strojeva NOVI, INKREMENT, ZBROJI i
POMNOZI (A1, +.ey Qys Y05 X15 V15 ++es Xm»> Vi) MOZE S€ pretvoriti u

(aI, A an’yOa xl’yl’ ey xm’ym, 1’ Zl’Zk)'

Da bismo dovrsili konstrukciju stroja My, dovoljno je iskoristiti stroj NISU-JEDNAKI S odgo-
varaju¢im ulaznim argumentima. Tim e se stroj M, zaustaviti u stanju gp4 ako y, iz niza
(ay, ..., a,) nije Cantorov broj rjeSenja diofantske jednadzbe D, a u stanje gyg ako je.

Neka je M, stroj koji se sastoji od 2m + k + 1 strojeva 1zBriS1. OCito M, transformira

(A1 s ey Ay Y05 X15 V1 woes Xiis Yo Ly 21y wvs Zk)
u (ai, ...,a,,yo). Sada mozemo definirati stroj M kao
M = Novr;, dok M, radi [ M;; INKREMENT].
Stroj M zapocinje transformiranjem niza
(a,...,a,) — (ai,...,a,,0).

Ako M; odluci da je 0 Cantorov broj rjeSenja jednadzbe D, tada M odmah staje s radom.
Inace, stroj M, i INKREMENT konstruiraju niz

(ala cee Ay, 1)

1 stroj M, provjerava je li 1 Cantorov broj rjeSenja i tako dalje. Ako D ima rjeSenje, stroj
M jednom Ce stati, a ako nema, stroj nastavlja s radom zauvijek.
|
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6.4 Turing-poluodluciv skup je diofantski

Poluodlucivost diofantskih jednadZzbi intuitivno je svojstvo te dokazivanje potvrduje da su
Turingovi strojevi dovoljno snazni unato¢ njihovim primitivnim funkcijama.

Definicija 6.4. KaZemo da je skup I nizova prirodnih brojeva duljine n Turing-poluodluciv
ako postoji Turingov stroj M takav da zapocinje u stanju q,, s trakom koja sadrZi prikaz
niza (ay, ..., a,), kojem glava cita najljeviju celiju na traci i koji ¢e stati ako i samo ako je
(ai,...,a,) € M. U tom slucaju M poluodlucuje M.

U proslom smo poglavlju pokazali da je svaki diofantski skup takoder i Turing-poluod-
luciv, a u ovom poglavlju Zelimo pokazati obrnutu implikaciju.

Propozicija 6.5. Svaki Turing-poluodluciv skup je diofantski.

Neka je M Turingov stroj takav da poluodlucuje skup M koji se sastoji samo od ni-
zova prirodnih brojeva duljine n te neka je {ay, ..., @, } alfabet stroja M. U svakom koraku
prolaska stroja M kroz operacije, simboli iz alfabeta zauzimaju kona¢no mnogo pocetnog
segmenta trake duljine / pa stoga mozemo prikazati traku kao (sy, 82, ..., Sy, .., Si—1, §;) KOji
se sastoji samo od indeksa Ciji se simboli pojavljuju u ¢elijama. Trenutno stanje ¢; i po-
loZaj glave moze se prikazati nizom jednake duljine (0, ..., i, ...,0). Samo je jedan element
razli¢it od O te se nalazi na poziciji glave. Trojka koja se sastoji od trenutnog sadrzaja
trake, stanja i polozaja zove se konfiguracija. Ocito navedeni nizovi jedinstveno odreduju
konfiguraciju.

Da bismo prikazali ove nizove, koristit ¢emo pozicijsko kodiranje s fiksnom bazom £
koja ne smije biti manja od 3, veca od broja stanja stroja M (v) 1 ve€a od broja simbola
alfabeta (w). Par (p,?) kod je konfiguracije ako su p i ¢ Sifre nizova duljine / u bazi .
Stoga je konfiguracija jedinstveno odredena kodom, a nasa upotreba Sifri nizova odgovara
potencijalnoj beskonacnosti trake.

Nas je cilj konstruirati diofantsku jednadzbu

D(p’ tv xl» LARE] xm) = O

takvu da ako je (p, r) kod konfiguracije, onda je diofantska jednadzba D rjeSiva u xy, ..., x,,
ako 1 samo ako stroj M, koji zapocCinje u ovoj konfiguraciji jednom stane. Zanemarit ¢emo
rjeSivost diofantskih jednadZzbi rjesive ako (p, t) nije kod konfiguracije.

Zapocinjemo simuliranjem jednog koraka Turingovog stroja. Zatim stroj M nastavlja
iz konfiguracije s kodom (p, #) u konfiguraciju s kodom (SljedeéiP(p, 1), Sljede¢iT(p, 1)).
Trebamo provjeriti da su Sljedec¢iP i Sljede¢iT diofantske funkcije. Do sada smo definirali
funkcije SljedeciP 1 SljedeciT samo kad je (p, ) kod konfiguracije sa stanjem koje nije
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zavr$no. Postavimo

Sljede¢iP(p, f) = 0,
SliedeciT(p, f) = ¢

ako je (p, t) konfiguracijski kod s zavr$nim stanjem. Podrazumijevamo da su funkcije Slje-
dediP i SljedediT diofantske ako postoje diofantske funkcije koje su jednake funkcijama
SljedeciP 1 SljedediT ako je (p, t) kod konfiguracije, ali mogu biti bilo koje vrijednosti ili
nedefinirane ako (p, f) nije kod konfiguracije.

Funkcije SljedeciP i SljedeéiT odredene su funkcijama A, D i Q dobivene iz funkcija
prijelaza stroja M. Funkcija D za odredeno stanje i simbol koji se nalazi u njemu predstav-
lja sljedeci korak Turingovom stroju iz skupa {L, S, D}, A indeks znaka iz alfabeta koji ce
se zapisati 1 Q indeks sljedeCeg novog stanja. ProSirujemo funkcije SljedeciP i Sljedec¢iT
za kod konfiguracije sa zavr$nim stanjem postavljajuci A(i, j) = j, D(i, j)) =S 1 0@, j) =0
kad je g; zavr$no stanje.

Svaki je element niza sa Sifrom Sljedec¢iT(p, t) jedinstveno odreden elementima na is-
tom mjestu u nizovima sa Siframa p i t. Definiramo funkciju A

A, j) ako0<i<v,0<j<w,
j inace.

A(L, ) = {
Sada moZemo definirati SljedeciT kao
' = Sljede¢iT(p, ) = Aw|t’ = A[B](p,t,w)]

gdje je A[B] prosirenje funkcije A.

Neka su
p* = pB,
pL = p div g,
R =18,
=t div g,

odnosno L i R pomicu niz za jedno mjesto ulijevo ili udesno pritom se za L briSe prvi
element i dodaje 0 na kraj, a za R obrnuto. Za SljedeciP uvest ¢emo funkciju DQ:

oGt jb akoil > 0,i =i D@t jY =L,

o, j) ako it =0,i >0, =0iD(@,j) =S,
QGR, j®) akoit =i=0,i® >0i D@k, j*) =R,
0 inace.

DOG",i,i*, j, j, i) =
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Sada moZemo dati diofantsku reprezentaciju za SljedeciP:

p’ = SljedeCiP(p, 1) &= Awlp’ = DOIBI(pB, p, p div B, 1B, 1,1 div B, w)].

Da bismo dobili vise koraka Turingovog stroja, definirat ¢emo i funkcije NakonP i NakonT
koje ¢e primati tri argumenta od kojih je prvi broj koraka koje Zelimo napraviti:

NakonP(0, p, t) = p,

NakonT(0, p, 1) = t,
NakonP(k + 1, p, t) = SljedeéiP(NakonP(k, p, t), NakonT(k, p, 1)),
NakonT(k + 1, p, t) = Sljedeé¢iT(NakonP(k, p, t), NakonT(k, p, 1)).

Potreban nam je jo$ jedan korak da bismo mogli konstruirati diofantsku jednadzbu.
Neka su wy, ..., w, indeksi zavr$nih stanja stroja M. Sljedeci uvjet

3k, r|[Elem(NakonT(k, p, 1),3,r) = w; V - - - V Elem(NakonT(k, p, 1), 8,r) = w.]

vrijedi za kod konfiguracija (p, f) ako 1 samo ako stroj koji zapoc€inje tom konfiguracijom
u nekom trenutku stane. Uvjet je diofantski pa se moze transformirati u diofantsku jed-
nadzbu D(p, t, xi, ..., x,,) = 0. Da bismo dokazali da je 9t poluodluciv strojem M, trebamo
zamijeniti p i ¢ parametrima ay, ..., a,. Neka je p = 1 i konkatenacija

<t9ﬁ’ a> = <K’ﬁ’ 1>+<,U,ﬁ, 1>+<POHOVi(V,ﬁ, al)’ﬁ’ (11>+' o +</J’ﬁ’ 1>+<POHOVi(V,ﬁ, an)’ﬁ9 an>

gdjejea = a, +---+a,+n+1 broj zauzetih Celija, a x, i 1 v indeksi simbola %, 01 1. Time
smo dobili potrebnu diofantsku reprezentaciju skupa .

6.5 Neodlucivost Hilbertovog desetog problema
Turingovim strojevima

Definicija 6.6. KaZemo da je skup M € N" Turing-odluciv ako postoji Turingov stroj M
takav da za ulaz (ay, , ,, .a,) stroj staje u stanju qpa ako je iz skupa M, a inace staje u stanje
qNE-

Ako je skup Turing-odluciv, tada je i Turing-poluodluciv. Takoder ako je skup odluciv,
tada je i njegov komplement poluodluciv. Ako su skup i njegov komplement poluodludivi,
tada je skup odluciv. Konstrukcijom para diofantski jednadzbi

DZ(al’ ey Uy X1y eney -xm) = 0
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Ds(ay,...,a,, X1, ..., Xp) =0,

definiramo skup 9t i njegov komplement. Kombiniramo dvije jednadZbe u jednu
(D31, ooy @y X1y wvos X)) + (1= 3)%)  (D3(@1, eevs @y X1y wvey X)) + Vi) = O, (6.1)
Ocito jednadZzba ima rjeSenje ako i samo ako je y,, = 1. Neka je M stroj
M = Novr; dok M, radi [M,; INKREMENT].
konstruiran s jednadzbom (6.1). Kada M stane, traka ¢e sadrzavati prikaz niza

(ala cees Ay YO, xb)’l, coes Xims yma 19 Ly eees Zk)'
Stroj koji odlucuje skup i moZe biti definiran kao
M, sepNAKI(L, [ + 1)

gdjeje l = n+1+2m. Taj stroj odreduje je li y,, = 1 vrijedijersu 1 iy, [. i (/+1). elementi
niza. Sada moZemo preoblikovati Hilbertov deseti problem tako da se pitamo je li skup
kodova svih rjeSivih diofantskih jednadzbi Turing-odluciv. Za taj skup veé smo utvrdili da
mu komplement nije diofantski pa onda slijedi da takav skup ne moze biti Turing-odluciv.
Nemoguce je konstruirati Turingov stroj koji zapocCinje s reprezentacijom broja k na traci
takav da ¢e se zaustaviti nakon konacnog broja koraka u stanju gp, ili gyg ovisno je li
jednadzba s kodom £ rjeSiva ili ne. Sam taj skup je diofantski. Zbog toga Turingovi strojevi
nisu u moguénosti odluciti je li jednadZba koja pripada nekoj familiji diofantskih jednadZbi
ima rjeSenja.
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Sazetak

David Hilbert objavio je 23 problema koji su doprinijeli razvoju matematike u 20. stoljecu.
U Hilbertovom desetom problemu cilj je bio pronaéi proces koji u konaénom broju opera-
cija moZe odrediti ima li bilo koja jednadZzba cjelobrojno rjeSenje. Yuri Matijasevi¢ 1970.
godine dokazao je posljednju tvrdnju koja je nedostajala da bi se pokazalo da takav proces,
koji danas promatramo kao algoritam, ipak ne postoji.

Rad sadrzi dokaz nerjeSivosti Desetog problema. Na pocetku smo istaknuli i objasnili
pojmove iz teorije izracunljivosti te uveli pojam diofantskog skupa za koji Zelimo dokazati
da je ekvivalentan poluodluc¢ivom skupu iz teorije izraCunljivosti. Diofantske jednadZzbe,
odnosno jednadzbe Ciji su koeficijenti 1 rjeSenja cjelobrojni, definiraju diofantske skupove
pa kad bismo dokazali da nisu odlucivi, mogli bismo zakljuditi da Hilbertov deseti pro-
blem nema rjeSenje. Dalje smo dokazali da su eksponencijalne funkcije diofantske koris-
te¢i Fibonaccijeve nizove, §to je predstavljalo prepreku pri dokazu navedene ekvivalencije.
Samu ekvivalenciju dokazali smo uvodenjem univerzalne diofantske jednadZbe i Turingo-
vih strojeva. Prije samog dokaza uveli smo vrste kodiranja poput Cantorovog te Godelovog
te diofantske relacije.



Summary

David Hilbert published twenty-three problems that contributed to the development of mat-
hematics in the 20th century. Hilbert’s tenth problem asked to devise a process according
to which it can be determined by a finite number of operations whether the equation is
solvable in rational integers. In 1970, Yuri Matijasevich finally proved the missing link in
decades-long proof research to show that such a process, today regarded as an algorithm,
does not exist.

This work contains proof of unsolvability to the Tenth problem. In the beginning, we
indicate and clarify the basic notions in the theory of computability. We introduce the
diophantine set for which we want to demonstrate the equivalence to the semidecidable
set established in the theory of computability. Diophantine equations, i.e., equations com-
posed with integer coefficients and solutions, define diophantine sets. Proving that the
diophantine sets are also semi-decidable implies the unsolvability of Hilbert’s tenth pro-
blem. Furthermore, we also show that the exponential functions are diophantine using
Fibonacci’s sequences, which was the last obstacle of the mentioned equivalence. Introdu-
cing the universal diophantine equation, as well as the Turing machines makes it possible
to conclude the equivalence. For the proof, we also introduce different types of coding,
e.g., Cantor’s and Godel’s coding, and necessary diophantine relations.
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