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Uvod

U matematici ¢esto promatramo opcenitu strukturu nekog objekta koji pro-
ucavamo. Pod time mislimo da se neki matematicki objekt moze prouccavati
na nacin da se izdvoje njegova svojstva i proucava apstraktna teorija objekata
koji zadovoljavaju ta svojstva? Primjerice, umjesto promatranja svojstava
skupa cijelih brojeva Z sa operacijom zbrajanja, mozemo promatrati opéenitu
Abelovu grupu (G, +) i svaki dokazani teorem primijeniti na (Z, +). Takav
pristup mozemo nazvati “strukturalistickim” pristupom. Vrlo moc¢an alat u
takvom pristupu je teorija kategorija, koja je nastala u 40-im godinama 20.
stoljeca, zahvaljujué¢i Samuelu Eilenbergu i Saundersu Mac Laneu, u njiho-
vim radovima u podrucju algebarske topologije, a danas ima Siroku primjenu
u raznim granama matematike. Osnovna ideja teorije kategorija je formaliza-
cija matematickih struktura i pojmova vezanih uz njih, poput preslikavanja
koja ¢uvaju tu strukturu (primjerice vektorskih prostora i homomorfizama
medu njima).

Kategoricka logika je strukturalisticki pogled na samu logiku. Proucava-
mo ju koristeéi teoriju kategorija, ne kao temelj matematike, nego kao dio
same matematike.

Mogli bismo na taj nac¢in proucavati samo logiku prvog reda i teorije prvog
reda, no mozemo i vise od toga. Mozemo promatrati i visesortnu logiku, u
kojoj svaki term ima svoj tip. Klasic¢na logika prvog reda ima samo jedan tip
i svi termi imaju isti tip, pa na ovaj nacin dobivamo jedno njeno prosirenje.

Ako dozvolimo formule koje imaju beskonacno mnogo konjunkcija ili di-
sjunkcija, tada dobivamo beskona¢nu logiku, jedno drugo proSirenje logike
prvog reda. No, mozemo uciniti i suprotno - umjesto promatranja slozenijih
logika, mozemo promatrati i jednostavnije. U klasi¢noj logici prvog reda vri-
jedi zakon iskljucenja tre¢eg AV (—A). Mozemo ga izbaciti i promatrati takvu
logiku, tako zvanu intuicionisticku logiku, u kojoj nisu dozvoljeni indirektni
dokazi dvodenja na kontradikciju.

Na sve te razne vrste logika mozemo gledati kao na “objekte sa struktu-
rom”, poput grupa ili prstenova. U jednom sluc¢aju bi nas moglo zanimati
postoje li inverzi elemenata, a u drugom postoje li negacije formula.

U ovome radu ¢emo pokazati na koji nacin pomocu teorije kategorija i
teorije toposa konstruirati modele za neku formalnu teoriju unutar za to po-
godne kategorije. Vidjet ¢emo da ¢e nam, ovisno o “slozenosti” teorije, trebati
kategorije s vise strukture. Krec¢emo s rezultatima iz teorije kategorija koji su
nam potrebni te ¢emo dati definiciju toposa. Zatim nam je cilj dati definicije
i pokazati neka svojstva regularnih, koherentnih, Heytingovih i geometrijskih
kategorija. Svaka od tih klasa kategorija sadrzi modele za odredene klase te-
orija, kao sto ¢emo i pokazati. Nakon sto opiSemo kako izgledaju modeli



unutar kategorija, razmatrat ¢emo konstrukciju sintakticke kategorije. To je
kategorija koja sadrzi genericki model, tj. model sa svojstvom da se ostali
modeli mogu dobiti kao njegova slika pri odredenom preslikavanju. Konacno,
pokazat ¢emo da pomocu sintakticke kategorije mozemo konstruirati klasifi-
kacijski topos, tj. topos koji medu toposima ima istu ulogu kao sintakticka
medu kategorijama te sadrzi univerzalni model koji ima analognu ulogu kao
genericki model.

Takav pogled na logiku i teoriju modela nam otvara mnoge moguénosti.
Primjerice, moguée je konstruirati takozvani Cohenov topos, nazvan po ma-
tematicaru Paulu Cohenu, koji je 1963. dokazao da je negacija hipoteze kon-
tinuuma konzistentna s Zermelo-Fraenkelovom teorijom skupova uz aksiom
izbora. Cohenov topos zadovoljava aksiom izbora, no hipoteza kontinuuma
ne vrijedi. Takoder, moguce je dobiti i neke “neobi¢ne” rezultate. Primjerice,
promatranjem modela intuicionisticke logike mozemo pronaéi topos u kojem
su sve funkcije iz R u R neprekidne, $to nam daje svojevrsni dokaz da je
za matematicku analizu kakvu koristimo potreban aksiom AV (—A) te da je
“intuicionisticka analiza” konzistentna s tvrdnjom da su sve realne funkcije
neprekidne.

Stoga vidimo da kategoricka logika omogué¢ava, ne samo proucavanje lo-
gike, nego i matematike opcenito, kroz teoriju toposa.



1 Rezultati teorije toposa

Od interesa su nam odredene klase kategorija koji se nazivaju toposi. U
ovoj cjelini ¢emo ukratko navesti rezultate iz teorije toposa koji ¢e nam biti
potrebni.

Prvo navodimo nekoliko definicija i rezultata iz teorije kategorija koji su
nam potrebni kako bismo definirali topos, a zatim dajemo definicije elemen-
tarnog toposa i Grothendieckovog toposa.

1.1 Rezultati teorije kategorija

Zapocinjemo navodenjem pojmova i rezultata iz teorije kategorija, ve¢inom
pratedi [4] 1 poglavlje “Categorical preliminaries” iz [3].

Jedan od osnovnih pojmova teorije kategorija jest pojam limesa. On se
definira na sljede¢i nacin:

Definicija 1.1.1. Neka su C i J kategorije te C7 kategorija funktora sa J
u C. (J nazivamo i indeksna kategorija, a objekte of C7 dijagrami.)

Neka je C objekt iz C. Prirodna transformacija o s konstantnog dijagrama
A7(C) (koji za sve j € J ima istu vrijednost C') na neki drugi dijagram A
se zove konus nad A sa vrhom C' (u oznaci o : C' — A).

Konus m : L — A je univerzalan ako za svaki drugi konus f : C — A
postoji jedinstven morfizam g : C — L u C takav da vrijedi mj 0 g = f; za
svaki § iz J, kao na sljedecem komutativnom dijagramu:

u:g — k.

hN

(u

i

A(k)

Limes dijagrama A : J — C je univerzalni konus w : L — A (ili, ponekad
nepreciznije, limesom nazivamo njegov vrh L ).

Uoc¢imo da je limes jedinstven do na izomorfizam. Neka je 7 : L — A
(ili, kao prirodna transformacija 7 : Ay — A) limes dijagrama A. Ako
promotrimo kategoriju svih konusa nad dijagramom A, njezini objekti su
konusi nad A, a morfizmi su definirani preko morfizama izmedu vrhova. Iz
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definicije limesa tada slijedi da je 7 terminalni objekt u toj kategoriji, pa je
jedinstven do na izomorfizam.

Nas ¢e zanimati “dovoljno lijepe” kategorije, tj. one za koje limes svih
konac¢nih ili svih malih dijagrama postoji. Postojanje opcenitih limesa je
prejako svojstvo i nama nije od interesa.

Definicija 1.1.2. Za kategoriju C kazZemo da je

(a) Konatno potpuna! ako ima sve konacéne limese, tj. ako za svaku kona-
énu kategoriju J svaki funktor F': J — C ima limes.

(b) Potpuna (ili malo-potpuna?) ako ima sve male limese, tj. ako za svaku
malu kategoriju J svaki funktor F : J — C ima limes.

Funktori izmedu konac¢no potpunih kategorija koji ¢uvaju strukturu ce
nam biti bitni kasnije, pa ih sada definiramo.

Definicija 1.1.3. Neka su C ¢ D konacno potpune kategorije. Funktor F' :
C — D je lijevo egzaktan® ako cuva konacne limese.

Pogledajmo sada jedan poseban slucaj limesa, gdje je J = (— - <).
Takav limes se zove povlak.

Definicija 1.1.4. Limes nad dijagramom oblika

A f>C<g B

zovemo povlak*. Vrh povlaka se jos oznacava i sa A x¢ B.

Ako povlak 7 sa vrhom A X B postoji, on nam daje sljede¢i komutativni
dijagram:
AxcB —> B

m | l"

A—7t ¢

Ponekad se i morfizam m; zove povlak od g duz morfizma f te se A x¢ B
oznacava sa f*B, a 7 sa f*g.
Jedno svojstvo povlaka, koje ¢e nam kasnije biti bitno je “kocka povlaka”.

eng. finitely complete
eng. small-complete
eng. left exact, flat
eng. pullback

B W N =



Cinjenica 1.1.5. Neka su A, B, C, D, E, F, G i H objekti u nekoj kategoriji
C. Promotrimo sljedeci komutationi dijagram:

> I
\
A l > B
\
c > D
Ako su lijeva, prednja i desna strana povlaci, tada je i straznja strana takoder
povlak.

E

Ova ¢injenica se lako dokaze koristedi svojstvo lijepljenja povlaka ([4], str.
72, zadatak 8) prvo za lijevu i prednju, a zatim straznju i desnu stranu.

Jos jedno svojstvo povlaka je karakterizacija monomorfizama promatra-
njem povlaka duz samog sebe (dokaz tvrdnje slijedi direktno iz sli¢ne tvrdnje
iz [3], str. 16).

Cinjenica 1.1.6. Neka je C kategorija i f : A — B morfizam uC. Morfizam
f je monomorfizam ako i samo ako je morfizam induciran s identitetama
pomocu univerzalnog svojstva povlaka, A : A — A xXg A izomorfizam.

Morfizam A : A — AxgA iz prethodne propozicije nazivamo i dijagonalni
morfizam.
Potreban ¢e nam biti i slijedeéi slucaj limesa, gdje je J = (1.

Definicija 1.1.7. Limes nad dijagramom oblika
f
A—=B
g
zovemo ujednacitelj’ od f i g.

Takoder, ako je J kategorija s dva objekta u kojoj su jedini morfizmi
identitete, tada imamo sljedec¢i limes:

Definicija 1.1.8. Limes nad dijagramom oblika

A B

zovemo produkt od A i B te ga oznacavamo s A X B. Morfizme iz A X B u
A i B nazivamo projekcije.

Seng. equalizer



Ako kategorija ima produkte, mozemo dobiti povlake preko produkta i
ujednacitelja na sljedec¢i nacin:

Cinjenica 1.1.9. Ako kategorija C ima produkte, tada je povlak

P— A

2

upravo ujednacitelj

Im
P—— AxB—=<C.
gm2

Ova tvrdnja je ocita iz definicija povlaka i ujednacitelja, no za formalan
dokaz mozemo koristiti i konstrukciju opcenitog konacnog limesa pomocu
produkta i ujednacitelja iz [4] (str. 113).

Naposlijetku, ako je J prazna kategorija (bez objekata i morfizama),
imamo sljededi limes:

Definicija 1.1.10. Terminalni objekt je limes nad praznim dijagramom.

Terminalni objekt mozemo promatrati i kao objekt 1 u kategoriji C sa
svojstvom da za svaki objekt A iz C postoji jedinstveni morfizam f : A — 1.

Moze se pokazati da ako kategorija ima sve povlake i terminalni objekt,
da je konac¢no potpuna, tj. vrijedi sljedec¢a propozicija:

Propozicija 1.1.11. Kategorija C koja ima sve povlake i sadrzi terminalni
objekt ima sve konacne limese.

Osim limesa, zanimaju nas i neke klase kategorija s odredenom struktu-
rom. Jedna od klasa od interesa su tzv. kartezijanski zatvorene kategorije.
One su nam vazne jer su toposi, koje zelimo definirati, i sami kartezijan-
ski zatvorene kategorije. Da bismo dali definiciju kartezijanski zatvorenih
kategorija, prvo trebamo definirati adjungirane funktore.

Definicija 1.1.12. Neka su C i D kategorije. Adjunkcija izC u D je cetvorka
(F,G,¢e,m), gdje su F': C — D 1 G : D — C funktori, a € i n prirodne
transformacije

e: FG — de

n:ide - GF

koje redom zovemo kojedinica i jedinica takve da vrijedi:
tdp = eF o F'n,
1dg = Ge onG.
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Sada dajemo ranije najavljenu definiciju kartezijanski zatvorenih katego-
rija.
Definicija 1.1.13. Za kategoriju C kaZemo da je kartezijanski zatvorena
ako:

(i) Kategorija C sadrzi terminalni objekt.

(i1) Za svaki par objekata A, B u C postoji produkt A x B u C, sa projek-
cijamam : AX B —>Ainmg: AXx B — B.

(11i) Za svaki funktor oblika (— x B) : C — C, za B u C postoji desni
adjungirani funktor, (—)P.

Napomena 1.1.14. Svojstvo spomenuto u (iii) prethodne definicije zovemo
postojanje unutarnjeg homa.

Unutarnji hom je funktor [—, —] : C°? x C — C takav da za svaki objekt C
12 C postoji sljedeca adjunkcija:
Ako definiramo [B, =] = (=)®, tada nam (iii) govori upravo da u C postoji

unutarngi hom.

Zanimljivi su nam i funktori koji ¢uvaju strukturu kategorija s kojima
radimo. Stoga su nam posebno zanimljivi i oni koji ¢uvaju strukturu kartezi-
janski zatvorenih kategorija. Sljedeca lema nam daje karakterizaciju takvih
funktora.

Lema 1.1.15. Neka je F' : C — D funktor izmedu kartezijanski zatvorenih
kategorija C i@ D te neka je L lijevi adjungirani funktor funktora F. Tada je
F kartezijanski zatvoren funktor (1j. ¢uva produkte i unutarnji hom) ako i
samo ako je kanonski morfizam

(Lmy,ealimy) : L(Bx FA) — LB x A

(gdje je € kojedinica u adjunkciji L = F') izomorfizam za sve A i B objekte u
C.

Ova lema se dokazuje direktnom konstrukcijom i dokaz je dan u [2] (Lema
A1.5.8).

Bitan ¢e nam biti i pojam podobjekta. Prije definicije tog pojma, pro-
motrimo jos jednu situaciju. Za objekt A u kategoriji C, mozemo promatrati
monomorfizme s kodomenom A. Akosu f: B — Aig:C — A dva takva
tada kazemo da su oni izomorfni ako postoji izomorfizam k : B — C takav
da je f = gk. Lako se provjeri da je ova relacija refleksivna i tranzitivna.
Podobjekt ¢e nam, na neki nacin, svesti te izomorfizme na jednakosti.



Definicija 1.1.16. Podobjekt objekta A u kategoriji C je klasa medusobno
izomorfnih monomorfizama s kodomenom A.

Nadalje, na skupu (ili pravoj klasi) monomorfizama s kodomenom A
mozemo definirati preduredaj tako da definiramo (f : B - A) < (¢ : C — A)
ako postoji k : B — (' takav da je f = gk.

Na prirodan nacin sada mozemo definirati i preduredaj na klasi podobje-
kata od A. Klasu podobjekata od A s takvim preduredajem oznacavamo i
sa

Sub(A).

Na Sub(A) mozemo definirati unije i presjeke, kao redom najmanju gornju
medu i najveéu donju medu. Preciznije, (B U C) je unija B i C iz Sub(A)
ako vrijedi:

(i) B,C < (BUCQ).

(ii) Ako je B,C < D, onda je (BUC) < D.
Analogno je (BN C) presjek B i C iz Sub(A) ako vrijedi:

(i) (BNnC) < B,C.

(ii) Ako je D < B,C,ondaje D < (BNC).

Posljednji pojam koji nam je potreban prije definicije toposa je klasifika-

tor podobjekata. On je generalizacija ideje da, ako nam je dan skup X i neki
njegov podskup A, mi mozemo konstruirati funkeciju y4 : X — {0,1} takvu

da je xa(z) =1 ako i samo ako je x € A.

Definicija 1.1.17. Klasifikator podobjekata’ kategorije C koja posjeduje ter-
minalni objekt 1 je monomorfizamt : 1 — Q takav da za svaki monomorfizam
m u C postoji jedinstven morfizam 1, takav da sljedecéi dijagram tvori povlak:

S —— 1
o
X -5 Q

gdje je f jedinstveno preslikavanje na terminalni objekt 1. Morfizam 1y, zo-
vemo karakteristicna funkcija podobjekta S, a t moZemo zvati i istina.

Seng. subobject classifier



Na klasifikator podobjekata mozemo gledati i kao na objekt §2 takav da
postoji prirodna bijekcija

Sub(X) = Home(X, Q).

To uistinu i je jedna karakterizacija klasifikatora podobjekata.
Sada promotrimo sve morfizme neke kategorije C. Oni takoder ¢ine kate-
goriju.

Definicija 1.1.18. Neka je C kategorija @ C' objekt u C. Kategorija kriski
kategorije C nad objektom C' (u oznaci C/C) je kategorija ciji cu objekti
morfizmi sa kodomenom C

f:D—C,

a morfizmi su komutativni trokuti:

D1 ? D2
N
C

1.2 Neke posebne kategorije

Sada ¢emo razmotriti neke kategorije s odredenim strukturama koje su nam
od interesa, velikim dijelom kao u [2] (poglavlje A1), povremeno se referen-
cirajuéi na [7]. Prvo dajemo definiciju slike morfizma.

Definicija 1.2.1. Monomorfizam m zovemo slika morfizma f ako se f fak-
torizira kroz m, tj. f = me za neki morfizam e, i pritom vrijedi da ako se f
faktorizira kroz monomorfizam h tada se i m faktorizira kroz monomorfizam
h.

Za kategoriju C kaZemo da ima slike ako za svaki morfizam f u C postoji
morfizam m takav da je m slika od f.

Napomena 1.2.2. Prisjetimo se da monomorfizme moZemo urediti. Tada
na m iz prethodne definicije mozZemo gledati kao na najmangi monomorfizam
kroz koji se f faktorizira.

Slicno, mozZemo umgjesto monomorfizama kroz koje se f faktorizira gledati
podobjekte kodomene of f kroz koje se f faktorizira.

Sada ¢emo izdvojiti jednu bitnu klasu morfizama, koji su kljuéni u defi-
niciji regularne kategorije.
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Definicija 1.2.3. Za epimorfizam f kaZemo da je ekstremalan epimorfizam
ako vrijedi da jednakost f = gh za neke morfizme g i h, gdje je g monomor-
fizam, povlaci da je g 1zomorfizam.

Primijetimo da ako kategorija ima sve ujednacitelje tada u prethodnoj
definiciji ne moramo zahtijevati da je f epimorfizam. Naime, u tom slucaju
svaki morfizam koji ima samo trivijalne faktorizacije kroz monomorfizme je
epimorfizam. O tome nam govori sljedeca propozicija:

Propozicija 1.2.4. Neka je C kategorija u kojoj postoje svi ujednacitelyi.
Tada je svaki morfizam f : A — B koji ima samo trivijalne faktorizacije
kroz monomorfizme nuzno i epimorfizam.

Dokaz. Dokaz je dan sljede¢im dijagramom:

D:ﬁ;E%Bi&C
J A~

h
ey /
i f

A

Uzmimo neke g,h : B — C takve da je gf = hf i pogledajmo ujednacitelj
od g i h. Oznacimo njegov vrh s E. Tada se po definiciji ujednacitelja f
faktorizira kroz ujednacitelj, tj. postoje k: A — Eie: E — B takvi da
je [ = ek, gdje je e monomorfizam (tu tvrdnju éemo opravdati kasnije). Po
pretpostavci na morfizam f je tada e izomorfizam. Sada imamo e leg =
e leh (jer je eg = eh), odakle slijedi idg o g = idg o h, tj. g = h, pa je f
epimorfizam.

Dokazimo sada da postoji morfizam k£ i monomorfizam e. Akoe: E — B
ujednacava g : B — C' i h : B — C, pretpostavimo da je ei = ej, za neke
morfizme i,j : D — E. Tada je g(ei) = (ge)i = (he)i = h(ei), pa po definiciji
ujednacitelja postoji jedinstven [ : D — FE takav da el = ei. No 7 je jedan
takav, pa slijedi [ = ¢. Sli¢no dobivamo [ = j. Dakle, + = 7, pa je morfizam
e : E — B monomorfizam. Po prvom dijelu dokaza sada vrijedi da je f
epimorfizam. ]

Prethodna propozicija nam kaze da su u kategorijama koje imaju ujedna-
citelje sljedeca svojstva ekvivalentna:

(a) f je ekstremalni epimorfizam
(b) f ima samo trivijalne faktorizacije kroz monomorfizam

To posebno vrijedi u kona¢no potpunim kategorijama.

11



Definicija 1.2.5. Stabilnost ekstremalnih epimorfizama na povlak znaci da
za svaki f : A — B ekstremalan epimorfizam i h : C — B je i h*(f) :
C xg A — C takoder ekstremalan epimorfizam.

Definicija 1.2.6. Za konacno potpunu kategoriju C koja ima slike i ¢iji ek-
stremalni epimorfizmi su stabilni na povlak kaZemo da je regularna.

Sljedece vrste kategorija koje nas zanimaju su koherentne kategorije. To
su regularne kategorije s dodatnom strukturom. Prije no sto ih definiramo,
trebamo definirati jedan funktor koji ¢e nam biti potreban kako bismo opisali
zeljenu dodatnu strukturu.

Definicija 1.2.7. Neka je f : A — B morfizam u kategoriji C koja ima
povlake. Neka suC/A iC/B kategorije kriski kategorije C nad A i B. Funktor
promjene baze” je funktor f*: C/B — C/A induciran sa f na sljedeéi nacin:

(i) Na objektima je dan pomocu povlaka duZ f:
AxpX —5 X
(p X — B) — f*(p)l lp
A—L 4B
(1) Na morfizmima je definiran koristeéi univerzalnost povlaka:

X g s X/ AxgX k » Axpg X'
\ / s

P 4 f*(p) (")

B A

Gdje je k jedinstveni morfizam kao na sljedecem komutativnom dija-
gramu:

goTx

Takav funktor mozemo promatrati i samo na klasama Sub(B), gdje je B
objekt kategorije C. Moze se pokazati da, ako kategorija ima slike, da ¢e taj
funktor imati lijevi adjungirani funktor.

Teng. base change functor
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Propozicija 1.2.8. Neka je C kategorija koja ima sve povlake. Tada C ima
slike ako @ samo ako za svaki morfizam f, funktor promjene baze f* ima lijevi
adjungirant funktor 3;.

Dokaz. 1z definicije je jasno da C ima slike ako i samo ako za svaki objekt A
u C, inkluzija Sub(A) — C/A ima lijevi adjungirani funktor im, koji podo-
bjektu pridruzuje njegovu sliku.

Definirajmo sada 3y kao kompoziciju

Sub(A) —— CJA 1 ¢/B —™ Sub(B)

gdje je X¢(g) = f og, i direktnom provjerom dobivamo da je to lijevi adjun-
girani funktor od f*.
Obratno, direktnom provjerom dobivamo da primjenom 3y na terminalni

objekt u Sub(A) dobivamo sliku of f. O

Napomena 1.2.9. Promotrimo adjunkciju 1z dokaza propozicije 1.2.8, in-
kluzije @ funktora itm. MoZe se provjeriti da je tada kanonski morfizam
dom(f) — dom(im(f)), jedinica te adjunkcije, ekstremalan ([2], paragraf
nakon leme A1.3.1).

Ukoliko funktor promjene baze f* ima desni adjungirani funktor tada
njega oznacavamo sa V.

Sada se okre¢emo definiciji koherentne kategorije. Funktor f* smo defini-
rali i na klasama podobjekata. Cuvanje unija u tim klasama je svojstvo koje
zelimo. Stoga koherentnu kategoriju definiramo upravo kao kategoriju s tim
svojstvom.

Definicija 1.2.10. Za regularnu kategoriju C kaZemo da je koherentna ako
za svaki njezin objekt A parcijalno uredena klasa Sub(A) ima konacéne unije
koje su ocuvane djelovanjem svakog funktora promgjene baze f* : Sub(B) —
Sub(A), za svaki objekt B iz C.

Definicija 1.2.11. Neka je C koherentna kategorija te A objekt u C. Kom-
plement podobjekta B — A je podobjekt C' — A takav da je BNC =0 1
BUC=A.

Ako u koherentnoj kategoriji C svaki podobjekt ima komplement, tada za
C kazemo da je Booleova kategorija.

Napomena 1.2.12. Uocimo da, ako nam je zadana operacija — koja svakom
monomorfizmu B < A pridruzuje komplement njegove klase u Sub(A), tada
je = kontravarijantni funktor Sub(A) — Sub(A) (ako je B < C, tada je
—C < =B), te je njegov kvadrat —=— = idgy(a).
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Definicija 1.2.13. Neka je C koherentna kategorija te A objekt u C. Nega-
cija (ili pseudo-komplement) podobjekta B — A je najveéi podobjekt od A
disjunktan s B. Negaciju od B, ako postoji, oznacavamo s =B — A.

Napomena 1.2.14. Ocito je komplement, ako postoji, ujedno i pseudo-
komplement, pa je u redu koristiti oznaku —.

Kasnije ¢e nam biti potrebna ¢injenica da f* ¢uva unutarnji hom/ekspo-
nencijalne objekte. Sada ¢emo to dokazati.

Lema 1.2.15. Neka je f : A — B morfizam u reqularnoj kategoriji. Tada,
za svaka dva podobjekta A" — A i B' — B, postoji izomorfizam

3(A N f1(B) 2 3,(A) N B’ u Sub(B).

Dokaz. Promotrimo sljede¢i dijagram:

AN (B H(A) N B/

SN

[ (B) l » B
Al l[ af(A'
\ A /

Prije svega uoc¢imo da su prednja, lijeva i desna strana povlaci. No tada,
po c¢injenici 1.1.5 je istraznja strana povlak.

Uoc¢imo da je donja stranica straznje strane ekstremalni epimorfizam.
Naime, ako kompoziciju morfizama A" — A i f oznac¢imo sa g : A’ — B,
tada je po napomeni 1.2.9, dom(g) — dom(im(g)) ekstremalan. No, po
definiciji 3 je to upravo A" — 34(A’). Tada je i gornja stranica ekstremalni
epimorfizam, zbog stabilnosti na povlake.

Prema definiciji operacije N je 3;(A")N B’ — B podobjekt (kao kompozi-
cija monomorfizama), pa je dijagonala desne stranice monomorfizam. Tada
je kompozicija A’ N f*(B') — 3;(A’) N B’ — B faktorizacija kroz sliku kom-
pozicije A’ N f*(B") — A sa f, zbog toga sto je lijeva strelica ekstremalni
epimorfizam, a desna monomorfizam, pa prema definiciji funktora 3¢, vrijedi

3, (AN f4(B') = 3;(A) N B O

Nama su zanimljive i kategorije kod kojih funktori V¢ i 3 postoje. To
motivira sljedeéu definiciju:
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Definicija 1.2.16. Za koherentnu kategoriju C kaZemo da je Heytingova
ako za svaki morfizam f u C inducirani funktor promgjene baze f* ima i desni
adjungirant funktor V¢ @ lijevi adjungirani funktor .

Heytingove kategorije imaju svojstvo da svaki podobjekt B objekta A
postoji najveéi podobjekt od A disjunktan s B, tj. da negacija uvijek postoji.
To ¢e se pokazati kao bitno svojstvo. Dokazimo tu tvrdnju.

Lema 1.2.17. Neka je C Heytingova kategorija te A objekt u C. Neka su
Ay — A i Ay — A podobjekti od A. Tada postoji najveéi podobjekt Az — A
takav da As N A; < As.

Nadalje, ako takav podobjekt oznacimo s

(Al = A2> — A,

tada je tako definirana binarna operacija na podobjektima stabilna na povlake
(tj. ako je f : B — A neki morfizam, te ako su Ay, As u Sub(A), tada je
[(Ar = As) = (f*(A1) = [*(A2)) u Sub(B)).

Dokaz. Neka je m monomorfizam m : A; — A. Kako je C Heytingova,
tada funktor promjene baze m* : Sub(A) — Sub(A;) ima desni adjungirani
funktor V,,, : Sub(A;) — Sub(A). Definirajmo (A4; = Ay) — A kao V,,(41 N
AQ) — A.

Kategorija Sub(A) je parcijalni uredaj, pa vrijedi da je Homguya)(X,Y)
neprazan ako i samo ako je X < Y te u tom slucaju postoji totno jedan
morfizam X — Y. Adjunkcija m* 4V, nam daje bijekciju skupova

HomSub(Al) (m*(X), Y) = Homgub(A) (X, Vo (Y)),
odakle imamo
m*(X) <Y ako i samo ako X <V, (Y).

Nadalje, zbog postojanja jedinice i kojedinice adjunkcije, postoje prirodne
transformacije € : m*V,, — idgupa) i 0 : idgupa,) — Ymm* te tada vrijede
nejednakosti m*(V,,,(Y)) < Y i X < V,,(m*(X)), za X iz Sub(A) i Y iz
Sub(A;). Takoder, vrijedi i m*(X) = X N Ay, po definiciji funktora m* i
¢injenice da je presjek u Sub(A) povlak.

Promotrimo podobjekte (V,,(A; N A2)NA;) — Ai Ay — A. Iz prethod-
nog znamo da je (V,,(A1NAz)NA1) = m* (Vi (A1NA2)) = m*(V,(m*(As))) <
m*(Ag) = Al N A2 < AQ. To upravo znaci da je (Al = Ag) N Al < AQ.

Neka je B iz Sub(A) takav da BN A; < Ay. Tadajei BN A; < Ay N A
(iz definicije presjeka i ¢injenice da je B N A; manji od A; po definiciji i
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Ay po pretpostavei). Odatle slijedi m*(B) < Ay N A; i adjunkcija daje
B <V.(A1NAy), tj. B< (A = Ay). Dakle, (4] = Aj) je trazeni najvedi
podobjekt.

Preostaje dokazati stabilnost na povlake. Neka je f : B — A neki morfi-
zam i A" u Sub(A) te B’ u Sub(B). Zbog leme 1.2.15 znamo da je kanonski
morfizam (3ymy, ea3yma) : (B’ X f*(A')) = 35(B’) x A" izomorfizam (jer je
u Sub(A) i Sub(B) produkt upravo presjek), pa tada, po lemi 1.1.15 funktor
f* ¢uva unutarnji hom. Ako pokazemo da je implikacija unutarnji hom, tada
tvrdnja slijedi.

Uocimo da je u Sub(A) s operacijom N dan produkt. Zelimo pokazati
da vrijedi (—NX) 4 (X = —) zasvaki X — A. Tj. dazasvakiY — A
vrijedi Hom(Y N X, Z) = Hom(Y, (X = Z)). No, to je ekvivalentno tome
da vrijedi (Y NX) < Z akoisamo ako Y < (X = 7). Y < (X = Z) vrijedi
ako 1 samo ako je Y <V, (X NZ), gdje je m : X — A. Nadalje, to vrijedi
ako 1 samo ako je Y N X = m*(Y) < XN Z. To nam daje (Y NX) < Z,
zbog X NZ < Z. Ali daje nam i obratnu implikaciju. Neka je (Y NX) < Z,
tadaje (Y NX)=(XN(YNX)) <(XNZ). Dakle, implikacija je unutarnji
hom, pa f* ¢uva implikaciju. O

Definicija 1.2.18. Podobjekt (A1 = Ay) — A iz prethodne leme nazivamo
Implikacija podobjekata Ay, Ay — A.

Korolar 1.2.19. Neka je C Heytingova kategorija te A objekt uw C. Neka je
B — A podobjekt od A. Tada postoji negacija =B — A.

Nadalje, tako definirana operacija na podobjektima je stabilna na povlake
(tj. ako je f : A" — A neki morfizam, te ako je B u Sub(A), tada je
fr(=B) ~ =f*(B) u Sub(A")).

Dokaz. Uocimo da je negacija =B upravo oblika (B = 0), gdje je 0 inici-
jalni objekt u kategoriji C. Primjenom prethodne leme dobivamo egzistenciju
negacije. O

Postavlja se pitanje kada mozemo re¢i da je svaka negacija ujedno i kom-
plement. To pitanje se svodi na pitanje kada je Heytingova kategorija Boole-
ova.

Lema 1.2.20. Heytingova kategorija C je Booleova ako i@ samo ako je funktor
== Sub(A) — Sub(A) izomorfan funktoru idsyya), 2a svaki objekt A u C.

Dokaz. Jedan smjer smo komentirali u napomeni 1.2.12. Ako je kategorija C
Booleova tada je =— funktor izomorfan identiteti.

Obratno, neka je A proizvoljan objekt u C, i A" < A njegov proizvoljan
podobjekt. Ocito vrijedi A’N—-A" = 0. Ali i uvijek vrijedi =(A" U -A") = 0.
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Naime, podobjekt A” < A disjunktan s A’U—A’ je posebno disjunktan s A’.
Kao takav, sadrzan je u —A’, jer je on najvedi takav. Analogno je sadrzan
iu A'. Dakle, sadrzan jeiu A’'N—-A" = 0. Pa je tada -(A"U-A4") = 0.
Primjenom negacije dobivamo ——(A" U —=A") = A i iz pretpostavke slijedi
AU-A = A O

Posljednja klasa kategorija koja nas zanima su one regularne kategorije u
kojima mozemo interpretirati infinitarne disjunkcije.

Definicija 1.2.21. Za reqularnu kategoriju C kaZemo da je geometrijska ako
za svaki njezin objekt A parcijalno uredena klasa Sub(A) ima male unije
koje su ocuvane djelovanjem svakog funktora promjene baze f* : Sub(B) —

Sub(A), za svaki objekt B iz C.

Biti ¢e nam i bitni funktori koji ¢uvaju strukturu geometrijskih kategorija.
Takve funktore nazivamo geometrijskim funktorima.

Definicija 1.2.22. Neka je F': C — D funktor izmedu geometrijskih katego-
rija C © D. Funktor F' je geometrijski ako:

(1) Cuva konacne limese.

(i) Cuva 3, za svaki morfizam p : X — Y u C. Konkretno, za podobjekt
S — X je F'(3,5) = Ipp F(5).

(i4i) Cuva proizvoline unije podobjekata.

1.3 Definicija toposa

U ovoj toc¢ci nam je cilj definirati pojam toposa, najveé¢im dijelom pratedi [3],
povremeno koriste¢i [4] i [7]. Poé¢injemo s definicijom elementarnog toposa,
a zatim ¢emo poopciti pojam topologije i topoloskog prostora, Sto nam je
potrebno kako bismo definirali Grothendieckov topos.

Definicija 1.3.1. Kategoriju €& nazivamo elementarni topos ako vrijedi:
(1) Kategorija € ima sve konacne limese.
(i1) Kategorija € je kartezijanski zatvorena.

(i1i) Kategorija € posjeduje klasifikator podobjekata.

Uz elementarne topose, definirat ¢emo nesto manju klasu kategorija, Grot-
hendieckove topose. No prije toga, trebamo generalizirati pojam topoloskog
prostora. Prvo dajemo definiciju sita.
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Definicija 1.3.2. Neka je C objekt kategorije C. Sito® na C je skup S
morfizama s kodomenom C' takav da, ako je f € S i fh definirano za neki
morfizam h, tada je fh € S.

NajcesCa operacija na situ je povlak. Ako je C kategorija, S sito na
objektu C'iz C i f : " — C morfizam, onda je f*(S)={g: D - C": D €
C,fge S}

Pomocu sita mozemo generalizirati topologiju na topoloskom prostoru na
tzv. Grothendieckovu topologiju na kategoriji. Ona se definira na sljedeci
nacin:

Definicija 1.3.3. Grothendieckova topologija na kategoriji C je funkcija J
koja svakom objektu C kategorije C pridruzuje kolekciju J(C) sita tako da:

(1) Maksimalno sito tc = {f : cod(f) = C} je u J(C).

(11) (Aksiom stabilnosti) Ako je S € J(C), tada je h*(S) € J(D), za svaki
morfizam h: D — C.

(i1i) (Aksiom tranzitivnosti) Ako je S € J(C) i R neko sito na C takvo da
je h*(R) € J(D) za sveh: D — C u S, tada je i R € J(C).

Sada, kada imamo definiranu Grothendieckovu topologiju J na katego-
riji C, mozemo promatrati par (C,.J), na slican nacin kao sto kod topoloskih
prostora promatramo skup i topologiju na njemu. To motivira sljede¢u defi-
niciju:

Definicija 1.3.4. Par (C,J), gdje je C kategorija, a J Grothendieckova to-
pologija na C nazivamo pozicija®. Ako je C objekt w C i S € J(C), kazemo
da je S pokrivac'® od C ili da S pokriva C.

Ako su C i D objekti u C te f: D — C morfizam, kaZemo i da sito S na
C pokrivall f ako f*(S) pokriva D.

Napomena 1.3.5. U formulaciji kao u drugom dijelu definicije, uocimo da
S pokriva C ako i samo ako S pokriva identitetu na C'.

Uocimo 1@ da, koristeci tu formulaciju, moZemo aksiome Grothendieckove
topologije zapisati na sljedeéi nacin (“formulacija strelicama”):

(ia) Ako je S sito na C i f € S, tada S pokriva f.

8eng. sieve

Yeng. site

Oeng. covering sieve
Yeng. covers an arrow
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(iia) (Aksiom stabilnosti) Ako S pokriva f: D — C, tada S pokriva i f o g,
za sve g: E — D.

(iiia) (Aksiom tranzitivnosti) Ako S pokriva f : D — C i R je sito na C koje
pokriva sve morfizme u S, tada i R pokriva f.

Navedimo sada primjer koji pokazuje da tako definirana pozicija stvarno
je generalizacija pojma topoloskog prostora. Tj. da je svaki topoloski prostor
pozicija na nekoj kategoriji.

Primjer 1.3.6. Topoloski prostor sa standardnom definicijom pokrivaca je
primjer pozicije. Pogledagmo parcijalno ureden skup O(X) otvorenih pod-
skupova topoloskog prostora (X, O(X)) kao kategoriju s elementima iz O(X)
kao objektima i morfizmima definiranima na nacin da postoji toéno jedan
morfizam U — V' ako i samo ako je U C V.

Sito na U je familija S otvorenih podskupova od U sa svojstvom da ako
je V' CV €S tada je V' € S.

Sada definirajmo da S pokriva U ako i samo ako je U sadrZan u uniji
otvorenih skupova iz S. Tako definiran “otvoren pokrivac” zadovoljava aksi-
ome Grothendieckove topologije. U tom slucaju, morfizam f sa kodomenom
U je otvoren podskup W C U, a sito S na U pokriva morfizam W C U ako i
samo ako je W sadrzZan u uniji otvorenth skupova u S. To je ujedno i razlog
koji motivira raniju “formulaciju strelicama™.

Kada promatramo topoloske prostore, cesto otvoren pokriva¢ od U opi-
sujemo kao familiju otvorenih skupova {U; : i € I} s unijom | J,.,U; = U.
Takva familija ne mora nuzno biti sito, no moze ga, na neki nacin, generirati.
Preciznije, skup svih otvorenih V' C U, sa svojstvom da V' C U;, za neki¢ € [
jest sito. Ponekad moze biti korisno definirati takve skupove koji generiraju

sita i opcenitijem slucaju, tj. u opcenitoj kategoriji koja ima povlake.

Definicija 1.3.7. Baza (Grothendieckove topologije) na kategoriji C koja ima
povlake je funkcija K koja svakom objektu C' kategorije C pridruzuje kolekciju
K(C), koja se sastoji od familija morfizama s kodomenom C, takvih da:

(i) Ako je f: C" — C izomorfizam, onda je {f : C" — C} € K(C).

(1)) Ako je {f; : C; = C i € I} € K(C), onda za svaki morfizam g : D —
C, je familija povlaka {my : C; xc D — D i € I} € K(D).

(111°) Ako je {fi : C; = C i€ I} € K(C) i za svaki i € I postoji familija

{9;j : Dij — C; : j € L} € K(C;), onda je familija kompozicija
{fogyj:Dy—C:icljel}eK({).
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Napomena 1.3.8. U prethodnoj definiciji, svojstvo (ii’) se ponovno zove
aksiom stabilnosti i (i1i°) aksiom tranzitivnosti. Par (C, K) se, takoder, zove
pozicija i elementi od K(C') pokrivaci.

Sada se okrecemo definiciji snopova. Definirat ¢emo klasu funktora koju
¢emo zvati predsnopovi te ¢emo definirati uvjet koji predsnop mora zadovo-
ljavati kako bi ga nazvali snopom.

Definicija 1.3.9. Neka je C mala kategorija. Predsnop'? na C je funktor
P :C? — Set.
Kategoriju svih predsnopova na C oznacavamo sa
PSh(C).

Uocimo da se kategorija C moze uloziti u PSh(C) tako da svakom C u
C pridruzimo funktor oblika Hom(—, C'). Takvo preslikavanje je vrlo bitno i
stoga ima svoj naziv.

Definicija 1.3.10. Neka je C mala kategorija i PSh(C) kategorija predsno-
pova na C. Funktor

y:C—PSh(C), C+~ Hom(—,C)
zovemo Yonedino ulaganje.

Predsnopovi ovise samo o kategoriji, no snopovi ¢e ovisiti i o Grothendi-
eckovoj topologiji. Na slican nacin kao Sto funkcije ovise o skupovima, ali
neprekidne funkcije ovise o topologiji na skupu.

Definicija 1.3.11. Neka je C mala kategorija i J Grothendieckova topologija.

Neka je F' predsnop na C te neka sito S pokriva objekt C' iz C.
Kompatibilna familija'® elemenata od F' za sito S je funkcija koja svakom

elementu f : D — C iz S pridruuje element xy € F(D) tako da vrijedi:

F(g)(xf) =24y za svakig: E— D uC
Lijepljenje'* takve kompatibilne familije je element x € F(C) takav da

vrijedi:
F(f)(x) =z za svaki f € S

2eng. presheaf
Beng. matching family
Yeng. amalgamation
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Predsnop F nazivamo snop®® ako svaka kompatibilna familija za svaki
pokrivac svakog objekta od C ima jedinstveno lijepljenje. Kategoriju svih sno-
pova skupova na poziciji (C,J) oznacavamo sa

Sh(C, J).
Kako je svaki snop predsnop, postoji ulaganje

Sh(C,J) — PSh(C).
Cinjenica 1.3.12. Neka je (C,J) pozicija, PSh(C) kategorija predsnopova
na C i Sh(C, J) kategorija snopova na (C,J). Neka je j : Sh(C,.J) — PSh(C)
ulagange. Funktor j posjeduje lijevo adjungirani funktor

PSh(C) — Sh(C, J)
koji zovemo snopifikacijal®.

Ova cinjenica nije laka za dokazati. Za detaljan dokaz vidjeti [3] (str.
128, TIL5).
Konacno, mozemo definirati Grothendieckov topos.

Definicija 1.3.13. Kategoriju ekvivalentnu kategoriji svih snopova skupova
na nekoj poziciji zovemo Grothendieckov topos.

Vrijedi sljede¢a propozicija, koja nam daje poveznicu izmedu elementar-
nog i Grothendieckovog toposa.

Cinjenica 1.3.14. Svaki Grothendieckov topos je elementarni topos.

Dokaz ove tvrdnje takoder nije jednostavan, stoga samo navodimo da se
dokaz nalazi u [3] (str. 134-143, 1I1.6, I11.7).

Ako promatramo kategoriju toposa, zanima nas $to su morfizmi. Mor-
fizme toposa nazivamo geometrijskim morfizmima i definiramo na sljedeci
nacin:

Definicija 1.3.15. Ako su & i £ toposi, geometrijski morfizam
f:€=¢&

se sastogi od para funktora (f*, f.),
& =€,
fo i€ =&,

takvih da vrigedi f* 4 f, @ da f* ¢uva konacéne limese. Funktor f* zovemo
inverzna slika, a funktor f, direktna slika.

YBeng. sheaf
Seng. sheafification
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2 Kategoricka logika prvog reda

U ovom poglavlju ¢emo govoriti o logici i kako ju opisati unutar teorije katego-
rija. Cilj nam je povezati kategorije i matematicke teorije na na¢in koji nam
omogucava da proucavanjem prikladne kategorije mozemo zakljuciti nesto o
toj teoriji. Primjerice, zanimat ¢e nas ispunjivost formula (a samim time i
postojanje nekog modela).

U prvoj tocci ¢emo definirati osnovne pojmove poput varijable i terma te
viSe klasa formula i teorija. Druga tocka ¢e biti posveéena semantici. Defini-
rat ¢emo pojmove poput strukture i interpretacije formula unutar kategorija
te modele za teoriju unutar prikladne kategorije. Stovise, vidjet ¢emo i da
modeli za neku teoriju unutar kategorije i sami ¢ine kategoriju.

2.1 Sintaksa

Prvo se okre¢emo sintaksi. Promatrat ¢emo proSirenje “klasi¢ne” logike prvog
reda, takozvanu visesortnu logiku, prateéi [2] (D1.1). Kreéemo of definicije
signature.

Definicija 2.1.1. Signatura (prvog reda) > se sastoji od tri skupa:
(1) Skupa X-Sort cije elemente zovemo sorte.

(i1) Skupa 3-Fun cije elemente zovemo funkcijski simboli ¢ preslikava-
nja koje svakom f € X-Fun pridruzuje njegov tip, koji se sastoji od
konacne neprazne liste sorti (gdje je posljednja sorta u listi istaknuta).
Pisemo:

fﬁAl...An%B,

kao oznaku da je f tipa Aq,...,A,, B. Takav funkcijski simbol nazi-
vamo n-mjesnim funkcijskim simbolom (Brojn se naziva i mjesnost od
f). Ako je n =0, tada [ nazivamo konstanta sorte B.

(i1i) Skupa X-Rel ¢ije elemente zovemo relacijski simboli ¢ preslikavanja koje
svakom R € X-Rel pridruzuje njegov tip, koji se sastoji od konacne liste
sorti. Pisemo:

R— A... A,

kao oznaku da je R tipa Ay, ..., A,. Takav relacijski simbol nazivamo
n-mjesnim relacijskim simbolom. Ako je n = 0, tada R nazivamo ato-
marna propozicija.

Za svaku sortu A signature 3, dan je beskonacan prebrojiv skup Vy, Cije
elemente nazivamo wvarijable sorte A. Bitno nam je da u svakom trenutku
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mozemo uvesti novu varijablu sorte A, tj. varijablu sorte A koja se nije veé
pojavila u nekom termu ili formuli koje razmatramo.

Uoc¢imo da ako za >-Sort uzmemo jednoclan skup te izostavimo pisanje
sorti i tipova (jer su oni u tom slu¢aju jedinstveno odredeni jedinstvenim
elementom skupa ¥-Sort), tada dobivamo “klasiénu” logiku prvog reda.

Prije definicije rijec¢i koje nas najvise zanimaju, formula, definiramo po-
jam terma.

Definicija 2.1.2. Terme nad signaturom > definiramo rekurzivno na nacin
opisan dolje. Takoder, definiramo i sortu svakog terma i pisSemo t : A, kao
oznaku da je t term sorte A.

(1) Ako je x varijabla sorte A, x : A je term sorte A.

(i) Ako je f: Ay... A, — B funkcijski simbol ity : Ay,... t, : A, termi,
f(t1,...,tn) : B je term sorte B.

Napomena 2.1.3. Ako je f konstanta, tada za term dobiven iz f i prazne
liste terma (slucaj (i) u gornjoj definiciji) umjesto f() pisemo f.

Sada dajemo definiciju formula. Preciznije, definirat ¢emo nekoliko klasa
formula, obzirom na “zatvorenost na operacije”. Pod time mislimo da ako
na odreden nacin iz jedne ili vise rije¢i konstruiramo novu rije¢, zahtijevamo
da ta nova rije¢ takoder bude formula iz te klase. Razlicite klase ¢e biti
zatvorene na razli¢it skup operacija.

Definicija 2.1.4. Klasa F formula nad signaturom 3 i, za svaku formulu ¢,
skup FV (¢) slobodnih varijabli u ¢ se definiraju rekurzivno ovako:

(1) Rije¢ R(ty,...,t,) je u F ako je R — Ay...A, relacijski simbol i
ty @ A, ... t, o A, termi. Slobodne varijable ove formule su sve vari-
jable koje se pojavljuju u nekom termu t;. (Ako je R mjesnosti 0, tada
umgesto R(), pisemo R.)

(ii) Rije¢ (s = t) je u F ako su s it termi iste sorte. Skup FV (s = t)
je skup svih varijabli koje se pojavljuju w s ili t (ili oboje). (Nekad
je prakticno oznaciti sortu terma, pa tada piSemo (s =4 t), da bismo
naglasili da su s it sorte A.)

(iii) Logicka konstanta T je u F te FV(T) = 0.

(iv) Rije¢ (¢ N ) je u F ako su ¢ i1 u F te definiramo FV (¢ N ) =
FV(p)U FV(y).

(v) Logicka konstanta L je u F te FV (L) = 0.
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(vi) Rzyec (o V) jeuF ako su ¢ i u F te definiramo FV (¢ V ) =
FV(9) U FV ().

(vii) Rzyec (0 =) jeu F ako su ¢ iy u F te FV(¢ = o) = FV(p) U
FV(y).

(viii) Rije¢ —¢ je u F' ako je ¢ u F te FV(—¢) = FV ().

(iz) Rije¢ ()¢ je u F ako je ¢ u F i x varijabla; FV ((Jz)p) = FV(9) \
{z}. (Ako Zelimo naglasiti sortu varijable, pisemo i (Jz : A)¢, da
bismo naglasili da je x sorte A.)

(x) Rije¢ (V)¢ (ili (Vx : A)p) je u F ako je ¢ u F iz varijabla; FV ((Vx)p) =
FV(9) \ {x}.

(xi) Rijec \/,c; @i je u I ako je I skup, ¢; je uw F za svakii € I il
konacan. Tada je i FV(\.c; ¢i) = Uie; FV (64)

FV ()

el

(zit) Rijec \,c; @i je u F ako je I skup, ¢; je u F za svakii € I il
konacan. Tada je i FV(N,c; @) = Uie; FV (¢4)

FV ()

el

Koristeci ove uvjete, definiramo sljedece:

(a) Skup atomarnih formula nad signaturom ¥ je najmanji skup zatvoren
na (i) i (ii).

(b) Skup Hornovih formula nad signaturom % je najmangi skup zatvoren
na (i)-(iv).

(¢) Skup regularnih formula nad signaturom ¥ je najmangi skup zatvoren
na (i)-(w) i (iz).

(d) Skup koherentnih formula nad signaturom X je najmangi skup zatvoren
na (i)-(vi) i (iz).

(e) Skup formula prvog reda nad signaturom ¥ je najmangi skup zatvoren

na (i)-(x).

Posljednje dvije definicije ukljucuju (xi) i (xii) i rezultiraju pravim klasama
formula.

(f) Klasa geometrijskih formula nad signaturom ¥ je najmanja klasa za-

tvorena na (i)-(vi), (iz) i (xi).

(9) Klasa infinitarnih formula prvog reda nad signaturom ¥ je najmanja
klasa zatvorena na (i)-(zii).
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Napomena 2.1.5. Primijetimo da smo spomenuli pojmove ‘reqularna’, ‘ko-
herentna’ i ‘geometrijska’ ranije, kad smo definirali kategorije s odredenom
strukturom. Kasnije cemo vidjeti da to nije slucajnost, nego da se reqularne,
koherentne i geometrijske formule mogu interpretirati u, redom, reqularnim,
koherentnim i geometrijskim kategorijama. Na slican nacin, formule prvog
reda se mogu interpretirati v Heytingovim kategorijama.

Takoder, vrijedi napomenuti da nam nedostaje jedna klasa formula, one
koje odgovaraju konacno potpunim kategorijama. One, hijerarhijski, leZe
izmedu Hornovih i regularnith formula. No jos me moZemo definirati kar-
tezijske formule, pa definiciju odgadamo dok ne razvijemo dovoljnu teoriju.

U nastavku ¢emo pretpostavljati da nam je zadana neka signatura te to
ne¢emo naglasavati u svakoj definiciji.

Primijetimo da u nekim slucajevima nije bitno koji simbol uzmemo za
varijablu. Primjerice, ne zelimo razlikovati formule (3z)R(x) i (Jy)R(y) jer
one nam, intuitivno gledajuéi, govore istu stvar. Korisno je takve formule
promatrati kao ekvivalentne. To motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 2.1.6. Neka je ¢ formula. Varijabla x koja se pojavijuje u ¢, koja
je u dosegu nekog kvantifikatora, se zove vezana varijabla.

Ako se dvije formule ¢ i ¢ razlikuju samo u imenima vezanih varijabli,
kaZemo da su a-ekvivalentne.

Dvije a-ekvivalentne formule u praksi ne razlikujemo. Napominjemo da
se neka varijabla moze pojaviti kao slobodna i vezana u istoj formuli. No za
svaku formulu ¢ postoji a-ekvivalentna formula ¢’ takva da se to ne dogada.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da radimo s takvim formu-
lama u kojima smo izabrali imena varijabli tako da to nije slucaj.

Ponekad su nam od interesa bas one formule koje ne sadrze slobodne
varijable. Stoga za njih imamo poseban naziv.

Definicija 2.1.7. Zatvorena formula /s recenica ¢ je formula takva da je
FV(¢) = 0. Zatvoren term je term t : A koji ne sadrzi varijable.

Sada se okrec¢emo definiciji konteksta. On nije nista drugo no konacan
niz razlicitih varijabli, ali u nastavku ¢e se pokazati korisno imati taj pojam.

Definicija 2.1.8. Kontekst je konacna lista ¥ = x4, ..., x, medusobno raz-
lucitih varijabli. U slucaju n = 0, kaZemo da je kontekst prazan.

Ako je & kontekst, a y varijabla razlicita od svih varijabli koje se pojav-
ljuju u kontekstu X, tada sa X,y oznacavamo kontekst x1,..., x,,y. Slicno,
ako Su T =1xT1,..., Ty 1Y =1Y1,-.-.,Ym dva konteksta takvi da se nijedna va-
rijabla 1z & ne pojavijuje u y (i obratno), onda sa T,y oznacavamo kontekst

L1y Ty Y15+ -y Yme
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Tip konteksta je lista (ne nuzno razlicitih) sorti varijabli koji se u njemu
pojavljuju.

Obic¢no ¢emo formule promatrati u nekom kontekstu. Za to nam treba
sljedeca definicija.

Definicija 2.1.9. KaZemo da je kontekst & prikladan za neku formulu ¢ ako
se sve slobodne varijable formule ¢ pojavljuju u . KaZemo da je kontekst
prikladan za formulu ¢ kanonski ako se sastoji samo od medusobno razlicitih
slobodnih varijabli od ¢, poredanih prema redoslijedu njthovim prvim pojav-
ljivangima u formuli ¢.

Formula u kontekstu'” je izraz oblika T.¢, gdje je ¢ formula, a & prikladan
kontekst za ¢. Slicno, term u kontekstu'® je izraz oblika Z.t, gdje je t term,
a T kontekst koji sadrzi sve varijable koje se pojavijuju u t.

Sada definiramo supstituciju varijabli x+, ..., x, termima sq,...,S,. Ako
je §=s1,...,8, lista (ne nuzno medusobno razlicitih) terma iste duljine kao
kontekst & = z1,...,x, prikladan za formulu ¢, tada sa ¢[5/Z] oznacavamo

formulu dobivenu istovremenom zamjenom svake pojave x; sa s;, za sve i < n,
nakon zamjene imena vezanih varijabli u ¢, ako je potrebno. Tom zamjenom
imena izbjegavamo supstituciju vezane varijable nekim od s;-jeva. ¢[5/7] je
dobro definirana, do na a-ekvivalenciju.

Na slican nacin se definira term dobiven istovremenom zamjenom svake
pojave x; sa s; u t, Sto oznacavamo sa t[s/T].
Napomena 2.1.10. Bitno je istaknuti razliku istovremene 1 sekvencijalne
zamgjene. Naime, ako pogledamo formulu ¢[si/x1][s2/xs], tada wodimo da
smo supstituirali ss u svaku pojavu xo u kopijama s koje smo supstituirali u
formulu ¢, dok to u @[si1, sa/x1, 2] nismo ucinili.

Prisjetimo se sada definicije formula, tj. definicije 2.1.4. Pogledajmo, pri-
mjerice, geometrijske formule. Uoc¢imo da one ne sadrze implikaciju. Obi¢no
nam je upravo implikacija korisna za karakteriziranje logickih posljedica. U
logici prvog reda, po teoremu dedukcije, mozemo izraz oblika ¢ - 1 (gdje nam
- oznacava logicku posljedicu, tj. postojanje izvoda) poistovjetiti sa izrazom
TE (¢ = ), tj. sa formulom (¢ = ). Na taj nacin mozemo izvode svesti
na racun s implikacijom. No, sa klasama formula koje ne sadrze implikaciju,
to ne mozemo uciniti. Stoga ¢emo definirati pojam sekventi i, za razliku od
logike prvog reda, aksiome nasih teorija ¢emo zapisati kao sekvente, a ne kao
formule.

Yeng. formula-in-context
Beng. term-in-context
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Definicija 2.1.11. Formalni izraz oblika (¢ bz 1), gdje su ¢ i ¢ formule
nad signaturom Y i T je kontekst prikladan i za ¢ i za 1, nazivamo sekventa
nad signaturom . KaZemo da je sekventa (¢ Fz 1) regularna ako su obje
formule ¢ i v reqularne. (Analogno definiramo koherentne, geometrijske,
itd. sekvente.)

O sekventama zelimo razmisljati kao o logickim posljedicama, tj. da za
svako ‘uvrstavanje’ vrijednosti u varijable od ¥ za koje je ¢ istinita je i ¢
istinita.

Sada, napokon, mozemo definirati pojam teorije.

Definicija 2.1.12. Teorija nad signaturom X je skup T sekventi nad ¥ cije
elemente nazivamo (nelogicki) aksiomi. Teoriju T nazivamo regularna ako su
sve sekvente u T regularne. (Analogno definiramo koherentne, geometrijske,
itd. teorije.)

Napomena 2.1.13. Ovwa definicija ne opisuje teorije u smislu u kojem th mi
zZelimo promatrati. Naime, mi Zelimo identificirati dvije teorije ukoliko one
imaju iste logicke posljedice. U tom smislu smo upravo definirali prezentaciju
ilr aksiomatizaciju teorije.

2.2 Kategoricka semantika

U ovom dijelu ¢emo vidjeti kako interpretirati izraze definirane u prethodnoj
tocci unutar teorije kategorija. Kljuénu ulogu ¢e imati pojam strukture.
Struktura ¢e pojmovima iz prethodne tocke pridruzivati objekte, morfizme i
podobjekte u kategoriji. Takoder ¢emo povezati klase kategorija iz tocke 1.2
sa odgovaraju¢om klasom formula iz 2.1.4. Cilj ove tocke je definirati model
M za neku teoriju T u odgovarajucoj kateogriji C te kategoriju T-modela u
C. lako se baziramo na [2] (D1.2), dokaze raspisujemo detaljnije no sto su
dani tamo, pa po potrebi koristimo razne tvrdnje iz [4], [3] 1 [7].
Krecemo od definicije strukture.

Definicija 2.2.1.

(a) Neka je C kategorija s konacnim produktima i ¥ signatura. Tada se
d-struktura M u kategoriji C sastoji od:

(i) funkcije koja svakoj sorti A iz 3-Sort pridruzuje objekt MA u
C. (Prosirujemo ovu definiciju na konacne nizove na nacin da
definiramo M(Ay, ..., Ap) = MA; x -+ x MA, te, za prazan niz,
u oznaci [], je M([]) terminalni objekt u C.)
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(i) funkcije koja svakom funkcijskom simbolu f : Ay... A, — B iz
Y-Fun pridruzuje morfizam M f: M(Ay,...,A,) = MB uC.

(iii) funkcije koja svakom relacijskom simbolu R — Ay ... A, iz X-Rel
pridruzuje podobjekt MR — M(Ay,..., A,) uC.

(b) Gore definirane Y-strukture u C su objekti kategorije %-Str(C), ciji
morfizmi su homomorfizmi »-struktura. Takvi morfizmi h : M — N
se sastoje od morfizama hy : MA — NA, indeksiranima po sortama
stgnature ¥ 1 zadovoljavaju sljedece:

(iv) Za svaki funkcigski simbol f : Aq,..., A, — B, iz X-Fun, dija-

gram
M(Ay,.. Ay -2 vB
lhAlx---thn lhB
Nf
N(Ay,...,A,) —— NB
komutira.

(v) Za svaki relacijski simbol R — Ay, ..., A, iz ¥-Rel postoji dija-
gram oblika
MR —— M(Ay,..., A,)

l lhAlX'”XhAn

NR —— N(Ay,..., Ay)
koji komutira.

Identitete i kompozicije u X-Str(C) su definirane po komponentama
koristeci one u C.

Sada ¢emo prosiriti opis funkcijskih simbola na sve terme na sljedeéi
nacin:

Definicija 2.2.2. Neka je M neka X-struktura u kategoriji C s konacnim
produktima. Ako je .t term u kontekstu nad X, gdje je T = xq,...,%,,
xi A, za1=1,2,...,n it: B, tada je morfizam

[Z.t]ar - M(Ayq,...,A,) = MB
definiran rekurzivno na sljedeci nacin:

(i) ako je t wvarijabla, tada je nuzno t = x; za jedinstveni i < n. U tom
slucagu je [Z.t]ar = m;, projekcija na i-tu ‘koordinatu’.
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(i1) ako jet = f(ty,...,tm), zat;: C;, zai = 1,2,... ,m, tada je [Z.t]
kompozicija

My

M(A,. .., Ay B0l pe oy M v

Ponekad, kad je iz konteksta jasno o kojoj Y-strukturi se radi, pisemo
samo [#.t] bez indeksa.

Sada definiramo slozenost terma. Ona ¢e nam biti potrebna za dokaze
nekih tehnickih tvrdnji.

Definicija 2.2.3. Neka je t term. Slozenost terma t definiramo rekurzivno
na sljedeci nacin:

(1) Ako je t varijabla, tada je sloZenost terma t jednaka 0.

(i1) Ako jet term oblikat = f(t1,...,t,), tada je sloZenost termat jednaka
1 + max;<,{sloZenost terma t;}.

Postavlja se pitanje kako ¢emo opisati supstituciju varijabli termima. O
tome govori sljedec¢a lema, koja nam kaze da se supstitucija moze interpreti-
rati pomoc¢u kompozicije morfizama u kategoriji.

Lema 2.2.4. Neka je M neka %-struktura u kategoriji C s konacnim produk-
tima. Neka je Y = y1,...,Ym, Yi : Bi, za1=1,...,m, prikladan kontekst za
term t : C i neka je § konacan niz terma iste duljine i tipa kao . Nadalje,
neka je T = x1,...,x, prikladan kontekst za svaki s;, i = 1,...,m. Tada je
[Z.t[5/y]] kompozicija sljedeéih morfizama

M(Ay,. .., Ay okl g oy L o

Dokaz. Tvrdnju leme dokazujemo indukcijom po slozenosti terma ¢.
Neka je t varijabla. Tada je t : C' upravo jednak y; : B; za neki jedinstveni
i <m, te je [¢.t] = m;. Redom imamo:

[yt] o ([Z.51], -, [Z.sm]) = mi o ([Z.s1], - -, [Z.sm]) = [7.5:].
No vrijedi i
[2.5:] = [Z.yi[s/9]] = [Z.t[s/4]],
a onda konac¢no dobivamo

[Z.4[5/9]] = [7.4] o ([Z-51], - - -, [T-5m])-
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Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za sve terme slozenosti j < k, za
neki £ € N.

Neka je ¢ term slozenosti k& > 0. Tada je on oblika t = f(t,...,1;), za
neki [ € N i neke terme t; : D;, i < [ slozenosti manje od k. Po definiciji je
[7.t] kompozicija

([g-ta],--[5-a])

M(B,...,By) s M(Dy,...,D) 2 MmC .

Imajuéi to na umu, zZelimo pokazati da sljede¢i dijagram komutira:

([g-t1],-,[F-4a]) Mf

M(By,.... By) s M(Dy,..., D)) MC
(18]l | Ty
M(Ay,..., A)

U tu svrhu pogledajmo dijagram(e), za i <

[7-t:]

M(Bl,...,Bm> y M D,

(I7-51],-.., [[f.sm]])T —
M(Ay, ..., A)

koji, po pretpostavci indukcije, komutiraju. Tvrdnja slijedi iz toga i iz
¢injenica da je f(t1,...,t)[5/y] = f(t1[S/y], ..., t[5/y]) te M(Dy,...,D;) =
MDy x ---x MD,. Naime,
Mfo([yti],....[gt]) o ([Z.s1],--.,[Z.sm]) =

=Mf o ([Z.t[5/4], ..., [Z-4[5/9]]) =

=[z.f(t.[5/9], ..., uls/g)] =

=[Z.f(t,.... t)[s/9]] =

=[Z.t[5/4]]

O

Lema 2.2.5. Neka je h : M — N homomorfizam X-struktura u kategoriji

C s konacnim produktima i neka je Z.t term u kontekstu nad %, za t : B,
T=x1,...,0, 1 2;: Aj, za i <n. Tada sljedeci dijagram komutira:
M(Ay,. .., Ay 0% g
lhAlx.“XhAn hp

N(A,,... A v np
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Dokaz. Tvrdnju leme dokazujemo indukcijom po slozenosti terma ¢.

Neka je t varijabla. Tada je t : C upravo jednak x; : A; za neki jedins-
tveni i < n, te su [Z.t]y = m : M(Ay,...,A)) = MA; i [Zt]n = 7 -
N(Ay,...,A,) — NA;. Iz definicije produkta ha, X -+ X hy, slijedi da
sljeded¢i dijagram komutira:

lhA1><~~~><hAn lhAi

N(As,... A,) —s N A,

Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za sve terme slozenosti j < k, za
neki k € N.

Neka je t term slozenosti k& > 0. Tada je on oblika ¢t = f(t1,...,tn), za
neki m € N i neke terme t; : C;, i@ < m slozenosti manje od k. Imajuéi na
umu definicije [Z.t]as 1 [Z.t]y zanima nas sljedeéi dijagram:

M(Ay,. .., Ay b B by pe oy My

lhAlx---thn lhB

N(Ay, ..., Ay Eobe o)y oy N N

Zelimo pokazati da on komutira.
Iz pretpostavke indukcije slijedi da sljede¢i dijagram komutira:

M(A,, ..., A) B ye
lhA1X~~~><hAn hci

N(A,, ..., A,) BH% ve,
Zatim, iz definicije kategorije X-Str(C) slijedi da sljededi dijagram komutira:

M(Ch,...,Cn) -5 M B

lhcl ><---><hcm lhB

N(Cy,...,Cn) L5 NB
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Iz ¢injenice da oba prethodna dijagrama komutiraju, redom imamo:
hgo [Z.t]y =
=hgo Mfo ([Zt]n,-.., [Ztn]m) =
=Nfo(he, X - xhg,)o ([Zt]ar, - [Ztm]m) =
=Nfo(he, o[Zt1]m X -+ X he,, o [Ztnm]m) =
=Nfo ([Zti]nyo(ha, X - X ha,),....,[Ztm]no (ha, X - X ha,)) =
=Nfo([Z.ti]n,. ., [Ztm]n) o (ha, X+ X ha,) =
=[Z.t]n o (ha, X+ X ha,),

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Sada ¢emo interpretirati formule u X-strukturi.

Definicija 2.2.6. Neka je M neka X-struktura u kategoriji C s konacnim
produktima. Formulu u kontekstu T'.¢ nad X, gdje je T = x1,...,x, 1 x; : A;,
za v < n, interpretiramo kao podobjekt

[[f@ﬂ]M — M(Al, R 7An>7
koji definiramo rekurzivno na sljedeci nacin:

(i) Ako je formula ¢ oblika R(tq,...,t,), gdje je R relacijski simbol tipa
Bi,...,By (it;: B;, zai <m), tada je [Z.¢] poviak

[Z.0] y MR

I ]

M(Ay,. .., Ay —E0bdd g g

(i1) Ako je formula ¢ oblika (s = t), gdje su s it termi sorte B, tada je
[Z.¢] ujednacitelj
[Z.s]
M(Ay,...,A,) —< MB
[71]

(11i) Ako je formula ¢ logicka konstanta T, tada je [¥.¢] najveéi element
skupa (ili prave klase) Sub(M (A, ..., An)).

(iv) Ako je formula ¢ oblika (¥ A X), tada je [Z.¢] presjek podobjekata [Z.1)]
i [Z.x] (t). povlak)

[7.¢] ———— [74]

l l

[Zx] —— M(A4,..., A,)
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(v) Ako je formula ¢ logicka konstanta L i ako je C koherentna kategorija,
tada je [Z.¢] najmangi element skupa (ili prave klase)

Sub(M(Ay, ..., Ay)).

(vi) Ako je formula ¢ oblika (1 V x) i ako je C koherentna kategorija, tada
je [Z.0] unija podobjekata [Z.4)] i [Z.x]-

(vii) Ako je formula ¢ oblika (v = x) i ako je C Heytingova kategorija, tada
je [Z.0] implikacija [Z.4)] = [Z.x] uw Heytingovoj algebri
Sub(M (A, ..., Ay)).

(viit) Ako je formula ¢ oblika (=) i ako je C Heytingova kategorija, tada je
[Z.¢] Heytingova negacija —[Z.4)].

(ix) Ako je formula ¢ oblika Jy(v), gdje je y sorte B i ako je C regularna
kategorija, tada je [Z.¢] slika kompozicije

[7, 4] —— M(Ay,... A, B) — ™ M(A,,...,A,) ,

gdje je ™ projekcija na prvih n faktora.

(x) Ako je formula ¢ oblika Yy(v), gdje je y sorte B i ako je C Heytingova
kategorija, tada je [Z.¢] jednak ¥, [Z,y.1)], gdje je m kao u (iz).

(zi) Ako je formula ¢ oblika \/,.;1); i ako je C geometrijska kategorija, tada
je [Z.¢] unija elemenata [Z.4h;] uw Sub(M (A4, ..., A,)).

(zii) Ako je formula ¢ oblika N\, ;i i ako C ima proizvoljne presjeke podo-
bjekata, tada je [Z.¢] presjek elemenata [Z.40;] u Sub(M(Ay, ..., A,)).

Zbog prethodne definicije, ako je M ¥-struktura u konac¢no potpunoj ka-
tegoriji C, mozemo formulama pridruziti interpretacije u M. Svim Hornovim
formulama u kontekstu pridruzujemo interpretacije u M. Ako je C regularna,
mozemo svim regularnim formulama u kontekstu pridruziti interpretacije u
M. Analogno vrijedi za koherentne, Heytingove i geometrijske kategorije (u
Heytingovoj kategoriji gledamo formule prvog reda).

U nastavku ¢emo reéi “¢ je interpretabilna u C” ako C pripada jednoj od
gornjih klasa kategorija i ¢ pripada odgovarajucoj klasi formula. Sli¢no ¢emo
reci za sekvente i teorije interpretabilne u C.

Sada navodimo tvrdnju koja kaze da mozemo supstituciju varijabli ter-
mima prosiriti s terma na formule. Njen dokaz se provodi indukcijom po
slozenosti formule, tj. broju logickih veznika u formuli, slicno kao i u lemi za
terme.
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Lema 2.2.7. Neka je y.¢ formula u kontekstu nad ¥ interpretabilna u C.
Neka je § konacan niz terma iste duljine i tipa kao i te & prikladan kontekst
za svaki s;, 1 =1,...,m. Tada, za svaku YX-strukturu M u C postoji sljedeci
povlak:

[7.0[57/ 5] r [5.00m

l I

M(Ay,. .., A,y Esledonbaypp 00 p

gdje su A; i Bj sorte varijabli x; i s;.

Ova lema nam kaze da interpretacija formule u kanonskom kontekstu
odreduje njenu interpretaciju u bilo kojem drugom prikladnom kontekstu.
Uoc¢imo da je posljedica te leme ¢injenica da mozemo odbaciti “nepostojece
varijable”, tj. vrijedi sljedeca tvrdnja:

Korolar 2.2.8.

(i) Neka je C reqularna kategorija, Z.¢ formula u kontekstu nad signaturom
Y. koja je interpretabilna w C. Neka je y : B warygabla koja se ne
pojavljuje w T (pa nije slobodna u ¢). Tada, za svaku L-strukturu u
C takvu da je MB — 1 ekstremalan epimorfizam, su interpretacije

[Z.0]ar @ [Z.(Fy)d] s Jednake.

(ii) Ako je C Heytingova kategorija, uz pretpostavke kao u (i), tada su in-
terpretacije [Z.0]ar i [Z.(Yy)d]ar su jednake.

Dokaz.

(i) U regularnoj kategoriji su ekstremalni epimorfizmi stabilni na povlak.
Stoga promotrimo sljedeéi dijagram:

[[fayQS]]M . ’ [[fqb]]M

[ [

M(Al,...,An,B) —r M(Al,,An)

Prije svega uocimo da, ako je 7.¢ formula u kontekstu, mozemo uzeti

n-torku terma u kontekstu Z,y.5, gdje je § = (x1,...,2,), tada je
Z,y.0(5/%) = ¥,y.¢, pa je po prethodnoj lemi ovaj dijagram zaista
povlak.

Kako je M B — 1 ekstremalan epimorfizam, tada je i projekcija m :
M(Ay, ..., Ay, B) — M(Aq, ..., A,) ekstremalan epimorfizam. Iz sta-
bilnosti na povlake slijedi da je i e ekstremalan epimorfizam. Tada
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je dijagonalno preslikavanje jednako me, gdje je m monomorfizam,
a kako se tu radi o podobjektu, m je jedinstven do na kompoziciju
sa izomorfizmom pa je me faktorizacija kroz sliku. Dakle, [Z.¢]uy
je slika kompozicije [Z,y.¢|y — M(Ay,...,An, B) i m, a to je, po
definiciji, interpretacija egzistencijalnog kvantifikatora, odakle slijedi

[Z.0]a = [Z-(3y)Plus-

(ii) U (i) smo dokazali da je 3, o 7* ideniteta na Sub(M (Ay,..., A,)). Na-
ime, ako promotrimo povlak iz (i), mozemo vidjeti da je lijeva strelica
7*(m), a na slican nac¢in je desna 3(7*(m)). No desna je jednaka m,
odakle slijedi da je 3, o 7* ideniteta. Tada je identiteta i njegov desni
adjungirani funktor, tj. V. o 7*, pa je V, ekvivalencija. Time smo
dokazali trazenu tvrdnju.

Prisjetimo se da smo pokazali da se mozemo prebacivati iz jedne -
strukture M u drugu Y-strukturu N pomocu sljedeceg komutativnog dija-
grama:

M(Ay,. .., Ay B3 g
lhAlxmthn lhB

N(A,, ..., A) 0% Np
Slicna tvrdnja vrijedi i za formule.

Lema 2.2.9. Neka je C konacno potpuna kategorija te neka je h : M — N
homomorfizam X-struktura u kategoriji C. Neka je X.¢ geometrijska formula
u kontekstu interpretabilna u C. Tada postoji sljedeéi komutativan dijagram:

l lh,qlx-nxh,qn

[Z.0]n —— N(Ay,..., A,)

Ova lema se dokazuje indukcijom po slozenosti formule, tj. broju logickih
veznika u formuli, sli¢no kao i za terme.

Napomena 2.2.10. Zahtjev da je formula geometrijska ne moZemo izbjeci
jer implikacija ne cuva uredaj u prvoj varijabli. Ako je X1 <Y, i Xo < Y5,
opéenito ne vrigedi (X7 = X3) < (Y1 = Ys). Na primjer, uzmimo inicijalni
objekt 0 — A. Uzmimo X; = Xy = 0. Tada, ako je (Y1 = Ys) netrivijalna
implikacija (razlicita od A i 0), vrijedi (X1 <Y1) i (Xo <Y3). Kako su X i
Xy inicijalni, vrijedi da je (X1 = X5) = (0= 0) = A. Te, kako je (Y1 = Y5)
netrivijalna implikacija, slijedi (X7 = X3) > (Y1 = Ya).
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Sada, kada znamo da se nase strukture “postuju strukturu formula” kao
Sto smo ih definirali, mozemo definirati interpretaciju teorije T u nekoj kate-
goriji C.

Definicija 2.2.11. Neka je M X-struktura u kategoriji C.

(a) Ako je o = (¢ bz ¥) sekventa nad signaturom ¥ interpretabilna u C,
kazemo da je o ispunjiva v M (u oznaci M E o) ako je [Z.¢]y <

[Z.4]ar v Sub(M(Ay,...,A)).

(b) Ako je T teorija nad signaturom ¥ interpretabilna u C, kaZemo da je M
model za teoriju T (u oznaci M E T) ako su svi aksiomi od T ispunjeni
u M.

(¢) Sa T-Mod(C) oznacavamo punu potkategoriju kategorije %.-Str(C) ¢iji
objekti su modeli teorije T.

]
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3 Sintakticke kategorije

Sada kada smo vidjeli kako mozemo modele neke teorije interpretirati u nekoj
odgovarajucoj kategoriji, postavlja se pitanje postoji li neki model M koji
potpuno opisuje teoriju, i to u smislu da su sve sekvente koje su ispunjive u
M dokazive u T (tj. da vrijedi teorem potpunosti).

Odgovor na gornje pitanje je potvrdan. Takav model postoji. Cilj ovog
poglavlja je konstruirati kategoriju Cr, koja sadrzi genericki model Myt s
gornjim svojstvom.

3.1 Sekventni racun i1 dokazivost

Prije konstrukcije sintakticke kategorije, osvrnuti ¢emo se na dokazivost. Kao
u prethodnom poglavlju, baziramo se na [2] (D1.3). Jedna od glavnih svrha
logike je dokazivanje tvrdnji koje su nam u nekom trenutku (ili u nekoj teoriji)
od interesa. Definirat ¢emo (djelomi¢no neformalno) dokazivost i neke druge,
Uz nju vezane, pojmove.

Za formalizaciju dokaza koristit ¢emo sekventni racun. Pisat ¢emo pravila

u obliku
r

o Y

gdje je I' niz sekventi (moguce i prazan), a o sekventa. Interpretacija tog
izraza je da, ako su ispunjive sve sekvente u I', tada mozemo zakljuciti da je
ispunjiva sekventa o.

Sada ¢emo nabrojati pravila izvoda. Dijelimo ih u sljedeée grupe:

(a) ‘Strukturalna’ pravila koja se sastoje od jednog aksioma i dva pravila:

(i) Aksiom identitete:
(¢ Fz ¢)

(ii) Pravilo supstitucije:

(¢ Fzv)
(¢[5/7] g ¥[s/7])

gdje ¥ sadrzi sve varijable iz §.

(iii) Pravilo reza:

(pFzv)  (PFzx)
(¢ Fzx)
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(b) Pravila jednakosti koja se sastoje od sljedeéa dva aksioma:

(THe (2 =2)) 1 (F=9) A o) F2 0[5/ 7)),

gdje su 7' i i konteksti istih duljina i istog tipa, 2’ sadrzi &, 7 i slobodne
varijable formule ¢, te je (¥ = ¢) pokrata za ((x1 = y1)A - A(Tn = Yn)).

(¢) Pravila za konjunkciju koja se sastoje od tri aksioma i jednog pravila:
Aksiomi:
(0FzT), (0AY) Fz0) i (9 AY) Fz @)

Pravilo:

(pFzv)  (pFzx)
(¢ Fz (¥ A X))

(d) Pravila za disjunkciju koja se sastoje od tri aksioma i jednog pravila:

Aksiomi:
(LEzo), (9Fz (V) i(YFz(oV))
Pravilo:
(PFzx)  (Whrax)
((¢ V) Fzx)
(e) Pravila za implikaciju koja se sastoje od dva pravila:
(e AY) Fzx)
(¢ Fz (¢ = X))

)
(¥ Fz (¢ = X))
(e ANY) Fz x)

Pravila za negaciju dobivamo uzimanjem y = L i identifikacijom —¢ =

(o= 1).

(f) Pravila za egzistencijalnu kvantifikaciju koja se sastoje od dva pravila:

(¢ I_f,y ¢)
(Gy)¢ Fz )

()¢ Fz v)
(¢ l_f,y @0)

39




U gornjim pravilima pretpostavljamo da y nije slobodna varijabla u 1.

Pravila za univerzalnu kvantifikaciju koja se sastoje od dva pravila:

(¢ l_f,y w)
(¢ Fz (Yy)v)
(¢ Fz (Vy)v)
(¢ l_f,y w)
Pravila za infinitarnu konjunkciju ¢ disjunkciju su analogna pravilima

u (c) i (d), ali s beskona¢no mnogo sekventi “iznad crte” i formulom
koja sadrzi infinitarnu disjunkciju ili konjunkciju “ispod crte”.

Dva aksioma koje mozemo zvati ‘mijesanim aksiomima’:

Aksiom distribucije:
(@AW VX)) e (@AY)V (O AX)))
Frobeniusov aksiom:
(oA (Fy)v) bz Fy) (@ AY))

Ova dva aksioma su dokazivi u logici prvog reda koriste¢i pravila za
implikaciju. No, mi mozda radimo u logici u kojoj nemamo implikaciju
(npr. koherentnoj logici), te tada ne mozemo dokazati ove sekvente.
Stoga ove sekvente navodimo kao aksiome u koherentnoj logici te Fro-
beniusov aksiom navodimo kao aksiom u regularnoj logici.

U geometrijskoj logici, uz ova dva aksioma, navodimo i generalizaciju
aksioma distribucije koji sadrzi infinitarne disjunkcije.

Napomena 3.1.1. U literaturi se cesto dokazivost formalizira uz pomoc¢ pri-
rodne dedukcije ili slicnog sustava u kojem se ne koriste sekvente, nego same
formule. Uoc¢imo da je sekventni racun generalizacija takvog sustava. Naime,
ako vrijedi formula ¢, tada vrijedi i sekventa (T Fz ¢) i obratno.

Razlog zasto koristimo sekvente, a me formule, jest taj sto trebamo na
neki nacin formalizirati logicke posljedice, sto se, ako koristimo formule, for-
malizira uz pomoc implikacije. No logike s kojima mi radimo moZda nemaju
implikaciju.

Sada mozemo definirati pojmove izvoda i dokazivosti. Izvod u naSem
sustavu ¢e imati oblik stabla, npr.
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01 02
g3 04
05

gdje je svaka sekventa “bez crte iznad” logicki aksiom, a svaka “sa crtom
iznad” slijedi iz onih iznad pomoc¢u nekog pravila izvoda, koja ¢emo navesti
kasnije.

Ako nas jezik ukljuc¢uje prebrojive disjunkcije ili konjunkcije, tada stablo
moze biti beskonac¢no, no to nam nije problem. Bitno nam je samo da stablo
ima listove, tj. da nije “beskonacno visoko”. To jos nazivamo i dobrom
utemeljenoscu.

Izvod obzirom na teoriju T je slicno definiran, ali tu sekvente “bez crte
iznad” mogu biti i nelogicki aksiomi teorije T. Ako postoji izvod obzirom
na teoriju T za sekventu o (izvod takav da je o korijen stabla), tada za o
kazemo da je dokaziva u T ili T-dokaziva.

Prirodno se postavlja pitanje adekvatnosti za kategoricku semantiku iz
prethodne cjeline. Sljedec¢i teorem nam daje potvrdan odgovor na to pitanje.

Teorem 3.1.2. (Teorem adekvatnosti)

Neka je T Hornova teorija (analogno reqularna/koherentna/prvog reda/
geometrijska) nad signaturom ¥ te neka je M model za T u konacno potpu-
noj kategoriji (analogno regularnoj/koherentnoj/Heytingovoj/geometrijskoj)
C. Ako je o sekventa koja je dokaziva u T, tada M F o.

Skica dokaza. Potrebno je samo pokazati da za svako pravilo izvoda i M
model u odgovarajucoj kategoriji, da tada ako su u M zadovoljene sekvente
iznad crte, da su tada zadovoljene i one ispod crte. Tada indukcijom po visini
stabla izvoda sekvente dobivamo trazenu tvrdnju. ]

Napomena 3.1.3. Uoc¢imo da u ovakvom sustavu sekventa (T tz (¢ V —¢))
niyje nuzno istinita. To znaci da se sve ovdje dokazano moZe primijeniti na
konstruktivisticku ili intuicionisticku logiku. No sekventu (T Fz (¢ V —¢))
mozemo dodati u aksiome i tada dobivamo klasicnu logiku prvog reda.

Sada ¢emo definirati novu klasu formula (i teorija) koja je hijerarhijski
nize od regularnih formula. Kod tih novih formula nekad imamo egzistenci-
jalnu kvantifikaciju, ali nemamo ju uvijek. Takve formule se mogu interpre-
tirati u kona¢no potpunim kategorijama.

Definicija 3.1.4.

(a) Neka je T (reqularna) teorija. Klasa kartezijskih formula u kontekstu
u odnosu na T su definirane na sljedeci nacin:

(i) Atomarne formule (formule koje se sastoje samo od relacijskih
simbola i jednakosti) su kartezijske.
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(ii) Konacne konjunkcije kartezijskih formula su kartezijske.

(111) Z.(3y)¢ je kartezijska ako je sekventa ((¢ A ¢lz/y]) Fay. (Y = 2))
dokaziva u T.

(b) Regularna teorija T je kartezijska ako postoji dobro utemeljen parcijalni
uredaj njezinih aksioma takav da je svaki aksiom kartezijski u odnosu
na podteoriju generiranu svim aksiomima manjim od njega.

Neka je M neki T-model, gdje je T neka Hornova teorija u konacno pot-
punoj kategoriji C. Tada svaka kartezijska formula u kontekstu u odnosu
na T ima interpretaciju u M. Nju dobivamo redefinirajuéi interpretaciju
[Z.(3y : B)Y]m kao sljede¢u kompoziciju:

[7,y.0] —— M(Ai,..., Ay, B) —= M(A,,...,A,)

Ova kompozicija je monomorfizam. Lako se vidi i da lema 2.2.7 vrijedi
i za tu kompoziciju, te da su za nju adekvatna i pravila za egzistencijalnu
kvantifikaciju i Frobeniusov aksiom. Stoga teorem adekvatnosti vrijedi i za
kartezijsku logiku. Formalno, imamo sljedeci rezultat:

Propozicija 3.1.5. Neka je T kartezijska teorija nad signaturom . te neka
je o kartezijska sekventa u odnosu na T. Ako je o dokaziva u T (koristeéi
pravila za reqularnu logiku), tada je ispunjiva u svakom T-modelu u konaéno
potpunoj kategoriji.

Imajuéi na umu da su neke formule “iste” obzirom na dokazivost, primje-
rice (¢ A ) i (¢ A ¢), zelimo ih nekako identificirati. Kada smo definirali
pojam teorije, takoder smo bili napomenuli da ta definicija nama nije sasvim
dobra, i to u smislu da istu teoriju mozemo zadati razli¢itim aksiomima. Pri-
mjerice u aksiomu u kojem se pojavljuje konjunkcija mozemo zamijeniti dvije
podformule na koje ta konjunkcija djeluje (kao gornji primjer). To motivira
sljedec¢u definiciju:

Definicija 3.1.6.

(a) Neka su ¢ i ¢ dvije formule i & kontekst prikladan za obje. KaZemo
da su ¢ i ¢ dokazivo ekvivalentne (u odnosu na teoriju T) ako postoji
izvod (obzirom na teoriju T) sekventi (¢ bz ¢') i (¢ Fz ¢).

(b) Neka su T i T" dvije teorije nad istom signaturom Y. KaZemo da su
teorije T i T ekvivalentne ako je svaki aksiom teorije T’ dokaziv u
teoriji T 1 svaki aksiom teorije T dokaziv u teoriji T'.
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Zbog ove definicije i ¢injenice da je ekvivalencija kategorija relacija ekviva-
lencije, od sada pa nadalje kada kazemo teorija mislimo na klasu ekvivalencije
ove relacije umjesto odredenog skupa aksioma. No napominjemo da je nasa
definicija ekvivalencije vezana uz fiksnu signaturu.

3.2 Sintakticka kategorija i genericki model

U prethodnoj tocci smo se bavili dokazivos¢u i teoremom adekvatnosti. Pos-
tavlja se pitanje vrijedi li obrat, tj. teorem potpunosti. To ¢emo pokazati u
ovoj tocci, i to uz pomo¢ ranije najavljenog generickog modela Mrp unutar
sintakticke kategorije Cr. U ovoj toéci se vodimo idejama iz [6], no dokaze
uzimamo iz [2] te ih po potrebi malo detaljnije raspisujemo.

Ideja iza kategorije Ct je jednostavna. Ona treba imati dovoljno bogatu
strukturu i svojstva u smislu da je moguée definirati T-Mod(Cr). Zelimo
poceti od teorije T i konstruirati kategoriju ¢iji objekti su takvi da ih svaka
kategorija koja sadrzi model teorije T mora imati.

Definicija 3.2.1. Neka je T geometrijska teorija nad signaturom . Kons-
truiramo sintakticku kategoriju Cr na sljedeéi nacin:

(1) Objekti Cr su klase a-ekvivalentnih formula u kontekstu nad ¥. Ov-
dje malo modificiramo definiciju a-ekvivalencije. Uz razliku u vezanim
varijablama kao u definiciji 2.1.6, smatramo da su dvije formule o-
ekvivalentne i ako “preimenujemo kontekst”, tj. da su formule Z.¢ 1
U.0[y/%] ekvivalentne ako je ¥ iste duljine i tipa kao ¥. Klasu takvih
a-ekvivalentnih formula od Z.¢ oznacavamo sa {Z.¢}.

(i) Uzmimo dva objekta {Z.¢} i {y.4}. Zbog a-ekvivalencije mozZemo bez
smanjenja opcéenitosti pretpostaviti da su T 1y disjunktni. Sada uzmimo
formulu 0. Za nju kaZemo da je dokazivo funkcionalna ako su sve
slobodne varijable od 0 sadrzane u T,y i ako su u T dokazive sljedece
tri sekvente:

(1) (0Fzg (0 AY))

(2) (O NOIZ/3]) Fagz (F = Z))

(3) (¢ Fz (39)0)

Morfizmi u kategoriji Ct izmedu {Z.¢} i {g.2b} su klase dokazivo ek-
vivalentnih formula koje su dokazivo funkcionalne. Takve klase (pa i

morfizme) oznacavamo sa [0]. Kontekst izostavljamo, jer ga moZemo
1scitatt iz domene 1 kodomene.
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Napomena 3.2.2. U gornjoj definiciji uocimo nekoliko stvari.

(a) U wvjetu (i) objekti su dobro definirani. Naime, ako je M model teorije
T u konacno potpunoj kategoriji tada su [§.¢]n i [Z.0[Z/9]]| v jednaki.
Promotrimo dijagram iz leme 2.2.7. U oznakama iz leme 5 nam je
upravo T, pa je donji morfizam identiteta. Tada je gorngi morfizam iz-
omorfizam (kao povlak izomorfizma). No, kako mi gledamo podobjekte,
izomorfni objekti tvore isti podobjekt.

(b) U wvjetu (ii) zapis (§ = Z) nam je pokrata za (y1 = z1) A+ ANYm = Zm),
a (3Y) za (Fy1) - .. Fym)-

(¢) Promotrimo definiciju dokazivo funkcionalne formule. Iz dokazivosti
sekvente (2) tada znamo da je sekventa (3) kartezijska u odnosu na T.

(d) U wvjetu (it) morfizmi su dobro definirani. Uzmemo li formulu 0" koje
je dokazivo ekvivalentna formuli 6, lako je vidjeti da ona zadovoljava
(1), (2) i (3) koristeéi definiciju dokazive ekvivalencije i pravila izvoda.

Definiramo kompoziciju morfizama [0] : {Z.¢} — {y.v} i [¢] : {y.¥} —
{Z.x} kao dokazivo funkcionalnu formulu (3y)(0 A0') : {Z.0} — {Z.x}. Svoj-
stva (1), (2) i (3) je lako direktno provjeriti. Identitetu na {#.¢} definiramo
sa [(p A (Z =) : {Z.¢} = {2/.¢[z'/Z]} (kodomena i domena su jednake
zbog a-ekvivalencije). Dakle, Cr je kategorija i nju nazivamo sintakticka kate-
gorija teorije T. Stovise, ona je i konaéno potpuna, sa terminalnim objektom
{[]- T} (jedinstveni morfizam je [¢] : {Z.¢} — {[]. T}). Produkti su oblika

oy Wenen@=a] [orvn@=y)] = =
{='.0’/Z]} {Z,7.(o N 1)} = {ywly' i}
te su ujednacitelji oblika

[(39) (OryA (2" =&

(.36 /) A7/} W, (7.6} %& (7.0}

Odakle slijedi da postoje svi konacni limesi. Svojstva terminalnog objekta,
produkta i ujednacitelja se mogu provjeriti direktno.

Kao i ranije, formule ¢emo interpretirati kao podobjekte. Stoga nas za-
nima kako izgledaju podobjekti u sintaktickoj kategoriji Cr.

Propozicija 3.2.3. Neka je Cr sintakticka kategorija geometrijske teorije T.

(1) Podobjekti objekta {Z.¢} uCr su oni objekti {Z.1)}, takvi da je sekventa
Y Fz ¢ T-dokaziva.
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(11) Dva podobjekta {Z.ap1} i {Z.abe} objekta {Z.¢} u Cr zadovoljavaju rela-
ciju {Zah1} < A{Zahy} ako i samo ako je sekventa Yn bz 1y T-dokaziva.

Dokaz. Prije svega promotrimo kako izgledaju izomorfizmi u Cr. Tvrdimo
da je morfizam [0] : {Z.¢0} — {y.¥} u Cr je izomorfizam ako i samo ako
je 6 dokazivo funkcionalna u oba smjera, tj. da 6 inducira i morfizam [f] :
{76} — {7.0.

Ako je 6 dokazivo funkcionalna u oba smjera, tada promotrimo kompozi-
ciju ta dva morfizma koja ona inducira. Ona je jednaka [(37)(0 A 0]z’ /7])] -
{Z.¢} — {2.¢[2'/7]}. Ako pokazemo da je formula (37)(8 AB[z /F]) dokazivo
ekvivalentna formuli (¢ A (& = &)), gotovi smo. Imamo sljedeéi izvod (koji
zbog ogranicenosti prostora pisemo u dva dijela):

(OA0) '_5,7,;7‘9) (0 }_fﬂgw/\w))
(OANG) Fzs gy (@AY)) (oA Fizs @)
(ONO) g 0)

(GNONO) sz )

Korak u kojem smo pisali “...” je pokrata za viSestruku primjenu pravila za
egzistencijalnu kvantifikaciju redom na y,,...,y; te nam je 6’ bila pokrata
za 0]z’ /Z). Kombinacijom ta dva izvoda, i pravila za konjunkeiju, dobivamo
jednu od trazenih sekventi: ((37)(0 A 0z’ /Z]) Fag (DA (T = 2'))). Za drugu
sekventu imamo sljedeéi izvod (ponovno ga zbog ogranicenosti pisemo u vise
dijelova). Pravilo reza daje sekventu ((¢ A (Z = 27)) F. - (Jy)0), odakle
slijedi sljedece: 7

Frobeniusov aksiom daje ((((3y)0) A (Z = 2)) bz 5 3y)(O A (T = 2))) te
postoji sljedeéi izvod:

— -
/

(O (T =a")) b,
(

Pritom smo, kako bismo dobili drugu sekventu iznad crte, koristili sljedece:
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Ovo vrijedi i opéenito za konjunkciju. Mozemo podformulama koje sudjeluju
u konjunkciji zamijeniti mjesta. Naravno, vrijedi i sljedece:

(GO A) 55 Fy) (O A0))

(ONO) Frry Cy)(OA6))

Odakle pravilom reza dobivamo ((0A(Z = /) k. 5 . (Fy)(OAH'))) te pravilom

Z,x! g
za egzistencijalnu kvantifikaciju dobivamo ((3y)(0 A (T = 7)) oo (Fy) @A
0"))). Uzastopnom pravilom reza na dobivene sekvente dobivarmo trazenu
sekventu ((¢ A (Z = 27)) Fae (39)(0 A 02’/ 1]))

Obratno, ako je [6] izomorfizam sa inverzom [7], dovoljno je provjeriti
da su 6 i v dokazivo ekvivalentne, zbog cega je 6 dokazivo funkcionalna u
oba smjera. Dokazat ¢emo (0 Fz; 7). Tada se obratna sekventa dokazuje
analogno. Izvod je sljedeci:

(0 Fzg (@A)
(0 Fzg 1)) (¥ g (327)y)
(0Fz50) (9 sz* (32')7))

Odavde primjenom Frobeniusovog aksioma i pravila reza dobivamo sekventu
(0 Fzz (32")(0 A7')). Ako pokazemo da vrijedi ((32)(0 A+')) Fzz 7, tada
nam pravilo reza daje trazenu sekventu. Pokazimo to.

—

(BYOAY) Fap (9N (T =127))

A (T
(OAY) a5 (AT

— —

!

= 1'))) (A (T =) Fgp 5 (F=2))
(0AY) gy (T =)

To, uz pravilo za konjunkciju ((
(OAY) Faaqp (@ = 2) Av')). Sada pr avilom reza i pravilom jednakosti

lako dobivamo sekventu ((0/\7 ) Fz.5.57), odakle pravilom za egzistencijalnu

0 A7) bz .57') nam daje sljedecu sekventu

kvantifikaciju dobivamo ((327)(8 A ') Fz.77), ¢ime je tvrdnja dokazana.
Sljedeéi korak je pokazati da je [#] monomorfizam ako i samo ako je sek-
venta ((6 A 0[z'/Z]) - (¥ = &) dokaziva u T. Kako je Cr kona¢no potpuna
kategorija, postoji povlak od [f] duz samog sebe. Koristeéi ujednacitelje i pro-
dukte koje smo ranije definirali, mozemo, koristec¢i ¢injenicu 1.1.9 konstruirati
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povlak (nazovimo morfizme iz povlaka 7 i 7). Taj povlak je upravo objekt
{a 2" §.(0]z" JZ)A\O[x' /Z])}. Uvjet da je [#] monomorfizam je prema cinjenici
1.1.6 ekvivalentan s uvjetom da je A : {Z.¢} — {Z, o', 7.(0[z" /7] A [« /])}
izomorfizam. U ovom slucaju, dijagonalni morfizam je A je jednak [f A (¥ =
2) A (& = 27)]. On je izomorfizam ako i samo ako je O A (Z = o) A (& = o)
dokazivo funkcionalna u oba smjera. No, to je ekvivalentno dokazivosti sek-
vente ((6 A O[Z/2]) - (2 =12)).

Konac¢no, dokazimo tvrdnje propozicije. Pokazat ¢emo da je svaki po-
dobjekt objekta {Z.¢} izomorfan nekom podobjektu oblika [ A (Z = )] :
{2/ [’ 7]} — {Z.¢}, gdje je ¢ formula takva da je sekventa (¢ bz @)
dokaziva u T. Ocito je takav morfizam monomorfizam, prema ranije po-
kazanom. Ako nam je dan neki monomorfizam [0] : {7.4} — {Z.¢}, tada
je, ponovno zbog prethodno dokazanog, Z.(3)0 kartezijska u odnosu na T.
To implicira da postoji morfizam [0] : {4} — {Z.(37)0}. Medutim, ta 6
je dokazivo funkcionalna u oba smjera, pa je taj morfizam i izomorfizam.
Direktnom provjerom dobivamo da je {z'.(37)0[x'/Z]} — {Z.¢} podobjekt
trazenog oblika.

Dakle, svaki podobjekt je izomorfan nekom podobjektu danog oblika,
tj. vrijedi (i). Za (ii) je dovoljno napomenuti da je [y A (¥ = a')] :
{a" [ )7]} — {Z.apy} morfizam u Cr ako i samo ako je (¢4 F 1y) doka-

ziva u T. I tada je to jedini morfizam medu tim podobjektima. ]
Osim kategorije Cr, bitna nam je sljede¢a Y-struktura My koju Ct sadrzi:
Definicija 3.2.4. Genericki model Mt definiramo na sljedeci nacin:

(1) Za svaku sortu A, My A se definira kao objekt {x. T}, gdje je x varijabla
sorte A.

(11) Za svaki funkcijski simbol f : Ay... A, — B, My f je morfizam
(zp = f(x1,...,20))] :{z1, ... 2. T} = {2 T},
gdje su x; varijable sorte A; i xp varijable sorte B.
(111) Za svaki relacijski simbol R : Ay ... A,, MR je podobjekt
{z1,...,xp.R(x1,...,x0)} = {x1, ... 2, T},
gdje su x; varijable sorte A;.

Iz ovoga indukcijom po slozenosti formule dobivamo interpretaciju for-
mula u X-strukturi Mr.
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Lema 3.2.5. Neka je ©.¢p geometrijska formula u kontekstu nad signaturom
Y. Tada je njena interpretacija [Z.¢]| s podobjekt {Z.¢} — {Z.T}.

Prethodna lema, uz propoziciju 3.2.3, daje sljedeci korolar:

Korolar 3.2.6. Geometrijska sekventa (¢ btz ) nad signaturom % je T-
dokaziva ako i samo ako {Z.¢} < {Z.4} (kao podobjekti objekta {Z.T}).

Sada smo spremni dokazati teorem potpunosti, sto je i jedan od ciljeva
ove tocke.

Teorem 3.2.7. (Teorem potpunosti)

Neka je T kartezigska teorija (analogno regularna/koherentna/geometrij-
ska) nad signaturom . Neka je o kartezijska sekventa (analogno regular-
na/koherentna/geometrijska) koja je ispunjiva u svakom modelu teorije T u
konacno potpunim kategorijama (analogno reqularnim/koherentnim/geome-
trijskim). Tada je o dokaziva u T.

Dokaz. 1z korolara 3.2.6 zakljuc¢ujemo da je Mt model teorije T. Sekventa o
je po pretpostavci teorema ispunjiva u svim modelima teorije T, pa posebno
iu Mt. Ponovnim koristenjem korolara 3.2.6 slijedi da je o dokaziva u T. [

Genericki model Mt nam je imao kljuénu ulogu u dokazu teorema pot-
punosti. No on je vise od samog alata za dokaz tog teorema. Naime, svaki
drugi model M u odgovarajucoj kategoriji C mozemo dobiti kao sliku modela
My uz odgovarajuéi funktor.

Teorem 3.2.8. Neka je T geometrijska teorija, C geometrijska kategorija 1
Geom(Cr,C) kategorija geometrijskih funktora Cy — C i prirodnih transfor-
macija medu njima. Tada je funktor

Geom(Cr,C) — T-Mod(C)
(F:Cr —C)— F(Mry)
ekvivalencija kategorija. Obrnuta ekvivalencija je dana sa
MI%(FMiCT—)C),
gdje je Fyr dan na objektima kao Fy({Z.0}) = [Z.0]m, a na morfizmima
Fy([0] - {7.0} = {g.}) je morfizam [Z.¢]p — [5.40]u éiji graf je [Z,5.0]ar-
Skica dokaza. Direktno se moze provjeriti da je Fy(Mr) = M, te da je ta]
izomorfizam prirodan u M. Obratno, neka je dan funktor F' : Ct — C, uz
uvjet F'(Mt) = M. Tada se indukcijom po slozenosti formule ¢ konstruiraju
izomorfizmi F({Z.¢}) = [Z.¢]am. No, oni su upravo komponente prirodnog

izomorfizma F' = F),;. Nadalje, za taj izomorfizam se pokaze da je prirodan
u F', pa imamo trazenu ekvivalenciju. O
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4 Klasifikacijski toposi

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da za svaku kartezijsku, regularnu, kohe-
rentnu ili geometrijsku teoriju T postoji sintakticka kategorija Cr koja sadrzi
genericki model. Vodeni slicnom idejom kao kod konstrukeije sintaktickih ka-
tegorija, konstruirat ¢emo topos &r koji sadrzi model koji je generican medu
svim modelima u toposima. Taj topos ¢emo zvati klasifikacijski topos.

4.1 Sintakticka pozicija

Ovu tocku zapocinjemo definicijom klasifikacijskog toposa. Zatim ¢emo kre-
nuti od sintakticke kategorije geometrijske teorije i konstruirati topos, za
kojeg ¢emo kasnije pokazati da je klasifikacijski topos te teorije. U ovoj tocci
se baziramo gotovo u potpunosti na [6], uz povremeno koristenje [2], [1].

Definicija 4.1.1. Neka je T geometrijska teorija. Klasifikacijski topos te-
orije T je par (Set[T], G), gdje je Set[T| Grothendieckov topos, a G objekt u
T-Mod(Set[T]) takav da je za svaki Grothendieckov topos € funktor

Top(&, Set[T]) — T-Mod(E)
(f : &= Set[T]) — f*(G)
ekvivalencija kategorija.

Prisjetimo se, (Grothendieckov) topos je kategorija ekvivalentna kategoriji
snopova na nekoj poziciji. Stoga ¢emo mi u konstrukceiji definirati odredenu
Grothendieckovu topologiju na sintaktickoj kategoriji Cr. Prije no sto to
ucinimo, potrebna nam je sljede¢a definicija:

Definicija 4.1.2. Za familiju morfizama sa zajednickom kodomenom
{fi:Vi—-X:iel}

kazemo da je globalno epimorfna ako za svaki par morfizama g, h : X — Z
takve da je g # h postoji © € I takav da je gf; # hf;.

Sada ¢emo definirati Grothendieckovu topologiju koju ¢emo oznaciti sa
Jr tako da za svaki objekt definiramo sito na njemu:

Definicija 4.1.3. Sito na objektu {y.¢)} kategorije Cr zovemo Jp-pokrivac
ako sadrzi familiju morfizama

0] : {Z.0i} = {g}, i €1
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koja je globalno epimorfna ili, ekvivalentno, takvu da je sekventa

¥y \/(32)6;

iel
T-dokaziva. Takva familija se jos§ naziva i dokazivo epimorfna familija.

Moze se direktno provjeriti da je to stvarno Grothendieckova topologija.
Kljuénu ulogu u dokazu te tvrdnje ima ¢injenica da su konstrukcije kojima
interpretiramo formule u odgovaraju¢im kategorijama stabilne na povlake.
Kao i uvijek, zanimaju nas funktori koji ¢e ¢uvati ovakvu strukturu.

Definicija 4.1.4. Neka je (C,J) pozicija i € topos. Funktor f :C — & je J-
neprekidan ako preslikava familije J-pokrivaca u globalno epimorfne familije

ué.

Sada ¢emo iskazati Diaconescuov teorem. On nam daje konstrukciju
ekvivalencije kategorije morfizama toposa i kategorije lijevo egzaktnih J-
neprekidnih funktora.

Teorem 4.1.5. (Diaconescu)

Neka je C mala konacno potpuna kategorija te J Grothendieckova topo-
logija na C. Neka jel : C — PSh(C) — Sh(C,J) kompozicija Yonedinog
ulaganja y : C — PSh(C) i snopifikacije L : PSh(C) — Sh(C, J).

(1) Za svaki morfizam toposa f = (f*, f.) : € = Sh(C, J) je funktor f*ol :
&€ — Sh(C, J) lijevo egzaktan i J-neprekidan.

(ii) Funktor definiran u (i) je ekvivalencija kategorija

kategorija kategorija lijevo egzaktnih
morfizama toposa p —— > < J-neprekidnih funktora
& — Sh(C,J) C—¢&

Sljedeca lema nam daje karakterizaciju geometrijskih funktora koja ¢e po-
vezati Diaconescuov teorem s univerzalinim svojstvom sintakticke kategorije,
Sto nam omogucuje da ta dva rezultata kombiniramo.

Lema 4.1.6. Neka je T geometrijska teorija, Cr njena sintakticka kategorija
te £ topos. Funktor F : Cr — & je geometrijski ako © samo ako je lijevo
egzaktan i Jr-neprekidan.
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4.2 Univerzalni model

Sada imamo sve Sto trebamo kako bismo dokazali postojanje klasifikacijskog
toposa. Jedna od glavnih ideja kategoricke logike jest gledati modele teorija
unutar toposa, stoga je ovo vrlo bitan rezultat. U ovoj tocci se baziramo
samo na [6].

Sada dajemo iskaz i dokaz teorema o univerzalnosti klasfiikacijskog to-
posa.

Teorem 4.2.1. Svaka geometrijska teorija ima klasifikacijski topos.

Dokaz. Neka je T geometrijska teorija. Uvedimo sljedece oznake:
Er = Sh(Cr, Jr),

Ur = I[(Mr).

Tvrdimo da je (Er, Ur) klasifikacijski topos teorije T. Neka je £ proizvoljan
topos. Tada imamo sljede¢u ekvivalenciju kategorija:

. kategorija lijevo
kategorija :
egzaktnih J-nepre-
kidnih funktora

Cr— €&
|

kategorija

morfizama toposa p ——
E— (911‘

geometrijskih
funktora T-Mod(¢)

CT—>(€

Diaconescuov teorem nam daje prvu ekvivalenciju. Lema 4.1.6 nam daje
jednakost te nam univerzalno svojstvo sintakticke kategorije iz teorema 3.2.8
daje drugu ekvivalenciju. Tada je i njihova kompozicija ekvivalencija.

Promotrimo djelovanje gornje ekvivalencije, koriste¢i njihov oblik iz Di-
aconescuovog teorema i teorema 3.2.8:

[ frolm (ffol)(Mr) = f*(Ur).
Dakle, (&r, Ur) je klasifikacijski topos teorije T. ]

Provjerimo ispunjivost sekventi Ur. U [6] (slajd 53), imamo sljedeéu
tvrdnju:
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Lema 4.2.2. Funktor | : Cr — &Er je pun i vjeran.
Posljedica te leme je postojanje bijekcije
Home, (X, Y) = Home, (1(X),1(Y)),

pa je tada sekventa (¢ Fz 1) ispunjiva u Ur ako i samo ako je ispunjiva u
Mr. Odatle zbog korolara 3.2.6 slijedi sljede¢a tvrdnja:

Korolar 4.2.3. Geometrijska sekventa (¢ Fz 1) je T-dokaziva ako i samo
ako je ispungiva u modelu G u klasifikacijskom toposu (Set[T], G).

Uocimo da klasifikacijski topos ima sliénu ulogu kao sintakticka kategorija,
s razlikom da je on univerzalan u kategoriji toposa, a ne u kategoriji kate-
gorija. Uocimo takoder, da klasifikacijski topos ovisi o strukturi sintakticke
kategorije. Ako dvije teorije imaju ekvivalentne sintakticke kategorije, njihovi
klasifikacijski toposi ¢e biti ekvivalentni. Obrat opcéenito ne vrijedi. Dakle,
imati ekvivalentne klasifikacijske topose je slabije svojstvo nego imati ekvi-
valentne sintakticke kategorije, no dovoljno je da osigura da te dvije teorije
imaju ekvivalentne kategorije modela u proizvoljnom toposu.
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Sazetak

U ovom radu zapocinje se s osnovnim pojmovima teorije kategorija i te-
orije toposa s ciljem da se definira Grothendieckov topos. Takoder se defini-
raju klase kategorija koje koristimo za konstrukciju modela formalnih teorija.
Uvodi se sekventni racun kao formalizacija izvoda i dokaza te se pomoc¢u njega
daje konstrukcija sintakticke kategorije za geometrijske teorije. Takva kate-
gorija sadrzi genericki model sa svojstvom da se ostali modeli mogu dobiti
kao njegova slika. Rad zavrsava konstrukcijom klasifikacijskog toposa, doka-
zom njegovog univerzalnog svojstva te se navodi kako konstruirati univerzalni
model geometrijske teorije u njenom klasifikacijskom toposu.






Summary

In this thesis we begin by introducing some basics of category theory and to-
pos theory in order to define the Grothendieck topos. We also define several
classes of categories which are used to construct models of formal theories.
Sequent calculus is introduced in order to formalize concepts of derivati-
ons and proofs. Using sequent calculus we also describe the construction of
syntactic categories for geometric theories. Syntactic category contains the
generic model such that other models can be expressed as images of the ge-
neric model. At the very end, the construction of classifying topos is is given,
along with the proof of its universal property. We also show how to construct
the universal model of a geometric theory inside its classifying topos.
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