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Uvod

Krajem 19. stoljeca britanski znanstvenik F. Galton, koji je izmedu ostalog izucavao ljud-
sku evoluciju, pitao se koja je vjerojatnost izumiranja plemickih prezimena u Ujedinjenom
Kraljevstvu. Njegovo pitanje je bilo sljedece.

Ako muskarac s odredenim prezimenom ima 0, 1, 2, ... muskih potomaka
s vjerojatnostima py, p1, P2, - - ., kolika je vjerojatnost da ce prezime izumrijeti
nakon r generacija i koja je vjerojatnost svakog broja muskih potomaka nakon
r generacija.

Galton se za pomo¢ obratio britanskom matematicaru H.W. Watsonu te su zajedno
formulirali matematicki model koji danas nazivamo Galton—Watsonov proces (ili proces
grananja). Model opisuje populaciju koja krece s jednom jedinkom. Svaka jedinka se raz-
mnoZzava nezavisno od ostalih i ima jednaku distribuciju potomaka. Zanimljivo je pitanje
Sto moZemo reci o grani¢nom ponasanju takvog procesa. Hoce li populacija izumrijeti,
sve viSe rasti ili se mozZda stabilizirati u nekakvom ekvilibriju? Koji uvjeti uopée odreduju
dugoroc¢no ponasanje procesa? Vidjet ¢emo da ovakvi procesi imaju svojevrsnu dualnost,
ili izumiru ili veli¢ina populacije sve viSe raste. Pokazat ¢emo da o¢ekivani broj potomaka
po generaciji radi distinkciju. Neka je m ocekivani broj potomaka svake jedinke u sljedecoj
generaciji. Tada ¢emo govoriti o subkritiénim (m < 1), kriticnim (m = 1) 1 superkriti¢nim
(m > 1) Galton—Watsonovim procesima.

Rad je strukturiran u tri poglavlja. U prvom poglavlju formalno ¢emo definirati Galton—
Watsonove procese i prouciti neka njihova svojstva. Pokazat ¢emo da subkriti¢ni 1 kriti¢ni
procesi izumiru gotovo sigurno, dok superkriti¢ni prezivljavaju s pozitivhom vjerojatnoscu.
U slucaju prezivljavanja superkriticnih procesa diskutirat ¢emo brzinu rasta.

Svakom Galton—Watsonovom procesu prirodno moZemo pridruziti stablo. U drugom
poglavlju ¢emo prouciti prostor takvih struktura i pokazati vezu izmedu procesa i njegovog
stabla. Konstruirat éemo vjerojatnosnu mjeru na tom prostoru i odrediti zakon razdiobe sta-
bala koja nastaju Galton—Watsonovim procesom. Uz intuiciju o distribucijama pristranih
po veliCini, opisat ¢emo stabla pristrana po veli¢ini i odrediti zakon razdiobe takvih sta-
bala. Pokazat ¢emo da se takva stabla mogu lagano dovesti u vezu s Galton—Watsonovim
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procesima s imigracijom. To su procesi kod kojih u svakoj generaciji osim jedinki nastalih
razmnoZavanjem imamo jedinke koje su stigle u proces imigracijom izvana.

U tre¢em poglavlju bavit ¢emo se granicnim ponasanjem Galton—Watsonovih procesa.
Odgovorit ¢emo na pitanja kolika je brzina rasta superkriti¢nih procesa ako ne izumru te
koliko brzo pada vjerojatnost preZivljavanja kod subkriti¢nih i kriticnih procesa. Dokazi ¢e
biti bazirani na vezi distribucija Galton—Watsonovih stabala i stabala pristranih po veli¢ini.
Vidjet éemo da ¢e se u igru umijesati i procesi s imigracijom.



Poglavlje 1

Galton—Watsonovi procesi

1.1 Osnovni pojmovi i rezultati

Definicija 1.1.1. Neka je L sluCajna varijabla s vrijednostima u Z" i neka je (L] : i,n > 1)
familija nezavisnih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) distribuiranih
kao L . Galton—Watsonov proces grananja (Z, : n > 0) definiran je na sljedeci nacin

Zy =1,
Zy-
Zy= ) LI
i=1
Ovaj proces opisuje razvoj populacije koja krece od jedne jedinke. Z, predstavlja broj
jedinki u n-toj generaciji. Svaka jedinka koja je bila Ziva u n-toj generaciji umire u sljedecoj
generaciji i nezavisno od ostalih ima slucajan broj djece koji je distribuiran kao L. L je
broj potomaka i-te jedinke iz generacije n — 1 (primijetimo daje 1 < i < Z,_ ;). Primjer je
dan na slici
Neka je
Pr = P(L = k)

Tada je vjerojatnost da ¢e neka jedinka u sljedecoj generaciji imati k djece upravo p; pa
¢emo (py : k > 0) zvati distribucijom potomstva. L je diskretna slucajna varijabla pa joj
mozemo pridruziti funkciju izvodnicu vjerojatnosti

J(s) = i Pns",
n=0

gdje je s € R proizvoljan tako da je gornji red dobro definiran (znamo da je red dobro
definiran za 0 < s < 1). Neka je f, funkcija izvodnica vjerojatnosti slucajne varijable Z,,

fu(s) = E[s™].

3
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Slika 1.1: Prve 3 generacije nekog GW procesa

L () () ()
> () ©

Proces krece s jednom jedinkom (¢vor 1), Zp = 1. Ta jedinka ima troje djece (11, 12, 13) pa je
L} =3iZ = L} = 3. Cvor 11 ima dvoje djece (111, 112) pa je L% = 2, ¢vor 12 nema djece pa je
L% = 0i&vor 13 ima jedno dijete (131) paje L3 = 1. Stogaje Z, = L3 + L5+ L3 =2+0+1 =3.

Tada vrijedi sljedeci rezultat.

Propozicija 1.1.2. f,(s) = fo---0 f(s)za0 < s < 1.
[ —

n
Dokaz. RaCunamo

Zn-1

Bls*] = B[E[s" | Z,1]| = B[E[] | 54 1Z,]] =

i=1
Zn-1
= E[H E[sL?’]] = E[E[s*1%'] = E[f(s)%].
i=1

Cetvrta jednakost vrijedi zbog nezavisnosti slu¢ajnih varijabli L', 1 <i< Z,1neza-
visnosti tih varijabli od Z,_;. Sada imamo f,(s) = f,-1(f(s)) pa iteriranjem dobivamo

Ja(s) = fo---0 f(s).
e ——

n

O

Ukoliko je Z, = 0 tada je Z; = 0 za sve k > n. Stoga, populacija ¢e izumrijeti ako
postoji n takav da je Z, = 0. Dogadaj {dn : Z, = 0}, odnosno | J,»(Z, = 0) ¢emo zvati
izumiranje. Neka je g vjerojatnost tog dogadaja. Tada jer je (Z, = 0), neopadajuci niz
dogadaja i zbog neprekidnosti vjerojatnosti na neopadajuée dogadaje vrijedi

q = P(Uy,(Z, = 0)) = lim P(Z, = 0). (1.1)

Vjerojatnost izumiranja mozZemo interpretirati i preko funkcije izvodnice.
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Korolar 1.1.3. Vjerojatnost izumiranja je ¢ = lim,_,« f,(0).
Dokaz. Uz dogovor 0° = 1 vrijedi P(Z, = 0) = f,(0) pa iz (I.I) slijedi tvrdnja. ]

Da bismo predvidjeli broj jedinki u sljedecoj generaciji dovoljno je znati broj jedinki u
trenutnoj generaciji i distribuciju potomstva (nije vazno koliko je jedinki bilo u prethodnim
generacijama). To jest, ponasanje procesa u sljedeCem trenutku uvjetno na sadasnjost i
proslost je jednako ponaSanju procesa uvjetno samo na sadasnjost. Stoga je jasno da je
ovako definiran proces Markovljev lanac. Provjerimo i formalno da Galton—Watsonov
proces zadovoljava Markovljevo svojstvo. Imamo

P(Zn+1 = in+l |Zn = l.n,...,Zl = ilsz = 1) =

:P(ZL:H—] :il’l+1 |Zn:in7""Zl :il’Z(): 1):

i=1

= P(Z L;H—] = in+l) = P(Zn+l = in+1 | Zn = in)a

i=1

gdje smo koristili da su slu¢ajne varijable L{*', L3*!, ..., L**! nezavisne od slugajnih va-
rijabli Zy, ...,Z, jer je familija (L? : i,n > 1) nezavisna, a Z; € o(L! : | < k). Stoga
je Galton—Watsonov proces grananja Markovljev lanac. Koriste¢i ovu Cinjenicu pokazimo
sljedecu propoziciju.

Propozicija 1.1.4. Pretpostavimo p; # 1. Tada na dogadaju neizumiranja Z, — oo g.s.

Dokaz. Pokazimo najprije da je 0 jedino povratno stanje Markovljevog lanca (Z,),. Jasno
je da je 0 povratno stanje jer ako je Z, = 0 onda je Z,,; = 0. Ako je pp =0, onda je Z,,; >
Z, g.s. za svaki n € N. Stoga, ako je Z,.x = Z, zaneki k,ondaje Z, = Z,,1 = -+ = Z,ix
pazal e N, [ # 0, vrijedi P(Z,4,x = lzanekik | Z, =) < PZ,, =1l |Z, =1 < 1
jer p; # 1. Time smo pokazali da [ razli¢it od O ne moze biti povratno stanje. Ako je
po > 01 ako se stanje [, [ # 0 ponovilo, to znaci da ako je Z, = [, onda je Z,,; # O pa
P(Z, =lzanekin | Zy = [) < P(Z, # 0) = 1 — p, < 1 jer je py > 0. Dakle, stanje [ je
prolazno.

Ostaje pokazati da Z, — oo g.s. Kako su sva stanja osim 0 prolazna, vjerojatnost da je
stanje razli¢ito od 0 posjeceno konacno mnogo puta je jednaka 1. Stoga je vjerojatnost da
su sva stanja osim O posjecena kona¢no mnogo puta takoder 1 (presjek prebrojivo mnogo
dogadaja vjerojatnosti 1 ima vjerojatnost 1). Na tom dogadaju tada vrijedi Z, — oo. O

Ova propozicija nam kaze da ako znamo da populacija nije izumrla, moZemo ocekivati
da ¢e populacija u novim generacijama biti sve veca (osim u slucaju da svaka jedinka ima
tocno jedno dijete). To jest, ukoliko proces ne izumre veli¢ina populacije ¢e eksplodirati.
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1.2 Izumiranje i rast

Prosli odjeljak smo zavrsili propozicijom koja kaze da Galton—Watsonovi procesi ili izu-
mru ili eksplodiraju. Prvo ¢emo se pozabaviti pitanjem izumiranja, tocnije vjerojatnoScu
tog dogadaja.

Teorem 1.2.1. Neka je m := E[L].

i) Vjerojatnost izumiranja q je najmanje rjesenje jednadzbe f(s) = s, za s € [0, 1] gdje
je f funkcija izvodnica pridruZena slucajnoj varijabli L.

ii) Ako je m < 1 onda je g = 1 (osim kada je py = 1).
Ako je m > 1 onda je g < 1.

Dokaz. 1z Korolara|l.1.3|imamo g = lim,_,, f,(0). Neka je g, := f,(0). Kako je f,+1(s) =
f(fu(8)), uz s = 0 imamo ¢,+1 = f(g,) za svaki n € N. Zbog neprekidnosti funkcije f na
[—1,1] vrijedi

q = lim g, = lim f(g,-1) = f(lim g,-1) = f(q).
Pretpostavimo da za r € [0, 1] vrijedi f(r) = r. Deriviranjem f dobivamo

[

f(s) = Z np.s”t s e(~1,1).

n=1

Ta derivacija je nenegativna za s € [0, 1) pa je f neopadajuéa na tom intervalu. Imamo

q1 = fi0)=fO)< f(r)=r
@ =fq)fN=r

qn:f(qn—l)sf(r):r

gdje svaka nejednakost slijedi iz prethodne. Stoga je i g = lim,. g, < r. Ovime smo
pokazali i).

Promotrimo funkciju f na intervalu [0, 1]. Pretpostavimo da postojin > 2 td. p, =
P(L = n)> 0. Tada je

F/(8) =) nin=1)p,s",
n=2
Sto je ve€e od 0 za s > 0 pa je f strogo konveksna na [0, 1]. Analogno zakljucujemo da
je funkcija strogo rastuéa na tom intervalu. Funkcija je i neprekidna na tom intervalu te
vrijedi f(0) = po € [0,1)1 f(1) = 1. Stoga su moguca dva slucaja (prisjetimo se da je
m= f'(1-)).
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f(s) f(s)
] ]
Po Po
S S
0 ] 0 ]
(@m>1 bym<1

Ako je m < 1 jednadzba f(s) = s ima samo jedno rjeSenje na [0, 1] 1 to je 1 pa je zbog
i) g =1. Ako je m > 1 jednadzba f(s) = s ima 2 rjeSenjana [0, 1] paje g € [0, 1).

U dokazu tvrdnje ii) pretpostavili smo da postojin > 2 td. p, = P(L = n) > 0.
Ukoliko nije tako, odnosno ako je p, = 0 zan > 2 (to znaci da je py + p; = 1) imamo

f(s) = po+ p1s, f'(s) = py = 0. Ovisno o p; imamo dva slucaja.

f(s) f(s)
1 1
Po
s Po s
0 1 0 1
(@ pr <1 ®p =1
Ako je p1 < 1 onda opet imamo m = p; < 11¢g = 1, dok ako je p; = 1 imamo
qg=0. O

Kao posljedicu ovog teorema imamo sljedeci korolar.
Korolar 1.2.2. Ako je p; # 1 tada vrijedi g = 1 ako i samo ako m < 1.
Dokaz. Slijedi direktno iz Teorema [[.2.1] ii). |
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Ovisno o m, GW procese dijelimo na subkriticne (m < 1), kriticne (m = 1) i super-
kriticne (m > 1). U teoremu vidjeli smo da subkriti¢ni i kriti¢ni procesi izumiru s
vierojatnosti 1, dok superkriti¢ni proces prezivljava s pozitivnom vjerojatno$éu. Stovise iz
prethodnog korolara znamo da GW proces izumire g.s. ako i samo ako je m < 1 (osim u
trivijalnom slucaju kad je p; = 1).

Na dogadaju neizumiranja vrijedi Z, — oo g.s. (Propozicija[l.1.4). MoZemo se pitati
kolika je brzina te konvergencije, odnosno kolika je brzina rasta populacije. Prirodno je
pretpostaviti da Z, raste kao m". Stoga, uz pretpostavku da je m < oo promotrimo slucajni
proces W = (W, : n > 0), gdje je W,, := Z,/m", n > 0.

Lema 1.2.3. Slucajni proces W je (F, P) martingal, gdje je F = (¥, : n > 0), ¥, = o(L"" :

l<m<ni>1).

Dokaz. Jasno je da je Z, F,-izmjeriva pa kako je m < oo to je i W, F,-izmjeriva, to jest W je
adaptiran s obzirom na filtraciju F. Kako su sve sluCajne varijable nenegativne, oCekivanje
1 uvjetno ocekivanje su dobro deﬁniraniﬂ Vrijedi

ElZpiliz,= | Ful = UL + -+ + L Dz, | 7l
= 1y, B[ + -+ L] | 2]
= 1Bl +-- -+ LZ+1]
= l(z,,:k)km,

gdje predzadnja jednakost vrijedi jer su L' nezavisne od . Iz uvjetnog teorema o mo-
notonoj konvergenciji dalje imamo

E[Zy1 | F2l = E[i Zuiliz= | 2]

k=0
= Z Lz,=ikm
k=0
=mZ,.
Sada napokon imamo
E[W, | ]mn] = E[ZnH/’nrH'1 | fcn] = Zn/mn = W,. (12)

O

'Uvjetno ocekivanje je inace definirano samo za integrabilne slu¢ajne varijable. Medutim, pokazat éemo
malo kasnije da uvjetno ocekivanje mozemo definirati za pozitivne slucajne varijable koje nemaju konacno
ocekivanje (pogledajte odjeljak@ pa je racun opravdan.
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Iz dane leme jednostavno slijedi rezultat koji smo i ocekivali.
Korolar 1.2.4. Za n > 1 vrijedi E[Z,] = m

Dokaz. Ako u jednadzbi (I.2) ratunamo ocekivanje dobivamo E[W, ] =

= E[Wo] =
E[Zy] = 1. Stoga su sluCajne varijable W, integrabilne. Vrijedi E[Z,] = [ W] =

O

Kako je W nenegativan martingal postoji W, = lim,_,., W, g.s. (dokaz moZete pronaci
u [8], str. 30]). Stovise, znamo da je W,, > 01 E[W.,] < E[W,] = 1.

Ako proces izumre, jasno je da je tada i W, = 0. Iz Teorema [I.2.1| znamo da to vrijedi
ako je m < 1. Pitanje je Sto moZemo reéi ako je m > 1. Ako je W, > 0, onda Z, raste kao
m", dok ako je W, = 0, a proces nije izumro, rast je sporiji.

Vidimo da je za analizu rasta vazan dogadaj {W. > 0}. Navedimo stoga joS jedan
rezultat koji govori o vjerojatnosti tog dogadaja.

Propozicija 1.2.5. Ako je 0 < m < oo, onda je P(W,, = 0) € {q, 1}.

Dokaz. Ako je m < 1, onda znamo da je W, = 0. Neka je dalje 1 < m < oo. Zbog
nezavisnosti familije (L? : i,n > 1), nakon prvog koraka imamo Z; novih GW procesa koji
imaju jednaku distribuciju potomka. Zato vrijedi Z,.; = Y7, Z! gdje su Z! kopije od Z,,

medusobno nezavisne i nezavisne od Z;. Dijeljenjem s m" dane jednakosti slijedi

mZ}’H—l n
mn+l mn
i=1
Pustanjem n — co dobivamo
Z
mW,, = W,

gdje su W., nezavisne kopije slu¢ajne varijable W, i nezavisne od Z,. Stoga vrijedi P(W,, =
0) = P(WL+-- +W2 =0)= P(WL =0,..., W2 =0) = E[P(W, = 0/4] = f(P(We, = 0))
paje P(W, = 0) korijen od f(s) = s, s € [0, 1]. Dakle, P(W,, = 0) € {g, 1}. |

Drugim rijeCima, ova propozicija kaze da je ili W, = 0 g.s. ili je W, > 0 g.s. u slu€aju
neizumiranja. Detaljniju analizu rasta superkriticnih procesa provest ¢emo u 3. poglavlju.



Poglavlje 2

Stabla pridruzena procesima grananja

2.1 Galton—Watson stabla

Ve¢ smo ranije vidjeli da je GW proces prirodno vizualizirati kao stablo (slika [I.1)). Po-
kazat ¢e se od koristi upravo promatrati stabla nastala GW procesom kao posebne struk-
ture. U nastavku ovog dijela ¢emo definirati prostor stabala, a sa stablima ¢emo raditi kao
slu¢ajnim elementima tog prostora. Neka je

U = () U U(N)"
n=1

skup konacnih nizova prirodnih brojeva. Ako su u,v € U sa uv ¢emo oznacavati spoj dva
niza, gdje je @u = u, u® = u. Na U definiramo parcijalni uredaj, u < v ako postoji z € U
tako da v = uz. Pisat ¢emo u < v ako je u < viu # v, tada kaZemo da je u predak od v.
Skup svih predaka od v oznacavamo A, = {u € U : u < v}.

Definicija 2.1.1. w ¢ U zovemo stablo ako vrijedi:
1) @€ w,
ii) akojeu € wondaje A, C w,
ii1) akoje u € w, ondaje uj € w akoisamo ako 1 < j < k,(w) za neki nenegativni k,(w).

Korijen stabla je prazan niz @. Cvor iy ...0y1i, je i,-to dijete od ¢vora iy ...i7,;. Broj
k.(w) predstavlja broj djece ¢vora u u stablu w. Ako je duljina niza u jednaka |u| = n,
onda se ¢vor u nalazi na visini n. Visina stabla je supremum duljina nizova koji se nalaze
u stablu. Primjer konacnog stabla visine 3 dan je na slici[2.1

10
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Slika 2.1: Konac¢no stablo visine 3

Pogledajmo na ovom primjeru zahtjeve iz Definicije Korijen stabla je @. Cvor 122 se nalazi
u stablu pa znamo da su nizovi 12 i 1 dio stabla. Broj djece ¢vora 31 je k3; = 4. Zato se u stablu
nalaze nizovi 311,312,313,314, aline i 315.

Neka je Q skup svih stabala definiranih kao u2.1.1] Zan € Ni w € Q oznacimo sa
r,(w) restrikciju stabla w na prvih n razina:

r(w) ={u € w:u <nj.

Prostor stabala visine manje ili jednake n ozna¢avat ¢emo s Q™. Na Q moZemo definirati
udaljenost
1

d(w, o) = 1 +sup{n e N : r,(w) = r,(w)}

Da bismo se uvjerili da je ovo metrika provjerimo da vrijedi nejednakost trokuta, ostala
svojstva trivijalno vrijede. Neka su wy, w,, w3 € Q tri proizvoljna stabla, uvedimo oznaku
lij = sup{n € N : ry(w;) = r,(w))}. Ako je l;3 < ljp tada je 1/(1 + 1) < 1/(1 + [13) <
1/(1+113)+1/(1+1p3), odnosno d(w1, w;) < d(wy, w3)+d(ws, wy). Uslucajudaje l13 > [,
onda mora vrijediti l,3 =I5 paimamo 1/(1 + [15) = 1/(1 + L) < 1/(1 + L13) + 1/(1 + b3),
to jest d(wy, wy) < d(wy, w3) + d(w;3, wy).

Sada kada imamo metric¢ki prostor (€2, d) moZzemo promatrati konvergenciju na tom
prostoru. Niz (w,), konvergira prema w s obzirom na d ako i samo ako za svaki h € N
vrijedi r,(w,) = r(w) za dovoljno veliki n. S obzirom da je d(r,(w), r(w")) < d(w, W)
funkcija r;,: Q — Q® je neprekidna (pa i izmjeriva). Ovako definirani metri¢ki prostor
zadovoljava sljedeca lijepa svojstva.

Lema 2.1.2. Metricki prostor (Q, d) je separabilan i potpun.



POGLAVLIJE 2. STABLA PRIDRUZENA PROCESIMA GRANANIJA 12

Dokaz. Oznacimo skup svih konacnih stabala sa € (stabla kojima je visina konac¢na). Taj
skup je prebrojiv. Za w € Q niz (r,(w)), je niz u Qy, a iz diskusije prije ove leme lagano je
vidjeti da taj niz konvergira prema w pa je Q gust u Q. Stoga je Q separabilan.

Neka je (w,), Cauchyev niz u Q. Tada je za svaki & € N niz (r,(w,)), Cauchyev niz u
QM. Za w,w’ € QW ako je d(w,w’) < 1/(1 + h) onda je w = w’. Stoga je niz (r,(w,))n
konstantan od nekog ¢lana, jednak w”. Kako je funkcija r,: Q — Q" neprekidna, za
h' > h vrijedi (@) = ry(limye Py (wy)) = Mo Fr(ry(wy)) = iMoo ry(w,) = "
Zato je w = |-, 0" € Qi w, konvergira prema w. ZakljuCujemo da je (€, d) potpun.

O

Rekli smo da Zelimo stabla promatrati kao slu¢ajne elemente prostora 2. Stoga zelimo
konstruirati o-algebru i vjerojatnostnu mjeru na tom prostoru. Neka je u € U proizvoljan,
definirajmo

Q, ={w:ue€uwl

To je skup svih stabala u Q koji sadrze u kao ¢vor (Qy = Q). Na Q definiramo o-algebru
na sljedeci nacin

F=0(Q,:uel.
Tada na prostoru €2, imamo o-algebru ¥ N Q,. Ranije uvedena veli¢ina k, je preslikavanje
k,: Q, — N. S obzirom da je

{k, > J} nQ, = Quj

te Q,; € Q,1Q,; CF,vrijedi {k, > j} NQ, CQ, NF pajek, izmjeriva.
Neka je z,(w) := w N N" (to su svi ¢vorovi stabla w na visini n) 1 neka je Z,(w) kardi-
nalitet od z,(w). Imamo preslikavanja

2 Q — P(N")
Z,: Q —> N,

Pokazimo da su ta preslikavanja izmjeriva u odgovaraju¢em paru o-algebri. Na N i P(IN")
¢emo za o-algebre uzeti partitivne skupove. Skup Wy = {w : z,(w) = S}, S € N" moZemo
zapisati kao (V,es 2 \ Uyenns €2,. Kako su ova unija i presjek prebrojivi Wy € ¥ pa je
Z, 1izmjerivo. Za k € N dogadaj {w : Z,(w) = k} zapiSemo kao (Jsam 5=k Ws. Imamo
prebrojivu uniju skupova iz ¥ pa je ovaj dogadaj takoder u F. Stoga je i Z, izmjerivo
preslikavanje.
Definirat cemo
Fn=0Q, : |ul <n).

Jasno je da je ¥ najmanja o-algebra koja sadrzi svaki ¥,,. Primijetimo da za u € N" vrijedi
Q, ={w:uez(w)} Zatoje F, = 0(z,, : 0 <m < n).
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Za u € U definiramo preslikavanje 7,,: QQ, — Q
T, (w):={v:vel uv e wl.

Skup na desnoj strani dan je kao podskup od U, no iz Definicije lagano se uvjeriti
da se radi o stablu. To stablo moZemo zamisliti kao podstablo stabla w s korijenom u (nije
stvarno podstablo jer vrhovi nisu jednaki). Primijetimo da je k, = k, o T, na Q,,. Nadalje
zaw € Q, u,v € U vrijedi uv € w ako i samo ako u € wiv € T,(w). Koristeci ovu
ekvivalenciju pokazimo sada da je preslikavanje T, izmjerivo u odgovarajuéem paru o-
algebri. Za u,v € U imamo T;'(Q,) N Q, = Q,,, a ovaj dogadaj se nalazi u ¥. Ako je
|u| = n i |v| = k ovu ekvivalenciju moZemo izreci preko z,, 1 Z,:

wy € 5uil@) S uELW) i venT, () @.1)
Zui) = ) ZioTy(w). (2.2)
u€zy(w)

Sada smo napokon spremni konstruirati vjerojatnosnu mjeru na prostoru (€, %) i us-
postaviti vezu izmedu GW procesa i stabala. Da bismo povezali niz (Z,), s GW procesom
konstruirat ¢emo takvu vjerojatnosnu mjeru da su slucajne varijable k, nezavisne i jed-
nako distribuirane. Te varijable medutim nemaju istu domenu stoga ¢emo morati biti malo
oprezniji (tu ¢e nam pomoci slucajne varijable T,).

Teorem 2.1.3. Neka je g = (q(j) : j € N) neka vjerojatnosna mjera na N. Tada vrijedi
sljedece.

i) Postoji jedinstvena mjera P, na (Q,F) takva da k, ima distribuciju q i uvjetno na
{kg = j}varijable T; , 1 <i < j su nezavisne u odnosu na vjerojatnosnu mjeru P,.

ii) Zan € N uvjetno na F, varijable T, (u € z,) su nezavisne i imaju zakon razdiobe P,.

iii) Niz sluc¢ajnih varijabli (Z,), definiran na prostoru (Q, ¥, P,) ¢ine GW proces sa
distribucijom potomstva q i Zy = 1.

Dokaz. Neka je Q* := N¥ = [],./N, gdje je N, = N. Oznaimo projekciju na u-tu
koordinatu sa k;: Q* — N i sa k; : Q" — N” projekciju na koordinate uy, ..., u,.
Prostoru * moZemo pridruziti o-algebru #* generiranu cilindrima. Tada po teoremu
Kolmogorova znamo da moZemo prostoru (£2*, F*) pridruZiti vjerojatnosnu mjeru P, =

g4 = ®ue,u qu, gdje je g, = g. Definiraymo preslikavanje ¢ : Q" — Q sa

(') ={u=ji...jp: p€EN, jis < kjl...jk(W*) za0 <k < p}

Broj k}, ; (w*) moZemo shvatiti kao broj djece ¢vora jj ... ji (prostor Q* na svakoj u-toj

koordinati sadrzi informaciju koliko ¢vor u treba imati djece). To ne znaci da svaki w*
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*

odreduje jedno stablo. Na primjer ako je kj,;(w*) = 4, a kj(w*) = 0, ne moZemo sastaviti
takvo stablo. Preslikavanje ¢ je definirano tako da ne ukljucuje ¢vorove poput 123 iz
proslog primjera u stablo. Zbog toga je jasno da to preslikavanje nije injektivno (npr.
za bilo koju vrijednost kj,,(w") dobivamo isto stablo). PokaZzimo sada da je ¢ izmjerivo
preslikavanje. Neka je u = j; ... j,, tada vrijedi

Q) = w1k

@) 2 i za0 < k < p),

a taj skup se nalazi u ¥~ zbog izmjerivosti projekcija k;;, v € U. Sada vjerojatnost na Q
moZzemo definirati kao
Py=P, oy,
Neka je T, : Q" — Q definirano tako da vrijedi kj o T, = k;,,. Tada su T, i T, povezani
relacijom
T,oy=¢oT: zauecUnay '(Q,).

Izmjerivost preslikavanja T, opet slijedi iz izmjerivosti projekcija. Za fiksan n € N promo-
trimo varijable (T7),=,. Lagano se pokaze da je familija {o"(k}), u € U} nezavisna pa su
nezavisne o-algebre nastale iz neke njezine particije. Odavde slijedi nezavisnost familije
(T} )u=n- Pokazimo da T, ima zakon razdiobe P;. Za to je dovoljno pokazati da za svaki
Borelov pravokutnik A = k;l‘luk(M) gdjeje M = My Xx- - - X M, vrijedi P:;(T; €A = P;(A).

.....

Imamo PZ(A) = f:l ZmeN,meM,- thi(m) = Hf'(:l ZmeN,meM,- %m;(m) = P;(T: € A)
Neka je A € ¥ iu € U. Tada vrijedi

PAT,€A) = P/T,"(A) = P,y (T, (A)) = P(T, oy € A) =
=P,y oT, € A) =P, € A) = P,(y"'(A)) = Py(A)

pa slucajne varijable T, imaju zakon razdiobe P,. Uvjetnona o(z,, : 0 < m < n) = 7,
(primijetimo da to samo znaci fiksiranje svih z,,), zau,v € N"1 A, B € ¥ imamo

P, (T, € A)P,T, € B) = P;(lp oT) e A)P;(lp oT, € B)
=P,(yoT, €A yoT, €B)
=P (Tyoy €A T, 0oy €B)
= P,y (T, (A) Ny~ (T, (B)))
=P,y (T, (AN T, (B))
= P(T,;'(A)NT,(B))
=P,(T,€AT,€B).

Stoga su uvjetno na ¥, varijable (T);,=, nezavisne.
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Ostaje joS pokazati da slucajne varijable (Z,), ¢ine GW proces sa distribucijom potom-
stva ¢. Za svaki w € Q je zo(w) = {@} pa je Zy = 1. Koristeéi relaciju 22) uz k = 1
imamo

Zinw)= ) ZioT ().
uez,(w)
Uvjetno na ¥, sluajne varijable L, := Z,oT, su nezavisne i jednako distribuirane. Dogadaj
{Z, = k} je jednak dogadaju {k, = k}. Zakon razdiobe od L, dan je sa P,(L, = k) =
P (ZyoT,=k)=PyZ =k)=Pyky =k) = P;(k; = k) = q(k) pa je (Z,), GW proces po
definiciji. O
Na temelju ovog teorema GW stabla moZemo definirati na sljede¢i nacin.

Definicija 2.1.4. Slucajna varijabla 7 koja poprima vrijednosti u prostoru stabala Q je GW
stablo s distribucijom potomaka g ako su za n € N uvjetno na {k,(7) = n} ’podstabla”
T\(7),...,T,(7) nezavisna i distribuirana kao 7 te je distribucija od k4(7) jednaka q.

Pretpostavljamo da kre¢emo od nekog GW procesa sa zadanom distribucijom p . Ako
u Definiciji promatramo prostor stabala (Q, ¥, P,), tada stablo w moZemo shvatiti
kao realizaciju GW procesa odredenog sa (L!(w) : 1 <i < Z,_1(w),n > 1). Stoga ¢emo u
nastavku mjeru P, oznaCavati sa GW. Slucajna varijabla 7: Q — Q, koja je identiteta ima
zakon razdiobe GW. Po Definiciji T je GW stablo. Iz Teorema lagano slijedi
da za w, € Q™ vrijedi

GWr(D) =w)= || plki.

UEW,,|u|<n

pa se GW ponasa ocekivano na stablima konacne visine.

2.2 Stabla pristrana po velicini

U prethodnom odjeljku smo pokazali kako s GW procesom mozemo formirati sluc¢ajno
stablo. Zakon razdiobe tog stabla bio je GW. U ovom odjeljku éemo promotriti drugi nacin
formiranja slu¢ajnog stabla koji ¢emo zvati GW proces pristran po velicini. Stablo nastalo
takvim procesom Ce imati drugi zakon razdiobe koji ¢emo oznacavati sa GW. Vaznu ulogu

.....

Definicija 2.2.1. Neka je X nenegativna slucajna varijabla sa konacnim ocekivanjem. Slu-
¢ajna varijabla X ima distribuciju pristranu po velicini ako je
> _ BlXg(X)]
Blg(¥)] = —=2 ==
E[X]

za svaku pozitivnu Borelovu funkciju g.
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Napomena 2.2.2. Ako je X nenegativna slucajna varijabla na prostoru (Q2, ¥, P) s kona¢nim
oCekivanjem, onda je dobro definirana vjerojatnosna mjera takva da za A € ¥ vrijedi
P(A) = fA Efgq dP. 1z prethodne definicije vrijedi P(X €A = P(A) pa X ima distribuciju

P.

Neka je L diskretna slucajna varijabla s distribucijom p 1 ocekivanjem m. Tada L ima
distribuciju P(L =k = kpi/m. Distribuciju pristranu po veli¢ini moZemo interpretirati
na sljedeéi nacin. Pretpostavimo da imamo kutiju s kuglicama numeriranim 1,2,3,...1 da
je vjerojatnost odabira kuglice k jednaka p;. Ako za svaki k, kuglicu numeriranu k zami-
jenimo sa k kuglica numeriranih k, tada je vjerojatnost da ¢emo izvu¢i kuglicu k jednaka
kpi/m. Buduci da je PL=0)=0, vrijedi L>1 g.s.

Neka je (L), niz nezavisnih slucajnih varijabli distribuiranih kao L. GW stablo pris-
trano po veli€ini konstruirat ¢emo na sljedeéi nacin. Kre¢emo sa ¢vorom v, koji ima L
djece. Odaberemo slucajno jedno dijete v;. To dijete ¢e imati L djece. Ostala djeca ¢vora
vo ¢e imati distribuciju potomaka p. Tako nastavljamo dalje, biramo sluc¢ajno jedno dijete
v, od ¢vora vy 1 pridruzujemo mu f3 djece, ostala djeca imaju distribuciju potomaka p. ...
Ovaj postupak beskonac¢no ponavljamo. Stablo konstruirano ovakvim procesom prikazano
je na slici

Za u € U, oznaCimo sa U, slucajnu varijablu koja ima uniformnu distribuciju na
{1,...,k,}. Ona ¢e nam sluziti da opiSemo dogadaj biranja koje dijete od ¢vora v; ¢emo
proglasiti v;;;. Tada gore opisano stablo moZemo napisati kao presjek prebrojivo mnogo
dogadaja oblika {Zi =k}, lk, =l zau ¢ {vo,vi,v2,...}, {U,, o k,, = j} gdje suk, [, j € Np.
Kako su pripadne funkcije izmjerive ovi dogadaji se nalaze u #. Stoga ovakvim postup-
kom moZemo konstruirati sluajnu varijablu T: Q- Q.

Neka je GW, zajednicka distribucija sluCajne varijable T i niza (vo, vy, ...) i neka je
GW marginalna distribucija na prostoru Q. Niz (v, vy, .. . ) oznacava koji ¢vorovi u danom
stablu imaju “specijalnu” distribuciju potomstva.

Zat € Q neka je [¢], skup svih stabala w € Q takvih da je r,(w) = r,(¢) (ako je visina
od f manja od n, onda je [f], = {t}). Za Cvor v koji se nalazi na n-toj razini stabla t neka
[#; v], oznaCava skup stabala w € Q takvih da je w € [f], 1 w ima istaknuti put od korijena
koji prolazi kroz v (kako su u stablu dva vrha povezana samo jednim putem, pocetak puta
od korijena do v je jedinstven).

Uzmimo stablo ¢ visine barem n + 1 takvo da korijen ima k djece. Podstabla djece
ozna&imo sa 1, ..., 1®. Cvor v koji se nalazi na razini n + 1 nalazi se u jednom od ovih
podstabala, recimo 7. Za mjeru GW vrijedi

k
. 1 . .
GW([ls) = pe | | GWAL) = kpe- - GWAL) - | [GWA1). 23)

j=1 J#i
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Slika 2.2: GW stablo pristrano po veli¢ini

Vo

nolew] [Gw]

v |GW]| [GW]|

AN

GW/| |GW]

Kako je L>1 g.s. stabla nastala ovakvim procesom ¢e imati beskonacan niz (vg, vy, ...), zato ée
biti beskonacne visine pa nema izumiranja. Taj niz ¢ini “kraljeznicu” stabla, ostali ¢vorovi imaju
jednaku distribuciju potomstva p pa su njihova podstabla medusobno nezavisne kopije GW stabala
(takva stabla su na slici oznacena pravokutnicima).

Sli¢no za mjeru GW, imamo

GW.(15 Vo) = 2 GW.(1%: 1) - [ | W), 2.4

J#i

PokaZimo indukcijom da vrijedi
— 1
GW.([£:v]n) = —GW([1],). (2.5)

Jednakost ocito vrijedi za n = 0 jer se sva stabla podudaraju u ¢voru pa su vjerojat-
nosti na obje strane jednake 1. Pretpostav1m0 sada da za nekl n € N vrijedi (2.5). Tada
uvritavanjem u (2.4) dobivamo GW.([£; V]ui1) = ]ﬂ 1 LGW(E],) - 1. GW([1],),
a iz (2.3) to je jednako m,,HGW([t],,H) Iz ove Jednakostl ]ednostavno slijedi pomalo
neocekivan zakljucak. Ako je dano prvih n razina stabla 7:, ¢vor v, u nizu (vy,vq,...)
je uniformno distribuiran na n-toj razini u odnosu na GW..

Kako jednakost (2.5)) Vrl_] jedi zasvakiniv e v E 2 (1), jednostavno mozemo odrediti margi-
nalnu distribuciju na €, GW( 1) = Dver, GW ([t;v],) = Z,(¢) - GW ([#; v],). Kao ranije
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definiramo slucajnu varijablu W,(¢) := Z,(¢)/m". Tada imamo
GW([1],) = W,(1) - GW([1],). (2.6)

Zbog ove jednakosti kazemo da je distribucija GW pristrana po veli¢ini. Stovise, pristra-
nost distribucije po veli¢ini se o€ituje u sljede¢em rezultatu.

Lema 2.2.3. Za k € N proizvoljan vrijedi GW (Z, = k) = GW(Z, = k).

Dokaz. Skup {[t], : t € Q} Cini particiju od . Lagano se vidi da je relacija w; ~ w, ako
r.(wy) = ry(w,) relacija ekvivalencije. Kako je prostor kona¢nih stabala prebrojiv, postoji
niz (¢;); predstavnika klasa ekvivalencije, [#;], = {w € Q : w ~ t;}. Tada je

(2, =k = | Jlw ety : Zu(w) = k).

Neka je (1;;); podniz od (1;); takav da Z,(z;,) = k. Gornji dogadaj tada moZemo zapisati kao

Dalje raCunamo:

GW(Z, = k) = Z GW([1; ], Z W, (1, )GW([1;,1,)

Z GW(:])_iGW(Z = k)

= GW(Z,, = k).

O

GW stablo pristrano po veli¢ini moZemo povezati s GW procesom s imigracijom. Taj
proces definiran je na sljedeci nacin. Proces krece s 0 jedinki, a karakteriziraju ga dvije
distribucije: ranije spomenuta distribucija potomstva i distribucija imigracije. U n-toj ge-
neraciji (n > 1) Y, novih jedinki dolazi u proces, gdje su Y, nezavisne i sve imaju jednaku
distribuciju imigracije. Sve jedinke razmnoZavaju se nezavisno po zakonu distribucije po-
tomstva. Stoga ako (vg,vy,...) izoliramo iz stabla pristranog po veliCini 1 potomke tih
¢vorova zamislimo kao imigraciju, o€ito vrijedi da je (Z, — 1), uz zakon razdiobe GW
proces s imigracijom gdje je Y, = L,—1.



Poglavlje 3

Granicno ponasanje Galton—Watsonovih
procesa

3.1 Osvrt na uvjetno ocekivanje

Prije nego Sto krenemo s grani¢nim teoremima treba prodiskutirati jednu tehnicku stvar.
Prisjetimo se da pri definiranju uvjetnog ocekivanja slucajne varijable s obzirom na neku
o-algebru zahtijevamo integrabilnost te slucajne varijable. U nastavku ¢emo promatrati
nizove pozitivnih slucajnih varijabli ¢iji limesi nemaju nuzno konacno ocekivanje. Htjet
¢emo raCunati uvjetna ocekivanja i takvih varijabli. Stoga treba proSiriti definiciju uvjetnog
ocekivanja, ali tako da se dobro ponasa ukoliko postoji oekivanje, to jest da se podudara
sa starom definicijom.

Neka je X nenegativna slucajna varijablana (QQ, 7, P), takvadaje E[X] = c0. ZaG C F
Zelimo nadi G-izmjerivu slucajnu varijablu ¥, 0 < Y < oo, tako da za svaki G € G vrijedi

fXdP:deP.
G G

Promotrimo slucajne varijable X, := min(X, M), M € N. One su integrabilne pa je dobro
definirano Y, := E[X | G]. Dakle,

fXMdP = fYMszasveG eg.

G G

Kako je X); > 01 X, /' X, po teoremu o monotonoj konvergenciji vrijedi
lim | Xy dP = fXdP.
M—o0 G G

S druge strane X, " X povlaci da je (Yys)y rastuéi niz pa postoji Y takav da Yy, Y
(Y moze biti 1 beskonacno). Buduci da je Xy, > 0, slijedi da je 1 ¥, > 0 g.s. Sada opet

19
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primjenjujuci teorem o monotonoj konvergenciji dobivamo

lim YMdP:deP.
M- g G

Stoga na koncu imamo

fXdP: lim fXMdP: limeMdP:deP.
G M- G M- G G

Kako su (Yy)u G-izmjerive 1 Y je G-izmjeriva. Sada moZemo definirati
E[X|G] =Y.

Jednako kao i u slucaju standardnog uvjetnog ocekivanja se pokazuje da je Y g.s. jedins-
tvena. Rezultat koji éemo Cesto koristiti je sljedeci.

Lema 3.1.1. Neka je X > 0. Ako je E[X | G] < o0 g.s., onda je X < o0 g.s.

Dokaz. Oznacimo kao ranije ¥ = E[X | G]. X moZemo zapisati kao X1 (x<o) + X1 (x=co0).-
Stavimo Z := E[X1(x<o0) | G11 W 1= E[X1 (=) | G]. Tada za G € G vrijedi

deP:fXdP:le(x<m)dP+fX1(x=m)dP:f(Z+W)dP.
G G G G G

Zbog jedinstvenosti g.s. uvjetnog ocekivanja zakljucujemo daje Y = W+Z g.s. W moZemo
zapisati kao oo - P(X = oo | G). Sada ukoliko je Y < 0 g.s.,ondaje P(X =0 | G) =0 g.s.
pa je

P(X = ) = E[E[1(x=0) | G]] = E[P(X = 0 | G)] = 0.

Takoder ¢emo koristiti sljedece verzije ve¢ poznatih rezultata.

Propozicija 3.1.2. Neka je (X,),s1 niz nenegativnih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P)iG C F.

i) (uvjetni teorem o monotonoj konvergenciji) Ako je X, < X, g.5. za svakin € N i
X, /" X (X moZe biti beskonacno), onda

ElX, | G1 / E[X |Gl g.s.

ii) (uvjetna Fatouova lema) E[liminf, ., | G]] < liminf,_ E[X, | G]
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Dokaz. Pokazimo prvo i). Zbog monotonosti niza (X,), imamo E[X, | G] / Y (Y moZe
biti beskona¢no). Za G € G koristeci obicni teorem o monotonoj konvergenciji dva puta
dobivamo

E[15Y] = li’gnE[IG]E[X,, | G1] = li,fn E[15X,] = E[15X].

Dokazimo sada ii). Neka je Y, := inf, X; 1 Y := liminf,_,. X,. Tada ¥, /' Y. Zbog
monotonosti vrijedi E[Y, | G] < E[Xy | G] zak > npaje

E[Y, | ] < infE[X, | G].
Upravo pokazana tvrdnja i) sada povlaci
E[Y | G] = lim E[Y, | G] < liminf E[X, | G].

O

Napomena 3.1.3. Razlika klasi¢nih uvjetnih teorema o monotonoj konvergenciji i Fatouove
leme u odnosu na proslu propoziciju je zahtjev da su slucajne varijable X i liminf,_,. X,
integrabilne.

Navedimo joS§ jedan teorem koji ¢e nam trebati za dokaz Kesten—Stigum teorema. Te-
orem govori o konvergenciji submartingala koji imaju g.s. ogranicena uvjetna ocekivanja
s obzirom na neku c-algebru. Teorem se dokazuje slicno kao klasi¢ni teorem o konver-
genciji submartingala, uz ocjenu koja se €esto naziva nejednakost prelazaka. Kako teorem
nije standardan, dat ¢emo dokaz koji Ce biti sli¢an dokazu navedenog klasi¢nog teorema.
Stoga ¢emo neke tvrdnje koje su u dokazima slicne navoditi bez argumentacije. Za detalje
pogledajte [8, poglavlje 1.4.]

Teorem 3.1.4. Neka je (X,).>0 nenegativan submartingal s obzirom na filtraciju (F,)n>0.
Ako je sup,.(E[X, | Fol < oo g.s. onda (X,), konvergira g.s. prema konacnoj sluc¢ajnoj
varijabli X..

Dokaz. Nekasua,b € Q,a < b. Definiramo Ty =—-1izakeN

Top_1 = mm{m >Toro: X, < a}
To := mm{m > Torq i Xy = b}

Neka je U, = U,([a,b]) := max{k : Ty < n}1 U = lim,_,. U, := suplk : Ty < oo} za
neN. Stavimo Y,, ;= (X, —a)"izam>1

H o 1, akojem € (Ty_1,Tx] zaneki k >0,
" 0, inace.
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Proces (H,,)m>0 je predvidiv. Kako je (X)) submartingal i (Y,), je submartingal, a kako
je H, nenegativna, ograniCena slucajna varijabla i martingalna transformacija (H - Y), je
submartingal. Lagano se pokazuje da vrijedi

H-Y),>®B-aU,

pa zaklju¢ujemo da je (b — @)E[U, | Fol < E[(H - Y), | Fol gs. Uz K, := 1 = Hp, m > 1
vrijedi Y, - Yo =(H -Y),+ (K -Y),. Proces (K - Y), je takoder submartingal pa imamo

E[(K - Y), | Fol = E[E(K - ¥), | Fu-1] | Fol 2 EI(K - Y)pot [ Fol 2 - 2 (K- Y)o =0gs.
Odavde slijedi
E[Y, | Fol — E[Yo | Fol 2 E[(H - Y), | Fol > (b — @)E[U, | ol

Zbog X, > 0 vrijedi (X, — a)* < X,, + |a| pa je E[Y, | Fol < |a| + E[X, | Fo]. Kako je
E[Yy | Fo] = 0 g.s. koristeci gornju nejednakost dobivamo

E[U, | %ol <

1
(lal + E[X, | Fol) <

(la| + sup E[X,,, | Fo]) < oo g.s.
b-a —a m

Po uvjetnom teoremu o monotonoj konvergenciji E[U | ] = lim, E[U, | Fo] < oo g.s.
Stoga je U < oo g.s. Prebrojiva unija skupova vjerojatnosti 0 opet ima vjerojatnost O pa je

P(Ula,b] < o zasvea,be Q,a<b)=1.

Odavde slijedi da je lim sup, X,, = liminf, X,, g.s. Na dogadaju na kojem vrijedi jednakost
definiramo X, = limsup, X,, a X, = O inace. Tada je X, = lim, X, g.s. Po uvjetnoj
Fatuovoj lemi imamo

E[Xw | Fol < liminf E[X, | Fo] < sup E[X,, | Fo] < oo g.s.

n—oo n

paje X, < 0o g.s. O

3.2 Superkriticni procesi: brzina rasta

Rast kao m"

Ranije smo vidjeli da je m" brzina rasta superkriticnog procesa ako je W, > 0. Sljedeci
teorem daje nuzne i dovoljne uvjete na taj zahtjev.

Teorem 3.2.1 (Kesten—Stigum). Neka je 1 < m < oo. Tada su sljedece tvrdnje ekviva-
lentne:
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i) P(W., =0) =
ii) E[W.] =
iii) E[Llog* L] < 0

Znamo da je kod superkriti¢nih procesa ¢ < 1 paje 1 — g > 0. Stoga je uvjet i) po
Propoziciji ekvivalentan tome da je

P(W., > 0, neizumiranje) 1-g¢

P(W, > 0 | neizumiranje) = - —— =
P(neizumiranje) 1-¢
Uvjet iii) iz teorema se ¢ini dosta tehnicCki, ali koristeci slu€ajne varijable pristrane po
veli€ini, moZzemo ga zapisati malo drugacije. Neka je L sluCajna varijabla pristrana po
veli¢ini u odnosu na L. Tada po definiciji vrijedi

E[Llog"L] 1

Eflog L] = Bl = —E[Llog" L] (3.1)

pa je uvjet iii) ekvivalentan E[log L] < . Vjerojatnosna interpretacija ovog uvjeta dolazi
iz sljedecée leme.

Lema 3.2.2. Neka su X, X, X, ... nenegativne nezavisne jednako distribuirane slucajne
varijable. Tada g.s. vrijedi

. X
lim sup — =
n

n—0o0o

0, ako je E[X] < oo,
oo, ako je E[X] =

Dokaz. Pokazimo prvo slucaj kada je E[X] < oco. Neka je € > 0. Zbog E[X] < oo i
E[X/e] < oo. Kako je X nenegativna imamo

[ee)

D P(X/nze) = ) P(X, 2 nel) = )" P(1X/e > n}) = E[X/e] < oo,
n=1

n=1 n=1

Po Borell-Cantellijevoj lemi vrijedi P(limsup,_,{X,/n > €}) = 0. Stoga za gotovo svaki
w € Q vrijedi X,(w)/n > & za samo kona¢no n € N pa je P(limsup,_, X,/n < &) =
Kako je &£ > 0 proizvoljan i zbog neprekidnosti vjerojatnosti na nerastuée dogadaje vrijedi

P(lim sup X,/n = 0) = P(ﬂ {lim sup X,/n < 1 /k})

n—o0 k=1 n—o0

= lim P({lim sup X, /n < l/k}) =

k—co n—oo
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Neka je sada E[X] = oo, uzmimo M > 1. Jer je E[X] = oo 1 E[X/M] = oo. Kako je
X > 0 vrijedi

2 PUXu/n= MY = ) PUX = nM)) = ) PUX/M > n)) = E[X/M] = o.
n=1 n=1

n=1

Jersu Xy, Xo, ... nezavisne, po drugoj Borel-Cantellijevoj lemi P (lim sup,_, {X, > nM}) =
1 pajei P(limsup,_ . X,/n> M) = 1. Zbog neprekidnosti vjerojatnosti na nerastuce
dogadaje i jer je M > 1 proizvoljan vrijedi

P(lim sup X,,/n = oo) = P(ﬂ {lim sup X,,/n > k}]

n—o0 k=1 n—o0

= lim P({limsuan/n > k}) = 1.

k—oo n—oo

Kao direktnu posljedicu ove leme imamo sljedeci korolar.
Korolar 3.2.3. Uz iste oznake kao u Lemi[3.2.2} za ¢ € (0, 1) proizvoljan imamo
i) X, e < oo g.s. ako je B[X] < oo;
ii) 3, eXnc" = oo g.s. ako je E[X] = oo.

Dokaz. Ako je E[X] < oo onda iz Leme [3.2.2] vrijedi lim sup X,,/n = 0 g.s. To znaci da za
gotovo svaki w € Q1ie > 0 je X, (w)/n < & za sve osim konacno mnogo indeksa. Kako je
c €(0,1), 1/c > 1. Uzmimo sada € < log(1/c) i neka je C(w) := {n € N : X,(w) < ne}.

Tada imamo
Z eXn(w)CnS Z e = Z (egc)n<00.

neC(w) neC(w) neC(w)
Zadnja nejednakost vrijedi jer je izraz u zagradi manji od 1. Kako je N \ C(w) konacan

vrijedi
Z K@) o1 — Z @ en Z @ o oo

neN neC(w) neN\C(w)

pa vrijedi tvrdnja i). S druge strane ako je E[X] = oo onda iz prethodne leme imamo
lim sup X,,/n = oo g.s., a to znaci da za gotovo svaki w € Q1 svaki M > 0 je X,(w)/n > M
za beskona¢no mnogo indeksa. Neka je C(w) := {n € N : X,(w)/n > log(1/c)}. Taj skup je
beskonacan pa vrijedi

Zex,,(w)cn > Z o Xn(@) o > Z gog(1/e) n > Z 1" = co
neN neC(w) neC(w) neC(w)

¢ime je dokazana tvrdnja ii). |
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Lemu ¢emo primijeniti na slu€ajnu varijablu logz u sljede¢em teoremu koji go-
vori 0 GW procesima s imigracijom. Teorem [3.2.1|¢e biti direktna posljedica tog teorema
uz jo$ jedan vjerojatnosni rezultat.

Teorem 3.2.4 (Seneta). Neka je I, velicina n-te generacije GW procesa s imigracijom Y.
Neka je m = E[L] € (1, 00) i neka je Y slucajna varijabla koja ima distribuciju jednaku kao
Y,. Ako je E[log" Y] < oo, onda lim,, I,/m" postoji i konacan je g.s., a ako je E[log" Y] = oo,
tada je limsup,, I,,/c" = oo g.s. za svaki ¢ > 0.

Dokaz. Uzmimo prvo da je E[log" Y] = oo. Tada je iz Leme limsup, (log* ¥,,/n) =
o g.s. Ako je (ay), niz realnih brojeva takav da je limsup,a, = o i f je neprekidna
funkcija takva da lim,_,, f(x) = oo, tada je lim sup, f(a,) = co. Uzmemo li funkciju f(x) =
e* i niz (log* Y,(w)/n),, dobivamo limsup, VY, = o g.s. Stoga za ¢ > 0 proizvoljan
vrijedi limsup, {/Y,/c = oo g.s. Analogno, uzimanjem g(x) = x" zakljuujemo da je
limsupY,/c" = oo g.s. Kako je I, > Y, slijedi limsup, [,,/c" = oo g.s.

Sada neka je E[log™ Y] < co. Neka je G o-algebra generirana sa (Y)»1. Oznacimo sa
I, x broj potomaka na razini n od jedinki koje su imigrirale u proces na razini k. Tada je
I, = Yi_, I, pa dobivamo

I, 1 +
E[— g] = E[—Zln,k
m' m" —
Za k < n slucajna varijabla 7, je veliina generacije n — k obi¢nog GW procesa koji krece
sa Y} jedinki. To je isto kao da imamo Y nezavisnih procesa koji krecu s jednom jedinkom
pa vrijedi E[1,; | G] = Y; - m"*. Stoga je

Iy
B[
m}’l

= 1 In,k
g] = Z %E [mn—k

k=1

o

—
k=1 m

6| -

Pustanjem limesa kada n — oo, na desnoj strani dobivamo red koji po Korolaru [3.2.3|
konvergira g.s. Zato je

oo Yk
< — < S. 32
| ; L <oogs (32)
Stavimo ¥, = o((Yi)i=1, Lo, - - - I,), tada je Fy = G. Niz o-algebri (F,),0 Cini filtraciju
i (I,), je adaptiran s obzirom na tu filtraciju. Nadalje,

E[ In+1

mn+1

1,
supE|—
n m"

I

Z L(Hrl

k=1

Yn+1 1

mn+l mn+l

Yn+l +In > I,

n
et 2 &5

E 7:11:

72| =

Druga jednakost vrijedi jer su slucajne varijable L*' nezavisne od ¥,. Dakle, I,/m" je
nenegativan submartingal s obzirom na (¥,),s0. Uz nejednakost (3.2) zadovoljeni su uvjeti
Teorema [3.1.4]pa lim,, I,/m" postoji i konacan je g.s. |
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Prije samog dokaza Kesten—Stigum teorema potreban nam je jos jedan rezultat.

Propozicija 3.2.5. Neka je u konacna mjera i v vjerojatnosna mjera na (Q, ¥ ). Neka je
(Fu)n nepadajuci niz o-algebri takvih da je ¥ = o(U,F,) te neka su p, = pu [ F, i
v, = v | F, restrikcije i v na F, takve da je u, < v, za svaki n. Neka je X,, := du,/ dv,
i X =limsup,_, X,. Tada vrijedi

UKy e X <o ,u-g.s.(:)fde:fd,u, (3.3)
ULlve X=o0 u—g.s@fde:O. (3.4)
Dokaz. Prvo ¢emo pokazati daza A € ¥ vrijedi

u(A) = f Xdv + p(A N (X = oo}) (3.5)
A

Stovise, pokazat ¢emo da ako vrijedi gornja jednakost, onda je to Lebesgueova dekompo-
zicija mjere ¢ u odnosu na v.
Pokazimo da je (X,,), martingal s obzirom na (¥,), i mjeru v. Za A € ¥, C F,, vrijedi

E[Xps114] = anH dv = anH AV = ppe1(A) = p(A).
A A

S druge strane

E[X,14] = an dv = an dv, = /ln(A) = /J(A)
A

A
paje E[X,.1 | F.] = X,. Kako je (X,), nenegativan martingal, konvergira prema X v-g.s. i
X < covy-g.s.

Definirajmo vjerojatnosnu mjeru p := (u + v)/C gdje je C := f d(u + v). Neka je p,
restrikcija te mjere na ¥,. Tada mozemo definirati U,, := du,/dp, 1V, := dv,/dp,. Opet
kao gore zakljucujemo da su (U,), i (V,), nenegativni martingali s obzirom na ¥, i mjeru
p. Nekasu U := limsup U, i V := limsup V,. Kako je U, + V,, = C p-g.s. za svaki n, ti
martingali su ograniceni p-g.s. Za A € F,, C F, vrijedi

/"(A):ﬂn(A):fUndpn:LUndp

A

PusStanjem n — oo iz teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

u(A) = lime,,dpz fUdp.
o0 JA A
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Ova jednakost vrijedi za A € U, F,,, a kako je to & sustav koji generira ¥, jednakost vrijedi
na¥. Stogaje U = du/dpiV = dv/dp. Kakoje U, +V, =C gs.,p(U =0,V =0)=0
pajerje X, = U,/V, vrijedi

U lim,U,

U,
= = 1 _— = 1 X = X -2,
V.o lim, vV, ay, e p&:s

Nekaje Y := (1/V) - Lys0). tadaje 1 = YV + 1y, pa vrijedi

,u(A):fUdp:fUYVdp+fl(v_0)Udp. (3.6)
A A A

Kako je v(V =0) = fVl(VZO) dp =0, UY = X1(y>0) = X v-g.s. pauz dv = V dp imamo

fUYVdpzfde. 3.7
A A

S druge strane kako je U < oo u-g.s., {V = 0} = {X = oo} u-g.s. Koriste¢i du = Udp

dobivamo
fl(vzo)Udp:fl(X:oo)d,u. (38)
A A

Iz (3.6), i (3.9) slijedi (3.5). Jasno je da je mjera u,(A) := fA X dv apsolutno nepre-
kidna u odnosu na v, a kako je v(X = o) = 0 mjere u,(A) := u(AN{X = oco})ivsu
singularne pa je Lebesgueov rastav mjere u s obzirom na v. Koristeéi tu Cinjenicu
ekvivalencije (3.3) i (3.4) sada lagano slijede.

Ako je 4 < vondaje X < oo u-g.s.; ako je X < oo u-g.s. onda je fde = f du;
konacno ako je fde = f duondaje X < oo pu-g.s. iy < v.

Akojeu L vondajeu = u; paje X = oo u-gs.; ako je X = oo u-g.s. onda je
fde: 0; na kraju ako je fde =0tadaje X = cou-g.s. pajeu L v. O

Dokaz Kesten—Stigum teorema. Nekasu GW,, i GW a restrikcije vjerojatnosnih mjera GW
i GW na F,. Tada iz relacije (2.6) vrijedi

dGW,

dGW,

(1) = Wa(0).
Iz prethodne propozicije imajuci na umu da baratamo s dvije vjerojatnosne mjere dobivamo

GW<GWoe W, <o GW-gs. o ow dGW = 1, (3.9)

GWLGWo Wo=c GW-gso Wo=0 GW-gs. (3.10)
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Sada umjesto ponasanja W, s obzirom na GW, moZemo promatrati ponaSanje W, s obzi-
rom na GW a to znamo iz Teoremau PrlsJetlmo se diskusije s kraja proSlog poglavlja.
UzY,=L-1,(Z,— 1), sazakonom razdiobe GW &ini proces s imigracijom ,,.

Ako je E[Llog" L] < oo, tada je E[log L] < pajeiE[log" (L-1)] < . Po proSlom
teoremu lim,, ,/n postoji i konacan je GW-g.s. Kako su distribucije od 7,/m" uz GW 1
W, — m™ uz GW jednake i kako je lim, m™ = 0 vrijedi

GW(W., < 0) = GW(limsup (W, — m™) < o0) = GW(limsup I,/n < o0) = 1

n—oo n—oo

paje po (3.9) Egw[W.] = fWoo dGW = 1. To dokazuje iii) = ii).

Ako je E[W,] = 1, onda je GW(W,, = 0) < 1 pa je GW(W, = 0) = g po Propozi-
ciji[I.2.5] Sto dokazuje ii) = ).

Ako je E[Llog" L] = oo, onda je E[log*(f— 1)] = co pa je limsup, I,/n = co GW-g.s.
Opet kao ranije zaklju¢ujemo

GW(W,, = o) = GW(limsup (W, — m™) = co) = GW(lim sup I,/n = o0) = 1.

n—00 n—00

Sada iz (3.10) vrijedi W, = 0 GW-g.s. pa uz Propoziciju[I.2.5 obratom po kontrapoziciji
vrijedi i) = iii). O
Rast sporiji od m"

Ukoliko proces nije izumro, a W,, = 0 onda proces raste sporije od m". MoZemo medutim
reci 1 neSto malo viSe od toga.

Teorem 3.2.6 (Seneta—Heyde). Ako je 1 < m < oo, tada postoji niz konstanti (c,), takav
da vrijedi

i) lim, Z,/c, postoji g.s. u [0, co),
ii) P(lim, Z,/c, =0) = gq,
i) Cpy1/Cn — m.

Sli¢no kao kod Kesten—Stigum teorema, uvijet ii) je ekvivalentan

. ) L P(im,, Z,/c, > 0, neizumiranje 1-
P(im Z,/c, > 0 | neizumiranje) = (im, Z,/¢ S i) _ 9_

n P(neizmiranje) 1-¢g
To znaci da ako proces nije izumro, brzina rasta je dana sa c¢,. Kako ¢,,1/c, — m, u tom
slucaju brzina rasta nije puno manja od m".
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Definicija 3.2.7. Familija slucajnih varijabli X je uniformno integrabilna ako za svaki & >
0 postoji K > 0 tako da je

E[X1(x-x)] < £ zasvaki X € X.

Teorem 3.2.8 (Vitali). Neka je (X,), niz slucajnih varijabli takav da je E[X,,] < oo za svaki
n € N. Ako X, — X po vjerojatnosti, tada je ekvivalentno:

i) Niz (X,), je uniformno integrabilan.
ii) X, > XulL.
iii) E[1X,|] — E[IX]] < co.
Dokaz. Pogledajte [4, teorem 4.6.3]. O

Prije dokaza Teorema [3.2.6/ navodimo jo§ jedan pomo¢ni rezultat. Reci ¢emo da stablo
ima nasljedno svojstvo ukoliko svako konacno stablo ima to svojstvo te ako neko stablo
ima to svojstvo, onda ga imaju i sva stabla koja su potomci tog stabla. U nastavku ¢emo
radi jednostavnosti nasljedna svojstva opisivati kao dogadaje. Re¢i ¢emo da je neki skup
nasljedno svojstvo ako za svako stablo u tom skupu je svako njegovo podstablo u tom
skupu i sva konacna stabla su u tom skupu.

Propozicija 3.2.9. Neka je A neko nasljedno svojstvo. Tada je GW(A | neizumiranje) €
{0, 1}.

Dokaz. Ako je stablo w € A, onda su po definiciji nasljednog svojstva T (w), . . . , Tz, () (w)
takoder u A. Tada vrijedi

GW(A) = E[IGW(A | Z)] <E[GW(T, € A,...,T;, € A| Z))] = E[GW(A)“].

Zadnja jednakost vrijedi jer su T, ..., Tz nezavisne 1 jednako distribuirane uz Z;. Neka je
f funkcija izvodnica slucajne varijable Z,. Izraz na desnoj strani je tada upravo f(GW(A)).
Stoga imamo GW(A) < f(GW(A)). S druge strane, skup svih konacnih stabala je jednak
U,=1(Z, = 0) pa kako se svako konacno stablo po definiciji nalazi u A je GW(A) > q.
Iz dokaza Teorema [[.2.1] znamo da je jedino moguce da je GW(A) € {g, 1}. Kako se sva
konac¢na stabla nalaze u A vrijedi GW(A | izumiranje) = 1. Sada vjerojatnost GW(A)
mozemo zapisati kao

GW(A | neizumiranje) - GW(neizumiranje) + GW(A | izumiranje) - GW(izumiranje) .

1-q 1 q

Iz GW(A) € {g, 1} slijedi GW(A | neizumiranje) € {0, 1}. O
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Dokaz Teorema3.2.6] Neka je f funkcija izvodnica vjerojatnosti od L. Tada je f'(s) > 0
za s € (0, 1). Takoder je na tom intervalu py < f(s) < 1. Kako je f(0) = po1 f(1) =1, f
je strogo rastuéa na [0, 1]. Kako je f neprekidna na [0, 1], £([0, 1]) = [po, 1]. Stoga je f~!
dobro definirana na [py, 1].

Uzmimo sy € {g, 1). Definiramo niz s,,; := f~!(s,) (primijetimo da je s, € (g, 1) za
svaki n). Kako je f(s) < s za s € {g, 1), imamo s,,; = f~'(s,) > s,. Stoga je niz (s,),
rastuci, a kako je 1 omeden s 1 vrijedi s, /" sup, s,. Pretpostavimo da je M :=sup, s, < 1.
Neka je £ = f~'(M) — M > 0. Funkcija f~' je neprekidna na (g, 1) pa za &/2 postoji
6 >0takoda (M- x| <6 = (f '(M) - f'(x)| < &/2). Po definiciji supremuma
postoji s, takav da je M — s,, < 6. Stoga je f~'(s,,) — M > &/2, no to onda znaci da je
Sme1 = f1(sm) > M, $to je kontradikcija. Stoga s, 1.

Sli¢no kao Sto smo pokazali Propoziciju moZemo pokazati da je E[sZ" | F,_i] =
f(s)?t = 57, edje je Fr, = 0(Zo, Z1, . . ., Z,). Stoga je (s2"), pozitivan martingal pa ko-

nvergira g.s. ’i)rlema nekoj slucajnoj varijabli Y € [0, 1]. Nadalje, ovaj martingal je omeden
po tockama s 1 pa je zato i uniformno integrabilan. Kako je E[sZ'] = --- = 5o < 00, po
Teoremuimamo konvergenciju prema Y i u L' te je E[Y] = lim, E[sf"] =59 €{(q, ).
Stavimo ¢, = —1/log s,. Tada je sf” = ¢ %/ pa lim, Z,/c, postoji g.s. u [0, ]. Po
L’Hospitalovom pravilu vrijedi
lim <41 = fi 28 n) 0BTy, TS
n—oe  C, n—co 10g §p41 s/1 logs s/ f(s)

Stavimo A := {lim, Z,/c, = 0}. Neka je w € A i neka je Z;(w) = k. Oznalimo
aj =1lim, Z,(T j(w))/c,, gdje je 1 < j < k. Tada vrijedi

. Zn+l(w) Cn+1 . Zn+1(w)
lim ———— - = lim .
Cn n Cn n Cn+1 Cn n Cn+1

m=0.

. L I ZU(Tw) | Z(w)
E a; =lim ————— =1lim =
=1

Kako je a; > 0, slijedi da je a; = 0 za svaki j. Stoga je dogadaj A nasljedno svojstvo
pa je GW(A | neizumiranje) € {0, 1}. Pretpostavimo da je GW(A | neizumiranje) = 1.
Kako je dogadaj A trivijalno zadovoljen ukoliko proces izumire, slijedi GW(A) = 1, to jest
lim, Z,/c, = 0 g.s. To znaci da je lim, sf” = 1 g.s. Odavde je E[Y] = 1, no znamo da je
E[Y] < 1. Dakle, GW(A | neizumiranje) = 0, drugim rije¢ima A = {izumiranje} g.s. pa
slijedi if).

Sada promatramo dogadaj B = {lim, Z,/c, < oo}. Analognim racunom kao ranije
se pokaze da je B nasljedno svojstvo pa je GW(B | neizumiranje) € {0, 1}. Ukoliko je
GW(B | neizumiranje) = 0, tada na dogadaju neizumiranja vrijedi ¥ = 0 g.s. pa je E[Y] =
E[Y1iumiranje] < E[Lizumiranje] = ¢. To je kontradikcija sa E[Y] > ¢ pa mora vrijediti GW(B |
neizumiranje) = 1. Stoga je GW(B) = 1, $to pokazuje i). O
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3.3 SubKriti¢ni procesi: brzina izumiranja

Vidjeli smo ranije da subkriti¢ni procesi izumiru g.s. MoZemo se pitati kolika je brzina
izumiranja. Da bismo odgovorili na to pitanje promatrat cemo koliko brzo P(Z, > 0)
opada. Prirodno se namece gruba ocjena

P(Z, > 0) < E[Z,] = m".

Pokazat ¢emo kada je m" prikladna brzina izumiranja, a kada proces izumire joS brZze.
Odgovor je dan sljedecim teoremom.

Teorem 3.3.1 (Heathcote, Seneta i Vere-Jones). Neka je 0 < m < co. Tada je niz
(P(Z, > 0)/m™), padajuci. Ukoliko je m < 1 onda su ekvivalentne sljedece tvrdnje:

i) lim,_. P(Z, > 0)/m" > 0;
ii) sup, B[Z, | Z, > 0] < oo;
i) E[Llog* L] < co.

Opet kao u proslom odjeljku, teorem Ce biti posljedica teorema koji govori o procesima
s imigracijom. Za taj teorem ¢e nam trebati sljedeca lema.

Lema 3.3.2. Neka je (k,), niz nenegativnih cijelih brojeva, (A, )ni>1 familija nezavisnih
dogadaja i B, := Ui”: \Ani (ako je k, = 0 onda je B, = 0). Tada vrijedi

ook
PlimsupB,) =0 = > " P(A,) < oo. (3.11)

n—co n=1 k=1

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da je ), Z:”: | P(A ) = oo, tada

kj
P(liminf B¢) = P [U ﬂ B;i] = lim P (ﬂ ﬂ A;Lk)

n>1 j>n j=n k=1

k;j kj
= lim [ 1] ]P0 = lim N CED)
®ien k=1 " e k=l
kj
< li_>m l_[ —l exp(—P(Ajx)) =
e j=n k=1
kj
= limexp[- > > P(A j,k)} = 0.
j=zn k=1

Stoga je P(lim sup B,)) = 1 pa obratom po kontrapoziciji vrijedi tvrdnja. |
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Teorem 3.3.3 (Heathcote). Neka je I, velicina n-te generacije GW procesa s imigracijom
Y,. Neka je m = E[L] < 1 i neka je Y slucajna varijabla distribuirana kao Y,. Ako je
E[log® L] < oo, tada I, konvergira po distribuciji slucajnoj varijabli koja je konacna g.s.,
a ako je E[log* Y] = oo, onda I, konvergira po vjerojatnosti prema o, to jest lim, P(I, >
1) =1 zasvakit > 0.

Dokaz. Neka je G o-algebra generirana s (Y;)i>;. Oznacimo sa I,; broj potomaka na
razini n od jedinki koje su imigrirale u proces na razini k. Tada je I, = };_, I,x. Kako
distribucija od I, ovisi samo o n — k (Ii; je distribuirana kao /., ; za j, k,l € N), I, je
distribuirana kao 7, := };_, Ix—1x. Ova suma raste prema nekom limesu /.. Taj limes je
po Kolmogorovljevom zakonu 0-1 g.s. konacan ili g.s. beskonacan. /,; moZemo napisati
na sljedeci nacin

Yi
L= ) Zu sk, j) (3.12)
j=1

gdje je Z,(k, j) GW proces koji kreCe iz j-te jedinke u k-toj generaciji. Stoga vrijedi Ipj_1x =

Sk Zia(k, j) paje
Yk
o= Y3 Ziak j). (3.13)

=1 j=1

Neka je E[log™ Y] < oo. Koriste¢i uvjetni teorem o monotonoj konvergenciji i ¢injenicu
da su Z;_;(k, j) nezavisne od G dobivamo

Yi
> Ziatk )

=

Ells |G = ) B

k>1

Q] = Z Yo't gs.

k>1

Kako je m < 1, po korolaru|3.2.3|je B[/, | G] < o0 g.s. paje [, < 00 g.s.11, 4 .

Pretpostavimo sada da je I, < co g.s. Tada iz (3.13) slijedi da je g.s. za samo konac¢no
indeksa k izraz Zfil Zi-1(k, j) veci ili jednak 1. Neka je A, := {Zfil Zy(n,j) = 1} i
A :=limsup,_ , A,. Tada je

GWA)=0 paje GWA|G)=0gs.

Neka je Py slika mjere GW u odnosu na (Y);. Za niz y = (y);r nenegativnih cijelih
brojeva neka je G, = {Y; = yi,k > 1} € G. Ako vrijedi Py(y) > 01 GW(A | G,) =

GW(A N G,)/Py(y) > 0 onda je GW(A N G,) > 0. To znaci da je fG 1,dGW > 0, ato je
u kontradikciji s tim da je GW(A | G) = 0 g.s. Stoga za Py gotovo svaki niz y vrijedi

Yn
GW(A |G,) = GW [lim sup {Z Z1(n, j) > 1}] = 0.

n—oo

J=1
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Za neki takav y stavimo A,y := {Z,_;(n,k) > 1}i B, = U" | A,.x. Iz Leme imamo
Yn Yn
D CWEZ, 2 1) = Y Y GWEZ(n b 2 1) = Y > GW(A,) < .

n>1 n>1 k=1 n>1 k=1

Kako ovo vrijedi za Py gotovo svaki y slijedi

D YGW(Z, 2 1) <oogs.

n>1

S obzirom daje GW(Z,_; > 1) > P(L > 0)*"! iz Korolara|3.2.3|dobivamo da je E[log" Y] <
co0. Obratom po kontrapoziciji, E[log* Y] = co povlaci da je I, = oo g.s. pa na koncu imamo

lim P(I, > 1) = lim P(I, > 1) = P (Upatl, > 1)) = P(Io > 1) = 1

zasvet > 0. O
Prije dokaza Teorema [3.3.1| treba nam jos jedna lema.

Lema 3.3.4. Neka je (X,), niz diskretnih slucajnih varijabli koje poprimaju vrijednosti u
Z*, s distribucijama (v,), i oCekivanjima a,. /I\Veka je v, distribucija od X,. Ako je (V,),
napet niz mjera, onda je sup a,, < oo, dok ako X,, — oo po vjerojatnosti, onda a,, — oo.

Dokaz. Ako je (v,), napet, onda za svaki € > 0 postoji K, C R kompaktan takav da je
Vw(R\ K,) < e Zae =1/2postoji N € N takav da je K, € [-N,N] pa za svakin € N
vrijedi

N N k ’ i
710, 1, ND = D o(kh = > v;{ DIR

Stoga je

N
1
ian kv,({k}) S 1
n a, 2
k=1
Odavde dobivamo
<2

—_— 9

a,
sup ——

Yoy kva({k})

a kako je ZQ’ZI kv,({k}) < ZkN:1 Nv,({k}) < N imamo sup, a,/N < 2, odnosno sup, a, < 2N.

. = P . . ) y .
Pretpostavimo sada da X,, — oo, ali da niz (a,), ne ide prema beskonac¢no. Tada postoji
M = sup, a, < copaje

N N
lim Z kv, ({k}) < lim 2—4 Z kv, ({k}) = M 1im P(X, < N)) = 0
k=1

T k=1
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za svaki N € N. Slijedi

N
lim P(X,, < N) < limZ kv,({k}) = 0.
n n =1

Stoga za € > 0 postoji ny € N takav da za n > ny vrijedi P(X, < N) < &, odnosno
P(X, > N) > 1 — &. Po Markovljevoj nejednakosti P(X, > N) < P(X, > N) < a,/N pa
vrijedi sup, a, > N(1 — ¢). Kako ovo vrijedi za N € N proizvoljan dobivamo sup, a, = o
Sto je kontradikcija. O

Dokaz Teorema[3.3.1) Neka je u, zakon razdiobe od Z, uvjetno na Z, > 0. Za stablo
w € Q) neka je £&(w) dijete korijena s najmanjom oznakom tako da ima bar jednog potomka
u generaciji n. Ako je Z,(w) > 0, neka H,(w) oznaCava broj potomaka tog ¢vora u n-toj
generaciji i Z\"(w) broj potomaka &vora u u n-toj generaciji. Tada je H,(w) = Zr(l‘::_(‘l"))
Racunamo:

1(Zn>0) .

GW(H, = k) = Z GW( =i, H, =k, Z, > 0)

i>1

= > GW(Z 20,20 =0z j<i,Z), =k)

i>1

- GW(Z,_, = k) Z GW(Z, > i)- GW(Z,_, = 0)"".

i>1

S druge strane

GW(Z, > 0) = Z GW(H, = k) = GW(Z,_, > 0) Z GW(Z, > i)- GW(Z,_, = 0)""
k>1 i>1

pa naposljetku imamo

_GWWH, =k GW(Z,_ =k
- GW(Z,>0) GW(Z,_, >0)

Kako je Z, > H,,, dobivamo

GWH, =k|Z,>0) =GWZ,-, =k|Z,., >0).

:un([k’ Oo>) > GW(Hn >k | Z, > 0) = ,un—l([k» Oo>)
pa je niz mjera (u,), stohasticki nepadajuci. Odavde slijedi
ElZ, | Zy > 01 = ) ik, 00)) 2 )" p1 (1, 00)) = BlZ, 1 | Zyy > 01,
k>1 =1

Nadalje,
GW(Z,>0) 1

m" " E[Z,|Z,>0]
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Zato je niz (GW(Z, > 0)/m"), padajuéiii) & ZQ
PokaZimo sada da je f1, zakon razdiobe od Z,. Neka je U slucajna varijabla koja ima
distribuciju u,,. Tada je E[U] = f Udu, = E[Z,]/GW(Z, > 0). Slijedi

wk) _ GW(Z, =k

BUl - YRy W@ =R,

(k) = k

Neka je I, proces s imigracijom, Y, = L,— 1. Tada iz diskusije s kraja odjeljka
znamo da je

GWZ,=k)=GW(Z,=k)=GW(Z, -1 =k-1)= GW(, =k - 1) = GW({, + 1 = k).

Ako je sup, E[Z, | Z, > 0] < oo, tada po prethodnoj lemi Z, ne moze po vjerojatnosti
teziti k beskona¢no, a onda ne moZe ni /,. Po Teoremu [3.3.3]to znaci da je

Eflog" Y] = E[log+(Z— D] = %E[LlogWL - 1] <
paii) = iii).

Ako je E[Llog" L] < oo onda po Teoremu I, konvergira po distribuciji prema
sluc¢ajnoj varijabli koja je g.s. konacna, a zato i {1, slabo konvergira prema nekoj vjerojat-
nosnoj mjeri. To znaci da je niz (f1,), napet pa po prethodnoj lemi sup, E[Z, | Z, > 0] < oo,
¢ime smo dobili da iii)) = ii). O

3.4 Kriticni procesi: brzina izumiranja

Kod subkriti¢nih procesa dali smo grubu ocjenu P(Z, > 0) < m". Glavno pitanje o brzini
izumiranja je bilo kada je m" prikladna brzina izumiranja. U slucaju kriticnih procesa to
pitanje nema smisla. Brzina izumiranja dana je sljede¢im teoremom.

Teorem 3.4.1 (Kolmogorovljeva procjena). Neka je m = 1 i o := Var(L) = E[L?] — 1.
Tada je lim,_,., nP(Z, > 0) = 2/02.

Vidimo da za brzinu izumiranja kriti¢nih procesa imamo precizniji rezultat nego Sto
smo imali kod brzine rasta kriti¢nih i brzine izumiranja subkriti¢nih procesa. Prijasnji
rezultati su nam davali odgovarajuce brzine do na neki slucajni faktor. Ovdje znamo koliki
je taj faktor. Brzina izumiranja je dana s 2/(0*n). Ako je 0> = oo, onda P(Z, > 0) pada
brze od 1/n. PokaZimo sada taj rezultat. Prije dokaza navodimo nekoliko rezultata koje
¢emo Kkoristiti.
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Lema 3.4.2. Neka je L diskretna slucajna varijabla koja poprima vrijednosti u N, takva
da je 0 < E[L] < oo i neka je L pripadna sluc¢ajna varijabla pristrana po velicini. Pret-
postavimo da za svaki n € N imamo dogadaje H"™, . . ., H(L") koji su uvjetno na L nezavisni,
takvi da je vjerojatnost svakog dogadaja p, > 0i p, — 0. Neka je Y, := Y-, 1,w. Tada
vrijedi:

i) limy_o P(Y, = 1Y, >0) = 1;
ii) lim, e P(L =k | Y, > 0) = P(L = k);
iii) lim, e P(H" | Y, >0,L=k)=1/kza 1 <i<k
Dokaz. RaCunamo:

PY,=1|L=k) _k_pn(l_pn)k_l

PY,=1|Y,>0,L=k) = = .
( | Yo > =PV, S0 L=k = =p)

Po L’Hospitalovom pravilu dobivamo

Cox(l=xt =M = xtk-DA -x)f? 1
lim ————— = lim =
x—0 1 — (1 — X)k x—0 k(l — )C)k_l

=

Iz teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

lim P(Y, = 1| Yn>0):ZlimP(Yn: 1|Yn>0,L:k)P(L:k):ZP(L:k): 1.
n—e0 = k=0

Nadalje,

_ P, >0|L=kPL=k _1-(-p)

P(L=k|Y,>0) P(Y, > 0) P(Y,>0)

P(L = k).

Imamo

P(Y,>0)= > P(Y,>0|L=KP(L=k = ) (1-(1=p)YPL = k) = B[1-(1-py)"].
k=0 k=0

Lagano je vidjeti da je dE[(1 — (1 — x)!]/ dx = E[L(1 — x)*"!] pa kako je L(1 — p,)*! <

L po teoremu o dominiranoj konvergenciji je lim,_., E[L(1 — p,)*"!] = E[L]. Koriste¢i

L’Hosiptalovo pravilo dobivamo

lim 1- (1 B pn)k — lim k(l B pn)k_1 _ k
e B[ = (1= p)t]  n=e BIL(L = p)t~']  E[L]
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pa je

1imP(L:k|Y,,>0):%-P(L:k):P(Z:k).

Na koncu imamo

P(H".Y,>0|L=k P 1

lim P(H™ | Y, > 0,L = k) = li = lim —2% =,
frat (H; | ) s PY,>0|L=k) nl—>rg1—(1—pn)k k

O

Lema 3.4.3. Neka je A slucajna varijabla nezavisna od B i C. Neka je funkcija x — P(C <
X)/P(B < x) rastuca na skupu gdje je P(B < x) > 0. Ako je P(A > B)>0i P(A>C) >0,
tada je zakon razdiobe od A uvjetno na A > B stohasticki dominiran zakonom razdiobe od
A uvjetno na A > C. Posebno, tvrdnja vrijedi ako su B i C geometrijske slucajne varijable
takve da B ima veci parametar od C.

Dokaz. Neka je F funkcija distribucije od A. Za x € R vrijedi
PA>xA>B) Jo PB<YAFG)
P(A 2 B) Jiex PB <)) AF()
-1 <x -1
i P(B <y AF() i PCC < M5z dF()
+ = <|1+=—
- P(B<x)
fy L P(B<y)dF(y) f) L P(C <y)pee dF ()
Jio P(C <) dF () -
+
St PCC <) AF ()

PA>x|A>B)=

=PA>x|A>C).

Neka je sada B ~ G(b), C ~ G(c)1b > c. Stavimo by =1 -bic; =1 —c. Tada je

PC<k) 1-(1-of 1-¢
PB<k) 1-(1-bk 1-b

Dovoljno je pokazati da je (1 — ¢&*')/(1 = &%) > (1 — ¢b)/(1 - b), a to je ekvivalentno
tome da funkcija x — (1 — x**1)/(1 — x*) rastuéa. To je jasno jer je

-1
= 1+ = .
1 — xk 1 — xk L+ x4+ xk!

1= 1= x4 2kl - k 1
X X+ x( x): X l+( _J
it
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Teorem 3.4.4 (Skorokhodov teorem reprezentacije). Neka je (P,), niz vjerojatnosnih
mjera na metrickom prostoru S, takav da (P,), slabo konvergira prema vjerojatnosoj mjeri
P na S i P ima separabilan nosac. Tada postoje slucajne varijable X, X1, X», ... definirane
na istom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) koje poprimaju vrijednosti u S, takve da je P,
zakon razdiobe od X, P je zakon razdiobe od X i X,, — X P-g.s.

Dokaz. Pogledajte [3, teorem 6.7.]. O

Napomena 3.4.5. Pretpostavimo da imamo niz slu¢ajnih varijabli (X,,), takvih da X, 5 X.
Kako su zakoni razdiobe od X,,, n € N i X vjerojatnosne mjere na separabilnom metrickom
prostoru (R, d) uz standardnu euklidsku metriku, uvjeti prethodnog teorema su zadovoljeni.
Stoga postoje slucajne varijable Y, Y1, >, ... na nekom vjerojatnosnom prostoru (X, 7, P)
takve da X, L Y., X 2vyi Y, - Y P-gs.

Prethodni teorem nam u kombinaciji s Teoremom daje sljedeci koristan rezultat.

Propozicija 3.4.6. Neka niz nenegativnih slucajnih varijabli (X,,), konvergira po distribu-
ciji prema sluc¢ajnoj varijabli X. Tada vrijedi:

i) E[X] < liminf,_ . E[X,],
ii) Ako je niz (X,), jos uniformno integrabilan, onda E[X,] — E[X].

Dokaz. Po Skorokhodovom teoremu (Napomena [3.4.5)) postoje slucajne varijable Y, (¥,),

takve da Y, 2 X,, Y 2xi Y, — Y g.s. Odavde imamo |Y,| — |Y]| g.s. pa po Fatouovoj lemi
vrijedi
E[|Y]] < liminf E[|Y,]].

Kako je Y] 2 |X| = X i |Y,| 2 |X,| = X,, slijedi da je E[|Y]] = E[IX]] = E[X] i E[|Y,]] =
E[1X,|] = E[X,] pa dobivamo
E[X] < liminf B[X,].

n—oo

Pretpostavimo da je niz (X)), uniformno integrabilan, tada je i niz (Y,), uniformno
integrabilan. Po Teoremu [3.2.8] vrijedi E[|Y,|] — E[|Y[], a to znac¢i da i E[X,] — E[X]. O

Sada smo spremni dokazati Kolmogorovljevu procjenu.

Dokaz Teorema Neka je Y, broj ¢vorova u prvoj generaciji koji imaju potomka u n-
toj generaciji. Tadaje ¥, = Y, 1 o, gdje je Hl.(”) dogadaj da i-ti Cvor iz prve generaciji ima
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potomka u n-toj generaciji. Zan > 2 je {Y, > 0} = {Z, > 0}. Kako p, := P(Z,_1 >0) — 0,
po Lemi[3.4.2limamo

lim P(Y, = 1]Z,>0) = 1,

n—oo

lim P(L=k|Z,>0)=PL=k), (3.14)

n—oo

lim P(H" | Z,>0,L =k =1/kzal <i<k.

Dogadaj {Z, > 0}, za n > 2, je jednak dogadaju da barem jedan Cvor iz prve generacije
ima potomka u n-toj generaciji. Svaki takav ¢vor ima potomka u n-toj generaciji s vjero-
jatnosti P(Z,_; > 0) nezavisno od ostalih. Neka je D, ~ G(P(Z,-, > 0)), nezavisna od Z;.
Tada je {Z, > 0} = {D, < Z;} pa je uvjetna distribucija od Z, uz Z, > 0 jednaka uvjetnoj
distribuciji od Z, vz D, < Z,. Kako je P(Z,-; > 0) > P(Z, > 0), geometrijska slucajna
varijabla D, ima veci parametar od D, ;. Stoga je po Lemi (3.4.3

PZ > k|Z > D,) <P(Z > k|Z =2 Dyy1).

To znaci da i uvjetna distribucija od Z; uz Z, > 0 stohasticki raste po n. Koristeci teorem o
monotonoj konvergenciji i (3.14)) dobivamo

lim E[Z, | Z, > 0] = lim ZP(Zl >k|Z,>0) = ZP(Z> k) = E[L],
n—o00 o

n—oo
k=0

a po definiciji je

E[L?] _ VarL + E[L]? o
E[L] E[L] B

Na dogadaju {Z, > 0} neka je u), skroz lijevi ¢vor u n-toj generaciji (onaj koji ima
najmanju oznaku po leksikografskom uredaju od svih ¢vorova na n-toj razini) i neka je
put tog ¢vora do korijena u),_,, ..., u;, gdje je u! predak u i-toj generaciji. Neka je X] broj
potomaka Cvora ] u n-toj generaciji koji nisu potomci od u?,, i neka je X; broj djece od u
koji se nalaze desno od u, . Tadaje Z, = 1 + Zf;ol X’ na dogadaju {Z, > 0}. Primijetimo
da kako je u), skroz lijevi Cvor u n-toj generaciji, niti jedno dijete Cvora u! koje se nalazi
lijevo od u?,; ne moZe imati potomka u n-toj generaciji. Stoga su potomci od u! u n-toj
generaciji koji nisu potomci od uf, ,, svi potomci od djece ¢vora u} koja su desno od uf, ;.
Zato imamo

E[L] = +1.

Xil(z,>0
X 1z,50) = Z Zyiy o Ty
=1
SluCajne varijable K; := Z,_;_; 0 Typjsu nezavisne jednako distribuirane (neka je K slucajna
varijabla takva da je K 2K ;za svaki j) i nezavisne od X;17,.¢). Stoga je
E[X/1z,0] = E[Xi1z,>0)] E[K] = E[Xi1(z,50)]
~——
1
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paje E[X] | Z, > 0] = E[X; | Z, > 0]. Odavde imamo

1 E[Z,] E[Z, |Z,>0] 1 1%
_ _ - —+- Y E[X;|Z, > 0] 3.15
nP(Z,>0)  nPZ, >0) " 7 n ; 1Xi 12, > 0] (3.15)

Treba pokazati da desna strana teZi prema o>/2 kada n — oo. Oznacimo sa &; broj prvog
potomka od u! po leksikografskom uredaju koji ima potomka u n-toj generaciji (znamo da
Je taj potomak zapravo u?, ). Tada uvjetovanjem na broj djece Cvora ! dobivamo

PX;=k|Z,>0)= ZP(X,-:k,L:llZ,,>0)

I>k+1
= Y P&=1-kL=1|2,>0)
I>k+1
= Z P& =1-k12Z,>0,L=0)P(L=1|Z,>0)
I>k+1
I—k—1 . -
=), F [ (H ™ 0 Zniey > 0,1 = 1] P(L=1|Z,>0)
I>k+1 j=1
(3.16)
Sli¢no kao u dokazu Leme [3.4.2] raCunamo
I—k—1 p
Pl YH""CNHS ™ Z i >0,L=1]=( = puy) ™" e
[ﬂl( 7o N > O P

PuStanjem n — oo, desna strana ide prema 1//. Vratimo se u (3.16). Po teoremu o domini-
ranoj konvergenciji, uz (3.14)) slijedi

lim P(X; =k | Z, > 0) = Z %P(Z: )

e [
k k —
= ZP(?SU<T)P(LZZ) (3.17)
[>k+1

=Pk<UL<k+1)
= P(LUL] = k),

gdje je U uniformna slucajna varijabla na [0, 1], nezavisna od L. Kako us U i L nezavisne,
vrijedi P ;7 = Py ® P7 pa po Fubinijevom teoremu racunamo

00 1
E[LUL]] = f Lk ) AP 7, (u, k) = f f Luk] du dP5(x). (3.18)
[0,1]xR* 0 0
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st
k> k

1 1/k 2/k 1 1 k-1
f[uk]du:f Odu+f 1du+---+f k-Ddu=-0+---+k-1)= —.
0 0 1/k (k=1)/k k 2

Uvrstimo li to sada natrag u (3.18) dobivamo E[LULJ] = E[L - 1]/2 = ¢2/2.

Pretpostavimo da je oo < co. Neka je Y, slucajna varijabla Cija je distribucija jednaka
uvjetnoj distribuciji od Z; uz Z, > 0. Kako je E[L]=0?+1<o,zae>0 postoji K € N
takav da je X,k P(L > ) < &. Zato je po teoremu o monotonoj konvergenciji (ranije smo
pokazali da uvjetna distribucija o Z; uz Z, > 0 stohasticki raste sa n)

Izraz |uk] je jednak [ € Ny ako je u € [ > zal < k. Stoga je

B[Y,ly.l = Y POV, 2D = Y P(Zi 211Z,>0)

I>K I>K
<limsup Y P(Z1 2112,>0)= Y PL>])<e.

n—ee >k I>K

Ovime smo pokazali da je niz (Y)), uniformno integrabilan. Neka je Y, slucajna varijabla
¢ija je distribucija uvjetna distribucija od X; uz Z, > 0. Broj djece od u desno od u!, , je
manji od ukupnog broja djece od u! pa vrijedi

PY,>k)=PX;>2k|Z,>0)<PZ >2k|Zyi-1 >0)=P(Y,_,_, 2 k).

Stoga je
E[Yy:xl= ) P(Y, 2 < Y P(Y, 2] <&

I>K I>K

Sto znaci da je i niz (Y,), uniformno integrabilan. Iz (B-17) slijedi da Y, 5 LULJ. Po
Propoziciji zato vrijedi E[Y,] — E[LUL]], to jest E[X; | Z, > 0] — ¢2/2. 1z (3.19)
slijedi nP(Z, > n) — 2/0>.

Ako je pak o = oo, onda kako Y, 5 |UL], po Propoziciji|3.4.6|je

co = E[LUL]] < liminf E[Y,].

Iz (3.15) slijedi nP(Z, > n) — 0. o
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Sazetak

U ovom radu promatramo grani¢no ponasanje Galton—Watsonovih procesa. Ti procesi
opisuju razvoj populacije koja krece od jedne jedinke. Svaka jedinka se razmnozava ne-
zavisno od ostalih 1 ima jednaku distribuciju potomaka. Pokazujemo da ovakvi procesi
imaju svojevrsnu dualnost: populacija ili izumre ili sve vise raste. Ovisno o ocekivanom
broju potomaka m, Galton—Watsonove procese dijelimo na subkriti¢ne (m < 1), kriti¢ne
(m = 1) i superkriticne (m > 1). Subkriti¢ni i kriti¢ni procesi izumru g.s., dok superkriti¢ni
preZzivljavaju s pozitivnom vjerojatnoscu.

Postavlja se pitanje koliko brzo subkriti¢ni i kriti¢ni procesi izumiru te kolika je brzina
rasta superkriticnih procesa u slucaju prezivljavanja. Pokazujemo da je kod subkriti¢nih i
superkriti¢nih procesa glavno pitanje kada je m" prava brzina izumiranja, odnosno rasta. U
oba slu¢aja ispada da je to ekvivalentno ”L1log L uvjetu” koji glasi E[Llog" L] < oo, gdje je
L slucajna varijabla koja predstavlja broj djece neke jedinke u sljedecoj generaciji. Ukoliko
taj uvjet nije zadovoljen, subkriticni procesi izumiru jos brze od m", a kriticni procesi rastu
sporije od m". StoviSe, u tom sludaju rast superkritiénih procesa nije puno sporiji. Kod
kritiénih procesa imamo malo drugaciju situaciju. Ovdje je brzina izumiranja dana s 1/n
ako je Var(L) < oo, a brzina je jo§ veca ako je Var(L) = oo.



Summary

In this thesis we have studied the limit behavior of Galton—Watson processes. Such pro-
cesses describe the evolution of the population which starts with one individual. All indi-
viduals reproduce independently from each other and have the same offspring distribution.
We show that these processes have a certain dichotomy: they either become extinct or po-
pulation size explodes. Depending on mean of the offspring distribution m, Galton—Watson
process is called subcritical if m < 1, critical if m = 1, and supercritical if m > 1. Subcri-
tical and critical processes become extinct a.e., while supercritical processes survive with
positive probability.

Finer question is how fast subcritical and critical processes become extinct and what is
the growth rate of supercritical processes if they survive. We show that the main question
concerning subcritical and supercritical processes is when does m” give the right decay rate
and the right growth rate respectively. In both cases, it turns out that this is equivalent to
”Llog L” criterion which states E[Llog" L] < oo, where L is a random variable denoting
the number of children of some individual. If this condition isn’t true, subcritical processes
die out faster than m", while the growth rate of supercritical processes is less than m".
Moreover, in that instance supercritical processes grow just slightly slower than m". The
behavior of critical processes is somewhat different. They die out with the rate of 1/n if
Var(L) < oo, whereas the pace of extinction is even greater if Var(L) = co.
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