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Uvod

U uvodnom dijelu nastojat ¢u kroz par primjera zainteresirati Citatelja i pribliZiti na intu-
itivnom nivou problematiku teorije perkolacije. Pretpostavimo da je veliki porozni kamen
potopljen pod vodom. Hoce li voda doci do srediSta kamena? Tim pitanjem 1957. godine
Broadbent i Hammersley uveli su pojam perkolacije. Teorija perkolacije opisuje model u
teoriji vjerojatnosti koja prikazuje fazni prijelaz. Preciznije, ona prikazuje postojanje pri-
rodnog parametara s obzirom na kojeg se ponasanje sustava drasticno mijenja. Otpornost
mreza pod naponom, prodiranje molekula kroz poroznu tvar, Sirenje epidemije u nekoj po-
pulaciji samo su par primjera problema koji se mogu modelirati pomocu teorije perkolacije.



Poglavlje 1
Motivacijski primjeri

Primjer 1.0.1. (Porozan kamen)

Ovaj primjer naveli smo ve¢ kao motivacijski primjer u uvodnom dijelu. Proucavamo
kolika je vjerojatnost da srediste kamena postane mokro. Neka je 7? kvadratna resetka,
gdje je svaki brid resSetke otvoren s vjerojatnoscu p ili zatvoren s vjerojatnoséu 1 — p,
nezavisno od ostalih bridova. Otvoreni bridovi predstavljaju prohodne kanale kroz koje
voda moZe proci, a zatvoreni taj prolaz blokiraju. Obrisemo li zatvorene bridove dobiva se
slu¢ajan podgraf kvadratne reSetke Z*. Vrh x unutar kamena koji se nalazi blizu sredista
Ce biti mokar ako postoji put koristeci samo otvorene bridove od x-a do neke tocke na
povrsini kamena. Vjerojatnost da ¢e vrh x unutar kamena biti mokar moZemo poistovjetiti
s vjerojatnoséu da je vrh x zavrsni vrh beskonacne putanje otvorenih bridova u Z*. Jedan
primjer takvog poroznog kamena sa otvorenim bridovima moZemo promotriti na Slici
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Slika 1.1: Prikaz poroznog kamena sa otvorenim bridovima

Prodiranje vode do sredista kamena povezano je s postojanjem beskonacno poveza-
nog klastera otvorenih bridova. Kada ce takav beskonacan klaster postojati? Intuitivno je
jasno kada p poprima male vrijednosti, a kamen je relativno velik, tada ce broj prohod-
nih kanala takoder biti mali i nedovoljan da osigura prolaz vode od povrsine kamena do
njegovog sredista. U slucaju kada p poprima velike vrijednosti, tada ce broj prohodnih ka-
nala biti dovoljan da osigura prolaz vode od povrsine kamena do njegovog sredista. Kada
je vrijednost od p mala povezani klasteri otvorenih bridova su izolirani i mali. MoZemo
zakljuciti da kako se povecava p tako se povecavaju i velicine klastera. Drugim rijecima,
postoji kriticna vjerojatnost p. koja oznacava vjerojatnost da je brid otvoren, ali takva da
su svi klasteri otvorenih bridova konacni za p < p., te postoji beskonacan klaster otvorenih
bridova za p > p.. Do ovog zakljucka moZemo i doci tako da promatramo slike[1.2)[1.3][1.4]
i3]
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Primjer 1.0.2. (Neuredena elektricna resetka)

Neka je U, kvadratna resetka {0, 1,...,n} X {0, 1,...,n} i neka su S, i T, donja i gornja
stranica te reSetke, tj. S, = {(m,0) : 0 < m < n}, T, = {(m,n) : 0 < m < n}. Na sljedeci
nacin pretvorimo U, u elektricnu mreZu. Svaki brid od U, zamijenimo Zicom jedinicnog
otpora s vjerojatno§éu p, a inace brid izbacimo. Opisani proces radimo nezavisno od
ostalih bridova. S, i T, zamijenimo metalnim Sipkama koje spajamo na izvor struje kao na

slici

H

Slika 1.6: Prikaz neuredene elektricne resetke

Interesira nas koliki je otpor R, ovakve slucajne resetke. Intuitivno, za mali p klasteri
bridova nisu dovoljno veliki da bi osigurali put struji od jedne strane resetke do druge pa
naslucujemo da je otpor jednak R, = co. Kao i u prethodnom primjeru za p > p. postoji
put otvorenih bridova izmedu dviju strana pa je samim time omogucen put prolaska struje.

Primjer 1.0.3. (Epidemije i Sirenje poZara u vocnjacima)

Pretpostavimo da stabla u nekom vocnjaku rastu u vrhovima kvadratne resetke. Takoder
pretpostavimo da svako zdravo stablo moZe biti zaraZeno od susjednog stabla s vjero-
jatnoscu p, gdje je p funkcija udaljenosti izmedu susjednih stabala. Ako znamo da je jedno
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stablo zaraZeno, kolika je vjerojatnost da ce se bolest prosiriti na cijeli vocnjak? Odnosno,
kolika mora biti udaljenost dva susjedna vrha na kvadratnoj resetki? Kako bi sprijecili da
Jjedno stablo zarazi znacajan dio voénjaka potrebno je odabrati dovoljno veliku udaljenost
na kvadratnoj resetki, ali istovremeno da je p manji od kriticne vjerojatnosti p. .Kada p
poprima vrijednost vecu od p. tada ce postojati beskonacan klaster otvorenih bridova te
Ce epidemija zahvatiti cijeli vocnjak. Na slican nacin mogu se modelirati i Sumski poZari,
gdje p oznacava vjerojatnost da goruce stablo zapali susjedno stablo.

U ovim primjerima sreli smo se s ve¢ spomenutim fenomenom faznog prijelaza koji se
javlja u blizini kriticne vjerojatnosti te proces rastavlja na dvije razlicite faze. U sljedecim
poglavljima promotrit ¢emo ponasanje u tim fazama.



Poglavlje 2

Vezana perkolacija

2.1 Definicije i oznake

Uvest éemo osnovne definicije i oznake za vezanu perkolaciju na Z¢, gdje d oznacava
dimenziju. Pretpostavimo da je d > 1. Neka je Z oznaka za skup cijelih brojeva, a Z¢ za
skup svih vektora x = (x, X2, ..., X;) sa cjelobrojnim koordinatama.

Definicija 2.1.1. Udaljenost 6(x,y) od x do y definiramo kao 6(x,y) = Zle |x; — yil-

Za udaljenost od ishodista do tocke x, odnosno za 6(0, x) koristimo oznaku |x|.
Definirajmo sljedecu funkciju udaljenosti na Z¢ kao

[|x|| = max{|x;| : 1 <i<d}.

Promotrimo Z¢ kao graf tako da dodamo bridove izmedu svih parova x,y € Z¢ za koje je
o(x,y) = 1. Tada reSetku nazivamo d-dimenzionalna kubi¢na reSetka. ReSetku ozna¢imo
sa L, skup vrhova sa Z¢ te skup bridova sa E?. Tada L? = (Z¢, E?) moZemo promatrati kao
graf uloZen u R?, gdje su bridovi ravne linije izmedu njegovih vrhova.

Definicija 2.1.2. Vrhovi x i y su susjedni vrhovi ako je 6(x,y) = 1. PiSemo x ~ y, a brid
koji spaja x iy oznacavamo sa {x,y) .

Definicija 2.1.3. Brid e je incidentan sa vrhom x ako je x zavrsna toc¢ka brida e .

Ishodiste od Z¢ oznacavamo sa 0.
Neka p i g zadovoljavaju sljedeée uvjete 0 < p < 11 p+ ¢ = 1. Svaki brid od L¢ otvoren
je s vjerojatnoS€u p, a zatvoren s vjerojatnoS¢u 1 — p nezavisno od ostalih bridova. Neka je
Q = [],ez {0, 1} prostor elementarnih dogadaja Ciji elementi su tocke oblika w = (w(e) :
e € E) koje nazivamo konfiguracije. Kada imamo slu¢aj da je brid e zatvoren to upravo
odgovara slucaju w(e) = 0, a w(e) = 1 nam govori da je brid e otvoren. Za o-algebru

8
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F uzet ¢emo o-algebru podskupova od € generiranu kona¢no dimenzionalnim cilindrima.
Na kraju za vjerojatnost ¢emo uzeti produktnu mjeru

gdje je u, vjerojatnost na {0, 1} takva da y.(w(e) = 0) = g i y.(w(e) = 1) = p. Oznaka
za pripadno ocCekivanje u odnosu na produktnu mjeru P, biti ¢e E,. Time smo definirali
vjerojatnosni prostor (Q, F,P,) te kada ¢emo govoriti o veznoj perkolaciji na LY misliti
¢emo na reSetku L¢ i upravo definiran vjerojatnosni prostor.

Neka je A skup. Njegov komplement oznatavamo s A€ , a I, oznaCava indikatorsku funk-

ciju skupa A odnosno
1, weA
L(w) =

0, weA’

Nadalje, izraz E,(X;A) oznaCava ocekivanje od X na dogadaju A i vrijedi E,(X;A) =
E,(X1y).

Sljedeca notacija ée nam biti od pomoéi u kasnijim poglavljima. Neka je f brid od L4,
odnosno f € E. Ozna¢imo s Pﬁ produktnu mjeru na prostoru elementarnih dogadaja
[1e.c¢r {0, 1}. Drugim rijec¢ima, ]Pj; je vjerojatnosna mjera pridruZena veznoj perkolaciji na
L4, gdje je brid f izbrisan.

Za w € Q definiramo K(w) = {e € E? : w(e) = 1} kao skup otvorenih bridova reetke kada
je konfiguracija w. Jasno je da vrijedi w; < w, ako 1 samo ako je K(w;) € K(wy) .
Pretpostavimo da je (X(e) : e € EY) familija nezavisnih slu¢ajnih varijabli definirana na vje-
rojatnosnom prostoru (2, 71, P) i indeksirana skupom svih bridova te neka je svaka X(e)
uniformno distribuirana na [0, 1]. Promotrimo sada kako moZemo istovremeno promatrati
vezanu perkolaciju za razli¢ite vjerojatnosti p na bridove. Definirajmo familiju sluc¢ajnih
varijabli n, = (,(e) : e € E?) za p € [0, 1] kao

() = I, X(e)<p
=00, X = p

Primjetimo da 7,(e) ovisi samo o X(e) koji su medusobno nezavisni te to povlaci da su
slucajne varijable (17,(e) : e € EY) nezavisne i jednako distribuirane Bernoullijeve slu¢ajne
varijable s parametrom p zbog uniformne distribucije od X(e) . Vidimo da za e € E“ vrijedi
P(n,(e) = 0) = 1-piP(n,(e) = 1) = p. Brid e je p-otvoren ako je n7,(e) = 1. Uocimo
da su realizacije sluCajnog procesa 17, konfiguracije. O 17, mozemo razmiSljati kao o vezno
perkolacijskom procesu na L¢ s vjerojatno$éu p na bridovima. Primjetimo da ako vrijedi
p1 < pp tada je n,, < 1,,. Vidimo da moZemo na taj nacin udruziti dva perkolacijska
procesa, prvi s vjerojatnoséu p; na bridovima, a drugi s vjerojatnoscu p, tako da je skup
otvorenih bridova prvog procesa podskup skupa otvorenih bridova drugog procesa.
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Definicija 2.1.4. Put u1L¢ je alternirajuéi niz xo, eg, X1, €1, ..., €n_1, X, razlicitih vrhova x; i
bridova e; = {x;, x;y1) . Takav put spaja vrhove xy i x,, te ima duljinu n.

Definicija 2.1.5. Ciklus u L9 je alternirajuci niz Xo, €y, X1, €1, ..., €n_1, Xn, €n, Xo Vrhova i
bridova takvih da je xo, €y, X1, €1, ... €4_1, Xpn, €y pUt i €, = {X,, Xo). Takav ciklus ima duljinu
n+ 1.

Definicija 2.1.6. Staza ili ciklus su otvoreni ako su svi njihovi bridovi otvoreni, a zatvoreni
ako su svi njihovi bridovi zatvoreni.

Definicija 2.1.7. Dva podrafa u L¢ su bridovno disjunktna ako nemaju zajednickih bri-
dova, a disjunktna ako nemaju zajednickih bridova ni zajednickih vrhova.

Definicija 2.1.8. Relaciju povezanosti za x,y € Z¢ definiramo ako postoji otvoreni put koji
spaja vrhove x i y. Oznaka relacije povezanosti za x,y € Z% je x < y.

Neka je G slu¢ajan podgraf od L¢ koji ima skup vrhova u Z¢, a skup bridova mu &ine
svi otvoreni bridovi od E?. Pretpostavimo da je svaki vrh povezan otvorenim putem. Do-
bivamo da vrijedi x < x za svaki x € Z¢ i tada relacija postaje relacija ekvivalencije.
Pripadna relacija ekvivalencije rastavlja skup vrhova Z¢ na klase ekvivalencije. Time se
graf G rastavlja na komponente povezanosti gdje jednu komponentu povezanosti ¢ini jedna
klasa vrhova sa otvorenim bridovima koji spajaju te vrhove.

Definicija 2.1.9. Komponentu povezanosti slucajnog grafa G nazivamo otvorenim klaste-
rom.

Definicija 2.1.10. Otvoreni klaster C(x) od tocke x je otvoren klaster koji sadrzi tocku x.

Drugim rije€ima, C(x) predstavlja skup svih to¢aka dostiznih iz toCke x kroz otvorene

bridove. Formalno to moZemo zapisati kao C(x) = {y € Z¢ : x < y} . Specijalno, C(0)
oznacava otvoreni klaster iz ishodista.
Neka su A i B skupovi vrhova od L¢ . Pifemo A < B ako postoji otvoreni put koji spaja
neki vrh iz skupa A s nekim vrhom iz skupa B . Ako imamo slucaj da vrijedi AN B # () tada
trivijalno slijedi A & B. Ako ne postoje vrhovi u A 1 B koji su spojeni otvorenim putem
tada piSemo A « B. Nadalje, ako postoji otvoreni put koji spaja neki vrh iz A s nekim
vrhom iz B, ali ne prolazi vrhovima skupa D tada piSemo A < B bez D.

Definicija 2.1.11. Neka je A skup vrhova. Rub od A je skup svih vrhova u A koji su susjedni
s nekim vrhom koji nije u A. Oznaka za rub od A je 0A.

Definicija 2.1.12. Podskup od Z¢ nazivamo pravokutnik ako je on oblika
Ba,b)={xeZ:a,<x;<b;,i=1,2,...dyzaa,beZ’.
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MoZemo pisati i u sljedecem obliku

d

B(a,b) = | |la; bil.

i=1

Vidimo da se iz same definicije pravokutnika B(a, b) bridovi prirodno nasljeduju od reSetke
¢ te ga moZemo shvadati kao podgraf reSetke LY. Pojam pravokutnika uveli smo iz razloga
$to éemo ponekad morati aproksimirati beskona¢nu resetku L¢ velikim konaénim podsku-
pom od LY. S B(n) = [-n,n]? = {x € Z¢ : ||x|| £ n} oznadimo kvadrat ¢ija je duljina
stranice 2n 1 srediSte mu je u ishodiStu. Primjetimo da B(n) moZemo nadopuniti do grafa
tako da mu dodavamo bridove koje nasljeduje iz LY. S B(n, x) oznaavamo kvadrat Cija je
duljina stranice 2n, a srediste u vrhu x € Z¢.

2.2 Kriticni fenomen

U motivacijskim primjera zakljucili smo da je jedno od vaznih pitanja upravo postojanje
beskonacnog klastera otvorenih bridova te zbog toga uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 2.2.1. Perkolacijsku vjerojatnost 6(p) definiramo kao 6(p) = P,(|IC(x)| = o).
Drugim rije¢ima, ona je vjerojatnost da proizvoljan vrh pripada beskonacnom klasteru
otvorenih bridova.

Dana definicija ne ovisi o izboru vrha zbog translacijske invarijantnosti resetke i vje-
rojatnosne mjere. Bez smanjenja opCenitosti promatrat cemo ishodiSte. Tada perkolacij-
sku vjerojatnost mozemo izraziti kao 6(p) = P,(|C| = oo0). Alternativno, moZemo pisati
0(p) = 1-3,2,P,(C| = n) . Lako vidimo da vrijedi |C| = oo ako i samo ako postoji
beskonacan niz xy, X1, Xz, ... razlicitih vrhova takvih da xo = 01 (x;, x;;1) je otvoren za svaki
i. Primijetimo kako je 6(p) neopadajuca funkcija od p koja zadovoljava sljedece 68(0) = 0
16(1) = 1. Kako se vjerojatnost p povecava tako dolazimo do povecanog broja otvorenih
bridova pa tako i1 do pove€anja broja i duljine otvorenih puteva koji sadrze ishodiSte. Mo-
notonost te #(0) = 01 6(1) = 1 osigurava postojanje kriti¢ne vjerojatnosti p.(d) = p. takve
da

=0, < P
0<p>{ pepe
>0, p>p.
Definicija 2.2.2. Kriticna vjerojatnost p.(d) je definirana kao p.(d) = sup{p : 6(p) = 0}.

Promotrimo slu€ajeve za razliCite dimenzije d . Slucaj d = 1 nije zanimljiv, zato $to
je jasno ako je p < 1 da e tada postojati beskonacno mnogo zatvorenih bridova lijevo
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i desno od ishodista u L!. Dakle, sigurno neée postojati beskonacan klaster otvorenih
bridova. Vrijedi 8(p) = 0za p < 11 p.(1) = 1. Situacija je kompliciranija u viSe dimenzija
te ¢emo u nastavku promatrati Sto se tada dogada.

Na prirodan na¢in moZemo d-dimenzionalnu reSetku L¢ uloZiti u d + 1-dimenzionalnu
reSetku L*! tako da projiciramo L¢*!' na potprostor generiran sa prvih d koordinata. Za
neki fiksni p ishodiste od L¢*! pripada beskona¢nom klasteru otvorenih bridova kada god
ono pripada beskonaénom klasteru otvorenih bridova podresetke LY. Posto je 8(p) = 6,(p)
neopadajuca funkcija od d , slijedi da je p.(d + 1) < p.(d)zad > 1.

Definicija 2.2.3. Konstanta povezanosti A(d) od ¢ dana je kao
Ad) = lim(a(n)7).
Teorem 2.2.4. Ako jed > 2 tada je 0 < p.(d) < 1.

Sustina teorema je kako u dvije ili viSe dimenzija imamo dvije faze procesa. U sub-
kriticnoj fazi kada je p < p.(d), svaki vrh je gotovo sigurno u konacnom otvorenom klas-
teru. U tom sluc€aju svaki otvoreni klaster je gotovo sigurno konacan. U superkriti¢noj
fazi kada je p > p.(d), svaki vrh ima strogo pozitivnu vjerojatnost da je dio beskonacnog
otvorenog klastera. Pretpostavimo da vrijedi p = p.(d). Tada postoji beskonacan otvoren
klaster ako 1 samo ako vrijedi 8(p.(d)) > 0. Pitamo se postoji li takav otvoreni klaster za
opéenitu dimenziju d.

Dokaz. Pokazali smo kako vrijedi p.(d + 1) < p.(d) te je dovoljno pokazati p.(d) > 0 za
svakid > 21 p.(2) < 1.

Prvo ¢emo pokazati p.(d) > 0 za svaki d > 2 . Promotrit éemo veznu perkolaciju na L4
kada d > 2 . Trebamo pokazati da je 6(p) = 0 kada je p dovoljno blizu nule. Neka je
o(n) broj puteva u L¢ sa duljinom n i po¢etnom tockom u ishodi$tu, a N(n) broj takvih
puteva ali koji su otvoreni. Da bi taj put bio otvoren tada bi svaki brid od njih n trebao biti
otvoren, a znamo da je vjerojatnost da je brid otvoren jednaka p. ZakljuCujemo da je takav
put otvoren s vjerojatnoscu p”. Dobivamo,

E,(N(n)) = p"o(n).

Nadalje, ako ishodiSte pripada beskonanom otvorenom klasteru tada postoje otvoreni pu-
tevi svih duljina koja pocinju u ishodiStu takva da

0(p) <P,(N(n) > 1) <E,(N(n)) = p'o(n), (2.1)

za svaki n. Ograni¢imo odozgo o(n). Prvi korak krece iz ishodista te ono ima 2d susjednih
vrhova te za svaki iduci korak, njih sveukupno n— 1, imamo 2d — 1 susjeda. Time dolazimo
do sljedeée gornje ograde

o) <2d2d - 1" n>1. (2.2)
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Iz (2.1) i (2.2)) dobivamo
0(p) < p'o(n) < p"2d(2d — 1Y"~' < (2dp)". (2.3)

Neka je p € [0, 57) i n — oo te kada to uvrstimo u (2.3) zaklju¢ujemo da vrijedi 6(p) = 0.
Dobivamo

1

Sada ¢emo pokazati p.(2) < 1. Kako bi to dokazali potrebno je uvesti pojam dualnog grafa.
Promatramo veznu perkolaciju u L? . Neka je G planarni graf takav da mu se bridovi sijeku
samo u vrhovima. Planarni dual od G dobivamo na sljedeci nacin. Stavljamo vrh na svaku
stranu od G, ukljucujuéi i beskonacnu ako ona postoji, te spojimo dva takva vrha bridom
kada pripadne strane imaju zajednicki brid od G $to moZemo vidjeti na Slici[2.1]

Slika 2.1: Dio kvadratne resetke L2 sa dualom.

Za vrhove planarnog grafa uzimamo skup {x + (1,

1,3) © x € Z*}. Spojimo takva dva
susjedna vrha ravnom crtom u R2. Pretpostavimo da je otvoreni klaster u ishodi§tu od L?

konacan kao $to je prikazano na Slici[2.2].
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Slika 2.2: Konacan otvoren klaster u ishodiStu okruzen zatvorenim ciklusom u dualnoj
resetci.

Vidimo da je ishodiSte okruZeno zatvorenim bridovima koji blokiraju sve moguce pu-
teve od ishodiSta prema beskonacnosti. ZakljuCujemo da pripadni bridovi dualne resSetke
tvore zatvoreni ciklus te da ono sadrzi ishodiste od > u svojoj unutra$njosti. Primjetimo
da vrijedi i obrat, odnosno ako je ishodiSte u unutrasnjosti zatvorenog ciklusa tada je otvo-
ren klaster u ishodistu konadan. Odnosno, |C| < oo ako i samo ako ishodiste od L? leZi u
unutras$njosti nekog zatvorenog ciklusa dualne reSetke. Neka je p(n) broj ciklusa u dualu
duljine n koje u svojoj unutra$njosti sadrZe ishodiste od L?. Jasno je da svaki takav ciklus
prolazi kroz vrh oblika (k + % %) za 0 < k < n. On prolazi vrhom oblika (k + % %) za neki
k > 0, ali ne moze prolaziti tim vrhovima kada je k > n zato Sto bi tada ciklus imao duljinu
barem 2n. Svaki ciklus duljine n sadrZzi put duljine n—1 koji po€inje u vrhu oblika (k + %, %
gdje je 0 < k < n. Broj takvih puteva je najviSe no(n — 1) pa dobivamo

pn) <no(n-1). (2.4)
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Neka je y ciklus u dualu koji u svojoj unutra$njosti sadrzi ishodiste od L te neka je M(n)
broj takvih ciklusa koji su duljine n. Iz definicije konstante povezanosti imamo o (n) =
(A(d) + o(1))" kako n — oo. Uvrstimo li to u (2.1)) dolazimo do

6(p) < (pA(d) + o(1))"

te ono tezi u nulu ako pA(d) < 1 kadan — oo. Neka je ¢ = 1 — p. Tada iz (2.4) slijedi

Z P,(y je zatvoren) < Z q'no(n—1)
Y

n=1
=" qngA2) + o(1)""
n=1

< oo akojegd(2) < 1.

)4 v 1 .. .
Stovise, za g < 0 vrijedi

(o)

Z P,(y je zatvoren) < Z gn(gA2) + o(1)" ' < ¢ Z n(% +o()" L.
Y n=1

n=1

Iz ¢ega mozemo zakljuciti
Z P,(y je zatvoren) - O kakog=1-p | 0.
Y

Mozemo naci & takav da 0 < 7 < 1 te da zadovoljava

. 1 .

Z P,(y je zatvoren) < ) ako je p > m.
Y

Iz svega navedenog, te primjenom o-subaditivnosti slijedi,

P,(IC| = 00) =P,(M(n) =0 zasvaki n)
=1-P,(M(n)>1 zaneki n)

>1- Z P,(y je zatvoren)
Y

1
>— akop>m,
$to nam daje p.(2) < . PokaZimo sada da vrijedi p.(2) < 1 — A(2)"!. Neka je m pozitivan
cijeli broj. Neka je F,, dogadaj kada postoji zatvoreni dualni ciklus koji sadrzi pravokutnik
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B(m) u svojoj unutrasnjosti, te neka je G,, dogadaj kada su svi bridovi od B(m) otvoreni.
Jasno je da su ta dva dogadaja nezavisna, zato Sto su definirana na disjunktnim skupovima

bridova. Vrijedi
(2.5)

Pp(Fu) <P > M) = D)< )" g'no(n—1).

n=4m n=4m

Kao i prije, ako je ¢ < A(2)"!, moZemo pronaci m takav da je P,(F,,) < % te prema tome
odredujemo m. Pretpostavimo da se dogadaj G,, dogodio, ali dogadaj F,, nije. Kao Sto i
vidimo na Slici [2.3] ako se ne dogodi dogadaj F,, to povlaci da neki vrh od B(m) leZi u

beskona¢nom otvorenom putu.

Slika 2.3: Ako ne postoji zatvoreni dualni ciklus koji okruzuje B(m) , tada neki vrh od

B(m) lezi u beskona¢nom otvorenom putu.
Dobivamo da vrijedi |C| = oo . Stovise, koriste¢i nezavisnost od F m 1 Gy slijedi

_ _ 1
6(p) 2 By(Fyy 0 G) = Bp(F)B,Gon 2 5By(Gy) > 0

ako je g < A(2)~!. Upravo smo dokazali tvrdnju koju smo i htjeli. O

Poznate su toCne vrijednosti kriticnih vjerojatnosti na dvodimenzionalnoj reSetci za
neke specificne vrste reSetke. Do sada smo spominjali samo kvadratnu vrstu resetke. Re-
zultati o vrijednosti kriticne vjerojatnosti poznati su za trokutastu, heksagonsku i bow-tie

vrstu reSetke koje su tim redom prikazane na Slikama[2.4]2.5]1[2.6].
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Slika 2.4: Trokutasta vrsta resSetke

Slika 2.5: Heksagonska vrsta reSetke
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Slika 2.6: Bow-tie vrsta reSetke

U sljedecoj tablici prikazani su poznati rezultati

vrsta reSetke De
kvadratna z
trokutasta 2 sin(7r/18)
heksagonska 1 —2sin(zr/18)
bow-tie p(bow — tie)

gdje je p.(bow — tie) jedinstven korijen u intervalu (0, 1) jednadZzbe

l-p-6p*+6p°>—p° =0.

2.3 Glavna pitanja

U prijasnjem poglavlju bavili smo se samo jednim od glavnih pitanja u teoriji perkolacije.
U ovom poglavlju navest ¢emo joS nekoliko glavnih pitanja 1 njihove odgovore ako su
poznati, a neke ¢emo i dokazati u sljede¢im poglavljima. Promatramo veznu perkolaciju
na L9 gdje je d > 2. Interesira nas veli¢ina i oblik otvorenog klastera ako znamo da
vjerojatnost p varira izmedu 0 i 1 i oznacava vjerojatnost da je brid otvoren. Preciznije,
zanima nas postojanje otvorenog beskonacnog klastera.

Definicija 2.3.1. Srednju vrijednost otvorenog klastera u ishodistu definiramo kao

x(p) = E,[C].

Koristec¢i invarijantnost na translaciju dobivamo da vrijedi y(p) = E,|C(x)| za svaki vrh
x. Veli¢ina y(p) predstavlja prosjecan broj vrhova otvorenog klastera u ishodiStu i njega
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moZemo izraziti u terminima distribucije od |C| na sljedeci nacin,

X(p) = - Pp(|C] = ) + ZHPP(ICI =n)

n=1

= 00 - O(p) + Z nP,(C| = n).
n=1

Odakle moZemo zakljuciti da je y(p) = oo kada p > p.. Obrnuti slucaj, kada je y(p) < oo
ako p < p., nije o¢it. Kod veli€ina y i 6 pojavljuje se kriti¢no ponasanje u istoj vrijednosti
p = p.. Preciznije, postoje to¢no dvije faze procesa koje ovise o odnosu vjerojatnosti p i
kriticne vjerojatnosti p.. Kada vrijedi p < p. proces se nalazi u subkriti¢noj fazi. Nadalje,
kada vrijedi p > p. proces se nalazi u superkriticnoj fazi, a kada vrijedi je p = p. proces
se nalazi u stanju kriti¢ne tocke.

Glavna otvorena pitanja nalazimo u slucaju kada se proces nalazi u stanju kriti¢ne tocke.
Postoji li beskonacan otvoren klaster u slucaju kada je p = p.? Poznato je da u sluajevima
d = 21d > 19 ne postoji takav otvoren beskonacan klaster. Pretpostavimo da ne postoji
beskonacni otvoreni klaster za p.. Tada vrijedi 6(p.) = 0. Interesira nas kako se ponasa
veli¢ina P, (|C| = n). Vjeruje se da vrijedi

1
P,(Cl=n)~ns n— oo

gdje je 6 = 6(d) > 0.

Promatramo slu€aj kada je proces blizu kriti¢ne tocke. Pitamo se kako se ponasaju veliCine
X 10 kada p tezi ka p. odozgo (ili odozdo). Vjeruje se da se te veli¢ine ponaSaju kao
potencije od |p — p.|. Ova tvrnja nije dokazana te ona predstavlja otvoren problem teorije
perkolacije. Potrebno je dokazati postojanje sljede¢ih limesa

_ log x(p)
pipc log|p — pel’

_ o(p)
ptpe log|p — pel

’y:

51 = — lim logP, (IC| > n).
n—oo log n

Velicine vy, 1 0 zovu se kriti¢ni eksponenti.



Poglavlje 3

Broj otvorenih klastera po vrhu

3.1 Definicija

Definicija 3.1.1. Broj otvorenih klastera po vrhu definiramo kao

= 1
«(p) = E,(ICI"™") = Z ;Pp(ICI =n), (3.1
n=1

gdje je |C| broj vrhova otvorenih klastera koji sadrZe ishodiste.

Neka je B(n) kvadrat sa srediStem u ishodiStu i stranicom duljine 2n. Promatramo ga
kao graf dodavaju¢i mu bridove koje nasljeduje iz L. Neka je K, broj otvorenih klastera od
B(n). Preciznije, K, je broj komponenta povezanosti sadrZzanih u B(n) dobivene brisanjem
svih zatvorenih bridova. Pokazuje se da je K, aproksimativno linearna funkcija volumena
od B(n). Drugim rije¢ima K,|B(n)|™! teZi ka netrivijalnom limesu kada n — oco. Upravo je
to tvrdnja sljedeceg teorema.

Teorem 3.1.2. Pretpostavimo O < p < 1. Broj otvorenih klastera K, po vrhu od B(n)
zadovoljava

——K, — k(p) kadan — 00,P,-g.s.iu L'(P)).
B P e ’
Dokaz. Za x € B(n) definiramo C,(x) kao otvoren klaster od B(n) koji sadrzi vrh x. Pre-
ciznije, obriSemo li sve zatvorene bridove od B(n) tada je C,(x) komponenta povezanosti
tog grafa koja sadrzi vrh x. Kao i inace, |C,(x)| predstavlja broj vrhova od C,(x).

Za svaki x € Z? definiramo I'(x) tako da

-1 . oo
oo - {|C<x>| . akoje [C(x)| < 32)

0, ako je |C(x)| = oo.

20
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Za x € B(n) definiramo I',,(x) tako da

1
[(x) = . (3.3)
1C,(x)]
Jasno je da vrijedi
|C(x)| = |C,(x)| za sve x € B(n). 3.4)
Iz 3:2),(33) i 3-4) slijedi
I'(x) < T',(x) za sve x € B(n). (3.5)
Odredimo ¢emu je jednaka sljedeca suma
PR IE (3.6)

xeB(n)

Neka je X otvoren klaster od B(n). Svaki vrh x od £ doprinosi 2| sumi (3.6) pa je ukupan
doprinos vrhova iz otvorenog klastera X toj sumi jednak 1. Dakle, svaki otvoren klaster od
B(n) doprinosi 1 toj sumi, a broj otvorenih klastera od B(n) jednak je K,,. Pokazali smo da
vrijedi

D Tux) = K, (3.7)
xeB(n)
Iz (3.4) i (3.7) dobivamo
1 1 1
K, = I,(x)>—— I'(x). 3.8
Beol " 1B ;) = T ;) 0 9

Nadalje, (I'(x) : x € Z%) je familija ograni¢enih funkcija medusobno nezavisnih bridova.
Ona je i stacionarna u odnosu na translacije po resetci L. Iz teorema ergodi¢nosti slijedi

1
— N I'(x) = E,(T(0)) (gs. 3.9
Bovl ;) (x) = E,(T(0)) (g:.) (3.9)
kada n — oo, $to nam daje
o . B B
lim inf B Kr 2 lim inf o ;) I(x) = E,(T(0)) = k(p) (g:3.). (3.10)

Konstruirajmo sada gornju ogradu za K. 1z (3.5]) dobivamo

D T =D T+ ) Cx)-Tw)

xeB(n) xeB(n) xeB(n)

< D T+ ) L,

xeB(n) x:x0B((n)
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gdje zadnja suma ide po svim vrhovima x iz B(n) koji su spojeni otvorenim putem s rubom
0B(n) = {y € B(n) : ||y|| = n} od B(n). Kada god ne postoji otvoreni put koji spaja vrh x
sa nekim vrhom od dB(n) vrijedi C,(x) = C(x). Stovige, tada vrijedi [,(x) = I'(x). Druga
suma u posljednjoj nejednakosti jednaka je broju otvorenih klastera od B(n) koji imaju
neprazan presjek s dB(n). Zbog toga broj tih otvorenih klastera nije ve¢i od kardinaliteta
10B(n)|. Iz (3.9) i &injenice da 2% — 0 kada n — oo slijedi

[B(n)|
1 1 |0B(n)|
— N — r
B ;) (= |B(n)|(x;1) )+ IB(n)I)
— k(p) (&)

kada n — oco. Kombinirajuéi (3.7) i (3.10) dobivamo

o K = k() (&) (3.11)

kadan — 0. 120 < K,|B(n)|™' < 1 slijedi konvergencijaiu L!, zato §to moZemo primjeniti
Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji. Tada dobijemo

: K,
lim Ep(m) = E,(«(p)) = «(p).

Time slijedi tvrdnja

K,
Bl — «(p) u L'(P,).

3.2 Zivotinje

VeliCine 6, y 1 k moZzemo prikazati s obzirom na distribuciju od |C|, a ono predstavlja
broj vrhova otvorenog klastera u ishodiStu. Kako bi izracunali ili procjenili tu distribuciju
potrebno je primijeniti kombinatoriku.

Definicija 3.2.1. Zivotinja je konacan povezan podgraf od L9 koji sadrzi ishodiste.

Definicija 3.2.2. Bridovna granica AA je skup bridova od LY koji ne pripadaju A, ali imaju
barem jedan vrh u A.

Skup Zivotinja A za koje vrijedi |A,| = n, |A,| = m1|AA| = b oznacavamo s A,,,,. Neka
je @ump = [Anmp| broj takvih Zivotinja. Svaki vrh od A incidentan je s najviSe 2d bridova
koji nisu u A pa mozemo pretpostaviti da vrijedi

1 <b < 2dn. (3.12)
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Svaki povezan graf s n vrhova ima najmanje n — 1 bridova te zaklju€ujemo da broj bridova
Zivotinje A, u oznaci m, mora biti veci ili jednak n — 1. Svaki vrh od A ima najviSe 2d
susjednih vrhova u A. 1z prethodnih zakljucaka slijedi

n—1<m<2d. (3.13)
Neka je A skup svih Zivotinja u L¢. Otvoren klaster C je slu¢ajna Zivotinja i vrijedi
P,(C = A) = p"(1 - p)’, (3.14)

za svaki A € A. Vjerojatnost da C sadrZi tocno n vrhova je

Py(ICI =) = ) awp"(1 = p)". (3.15)

m,b

Iz ¢ega vidimo da nam je potrebno pronaci funkciju izvodnicu za broj Zivotinja kako bi
mogli izraCunanti distribuciju od |C|. 1z (3.12)) i (3.13)) vidimo da je gornji razvoj u red od
P,(IC| = n) konacan. Preciznije, P,(|C| = n) je polinom od p konaCnog stupnja. Kako bi
dokazali diferencijabilnost veli¢ine k(p), za koju vrijedi

[e9)

1
K(p) = ) ~B,(Cl = n).

n=1

prvo ¢emo prouditi ponasanje od a,,,, kada su n, m i b veliki.
Nekaje O < p=1-g¢g < 1. Deriviranjem (3.15) s obzirom na p dobivamo

m b
)pmqb. (3.16)

d

B, (Cl =) = ) (2 - 2

dp " Zb“ P 4
Za veliki n ponaSanje gornje sume ovisi o ponaSanju p~'|A,| — ¢g”!|AA|.
Teorem 3.2.3. Postoji € > 0 takav da, za 0 < x < €,

m b 2.2 1 2. 2
Z ammpp"'q’ < 3d°n exp(— §nx p q), (3.17)
m,b:l%—§|>dxn

zan>1i0<p=1-¢g<1.

Koriste¢i (3.15) mozemo (3.17) zapisati u terminima vjerojatnosti na sljede¢i nacin

1
P,(|h(C)| > dxn,|C| = n) < 3d*n? exp( - gnx2p2q), (3.18)
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za sve n i dovoljno mali x, gdje je
1 1
hC) = —|AC| = —|C.l,
q p

ako je C, skup vrhova od C, a AC bridovna granica od C. Vjerojatnost (3.18)) ide u 0 kada
n — oo. StoviSe, za velike n vjerojatnost da je h(C) usporediv s veli¢inom od C takoder je
velika.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da ukupan broj Zivotinja s n vrhova zadovoljava
Z Ay < T za sVE N (3.19)
m,b

Iz (3.13) i definicije vjerojatnosti koja nam govori da ona ne poprima vrijednost vecu od 1
vrijedi

Py(ICl < 00) = " auup"(1 - p)’ <1, (3.20)
m,b
gdjeje 0 < p =1 - ¢ < 1. Kada primijenimo (3.12) i (3.13) na (3.20)) dobivamo sljedece
Z Ay < p—mq—b < p—dnq—Zdn — (qu)—dn‘ (321)
m,b

Koriste¢i (3.12) i (3.13)) za svaki fiksni n i za sve vrijednosti p dobivamo da vrijedi

b dn 2d
Z anmbpmq = Z Apmp P nq "
m,b

m,b
= (qu)dn Z Apmb -
m,b
Iskoristimo (3.21)) i dobivamo da za svaki p vrijedi
D @ < (pg) " (3.22)

m,b
Biramo p tako da maksimiziramo pg* = p(1 — p)?, time dobijemo
I X S R U AN
wel30-3)) =) =(3) =™
;;“b (3( 3 ) 27 4

Dokazali smo (3.19). Dokazimo sada tvrdnju teorema. 1z (3.20) za svaki n,m, b i svaki p
vrijedi dmp™(1 — p)? < 1. MoZemo odabrati p = m(m +b)~' i g = b(m+b)~! te dobivamo

m+b)m(m+b

b
. )ZanZZ. (3.23)

—m_~b
Aump < P mC[ = ( "
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Desna strana je gornja ograda od broja Zivotinja s m bridova 1 b bridovnih granica. Za

fiksni n > 2 iz (3.23), (3.12) i (3.13) slijedi

m+b\"(m+ b\’
> amrd s Y (B2) (B2) prdt < 2dimanton b)), (324)

gm_b m_b
m,b.l]7 q|>dxn m,b.lp q|>dxn

gdje je za sve m i b koji zadovoljavaju (3.12)), (3.13) i |mq — bp| > dxnpq, f(m, b) definiran

kao . )
Fom.b) = ((m ;b)p) ((m+b)q) _

b

Kada primijenimo (3.13) dobijemo da je to maksimum za sve m i b koji zadovoljavaju
|mq — bp| > xmpgq. Fiksirajmo m 1 neka je f(m,y) funkcija neprekidne varijable y. Neka je

gm(y) = log f(m,y)
= mlog (M) + ylog (M)
m y

Deriviranjem g,, po varijabli y dobivamo

' p (m +y)q y qy—(m+y)q
gn(y) =m————=—+1lo ( )+y
(m+y)pm (m+y)q ¥

_ +log((m+y)q)_ m

m+y y m+y
 log (m+y)q):10g(y—y+(m+y)q)

y y
- -1
g1+ M4 y)zlog(quw(q ))
y y
 log 1+w),
y

Iz Cega slijedi da je funkcija g, rastuca funkcija u varijabli y ako mg — yp > 0, a padajuca
funkcija u varijabli y ako je mg — yp < 0. Maksimum od g,(y) za vrijednost y za koju
vrijedi [mq — yp| > xmpq postize se kada mq — yp = xmpgq ili mq — yp = —xmpq. Kada
raspiSemo ove dvije moguénosti dobivamo

—Yp = £xmpq — mq,
iz Cega slijedi
yp = mq £ xmpq
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1 kona¢no dobivamo
y =mgp~'(1 £ xp).

Uvrstimo ove dvije vrijednosti u funkciju g,,(y) te kada razvijemo logaritam slijedi

(m +mgp~'(1 £ xp))p

(m+mgp™'(1 + xp))q)

gn(y) = mlOg( ) +mgp~' (1 £ xp) log(

m mqp~'(1 + xp)
-1 1+gp™'(1 £xp)
=mlog(p + g(1 £ xp) + mgp~ (1 = xp) log -
p~i(1 £ xp)
+q(1 +
= mlog(p + q = xpq) + mqp~' (1  xp)log (W)
+ Xp

1—q+qixm)

mlog(l — g+ q = xpq) + mqp_l(l + xp) log(
1+xp

1+ qu)

mlog(l + xpq) + mgp~'(1 + xp) log(
1+xp

1
= —mezp%(l + O(x)),

gdje O(x) ne ovisi o m ili p. Pokazali smo da za fiksne m 1 n ( > 2) koji zadovoljavaju
m < dn 1 za sve male pozitivne vrijednosti od x vrijedi

1
max(f(m,b) : lmp™" — bg™'| > dxn) < exp( - gmxzpzq). (3.25)

Uvrstimo to u (3.24)) i ako iskoristimo (3.13]) dobivamo da za sve male pozitivne vrijednosti
od x-a vrijedi

1
Z A" q" < 2d2n2max( exp( — gmxzpzq) m>n- 1)

m,b:l%—2|>dxn

1
< 3d’n? exp( - gnxzpzq) akojen > 2.

Preostalo nam je dokazati da tvrdnja vrijedi u slucaju kada je n = 1, ali detalje tog dijela
dokaza ¢emo izostaviti. O

3.3 Diferencijabilnost od «

Pokazat cemo diferencijabilnost funkcije « od p na segmentu [0, 1].
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Teorem 3.3.1. Broj otvorenih klastera po vrhu je neprekidno diferencijabilna funkcija od
p na segmentu [0,1].

1z definicije od «(p) znamo da vrijedi

(o)

1
= -P,(IC| = n). 3.26
«(p) Z; ~E,(IC1 = n) (3.26)
Zelimo dokazati da moZemo derivirati x. Drugim rije¢ima, Zelimo pokazati da vrijedi
, 1 - m b
K(P) = D ~am(mp"'q" = bp"g" ™). (3.27)
n,m,b n

Dokaz. Derivirajmo (3.26)) ¢lan po ¢lan i dobit ¢emo

d
> n_lﬁ L(Cl = n).

n=1
Prvo ¢emo pokazati da taj red uniformno kovergira za vrijednosti p koje se nalaze u svakom

segmentu oblika [py, p>] gdje je 0 < p; < p» < 1. PretpostavimodajeO < p=1-¢g < 1.
Tada iz (3.16)) znamo da vrijedi

d m b
B (Cl=m) = ) a2 = 2 )"
dp” " 2, i P q

mb

Razdvojimo sumu na dva slu¢aja ovisno o tome je li |mp~' — bg™!| > dxn ili nije.
Kada je [mp~' — bg™'| > dxn, koriste¢i (3.12) i (3.13) dobivamo sljedecu nejednakost
m b' m+b 3dn

———| < < —.

P 4 pPq pP4q

Iskoristimo rezultat Teorema (3.2.3). Kada je x mali vrijedi

. d
n I%Pp(lﬂ =n)

1
< dxP,(IC| =n) + (ﬁ)_%dzn2 exp( — —nxzpzq).
Pq 3

Stavimo da je x = a,/lo% zan > N > 3. Funkcija f(x) = 2 je padajuca funkcija za

Tx
x > e jer je njena derivacija negativna na tom intervalu. Primjenimo li da je to padajuéa
funkcija dobijemo sljedecu nejednakost

1
dxB,(C| = n) = da | —==B,(C| = n)
n

log N
N

<da

P,(IC| = n).
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943

Dg <@ in=n(p) = %pzq > 0 tada vrijedi

Nekajey = y(p,d) =

3d 1 943 1 I
(—)3d2n2 exp( — gnxzpzq) =5’ exp( - —na® o8 npzq)
n

pq pq 3
9d®
= —n’exp ( log (n_é“zpz"))
prq
= ynz_”Z".

Iz prethodnih nejednakosti dobivamo
o d
n™'—P,(IC| = n)

[log N
dp <da %Pp([CI =n)+ ynz_”z”.

Neka su p; i p, takvida O < p; < p, < 1 te neka je

¥ =suply(p,d) : p1 < p < pp}ify=inf{n(p): p1 < p < po}.

Izaberemo a takada da 2 — a*# < —2. Tada za sve p € [pi, p»] vrijedi

1 =
< da OgNwZ— (3.28)

[

2,

n=N

L, d
n 1%PP(|C| = n)

zato Sto vrijedi
D B(C=n) < 1.
n=N

Vidimo da lijeva strana od (3.28)) uniformno konvergira k 0 kada N — oo po p € [py, p2].
Zakljucno, « je neprekidno diferencijabilna na intervalu (0, 1) sa derivacijom (3.27).

Na kraju ¢emo pokazati da je x neprekidno diferencijabilna 1 u slu¢ajevima p =01 p = 1.
Dokazat ¢emo slucaj p = 0, a sliCan argument vrijedi za slucaj p = 1. Znamo da vrijedi
P,(|C| < o) = 1 kada p < p. pa je tada

Z an,m,bpmqb =1

n.m,b

Jasno je da «(0) = 1 i time dobivamo
K(p) - K(O) _ Z (1 _ 1)a hpmflqh
p n,m,b:n>2 n "
Kada izlu¢imo ¢lan uz p° dobijemo

K(p) = K(0) _ 1y,
R RGP (3.29)

nb
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gdje je

1
R Y (s T

nm,b:n>2

<p )P ) A

n>2 m,b

< p72d Z pn—2(7d)n—2

n>2

2d

1——p7d Zap7d< 1.

= p7
Kada p — 0 tada A(p) — 0. Postoji tocno 2d Zivotinja koje sadrze ishodiSte i za koje je
m = 1 i svaka takva Zivotinja iman = 21 b = 2(2d — 1). Pustimo p — 0 u (3.29) i time
dobijemo «’(0) = —d. S druge strane, iz prvog dijela dokaza ovog teorema znamo da za
p € (0, 1) vrijedi
1 -1 b b-1
’ — —dpm m —bp™" .
K(p) Zna y(mp™q” = bp"q"")

nm,b

Tvrdnju «’(p) — —d kada p — 0 dobijemo na sli¢an postupak kao i gore. O



Poglavlje 4

Pitanje jedinstvenosti

4.1 Jedinstvenost kriticne tocke

Promatramo veznu perkolaciju na ¢ kada je d > 2 uz vjerojatnost p koja ozna¢ava da je
brid otvoren. Kao 1 u prethodnim poglavljima neka je

0(p) = Pp(IC| = ) i x(p) = E,[C],

gdje je C otvoren klaster koji sadrzi ishodiste, a |C| je broj vrhova od C. Vidjeli smo da
postoji p. = p.(d) unutar intervala (0, 1) takav da

=0, p<pe
9(1)){ .
>0, p>p.

Kriti¢na vjerojatnost p. je vrijednost od p iznad koje se pojavljuje beskonacan otvoren
klaster. Funkcija y takoder ima svojstvo kriti¢nog fenomena. Jasno je da je y neopadajuca
u varijabli p, ¥(0) = 11 y(1) = co. Znamo od prije da vrijedi

X(p) =00 0(p) + D nP,(C| = n),
n=1
te y(p) = oo uvijek kada je 6(p) > 0. Stoga vrijedi da je y(p) = oo kada je p > p.. U ovom
poglavlju proucavati éemo obrat, dakle cilj je dokazati da je y(p) < oo kada je p < p..

Teorem 4.1.1. Ocekivana velicina x(p) otvorenog klastera koji sadrZi ishodiste je konacna
ako je p < p..

Dokaz ovog teorema bio je jedan od najvecih izazova u proucavanju teorije perkolacije
te je u povijesti preformuliran na sljedeci nacin. Definiramo drugu “kriti¢nu vjerojatnost”
pr = pr(d) kao

pr =sup{p : x(p) < oo}, 4.1)

30
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kao vrijednost od p u kojoj se y mijenja iz kona¢ne vrijednosti u beskonac¢nost. 1z prethod-
nog vidimo da je py < p. i preostaje nam dokazati da vrijedi py = p.. Za dokaz nam je

potreban sljedeci rezultat koji ¢emo navesti bez dokaza i ¢iji dokaz se moZe pronaci u [1]].
Neka je S (n) kugla radijusa n sa srediStem u ishodiStu. Dakle, S (n) je skup svih tocaka x iz
Z? za koje vrijedi da je 5(0, x) < n. Neka je S (n) skup svih tofaka x za koje vrijedi da je
6(0, x) = n. Dogadaj A, opisuje da postoji otvoreni put koji spaja srediSte sa nekim vrhom
koji se nalazi u 9§ (n).

Teorem 4.1.2. Ako je p < p,, tada postoji y(p) > 0 takav da

P,(A,) < e P z7a svaki n.

Dokazimo sada Teorem

Dokaz. Broj vrhova od S (n) nije veéi od volumena euklidske kugle u R? sa radijusom n+1.
Dakle, postoji v = v(d) takav da

IS (n)] < v(n + 1)°.

Neka je M = max{n : dogodio se dogadaj A,}. Ako je p < p. tada je P,(M < o0) = 1 §to
nam daje

E,ICl < Y E,(CI M = nB,(M = n)

< > ISMIP,(4,)

< Z v(in + 1)%e™®) < oo,
n

gdje je Y(p) veli¢ina iz Teorema[4.1.2] m|

4.2 Jedinstvenost beskonacnog otvorenog klastera

Glavni rezultat ovog poglavlja je postojanje jedinstvenog otvorenog klastera. Neka je p vri-
jednost za koju je vjerojatnost postojanja beskonacnog otvorenog klastera strogo pozitivna,
tada gotovo sigurno postoji to¢no jedan takav klaster.

Teorem 4.2.1. Ako je p takav da je 6(p) > 0, tada je

P, (postoji tono jedan beskonacan otvoren klaster) = 1.
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Dokaz. Tvrdnja je trivijalna za slucajeve kada je p = 01 p = 1 pa pretpostavimo da je 0 <
p < 1. Neka je N broj beskonacnih otvorenih klastera. Neka je B konacan skup vrhovai Eg
predstavlja skup bridova iz L? koji spajaju vrhove iz skupa B. Pisemo N3(0) (N3(1)) za broj
beskonacnih otvorenih klastera kada su svi bridovi iz Ep zatvoreni (otvoreni). Konacno,
M predstavlja broj beskonacnih otvorenih bridova koji sijeku skup B.

Prostor elementarnih dogadaja je QQ = {0, 1}¥, a P, je produktna mjera na Q. Kako je N
translacijski invarijantna funkcija na € ona je gotovo sigurno konstanta, drugim rije¢ima
postoji k € {0, 1,2, ...} U {oo} takav da je P,(N = k) = 1. Jasno je da vrijednost od k ovisi o
izboru vrijednosti p.

Sada ¢emo pokazati da k nuzno poprima vrijednosti 0,1 ili co. Pretpostavimo suprotno,
neka k zadovoljava 2 < k < co. Kako svaka konfiguracija na Ep ima strogo pozitivhu
vjerojatnost slijedi da je N konstanta gotovo sigurno takva da je

P,(Np(0) = Ng(1) = k) = 1.

Sada Np(0) = Np(1) ako i samo ako B sijeCe najviSe jedan beskonacan otvoren klaster
(ovdje koristimo pretpostavku k < o) i stoga vrijedi da je

Pp(MB > 2) =0.

Dakle, M je neopadajuéau Bi Mz — N kada B teZi u Z. Neka je S (n) skup tofaka takav
da je
S(n) ={xeZ:6(0,x) < n}.

Neka je B ”dijamant” od S (n). Kada pustimo n — oo dobivamo da vrijedi
0=P,(Msy 22) = P,(N >2), 4.2)

Sto nam daje k < 1, a to je u kontradikciji sa naSom pretpostavkom 2 < k < oo.

Preostaje nam dokazati da isklju¢imo slucaj k = co. Dokazati ¢emo kontradikcijom pomocu
geometrijskog argumenta. Pretpostavimo suprotno, neka je k = co. Vrh x zovemo trodije-
lan ako

(1) x leZi na beskona¢nom otvorenom klasteru,

(i1) postoje to€no tri otvorena brida incidentna sa x 1

(ii1) brisanjem vrha x i njegova tri incidentna otvorena brida razdvajamo beskonacan otvo-
ren klaster na to€no tri razdvojena beskonacna klastera i bez konacnih klastera.

Dogadaj da je vrh x trodijelan oznacavamo sa T,. Sada, P,(T,) je konstanta za svaki x i
stoga vrijedi da je

1
mﬁp( > ITX) = B,(T)), (4.3)

xeB(n)
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gdje Ir, predstavlja indikatorsku funkciju dogadaja T',. Pokazimo da je P,(T) strogo pozi-
tivna vrijednost. Neka je Mp(0) broj beskonacnih otvorenih klastera koji sijeku B kada su
svi bridovi od Eg zatvoreni. Vrijedi Mg(0) > My iiz (4.2) slijedi

P,(Ms,y(0) > 3) > P,(Mg(yy 2 3) = P,(N >3) =1

kada n — oco. Stoga postoji n takav da je

1
P,(Ms»(0) > 3) > > 4.4)

i neka je B = S (n). Primjetimo da tada

(a) dogadaj {Mp(0) > 3} je nezavisan s obzirom na to jesu li bridovi u Ep otvoreni ili
zatvoreni

(b) ako se dogodi {Mp(0) > 3} tada postoje x, y, z € OB koji leZe na razli¢itim beskonacnim
otorenim klasterima od E?\Eg.

Neka je w € {Mp(0) > 3} i biramo x = x(w), y = y(w) 1z = z(w) iz (b). Geometrijski se
lako pokaZze da u Ep postoje tri razliCita puta koja spajaju srediSte sa x, y i z te da ona mogu
biti odabrana na nacin da

(i) srediste je jedinstven vrh zajednicki za bilo koji od vrhova x,yiz1i

(i1) svaki put prolazi to¢no jednim vrhom koji leZi na 0B,

Sto moZemo vidjeti na Slici 4.1

Slika 4.1: ”Dijamant” B sijeCe barem tri razlicita beskonacna otvorena klastera gdje je
ishodiste trodijelni vrh.

Neka je J, . dogadaj kada su svi bridovi tih puteva otvoreni, a svi ostali bridovi iz Ep
su zatvoreni. Neka je R broj bridova iz Ep. Kako je B konacan skup dobivamo da je

P,(Jyy/Mp(0) = 3) > (min{p, 1 — p)¥ > 0. (4.5)
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Iz @.4) i (4.5) dobije se da vrijedi
P,(0 je trodijelan vrh) > P,(J,, . [Mp(0) > 3)P,(Mp(0) > 3)

1
> > (min{p, 1 - pHf >0,

Sto nam daje da je P,(Ty) > 0. Iz (4.3) slijedi da prosjecan broj trodijelnih vrhova unutar
B(n) se ponasa kao i |B(n)| kada n — co. Pomocu prethodnog konstruirati éemo kontradik-
ciju. Izaberemo ¢, trodijelni vrh od B(n) te neki vrh y; takav da y,; € dB(n) koji zadovoljava
t; & y; u B(n). Izaberimo sada novi trodijelni vrh #, € B(n). Koriste¢i definiciju trodijel-
nog vrha moZemo zakljuciti da postoji y, € dB(n) takav da je y; # y, i, < y, u B(n).
Nastavljano na sli¢an nacin, u svakom koraku biramo novi trodijelni vrh # € B(n) 1 novi
vrh y; € dB(n). Ako postoji 7 trodijelnih vrhova u B(n), tada dobivamo 7 razlicitih vrhova
vi koji leze na dB(n). Stovise, |0B(n)| > . MoZemo usporediti E,(7) 1 |B(n)|. Al to je
kontradikcija za velike n, zato $to tada |dB(n)| teZi ka n®~!, a |B(n)| teZi ka n.

Zapisimo ovaj argument na sljede¢i nacin. Neka je Y konacan skup takav da |Y| > 3. De-
finirajmo trodijelnu particiju I1 = {P, P,, P53} od Y kao podjelu od Y na tri neprazna skupa
Py, P, 1 P;. Neka je II' = {P}, P}, P;} joS jedna podjela skupa Y na tri neprazna skupa
P, P} i P}. Kazemo da su trodijelne particije IT1i IT" kompatibilne ako vrijedi P, 2 P, U P
ili ekvivalentno P} 2 P,U P3. Za P familiju trodijelnih particija kazemo da je kompatibilna
ako svaka dva razli¢ita elementa koja se nalaze u toj familiji su kompatibilna. Dokazimo
sljede¢u pomo¢nu lemu.

Lema 4.2.2. Ako je P kompatibilna familija trodijelnih particija od Y, tada |P| < |Y| — 2.

Dokaz. Dokazat ¢emo indukcijom s obzirom na |Y|. Primjetimo da vrijedi || < 1 ako
jelY| = 3. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n takav da je |Y| < nineka Y zadovoljava
daje|Y|=n+ 1. Biramoy € YipiSemo Z = Y\{y}.
Neka je # kompatibilna familija trodijelnih particija od Y. Bilo koji II € £ moZemo
zapisati kao IT = {II; U {y}, I1,, [15} za neke disjunktne podskupove II;,II, 1 II; od Z koji
zadovoljavaju da su I1, i I neprazni skupovi i IT; U II, UTl; = Z. Neka je ¥’ skup svih I1
takvih da IT; # @ i neka je P = P\P".
Jasno je da {I1,, I1,, I3} je kompatibilna familija trodijelnih particija od Z. 1z pretpostavke
indukcije slijedi
P | <|Z|-2<|Y| <3.

Na kraju trebamo pokazati da je |P’| < 1. Pretpostavimo suprotno, neka " sadrzi dvije
razlicite trodijelne particije od Y. ZapiSimo ih kao {{y}, A, A3} i {{y}, B2, B3}. Iz definicije
kompatibilnosti mozemo zakljuciti A, 2 {y} U B,, a to je u kontradikciji zato Sto je y # A,.
Na kraju dobivamo,

1P| < 1P| + P < Y] —2.

Sto smo i trebali dokazati. O
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Neka je K povezan otvoren klaster od B(n). Neka je x trodijelni vrh koji pripada skupu
K N B(n—1). Micanje x-a inducira podjelu od K N dB(n) na tri skupa, naime to su skupovi
spojeni otvorenim putem sa x kroz svaki od tri otvorena brida incidentna sa x. Stoga, x
odgovara trodjelnoj particiji [1(x) = {P,, P», P3} od K N dB(n) sa sljede¢im svojstvima
(a) P; je neprazan skup za svakii =1,2,3,
(b) P; je podskup povezanog otvorenog podgrafa od B(n)\{x} 1
(c) P; «» Pju B(n)\{x} ako je i # j.
Neka je x” trodijelni vrh od K N B(n — 1) razli¢it od x. Tada je I1(x) razli¢ita i kompatibilna
sa I1(x"). Neka je 7(K) broj trodijelnih vrhova iz K N B(n — 1). Pomocéu Leme (#.2.2)
dobivamo

7(K) < |[K N 0B(n)| - 2.

Sumiranjem prethodne nejednakost po svim povezanim klasterima K od B(n) dobivamo da
je

Z I, <|0Bn).

xeB(n—1)

Kada djelujemo ocekivanjem i iskoristimo (4.3)) slijedi da je
|B(n — D[P,(To) < |[0B(n)],

$to nije mogude za velike n zato $to lijeva strana teZi k n?, a desna strana k n¢"! te smo
dosli do kontradikcije. O



Poglavlje 5

Razvoj teorije perkolacije

5.1 Mjesovita perkolacija

U diplomskom radu proucila sam reprezentativnu klasu svih procesa perkolacije, a to je
upravo vezna perkolacija na L¢. U ovom poglavlju proudit éemo njene razli¢ite generali-
zacije.

Pretpostavimo da je svaki vrh otvoren s vjerojatnoScu p, a zatvoren s vjerojatnoscu 1 — p.
Vidimo da je razlika u tome S$to djelujemo na vrhove, a ne na bridove. Opisani proces
nazivano polozajna perkolacija. Povezane komponente podgrafa reSetke koji je dobiven
skupom otvorenih vrhova nazivamo otvoreni klaster poloZajne perkolacije. Svaki proces
vezne perkolacije moze se reformulirati kao proces poloZajne perkolacije na drugoj resetci,
ali postoji proces poloZajne perkolacije koji ne proizlazi iz nekog procesa vezne perkola-
cije. Time moZemo zakljuciti da je poloZajna perkolacija opcCenitiji pojam od vezne, ali
navedimo jedan konkretan argument.

Promatramo veznu perkolaciju na resetci £ . Konstruirajmo resetku L. od £ na sljedeci
nacin. Svakom bridu od £ odgovara vrh od £, tako da ga stavimo u poloviste tog brida.
Dva takva vrha su susjedna ako i samo ako su odgovarajuci bridovi susjedni. Jasno je
da nema velike razlike u proucavanju vezne perkolacije na L i poloZajne perkolacije na
L. Svi prethodno navedeni rezultati za veznu perkolaciju analogno vrijede i za procese
polozajne.

Ako pogledamo opéenito moZzemo zakljuciti da brid ima viSe susjeda nego vrh. Uzmimo
konkretno primjer na kvadrati¢noj reSetci. Tada brid ima Sest susjednih bridova, a vrh ima
Cetiri susjedna vrha. Prema tome, beskonacni otvoreni klasteri u veznoj perkolaciji mogu
biti lakSe formirani nego u poloZajnoj perkolaciji. To nas dovodi do zakljucka da je kriticna
vjerojatnost p. za veznu perkolaciju manja od kriti¢ne vjerojatnosti za polozZajnu.

U slucaju mjeSovite perkolacije 1 bridovi i vrhovi mogu biti otvoreni odnosno zatvoreni, a
te vjerojatnosti mogu biti razli¢ite. Neka su vrhovi otvoreni s vjerojatnoSc¢u py, a bridovi s
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vjerojatnoS¢u p,. Dva otvorena vrha pripadaju otvorenom klasteru ako su povezani putem
koja se sastoji od alternirajuceg niza susjednih otvorenih vrhova i bridova. Jasno je da kada
vrijedi da je p, = 1 tada smo u slucaju poloZajne perkolacije, a kada vrijedi da je p; = 1
tada smo u slucaju vezne perkolacije. MjeSovita perkolacija je korisna za model Sirenja
epidemije.

MoZemo razmatrati i nehomogenu perkolaciju. Primjer nehomogene perkolacije bio bi
vezna perkolacija na L? uz vjerojatnosti p; i p,, gdje p, predstavlja vjerojatnost da je ho-
rizontalni brid otvoren, a p, vjerojatnost da je vertikalan brid otvoren. Jo§ jedan primjer
nehomogene perkolacije bio bi vezna perkolacija na trokutastoj reSetci gdje je brid otvoren
s vjerojatnoS¢u pq, p, ili p3, ovisno o tome da li s horizontalom zatvara kut 0, /3 ili 27/3.

5.2 Usmjerena perkolacija

Potreba za modeliranjem galaksija, poluvodica i elementarnih Cestica dovelo je do proucavanja
perkolacije na usmjerenim reSetkama.

Resetka L¢ dobivena je od reSetke L gdje je svaki brid orijentiran u smjeru rastuéih ko-

ordinatnih vrijednosti, a zovemo je ’sjever-istok’ reSetka. Brid od T4 je otvoren s vjero-
jatnoS€u p, a zatvoren inace. Stanja bridova medusobno su nezavisna. Tekucini u srediStu
reSetke dopustimo Sirenje samo kroz otvorene bridove koji su u smjeru orijentacije tih bri-
dova. Neka je C skup vrhova koji su dostizni iz ishodiSta kroz otvorene usmjerene bridove.
Perkolacijska vjerojatnost je

0 (p) = P,(Cl = oo),

a kriti¢na vjerojatnost
— -
Pc(d) =supi{p : 6(p)=0}.

U ovom slucaju perkolacije imamo dodatan zahtjev na usmjerenost bridova. Drugim rije¢ima,
postojanje beskona¢nog otvorenog klastera ovisi i o orijentaciji bridova tog klaster. MoZemo
zakljuciti da je kriti¢na vjerojatnost usmjerene perkolacije veca od kriti¢ne vjerojatnosti
obi¢ne vezne pekrolacije.

Usmjerena perkolacija se koristi 1 za modeliranje Sumskih pozara kada imamo utjecaj jakog
vjetra. U tom slucCaju smjer vjetra predstavlja orijentaciju brida.

5.3 Perkolacija prvog prolaza

Perkolacija prvog prolaza je model koji ovisi o vremenu Sirenja tekuéine. Svakom bridu
e reSetke LY pridruZujemo vremensku koordinatu 7'(e) koja oznaCava vrijeme potrebno
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tekucini da proteCe bridom e. Pretpostavimo da su slu€ajne varijable 7T'(e) za svaki e neza-
visne i nenegativne sa zajednickom funkcijom distribucije F.

Definicija 5.3.1. Neka je m put. Prolazno vrijeme T (rr) definiramo kao

T(n) = Z T(e).

eenmr
Definicija 5.3.2. Vrijeme prvog prolaza a(x,y) izmedu vrhova x i y definiramo kao
a(x,y) = inf{T(x) : 7 je put od xdo y}.

Primjetimo da je a(x, y) najmanje vrijeme potrebno da tekucina iz vrha x dode do vrha
y. Ako ishodiSte opskrbimo sa beskona¢nom koli¢inom tekucine, skup svih bridova do
kojih ¢e do¢i tekucina u trenutku ¢ je

W) ={xeZ: a0, x) < 1).

NajvaZnije pitanje kojim su se bavili bilo je kako se ponaSa skup W(¢) kada t — oo.

5.4 Protok kroz mrezu

U opisanom primjeru perkolacije prvog prolaza naglasak je bio na vremensko ogranicenje,
ali moZemo promatrati i model koji ima ogranicenje kapaciteta.

Neka je e brid kona¢nog grafa G kojem pridruZujemo nenegativan kapacitet c(e). Kapacitet
c(e) mozemo shvatiti kao gornju ogradu za koli¢inu tekuéine koja moze proci bridom e u
jedinici vremena. Neka su § 1 T disjunktni skupovi vrhova koje redom zovemo skup izvora
1 skup ponora. Nenegativan broj f(e) nazivamo tok od § do T gdje za

)= D" f@ww) = > f(v,w)

vrijedi I(v) = 0 zasvakivchv¢ S UT.
Definicija 5.4.1. Tok f je dopustiv ako vrijedi
f(e) < c(e) za svaki brid e.

Definicija 5.4.2. Vrijednost dopustivog toka definiramo kao

Z[(v), vgSUT.

veS
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Maksimalni tok je najveca vrijednost od svih dopustivih tokova. Formaliziramo opisani
primjer pomo¢u teorije perkolacije. Neka je L¢ refetka. Pretpostavimo da je (c(e) : e €
E?) familija nezavisnih slu¢ajnih varijabli koji imaju zajedni¢ku funkciju distribucije F.
Interesira nas tok kroz veliki kvadrat. Ozna¢imo sa U, kvadrat [0, n]¢ od resetke L.

Dno od U, je
Sn=10,n]"" x {0},

avrhod U, je
T, = [0,n]""" x {n}.

Glavno pitanje kojim su se bavili je §to moZemo rec¢i o maksimalnom toku od S, do T,
kroz U,,.
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Sazetak

Teorija perkolacije opisuje fazni prijelaz. Postoji prirodni parametar s obzirom na ko-
jeg se ponasanje sustava drasti¢no mijenja. Takav prirodan parametar u teoriji perkolacije
nazivamo kriti¢na vjerojatnost. Postoje to¢no dvije faze procesa koje ovise o odnosu vjero-
jatnosti p koja oznacava da je brid otvoren i kriti¢ne vjerojatnosti p.. Kada je vjerojatnost
p manja od kriti¢ne vjerojatnosti p. tada se proces nalazi u subkritinoj fazi, a inace u
superkriticnoj fazi. U subkriti¢noj fazi ne postoji otvoreni beskonac¢ni klaster, dok u super-
kriticnoj fazi postoji. Ako je vjerojatnost postojanja beskona¢nog otvorenog klastera strogo
pozitivna tada gotovo sigurno postoji tocno jedan takav klaster. 1z osnovnog procesa teorije
perkolacije mozemo razviti znatno kompleksnije procese, te samim time znatno prosiriti
njihove primijene u biologiji, fizici, kemiji i astronomiji.



Summary

Percolation theory describes a phase transition process. There is a natural parameter which
describes sudden change in the behavior of the system. Such natural parameter in percola-
tion theory is called critical probability. There are two stages of the percolation process that
are determined by the value of critical probability p. and the probability p of a fixed edge
being open. When the probability p is less than the critical probability p. then the process
is called the subcritical phase, otherwise it is known as supercritical phase. Open infinite
cluster does not exist in the subcritical phase while in the supercritical phase it exists. If
the probability for the existance of an infinite open cluster is strictly positive then there is
almost certainly unique. From the basic process of the percolation theory we can develop
much more complex processes, and thus significantly expand the range of their application
in biology, physics, chemistry and astronomy.
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