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1 Uvod

U ovom diplomskom radu odstupamo od uobicajenog eksperimenta bacanja novcic¢a
i promatramo malo drugaciji eksperiment.

Oznac¢imo s X,, € {0,1} vrijednost koju nové¢ié¢ pokazuje u n-tom koraku. Radi
odredenosti, neka je dogadaj {X, = 1} da novéié¢ pokazuje glavu, a {X,, = 0} da
pokazuje pismo. Eksperiment se sastoji od toga da se u prvome koraku baca simetri¢ni
novcic¢, a u svakom iduéem koraku n > 2 okre¢emo novci¢ na drugu stranu s nekom
vjerojatnoséu p, € [0,1]. Formalno, pocetno simetri¢cno bacanje zapisujemo kao
Bernoullijevu slu¢ajnu varijablu X; ~ B (3) i uz p, € [0,1],n > 2, niz vjerojatnosti
okretanja novcic¢a u n-tom koraku. Za n > 2 imamo:

¥ 1—X,_1, s vjerojatnoséu p,
" X1, s vjerojatnoséu 1 — p,,

Dakle, poslije prvog bacanja, u n-tom koraku okre¢emo novci¢ na drugu stranu s
vjerojatnoséu p, za n > 2. Uvedimo oznaku

Ty = X1+ + X,

krajnji cilj ovog rada je doznati grani¢nu distribuciju od %, tj. udio pojavljivanja
glave /pisma prethodnog izraza kako N — oc.

U radu ¢emo promatrati najvise kako pocetni vjerojatnosni niz (p,)nen utjeée na
gornju granicnu distribuciju. Vidjet ¢emo da ako taj niz jako brzo pada prema nuli,
tj. ako okretanje novéci¢a rano uspori, tada ¢e granic¢na distribucija biti Bernoullijeva
slucajna varijabla. Nadalje, promatrat ¢emo i slucajeve kada niz (p,) sporije pada
prema nuli pa ¢emo pokazati da tada grani¢na distribucija prati normalnu ili beta
razdiobu. Jos éemo odgovoriti na pitanje uz koje uvjete na (p,) vrijede zakoni velikih
brojeva. Za kraj, komentirat ¢emo kako simetri¢nost novéi¢a utjece na sve dokazane
rezultate.

U teoriji je lakse raditi sa simetri¢nim sluc¢ajnim varijablama, pa u nastavku rada
umjesto slucajne varijable X, ¢emo bez smanjenja opéenitosti promatrati slucajnu
varijablu Y,, = 2X,, — 1 € {—1,1}. Sli¢no kao i ranije, vidimo da za transformirane
slucajne varijable Y,, vrijedi

v — 1, s vjerojatnoséu
! —1, s vjerojatnoséu

D= N[



izan>2
v - —Y,_1, s vjerojatnosséu p,
" Y, 1, s vjerojatnosséu 1 — p,

pa ¢emo umjesto T promatrati
Sy=Y1+-+Yn.

Nadalje, Neka su Wy ~ B (3),Ws ~ B(pa2), W5 ~ B(ps),... nezavisne slucajne
varijable. Tada varijablu Y,, mozemo zapisati kao

Y, = (—1)Zi= e,
Primjetimo da za nas niz (p,), oy sada vrijedi
pn=P(W,=1), VneN.
Propozicija 1. Neka je A
J

€ij = H (1 — 2py). (1)

k=i+1

Za niz slucagnih varijabli (Y, )nen vrijedi
1. E(Y,) =0, VneN.
2. Var(Y,) =1, VneN.
3. Corr(Y;,Y;) =e;5, Vi,jeN.
4. E(YVilY)) = e, VijeN.

Dokaz. Imamo

n

E(Y,) = E [(-1) %] = (nezavisnost) = [ E[(-1)"] =



Var(Y,) = E(Y?) =E {((—1)22—1 Wkﬂ —E(1) = 1.

3.
; J
Corr(V;, ¥;) = Cov(¥;,Vj) = B [(=1)Z0a ™| = ] B(-1)" =
k=i+1
J
== H (1 — ka) = eij'
k=i+1
4. .
E(Y;|Y;) = B |(-1) % "] = ey
[
Primjetimo da za K = 2m i izbor 41 < 19 < --- < ix vrijedi sljedece za slucajne

varijable (W,,):

lek—i-iwk—i-—i-iwk: 22 W+ 24 Wie+...+ i W, (mod2)
k=1 k=1 k=1

k=i1+1 k=iz+1 k=i _1+1
Iz toga slijedi

Korolar 2. Za svaki K = 2m 1 izbor iy < ig < --- < 1ix vrijedi

E(Y, Y, - Yi) = €irinCigis " Cire_yigc- (2)
Dokaz.
E(Y;,Y;, - Y;,) = E(_l)Zlel Wit T2, Wi A58 Wi _
_ E(—l)zﬁf:”“ WHZZ“:QH Wk+---+22}§iK71+1 Wi
= Ci1isCigiy " " Cig_qigc- (3)
[



Korolar 3 (Procjena korelacije). Pretpostavimo da klim pr = 0 @ neka je n, € N
—00

takav da py < 1/2 za k > n,. Tada za n, < i < j vrijedi

exp (—2 Z pk> . H (1—7k) <ejj <exp (—2 Z pk> ,

k=i+1 k=i+1 k=i+1

gdje je ry = 2pie*Pr.

Nadalge, za bilo koji C > 1, postoji ng € N takav da za ng <@ < j vrijedi

J J
exp (—20 Z pk> < ejj < exp (—2 Z pk> :

k=i+1 k=i+1

Napomena 4. Primjetimo da izraz iz prethodnog korolara

(25 0)

k=it1
brzo tezi k nuli.

T

Dokaz. 1z Taylorovog teorema o ostatku, funkciju x +— €™, za > 0 mozemo razviti

1'2

kao Taylorov polinom prvog stupnja s ostatkom R;(x) = 5 e ¢, gdje je c € (0, z):
72
e’ =1—x+ R(x) zl—x—i-?-e_c.
To drugacije mozemo zapisati kao
72
e’m—(l—x)ZT-e’czo, x> 0. (4)
S druge strane vidimo i
2 2
e_x—(l—x):%-e_cg%-l, x> 0. (5)

Sada iz nejednakosti i proizlazi sljede¢a nejednakost

22
Oge_x—(l—x)gg, x> 0.



Uvrstavanjem x = 2p, > 0 u gornju nejednakost dobivamo
0<e 2Pk —(1—2p) < 2p2,

iz ¢ega slijedi
e Pk —2p2 <1 —2p;, < e, (6)

Kako je
e r(1 — 1) = e P (1 — 2e*Prp?) = e Pk — 2p3

uvrstavanjem natrag u () dobivamo
e (1 — 1) = e 2Pk —2p7 <1 — 2y, < e 2Pk,
Sada mnozenjem u gornjoj nejednakosti po indeksu k£ od i+ 1 do j kona¢no dobivamo
J J J
exp | —2 Zpk . H (1—rk) <ej<exp|—2 Zpk )
k=i+1 k=i+1 k=i+1
Slicno slijedi i druga tvrdnja jer se lako pokaze da za dovoljno male x > 0 imamo

T <1 <e™



2 Posebni slucajevi

2.1 Apsolutna sumabilnost vjerojatnosnog niza

U ovom potpoglavlju pretpostavljamo da za niz (p,) vrijedi

S p < oo

neN

Lema 5 (Borel-Cantelli). Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor te neka je (Ey,)nen
niz dogadaja na tom prostoru. Ako vrijedi

> P(E,) < 0,
n=1
tada je vjerojatnost da se beskonacno mnogo tih dogadaja ostvari jednaka nuli, tj.

P (lim sup En) = 0.

n—o0

Propozicija 6. Uz sve navedene pretpostavke na nizove (p,) i (X,), vrijedi:

X+ -+ Xy
N

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je kodomena slucajne varijable A}im
—00

jednaka skupu {0,1} g.s.
Primjetimo da je

ipn = iP(Wn =1) < oo,
n=1 n=1

pa je pretpostavka Borel-Cantellijeve leme zadovoljena, sto znaci da je

P (lim sup{W,, = 1}) = 0. Dakle, dogadaj {W,, = 1} se pojavljuje najvise konacno
n—oo
mnogo puta, tj. novci¢ se okreée najvise konaéno mnogo puta gotovo sigurno.

Oznac¢imo s A := limsup{W,, = 1}, tada ocito vrijedi P(2\ A) = 1.

n—o0

Neka je sada w € Q\ A, imamo dva slucaja:



1. (Gnp e N)(Vn e N)(n > ng) X,(w)=1.

Za N > ng imamo

Xiw) 4 Xv(w) _ Xa@) o Xy (@) | Xgra(w) &+ Xvleo) _
N N N

Xi(w) + -+ X, (w) N N —ng

Uzimanjem limesa slijedi

A N

2. (Ing e N)(Vn e N)(n > ny) X,(w)=0.

Za N > ng imamo

Xi(w) 4+ -+ Xy(w) _ Xi(w) 4+ -+ Xpy (w) N Xngr1(w) + - Xy (w) _

N N N
i)+t Xagw) | O
N N’

Uzimanjem limesa kona¢no dobivamo

L K)o+ X ()

N—oo N =0

Dakle pokazali smo da je prostor stanja jednak {0, 1} gotovo sigurno. Preostaje jos
samo pokazati da vrijedi

P(Nhféo N _O> _PQE& N _1) )

Kao $to smo ve¢ komentirali, dogadaj {W,, = 1}, n > 2, se pojavljuje najvise konacéno
mnogo puta, tj. novci¢ se okreée najvise konacno mnogo puta. Dakle, nas proces
okretanja novcica se poslije nekog koraka stabilizira.

Jedan moguéi niz poprimanja vrijednosti niza (X,) bi bio

1,0,1,0,1,1,...,1,1,...



Iz gornjeg vidimo da smo dobili niz: glava, pismo, glava, pismo, tada se proces
stabilizirao i samo su se glave pojavljivale. Ako te vrijednosti prevedemo u vrijednosti
niza okretanja (W,,),>2 tada taj niz poprima sljedece vrijednosti

1,1,1,1,0,0,...,0,0,...

jer smo poslije prvog slucajnog bacanja okrenuli novéié toéno cetiri puta za redom, a
poslije toga ga vise nismo okretali. Primjetimo da npr. slu¢aj za realizaciju od (X,,)

1,0,1,0,...,1,0,1,0,...
nije mogud, jer tada je realizacija pripadnog niza okretanja (W,,),>2 jednaka
1,1,1,1,...,1,1,...
sto je u kontradikciji s Borel-Cantellijevom lemom.

Oznac¢imo
TV = {(i1, 2, ... ,in)|n € N,ip € N,2 <4y <iy < --- < i,, n neparan}
TP .= {(iy,dg, ... ,in)|ln € N,ip € N,2 <4y < iy < --- < i,, n paran}.
Nadalje, definirajmo oznake

W(ZN) = U <th{ml —1}n {Z Wi, =2n — 1})

(i1, yi2n—1)ETN JEN

wIty = (2n{ml:1}ﬁ{zmj:2n}>.

(il,...,izn)EIN jeN

Primjetimo da je W (Z") skup svih dogadaja gdje se novéié¢ okreée neparno mnogo
puta, a W (Z?) oznacava dogadaje okretanja novéiéa parno mnogo puta. Pokrili smo



sve slucajeve gdje je {W,, = 1} za kona¢no mnogo n > 2. Sada imamo:

IP’(A}i_I&XlJF']'V'jLXN :o> —P({X, =0} W (Z7)) + P ({X, = 1} n W (V)

= (nezavisnost)
— P({X, = 0}) P (W (Z)) + P({X, = 1}) P (W (ZV))
= (P(Xl =1)=P(X;=0) = %)

= P({X; = 1}) P (W (Z7)) + P({X; = 0}) P (W (ZV))
=P({X;=1}nW (Z")) + P({X1 =0} nW (ZV))

X 4+---+X
_ (1 1+ Nzl)_

N—oo N

Kako zbroj tih dviju vjerojatnosti mora biti jednak jedan, zakljucujemo da vrijedi:

. X e+ Xy X e+ Xy 1
P S o) = (i BT ) <

2.2 Harmonijski niz

U ovom potpoglavlju modeliramo inicijalni vjerojatnosni niz (p,)nen kao

Odmabh je jasno da ne mozemo iskoristiti rezultate iz Potpoglavlja zbog poznate
¢injenice da harmonijski red divergira, tj.

— 1
IEER
n
n=1
pa ne mozemo iskoristiti Borel-Cantellijevu lemu. Kako bismo uspjeli dokazati nesto

viSe o zakonu razdiobe takve slucajne varijable, trebamo uvesti vise pojmova.

Definicija 7. Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i X : 2 — R slu¢ajna varijabla
na tom prostoru. Pretpostavimo da postoji 0 < § < 1 takav da vrijedi

E(e™) < oo, |t <.



Funkcija M : (—0,9) — R definarana s
M(t) := E(e™)
zove se funkcija izvodnica momenata slucajne varijable X.

Propozicija 8. Za funkciju izvodnicu momenata vrijedi:

M(t):Z%.

Dokaz. 1z definicije mora vrijediti E(e!™) < oo, za |t| < §. Slijedi:

E() = E(eMxx0)) + E(e™x(x<0)
(€ xxz0) + E(e™ xyx<op)
() + E(e™) < 0.

Dakle, E(e!*!) < oo, za |t| < §. Iz Taylorovog zapisa imamo:

o

tn|X‘n
tX] _ i kel B
€ o Z n!
n=0
Iz toga slijedi da ocekivanje mozemo zapisati kao:
axly o (N X _ - ME(X])
E(X) = (2% w = (LTMK) = z% o < 00,

gdje LTMK oznacava Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji. Kako je gornji
izraz konacan slijedi da je dobro definiran sljededi izraz i vrijedi

M(t) =E(X) =E (Z tn§n> => %.

O

Korolar 9. Neka je X slucajna varijabla s pripadnom funkcijom izvodnicom Mx na
nekom otvorenom intervalu (—0,0), gdje je 0 < § < 1 7 vrijedi Mx(t) < oo za |t] < 0.
Tada vrijedi

MP(0) = B(X™).

10



Dokaz. 1z prethodnog teorema znamo da je

M-S t"E(X™)

n!
n=0

i da red s desne strane konvergira. Kako pripadni red potencija konvergira na otvore-
nom intervalu, znamo da je diferencijabilan pa deriviranjem po varijabli ¢t na (—d, )

dobivamo X
, L tLE(XT)
M) = Z (n—1)!

n=1

Slicno, ako ponovimo taj korak k£ puta imamo

X yn—k n
M) = 3 TS

Uvrstavanjem ¢ = 0 slijedi da je
M (0) = E(X"),
¢ime je dokaz gotov. [

Teorem 10. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i X,Y : Q — R sluc¢ajne vari-
jable na tom prostoru. Neka su Mx, My : (=6,0) — R pripadne funkcije izvodnice.
Tada vrijedi

(Vt € (=0,0)) Mx(t) = My(t) = X i Y su jednako distribuirane

Sada ¢emo uvesti jedan vazan pojam u teoriji vjerojatnosti, a to je pojam slabe
konvergencije.

Definicija 11. Neka je (i, )nen niz mjera na prostoru Borelovih skupova B. Kazemo
da (u,) slabo konvergira k mjeri u, ako vrijedi

(Vg € Cp(R)) /R gdp, = /R gdp.

Pisemo 1, — . Ovdje Cy(R) oznacava skup svih neprekidnih, ograni¢enih funkcija
na R.

11



Opcenito, kada radimo s vjerojatnosnim mjerama, slaba konvergencija je vazan po-
jam. Naime, poznata je ¢injenica je da postoji 1 — 1 veza izmedu funkcija distribucija
i vjerojatnosnih mjera induciranih slucajnim varijablama. Pojam slabe konvergencije
vjerojatnosnih mjera je vazan jer on implicira konvergenciju po distribuciji. Navo-
dimo sljededi rezultat bez dokaza (vidjeti [6], Teorem 18.1.)

Propozicija 12. Neka je (X,)nen niz slucagnih varijabli na nekom vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P). Oznacimo zakon razdiobe od X,, s

P.(B) =P(X,, € B), BebB

te funkciju distribucije od X,, s F,,. Tada, ako postoji vjerojatnosna distribucija P za
koju vrijedi P,, = P, uz F(x) := P((—o0, x]) vrijedi

F,(z) = F(z), Vze C(F),

gdje C(F) oznacava tocke neprekidnosti funkcije distribucije F. Drugim rijecima,
postoji slucajna varijabla X takva da X, 'S
Sada vidimo vaznost slabe konvergencije mjera u teoriji vjerojatnosti. Navodimo

jedan vazan rezultat koji ¢e nam pomoci pri dokazivanju vecéine kljuénih teorema u
ovome radu (vidjeti [4], Teorem 3.3.26.)

Teorem 13. Neka je (X,)nen niz slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) s pripadnim nizom funkcija distribucija (F,)nen. Ako za svaki k € N vrijedi

lim E (X,{f) = lim /xden(x) =: pp < oo i ako dodatno
n—oo 0

n—oo
1/2k
li 2k~ 7
msup = - < 0o, (7)

tada niz (F,) slabo konvergira prema jedinstvenoj distribuciji s tim momentima.
Napomena 14. Carlemanov kriteriy glasi:

00 —1/2k

Z ( / x%d,u) = 0.

k=0 R

Ako vrijedi Carlemanov kriterij umjesto uvjeta (@, tada isto vrigedi zakljucak Te-
orema [13.

12



Napomena 15. U prethodnom teoremu tvrdimo da niz (F,,) slabo konvergira prema
jednistvenoj funkciji distribucije s jednakim momentima, $to je iz Propozicije e-
kvivalentno tome da pripadne slucajene varijable (X,,) konvergiraju po distribuciji k
jedinstvenoj slucajnoj varyyabli s tim momentima.

Lema 16. Uniformna distribucija U ~ U[—1, 1] ima funkciju izvodnicu momenata

t —t

My (t) = <00, te[-1,1]

1 za njene momente vrijedi

1

> [Uk] D St za k paran
0,

za k neparan

Dokaz. Pokazimo prvu tvrdnju za funkciju izvodnicu momenata.

1 t —t

1 _
My (t) = Eexp (tU)] = / Setugy = S —°
12 2t
Nadalje, za momente vrijedi
| 1 [urtt\ 2 ! n paran
E(U”):/ —-u”du:—-( )‘ =<¢n+1’
-12 2 \n+1/ 11 0, n neparan

Lema 17. Za svake K, N € N takve da K < N, vrijedi sljedece

Zn(n_l)m(n_m:(N+1)]I\2.J.F.Q(N—K)_ (8)

n=K

Dokaz. Prisjetimo se da vrijedi relacija

SO0 =Gt

J=k

pa uvrstavanjem m = 0 u gornju relaciju dobivamo

>(1)=(1) ®

Jj=k

13



Sada za sumu iz (8) vrijedi

ﬁ: n(n—1)...(n—K) = (K +1)! ﬁ: (K11)=<K+1)!.(g1;)

n=K-+1 n=K+1
(N+1)N - (N — K)
K+2 ‘

]

Lema 18. Neka je n € N proizvoljan i is,, ianr1 € N takvi da 2n < iop, 2n+1 < 9,1
1 lop < lopt1- lada vrijedi

i2n+1—1
> (izn — 2n)(izn — (20— 1)) -+ iz — 3)(izn — 2)
ton=2Nn
1 . ) )
= %(2271—1—1 — (2n + 1))(2277,—1—1 — 2n) R (7'2n+1 — 2) (10)
Dokaz.
ion41—1
> (izn = 2n)(ian — (20— 1)) -+ iz — 3)(izn — 2)
12 =21
12n+1—1
= > (i —2n)(ion — (20— 1)) -+ (izn — 3) (20 — 2)
ion=2n+1
ton4+1—1 i 9 12n4+1—3 i
- S () =ee 3 ()
ton=2n+1 t2n=2n—1
= = (2n — ].)' . i2n+1 -2 = i(iQn_i_l - (2n + 1))<i2n+1 — 2TL) tee (i2n+1 — 2)
2n 2n

O

Sada smo spremni na dokaz glavnoga teorema ovog potpoglavlja.

Teorem 19. Uz pretpostavku p, = %, n > 2, vrijeds

it +Yy o
_ =

N U[-1,1].

14



Dokaz. U dokazu ovog teorema koristit ¢emo Teorem Prvo moramo saznati koji

su momenti niza slu¢ajnih aritmetickih sredina iz iskaza.

Iz definicije od e;; i uz p, = % imamo:

B j B J 2\ _j-2 j-3 i-1_(i—1)
eij—H(l—ka)—H(l_E)_ j 'i+1_(]'—1)j'

-1
k=i+1 k=i+1 J

Sada iz slijedi:

E(Y,Y,...Y, )= i(in—1) is(is —1) ig1(ik-1—1)
1112 1K 7:2(7:2 . 1) ’L'4(7:4 o 1) /LK(ZK _ 1) .

Prisjetimo se da je Y,, simetri¢na sluc¢ajna varijabla, Sto povlaci da je distribucija od
Sy simetricna, iz cega odmah slijedi da su neparni momenti od Sy jednaki nuli, t;.
E(SM) =0, za sve M € N, M neparan. Za parne K koristimo multinomni teorem:

ESK =T+ K! > E(Y;,Y;, ... Y,

1<i) <ig<-<ig <N

Ovdje I oznacava sumu produkata po svim K-torkama iy, o, ..., 1k takvih da postoje
bar dva indeksa i, i i, za koje vrijedi i, = i,. Primjetimo da je ¥; € {—1, 1} pa iz toga
slijedi da |Y}| <1, za l > 1. Sada znamo mede od I, |I| < m(N, K), gdje m(N, K)
oznacava broj takvih produkata gdje postoje bar dva ista indeksa u produktu.

Kako postoje bar dva ista indeksa u produktu, produkt Y;, Y;, - - - Y;,, mozemo zapi-

sati kao Y;ZYHY - Yi. ,, gdje su i, 11,99, . ..,1x_o indeksi, ne nuzno razliciti. Kako

svaki indeks mozemo odabrati na N nacina, matematickom indukcijom se lako pokaze
da vrijedi m(N, K) < N - NE=2 = NX=1 4 to odmah povlaci |I| < N¥-L,
Sada imamo

ESK = K > E(Y;,Y;,...Y:) + ONEY), (11)
1< <ig < <ig SN

Procijenimo sumu ocekivanja:

Y EYLY,.. Y=Y (i = 1) dalig = 1) dx—alis = 1)

1<i1 <ip<-<ig <N 1<y <ig<m<ig <N © ia(is — 1) ala = 1> ix(ix = 1)
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Iz gornjega slijedi da je

1< <ig < <ig <N
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Iz toga slijedi

ESy = K!

(K+1)!
(SWN)K] = KLH +O(N),

pa kada N — oo dobivamo:

lim E (SZI\?) {O, K neparan
im ) = .

E

N K L
—00 N i1 IS paran

Sada iz Leme [16| znamo da za U ~ U([—1,1]) vrijedi

0, K neparan
EUX = 1

K——|—17 K paran

Kako smo pokazali da je

N—oo NK

SK
lim E (—N) =E (U")
1 jer ocito vrijedi

]E (XQk)l/Qk 1
lim sup ————— = lim sup =0 < o0,

iz Teorema [13] konacno slijedi da

S—A][V 2 U([-1,1]).

2.3 Generalizirani harmonijski niz

Neka je a > 0 fiksan, realan broj. Niz (p,).en sada definiramo kao
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Definicija 20. Funkciju B : R x RT — R sa zakonom pridruzivanja

1
B(z,y) ::/ "1 — )Lt
0

nazivamo beta funkcija.

Definicija 21. Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor. Za slu¢ajnu varijablu X :
 — R kazemo da ima simetri¢nu beta distribuciju oko tocke 1/2 s parametrom
a > 0, u oznaci X ~ Beta(a), ako je funkcija sa zakonom pridruzivanja

L_pa=l(1—z)t  2e(0,1)

fx(wia) = {Bw’a)

0, inace.
vjerojatnosna funkcija gustoée od X.

Definicija 22. Besselova funkcija prve vrste definira se kao

[e.9]

1 T\ 2m+ta
Bessello(z) = Z m!l'(m+ o+ 1) (5) '

m=0

Definicija 23. Neka su a,b € R proizvoljni. Uz oznaku

" i=clc4+ 1) (c+n—1),

definiramo konfluentnu hipergeometrijsku funkciju kao

oo

al™zn

n=0

Moze se pokazati da postoji veza izmedu konfluentne hipergeometrijske funkcije i
Besselove funkcije (vidjeti [1], jednakost 13.6.3):

2 t 1/2—a 1 +
F(t;a,2a) =e 2 r a+§ Bessell, 1 5) (12)

S druge strane, moze se uspostaviti veza izmedu konfluentne hipergeometrijske funk-
cije i funkcije izvodnice momenata simetriéne beta razdiobe (vidjeti 2], jednakost
25.17):

MBeta(a) () = F(t; a,2a).

Uz gornje rezultate, vrijedi sljedeci korolar
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Korolar 24. Za funkciju izvodnicu momenata simetricne beta razdiobe vrijeds

AN 1 t
Mpeta(a)(t) = € 1 r a—l—é Bessellafé 5) (13)

U ovom potpoglavlju ¢emo slicnim metodama kao u prethodnom potpoglavlju po-

a X1+ + X, . e
kazati da u slucaju p, = —, a > 0, kvocijent Lt konvergira po distribuciji

k Beta(a). Kako bismo koristili prethodne tehnike, moramo znati kako izgledaju
momenti simetri¢ne beta razdiobe. Beta(a) ima sljede¢e momente ([3], Appendix A

- Standard Distributions)
k

a+1—1
Hk = E 2 +1—1
Uz jednakost , za funkciju izvodnicu momenata vrijedi

ﬁa+l—1 ﬁ_
2a+1—1) K

=1

1/2—a 1 +
> r <a + 5) Bessell, 1 <§> . (14)

Lema 25. Vrijede sljedece dvije jednakosti

exp {;::llog (1—%“)} :exp{O <‘72_22> —2a i %} (15)

MBeta(a) (t) =1+

_ 2

e IMe

n=i+1
2.
exp{(’) (j,_i)—Qa z]: l}:exp{(’) (j,_Z)—Qalog(‘i)}. (16)
12 S i? i
Dokaz. 1. Pretpostavimo bez smanjenja opcenitosti da je ¢ > 4a takav da vrijedi
20 1

— < —,zan >i.
n 2

Taylorovim razvojem logaritamske funkcije slijedi nejednakost ([8], Lema 8.1)

11
|log(1 — ) + 2| < 22% Vze (—5, 5) :
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Iz toga slijedi

2 2 2a\°
o (1-2) =2 10 ((_) )
n n n
Sada sumiranjem gornje relacije po indeksu n od i + 1 do j dobivamo

Ses(1-2)=uy tiyo(h).

n=t+1

Medutim, kako je

j—i
72

slijedi da je zadnji clan u 1) jednak O <

), iz Cega slijedi 1’

. Oznacimo

1
Hj :ZE

n=1

Moze se pokazati da vrijedi sljedeca relacija ([1], 6.13.18)

11 1
H, = log(j - S
i =los(7) +7+ 55— 19 F g

1
O<e< ——=
“ €= 95256

gdje je v Eulerova konstanta. Iz gornjega ocito slijedi

1 1
H; = log(j — — .
j 0g(])+7+2j+0<j2)

Racunamo
J
1 . 1 1 ) 1 1

n=i+1
e [ 1 1 R T A S ) 1
_1°g<i)+(2j 2z'>+0(z‘2> _1°g<i)+ 20 +o<i2)
J J—1 1 J J—1
< - 5 == - .
_log(i>+ 572 +O<i2) log(z,>+(’)( 3 )

Sada iz gornjeg racuna vidimo da o¢ito vrijedi ((16)).
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Teorem 26. Vrijed: N
%Z X; 2 Betala).
i=1
Dokaz. Pri dokazivanju ovog teorema ¢emo ponovno iskoristiti dokaz Teorema
Prisjetimo se oznake N-te parcijalne sume sluc¢ajnih varijabli (Y},)
Sy=Yi+- -+ Yy,
i parcijalne sume za varijable (X,,)
Ty =X1 4+ Xn.

Iz iskaza propozicije vidimo da zapravo trazimo distribuciju od limy_,o, T /N, no nju
¢emo dobiti preko distribucije od limy_,o, Sy /N. Kako bismo to uspjeli, prvo moramo
pronaéi momente od limy_ o, Sy/N. Sada pomocu relacija i (16]) racunamo

ei; = ﬁ(l—?pn): f[ (1—E>—exp{z log(l——)}

n=1+1

o) g -l () )
:%.(1+O(j;i)). (18

U ¢lanku [5] je pokazano da za parne K-ove vrijedi

ESE = K1 > E(Y;,Y,...Y:,) + O(NKY
1<i1 <o < <ig <N

| g i ZK K-1

= K| > S B O(NET

B KINK(14+O(N7Y)

- (1+2a)-2-(3+2a)-4---(K—1+2a)-K
B KINK(1+O(N7Y)

- K!N(1+2a)-(342a) - (K —1+2a)
B (2m)IN?™(14+ O (N7Y))

~2mml(1+ 2a) - (34 2a) - (2m — 1+ 2a)

+ O(NET

+ O(NE™Y) = (K = 2m, K!l =2™m!)

+ O(N?*™ 1), (19)
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Sada uz K = 2m imamo

SN\ (SN _ (2m)!(1 4+ O (N71)) o
* (W) - (N2m) = mml(1+2a)- 3+ 2a) - (2m—1+2a) O(NT")/N
N—o0, (2m)!

" mml(1 4 20) - (34 2a) - @m—1+2a)  F2m
Nadalje primjetimo da vrijedi sljedeca relacija

Sn
N

el Yl 1414 4]
= N - N

=1,

iz ¢ega slijedi da za svaki m € N

— <1l= pom =E || = <1
(5)" 1= [(3)7):
Gornje sada oc¢ito povlaci da
1/2m 1
lim sup 22— < limsup — = 0 < oo,
m—00 m m—00 m

pa su sve pretpostavke Teorema ispunjene. Sada je joS potrebno ispitati kojoj
distribuciji ti momenti pripadaju. Oznac¢imo s V¥, jedinstvenu distribuciju za koju
vrijedi
0, K neparan
E(05) = (2m)!

K=2
omml(1+ 2a) - (3 + 2a) -~ (2m — 1 + 2a)’ "

Za parne momente K to mozemo zapisati kao:
2m)!l 1/2
]E(\IICIL(): (m> (CL+ /) )
22nN(m+a+1/2)

Sliénim argumentima kao kod zapisa funkcije izvodnice momenata iz (13)), za funkciju
izvodnicu momenata od ¥, vrijedi:

& t2m
M,y(t) =FEeM* =1+ = .
(t) 7nz:IQWWn!-1_[1.:1(20L+2z—1)
= Bessell,_1/o(t)T'(a + 1/2)(t/2)"/*. (20)
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Primjetimo da je M,(t) < oo, za sve t € [—1, 1].

Sada iz Teorema zakljuéujemo kao i ranije da Sy/N LN V,. Primjetimo da iz
definicije od Ty i Sy vrijedi

Sy = 2Ty — N,
iz ¢ega direktno slijedi da je
Ty 1 S 1
N 2 N 2
Ty 1w U, +1
Tada za WN = ;Xk ixg = — ocito slijedi

el
Il
—
e
I

1

Potrebno je jos pokazati da je x, ~ Beta(a). Iz formule funkcije izvodnice mome-
nata M, od U, iz i uz definiciju funkcije izvodnice momenata simetriéne beta
distribucije iz vidimo:
E(etxa) — E<et\11a/2+t/2> _ et/2Ma(t/2)
= et/zBessella_l/Q(t/Z)F(a +1/2)(t/4)Y? = Mpeta(a)(t)-

Pa kako su Mpeta(a) 1 My, jednake i konacne na intervalu [—1, 1], zakljucujemo da
nasa tvrdnja vrijedi, tj.

N
1
N Z Xp 2 Beta(a).
k=1
[

Primjer 27. Uvrstavanjem a = 1 u formulu, direktno slijedi da niz konvergira po
distribucigi k U([—1,1]), $to smo ve¢ pokazali Teoremom [19 Za ostale slucajeve
1mamo

o Arkus sinus: Za a = %

- tQm 1 " cos
E@tq} = Z{)m = BCSS@Z[{)(t) = ;/0 et (H)de
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Moze se pokazati ([1], formula 29.3.60) da je funkcija gustoce od Wq/o

1

—, —1l<z<l1

fo, ), () = /1 — a2 .
0, mace

o Polukrug: Za a = 3/2.
2Bessell; (t 1 [
Ee = M = —/ "% cos 0df = Besselly(t) — Besselly(t).
T Jo
S funkcijom gustoce ([1], formula 9.6.19):

2
—V1-22 —-l<z<l

qu3/2 ([L’) = ™ .

0, mace

e Generalan slucay:
Gustoéa od ¥, je dana s

L(1+1/2)

f‘I’a<x) = F(a)ﬁ

(1—a2b)*! 20 —1<x<l

Za m € N imamo:

1 1
/ 2?7 (1 — %) Mo = / Yy V2(1 — )" Ydy = Beta(m 4+ 1/2,a) =
- 0

1 _ I(m+1/2)I'(a)
C T(m+a+1/2)

2.4 Generalizirani red potencija

Fiksirajmo v, a > 0 i definirajmo sada

Primjetimo da za v > 1 vrijedi

[e's) 00
a

E Pn = § — < 09,
ny

n=1

n=1
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a taj slucaj smo pokrili Propozicijom [0, dok smo slucaj v = 1 pokrili Teoremom
Dakle, preostaje jos samo ispitati konvergenciju za 0 < v < 1. Prije toga,
moramo uvesti par pojmova koji ¢e nam pomoci pri dokazivanju glavnog teorema
ovog potpoglavlja.

Definicija 28. Neka je M familija kona¢nih mjera na prostoru Borelovih skupova
B. Za familiju M kazemo da je napeta ako

(Ve > 0)(3K, C R)(K, kompaktan) u(R\ K,) <e€, Vue M.
Sa slabom konvergencijom vezemo i pojam relativne kompaktnosti.

Definicija 29. Neka je M familija kona¢nih mjera na B. Kazemo da je familija M
relativno kompaktna ako za svaki niz u M postoji podniz koji slabo konvergira
prema nekoj kona¢noj mjeri na B.

Slijedi jedan od centralnih teorema moderne teorije vjerojatnosti, dokaz se moze
nac¢i u [9] (vidjeti Teorem 13.17.)

Teorem 30 (Prohorov). Neka je K = {F;: i € I} familija funkcija distribucija na
R. Ako vrijedi

Fi(o0) — Fi(—o0) < M < 00, Vi€l
tada je familija IC napeta ako i samo ako je ona relativno kompaktna.

Korolar 31. Neka je (P,)nen mapet niz vjerojatnosnih mjera. Ako svaki slabo kon-
vergentni podniz (P, ) slabo konvergira prema istoj vjerojatnosnoj mjeri P tada kon-
vergira i cijeli niz prema toj mjeri, tj. P, = P.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. P, £ P. Tada postoji neki g € Cy(R), podniz
(P,,) od (P,) i€ >0 takav da

/gd]P’nk —/gdP’ >e¢, VkeN. (21)
R R
Kako je (P, ) napet i ogranicen niz vjerojatnosnih mjera, po teoremu Prohorova slijedi

da je on relativno kompaktan. Znaci postoji podniz (Py, ) od (Py,) koji konvergira

slabo k nekoj vjerojatnosnoj mjeri Q, tj. Py, 2 Q. Iz pretpostavke korolara slijedi

da je P = Q. Dakle
/ngP’nk —>/gd]P’,
R ! R

sto je kontradikcija s . Dakle, tvrdnja vrijedi. O]
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Napomena 32. Ouvaj korolar ée biti vazan u iducih par teorema jer iz njega slijedi
da ako uzmemo neki napet niz (P,),en vjerojatnosnih mjera, i ako svaki slabo kon-
vergentni podniz (P, )ken konvergira prema istoj vjerojatnosnoj mjeri, tada i cijeli
niz (P,) konvergira prema toj vjerojatnosnoj mjeri, a to ¢e nam povlaciti pripadnu
konvergenciju po distribuciji po Propozicigi[13.

Pokazat ¢emo za nasu grani¢nu distribuciju da vrijedi sljedeci teorem:

S
Teorem 33. Niz N(+ konvergira po distribuciji prema N(0,0?%), gdje je
21
a(l—7)
Prije dokaza samog teorema, promotrimo izraz koji ¢e nam biti koristan pri doka-
zivanju tog teorema:

Q(ng,N) := Z exp(c[ii_'y— 5 4y —iy T —HK 1_@1{ ]),

np<i1<ia<..ig <N

za velike N i fiksne ng,7vy,c. Uz K = 2m, m > 1, moze se pokazati da je Q(ng, N)

asimpototski jednak
NE@+7)/2

™ (1 —~2)mm!

Taj rezultat slijedi direktno iz sljedeée leme ([5], Appendix - Lema 1)

Lema 34. Neka je
L(149)1

i
7 e . 2041 N+
L NNet(1 —~2)! + ol )
gdje pp — 1 kako N — oo. Tada zal=0,1,...,m — 1 imamo
Q(no, N) = Z exp( [;l—& Z2l+2 +- ‘HQm 1 7’2m’y]) 2.
no+20<igy 1 <igryo<<izm <N
(22)
Nadalje, vrijedi
Q(no, N) = Zp,. (23)

Dokazimo jos jednu pomoc¢nu lemu
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Lema 35. Vrijed:

i O 1 (24)

n—o0 n

Dokaz. Imamo

) 1 1
lim (n!) = exp { lim — Zlog (E) } = exp {/ log(x)dx} =l

[
Sada smo spremni dokazati glavni teorem ovog potpoglavlja.
Dokaz Teoremal33. Neka je 1,y := Nz Mz iz iskaza teorema in, ., ~ N(0,0°),

gdje je o definirana kao u iskazu teorema. Pokazat ¢emo da 7,,n konvergira po
distribuciji k 7, . Prisjetimo se ¢injenice

0 K neparan
Enk =<7 : 25
Moy {O‘K(K — 1!, K paran (25)

Neka je sada A, A > a, dana konstanta. Po Korolaru [3| uz C' = A postoji ng =
no(a, A,v) takav da za sve i, j takve da ng < i < j vrijedi

J J
exp{—QA Z %} < ejj §exp{—2a Z %} (26)

n=i+1 n=1+1

1
Bududi da je x — - strogo padajuc¢a imamo
x

(7 + 1)1—7 — (i + 1)1—7 B /J'+1 d_x _ i i _ /j d_x B Gl=r — gt

-7 41 7

iz ¢ega pomocu slijedi

exp (-% [ - z’l—”]) < e;; < exp (—12_6‘7 [+ =+ 1>1‘”}> :

Sada uz ¢ :=2a(1 — )"t id:=2A(1 — )" vrijedi

exp (—d[j* 77 — 7)) < ey <exp (—c [(F+ 1) — (i + 1))
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Moze se pokazati da je JsvupNEnsz < oo (pogledati , slucaj m = 1). Iz toga
€

slijedi da je

PnawN(x:{‘x’ZA}):Pna“/N({x:MZ1}>:/ 1 dPnavNS
. h A {wila]/A>1) B
x? 1 /
< —dP < — [ 2%dP
= (e[l JAS1) AZ Na,v,N — A2 R Na,y, N
1
< g SRt < o0

pa vidimo da je (74 ~)nen napet niz. Kako bismo mogli pokazati konvergenciju po
distribuciji, dovoljno je pokazati da svaki slabo konvergentni podniz ima jednaki slabi
limes kao $to smo to komentirali u Napomeni[32] Pretpostavimo da je (N;);>1 podniz
1 IP)T}CL,’Y,NZ —l;;j) L. Kako je
Yi+Yo+--- Yo
(14+7)/2
N

no—l

= NI

slijedi £ = llim Ly, 4, gdje je
—00

L =P )
N, A Yno 4ot YNZ
Nl(1+7)/2

Taj limes mora biti jednak za svaki A > a (i odgovarajuéi ng = ng(a, A,)) jer pocetni
dio sume u nazivniku tezi k nuli kada N — oo, pa to ne utjece na limes.

Oznac¢imo sada parne momente od £ s My, € [0,00], m > 1. Neparni momenti
su ocito nula, zbog simetrije slucajne varijable. Nadalje, oznacimo s My, a4 x K-ti
moment od Ly, 4.

Pokazat ¢emo da za A > a i K = 2m, m > 1, vrijedi

K

em-1 o Yoo+ + Yy,

< —
A= = R e =B | T

' ' Yn+"'+YN (Zm—l)!!
<1 M =1 E |— : :
= D AR AP T N = fa(t=)]"
(27)
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Kada se gornja nejednakost pokaze, tada ¢e iz gornje procjene i iz relacije L =
li}n Ly, 4 slijediti da za svaki A > a

lim MNZ,A,K == MK, (28)
l—00

za sve K > 1. Kako vrijedi za sve A > a, kada pustimo A \, a koristeci i

imamo
(2m — !
Mg = ———". (29)
[a(1 —7)]
Primjetimo sada da relacije i ne ovise o (V;), pa to zapravo znaci da za bilo
koji takav (NV;) imamo Py, — L. Nadalje iz Leme slijedi
—00

1/2m _ 1\ nl/2m 11/2m
lim sup Mom = lim sup [(2m — D] < lim sup (2m)!!
—00 12 > 7
m m m—oo 2m [a(l — )] m—oo 2m [a(1l — )]

-1
e
_ (Lema T
la(1 —)]"?

Sada iz 1) i uz koristenje Teorernaodmah slijedi da £ = lilm Ly, a=Pno2),

za proizvoljan (N})en.
To znac¢i da moramo samo pokazati . Lako se vidi da za K = 2m

E[Yno+"‘+YN]K:]+K! Z E(}/ZEY;Q"'YZ'K)?

no<t1<io<-<ig <N

gdje I predstavlja sumu clanova manjeg stupnja (tamo gdje se indeksi ponavljaju).
Koristeci i nastavljamo gornju jednakost s gornjom ogradom

S I + K! Z eXp (C ’ UleK) ) (30)
no+1<i1 <io<---<ig <N+1
gdje je
Uiy i =01 7 — i iy T — i e i — .
Iz Leme [34] slijedi da je desna strana nejednakosti jednaka

NE@+7)/2

4K e (L o()
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Analogno se pokaze i donja meda:

KINEOQ+7)/2

(1 —~2)mm!

E[Yn0+' . ._|_YN]K > [+ K! Z eXp(d'Uh...iK) = I+

1< <ig < <ig <N

(140(1)).

Kao sto smo rekli, ostatak I je sacinjen od clanova nizeg stupnja. U raspisu od
E(Y,, +---+Yy)  zar=1,2,..., K — 1 moramo sumirati i ¢lanove oblika:
E(YPYP - YP), ng<ig<ipg<---<i, <N, p;>2Lp+p+--+p =K.
Kako je Y; = +1, tada je Y’ = 1 za parne p i Y =Y, za neparne p, zbog Cega je
dovoljno procijeniti sumu oblika

R(rsly o, by N KGy) =Y B(Y,, Y- Vi),

gdje suma ide po svim (iy,...,43,) takvim da i1 > 1, i, < K i igp1 > ig + lg,
1<, <K, zasve k.

Kako je r < K — 1 imamo da sume oblika R(r;ly,ls,...,l; N; K;~) imaju najvise
stupanj N"0+1/2 < NE=DO+/2 15 istom argumentu kao u . Broj takvih suma
ovisi samo o K pa on ne raste s brojem N.

Iz toga slijedi da za m > 1 imamo

K K
IR D P . Voo + - + Ya
(I) < hlrgglf ON(IM)/? < hlliigp o | < ),
I !
gdje je
2m)! 2m)! 2m)! 2m — 1)!!
Gy Gml Gt Gme)
[c(1 =~2)]mm! [2a(1 —~)™m!]  2mm! [a(1 =)™

Na analogan nacin se dobije

(2m — 1!
[A(L =)™

Sada vidimo da puStanjem A ™\, a dobivamo da su momenti od 7, n, jednaki za
proizvoljan podniz (N;)en, pa slijedi tvrdnja teorema.

(I):=

]
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3 Zakoni velikih brojeva

U ovom poglavlju ¢emo odgovoriti na pitanje uz koje uvjete na niz (p,)nen vrijede
zakoni velikih brojeva. Definirajmo sumu

o —-K
E(N,K):=N E CiyigCigiy " * " Cige_yig-
1< <o < <ig <N

Primjetimo da koristenjem Propozicije 1| vrijedi:

N
Var(Sy) = Var(Yy + -+ Yy) = Y Var(Vi)+ 2 > Cov(¥;,Yi,)
k=1

1<i;<ig<N

=N+2 > ey, =N+2N’E(N,2).

1<y <ig<N

To jest
Var(Sy) = N + 2N?E(N, 2),

iz cega slijedi
Var(Sy/N) =1/N + 2E(N,2). (31)
Dokazimo par korisnih lema
Lema 36. Neka je (ap)nen niz pozitivnih, realnih brojeva za koji vrijedi
Z a, < 00.
neN

Tada postogi niz (Ip)nen koji zadovoljava l, 1 > 1, za sve n € N ¢ lim,,_, 1, = 00 te
vrijedi
Z l,a, < 0o.

Dokaz. Definirajmo niz (7, )nen kao

(o]
Ty 1= E Q-

k=n+1

Kako red pridruzen nizu (a,) konvergira, zakljucujemo da je niz (r,) konvergentan i
pada prema nuli. Sada imamo

an _ Tn—1 —Tn (\/’rn_—l_\/ﬁ)(\/rn_—l—'— \/ﬁ) SZ(

g — =:1
o ot N Vin—1 = V) =t
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i kako je red > t, konvergentan (teleskopiranje), tada je i red

>

Th—
neN n—l

1
VTn—1 )

Lema 37. ([7], Lema 2) Neka je (a,)nen niz realnih brojeva za koji vrijedi

a
an, > 0, Zﬁ<oo.

neN

konvergentan. Sada uz [, =

slijedi tvrdnja leme. O

Tada postogi podniz (ay,,) od (a,) takav da

- Nk41 k—oo
E (U, < OO 1 — 1.

n
keN k

> . L Lo

Dokaz. Kako je red E — konvergentan, tada po Lemlpostop niz realnih brojeva

n
n=1

(In)nen koji zadovoljava

Lot > 1, lim 1, = oo,
n—oo

te vrijedi
= a
E l,— < oo.
n
n=1

Sada mozemo induktivno definirati niz prirodnih brojeva m(i) kao
m(1) =1, m(i+1)=m()+1+ U”—(Z)} , (32)
gdje je z — [z] cjelobrojni dio od x. O¢ito vrijedi
0<m(i+ 1) —m(i) = O(m(i)).
Sada za svaki ¢ biramo n; takav da

m(i) < n; < m(i+ 1) i definiramo a,, := min  a,.
m(1)<r<m(i+1)

Nadalje primjetimo da iz (32) slijedi

(ot + 1) = () oy = (14 72| ) by = (

m(i)

m(i)

) @y = m(7)

0
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pa pomocu te nejednakosti imamo:

m(i+1)—1 a
S; 1= Z L,L— > (m(i+1)— m(8)) i) - m(

r

; m(i)

G,
>
i+1) ~ m(i+1)

-a/n

r=m(1)

Primjetimo da Z s, konvergira jer Z ln% konvergira, pa iz toga slijedi da i dani
n
red Z a,, konvergira, Sto je trebalo dokazati. O
ieN

Propozicija 38. ([7], Teorem 1) Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, (X,)nen niz
sluc¢agnih varijabli na tom prostoru za koje vrijedi | X,,| < 1, za sve n € N i oznacimo
s |-l L* normu na (0, F,P). Ako vrijedi
2

< 00,

tada za niz (X,)nen vrijedi jaki zakon velikih brojeva.

Dokaz. 1z Leme 37| slijedi da postoji niz (Vg )ren za koji vrijedi

Yl

kz]. nSNk

2

Ny 1
!

< o0l

Bududi da vrijedi

D IIYall < oo = [IYall = 0,

n=1

tada iz prethodnog ocito slijedi da

1 g.s.
— E X, — 0. (33)
Nk n<Np
S druge strane imamo
Ni+s
1 Nk+1 - Nk k—o0
ma. — X, < > 0. 34
1<6<Nics — N Ny, NkZH - Ny (34)
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Kako je Ny < N < Niy1, imamo

1 1
NZXH MZXn

n<N n<Ng

Nk+s

1
Ny 2 X

Nk+1

< + max

1<5< Njop1— Ny ’

pa pustanjem limesa N — 0o u gornjoj relaciji i pomocu i dobivamo

1 g.s.
~ Z X, — 0.
n<N
Dakle, vrijedi jaki zakon velikih brojeva. O]

Lema 39. Neka je (X,,)nen niz slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (0, F,P).
Nadalje, neka je € > 0 proizvoljan i definirajmo niz dogadaja (An(€))nen kao

A, (e) = {|X, — X| > €}.

Ako za proizvoljan € > 0 vrijedi
ZIP)(An(e)) < 00,
n=1

tada niz (X,) konvergira k X gotovo sigurno.
Dokaz. 1z pretpostavke leme vidimo da vrijedi rezultat Borel-Cantellijeve leme, tj.
P (lim sup An(e)) = 0.
n—oo
Primjetimo, w € {lim, X,, = X} ako i samo ako
1
(VmeN)(FneN)(VieN) i>n=|X;(w) — X(w)| <—
m
ako i samo ako
00 00 0 1 c 0o 1 ¢
<=0 0N () - (U (7))
Iz gornjeg imamo

]P’(lim Xn:X>

n—oo

Il

—

|

=]
~
I ) 3

- 2

jar)

o}
s

3
7 N
S|
N——
N~ ~—_—

Y,
—
|
gk
=
N
s 5
=
o)
N
3
A/~
S|=
~—
I
\‘ﬁ—‘

pa ocito vrijedi konvergencija g.s. O
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Teorem 40. Uz gornje oznake, vrijedi:

1. (Jaki zakon) Ako vrijedi barem jedno od sljedeceg:
E(N,2
ZN: % < 00 il ZN:E(N, K), za neki parni K,

tada vrijedi jaki zakon velikih brojeva. Preciznije, Sy/N — 0, g.s.

2. (Slabi zakon) Sy /N LN 0, tj. wvrijedi slabi zakon velikih brojeva ako i samo ako
za sve pozitivne parne brojeve K wvrijedi:

lim E(N,K) = 0.

N—oo

Dokaz. Ponovno ¢emo koristiti rezultat Teorema Prisjetimo se sada izvoda iz

, imamo

E (%)K = KIN K > E(Y,Y;, - Y;, )+O(1/N) = K\E(N, K)+O(1/N).

1< <ig < <ig <N

(35)
1. Dokazat ¢emo za svaku pretpostavku odvojeno.
a) Po pretpostavci imamo
Z E(N,2) -
——— <
N
Sjetimo se da za simetricnu slucajnu varijablu Y,, vrijedi EY,, = 0 i

VarY,, = 1. Nadalje, iz relacije
Sn 1
Var | — | = — +2E(N, 2
M<N) -+ 2B(N,2)

Sn

W) = 0, imamo

(%)

35

i ¢injenice da je E (

1
Nt

n<N

2
=E

1
= Var <SWN) =2F(N,2) + N



iz ¢ega slijedi

=11 L E(N,2) &
D5 IR IakD Dy ek D IS Rt
N=1 n<N N=1 N=1

Time je zadovoljena pretpostavka Propozicije [38] pa vrijedi jaki zakon
velikih brojeva.

Neka je sada
Y E(N,K) < 0.
N

U izvodu za formulu smo pokazali da je
ESE = K! > E(Y;,Yi,...Yi) + O(NE7Y,  (36)
1<i1<io<-<tg <N

i da je u toj formuli za ocekivanje lijeva suma vec¢eg reda od desnog clana
koji je reda O(NE~1). Zakljuéujemo da to i dalje vrijedi u ovome slucaju.
Dijeljenjem s N¥ u gornjoj relaciji dobivamo

SK _ _
]E(N—fj():K!N K > E(Y;,Y,...Y;) + O(N7),
1<i1 <ia <<t g <N

ili ekvivalentno

E <§—fi> = K!E(N,K)+O(N™").

Oznacimo taj ¢lan reda O(N~') s Iy. Dakle, kao §to smo ve¢ komentirali,
za Iy vrijedi Iy < K!E(N, K).

Sada po Markovljevoj nejednakosti imamo

K | |
P( SWN N 6) _ESY _ KIE(N.K) + 1y _ 2KIE(N,K)

~ KNK — eX - eX ’
iz cega slijedi

00 SN
P(|%
2Py

Sada iz Leme |39 slijedi tvrdnja.

2K &
> e) < E—KZE(N,K) < 0.
N=1
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2. Pretpostavimo prvo da je Apm E(N, K) = 0 za svaki parni K € N. Nadalje, iz
— 00
zapisa (35 imamo

lim E (SWN)K = lim (KIE(N. K) + O(1/N)) =0

N—oo

Sada iz Teorema lako slijedi da Sy/N konvergira po distribuciji k nul-
distribuciji. Kako niz konvergira po distribuciji k nuli i kako je nula konstanta,
zakljucujemo da vrijedi slabi zakon velikih brojeva.

Obratno, pretpostavimo sada da vrijedi slabi zakon velikih brojeva, tj. Sy/N LN
0. Pokazimo da pripadni parni momenti teze k nuli. Prisjetimo se da je
|Sy/N| < 1, sada za proizvoljan € > 0 vrijedi

K K K
(3) |- [ ) e[ () e
N Sw/Nj<e \ N 1w /NJze \ IV

§6K+/ 1dIF’:6K+IF’(S—NZ€).
|Sn/N|>e N

Pustanjem N — oo u gornjoj relaciji dobivamo da je K-ti moment proizvoljno
mali, pa mora biti jednak nuli. Sada iz relacije

E

E (%)K = KIE(N,K) + O(1/N)

pustanjem limesa o¢ito slijedi da je limy_,o, E (NN, K) = 0, za proizvoljan paran
K € N. Dakle, vrijedi i obrat teorema.

O
U idu¢em koraku ¢emo pokazati slucaj kada ne vrijede zakoni velikih brojeva.

Teorem 41. Ako za sve pozitivne parne brojeve K wvrijedi

3 lim E(N,K) =: ug >0

N—o0
1 ako

1
2 e~

K paran
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tada ne vrijedi zakon welikih brojeva. Stovise, distribucija od Sy/N konvergira k
jedinstvenoj distribuciji s neparnim momentima jednakim nula © parnim momentima
jednakim K! - py.

Dokaz. Primjetimo da iz ve¢ pokazane relacije

E (S—N>K — KIE(N, K) + O(1/N)

N

pustanjem N — oo, slijedi

N—o0

K
lim E (S—N) ] =K ug.

Nadalje, kako je iz pretpostavke

o

1
r;) (2m1)L/2m  b/2m

zakljucujemo da za na$ niz vrijedi Carlemanov kriterij, pa po Napomeni slijedi

tvrdnja teorema.
]

Korolar 42. Uz p, = %, za 0 <y <1ia>0, vrijedi jaki zakon velikih brojeva tj.
n

SN g.s.

PN 95,

N
Dokaz. Iz dokaza T 'd'l' da svi ti kvocijent SNy
orkaz. 17 dOKaza leorema V1 Jel SIMO da SVl momenti VOCIJGH a m on-

vergiraju kada N — co. Tako imamo E(S%) ~ N pa uz ¢injenicu E(Sy) = 0 iz

relacije slijedi
1 S2 1
E(N2)=-(E(E)-=)~N"1
=5 ((5) %)

Nadalje, iz gornje relacije imamo

N E(N,2) 1 =E(S}/N)-1/N & 1 1
> N _§Z N NZ(N2—7_W)<OO’

N=1 n=1 n=1

iz cega vidimo da je zadovoljen prvi uvjet o jakom zakonu velikih brojeva iz Teorema
40l Dakle, zakljucujemo da tvrdnja korolara vrijedi. O]
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Korolar 43 (Monotonost). Neka su (Pn)nen @ (Pn)nen dva niza s vrijednostima u
[0,1] takvi da za sve n € N wrijedi p, > p,. Tada, ako slabi zakon velikih brojeva
vrijedi za niz (pn)nen, onda slabi zakon vrijedi i za niz (Pp)nen-

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi slabi zakon velikih brojeva za niz (p,). Tada po
drugoj tocki Teorema [0| vrijedi da je limy_,o, E(N, K) = 0, za sve parne K € N.
Nadalje, imamo

J J
e =[] (1—2p) < H 1 —2p;) = ey,
k=i+1

iz toga slijedi

N K R R R
E<N7 K) =N E CirioCigia " Cig_qig <
1<i1 <o < <ip <N
—-K
<N E CiigCigig " " Cig_yix — E(Nv K)

1<i1<ig<--<ip <N

Zbog cCinjenice lim E(N,K) = 0, za sve parne K € N, pustanjem limesa kada
N — 00 u gornjoj relamp dobivamo da je hm E(N K) =0, VK € N, K paran.

—00
Sada po obratu druge tocke Teorema [40] SllJGdl slabi zakon velikih brojeva i za niz
(Bn), b

~

N P
— = 0.
N
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4 Nesimetric¢ni slucaj

Pokazat ¢emo da za na$ inicijalan niz vjerojatnosti (py)nen vrijede dosadasnji za-
kljucci bez nase pretpostavke da je X; ~ B (%), tj. bez pretpostavke da je novci¢
simetrican. Tako u ovom poglavlju bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti
da je X7 = 1, iz ¢ega odmah imamo da je Y; = 1. Sjetimo se da kada smo imali

slucaj
D_Pa <o,
neN

tada smo dobili da je
Xi+-+Xy

N N—oo

> B(q).

1
No sada vise ne mozemo tvrditi da je ¢ = 3 kao §to smo to u Propozociji [6| mogli.

Sljededi teorem ¢e nam dati tocan oblik vrijednosti za ¢, neovisno o po¢etnom stanju.

Teorem 44. Uz sljedecu oznaku

o0

€loo = H(l — 2p;),

=2

vrijedi

. Y4+ YN 1+ e
1 (leéo N ) 2
Dokaz. Kako znamo da je red pridruzen nizu (p,) konvergentan, tada ponovno iz

Borel-Cantellijeve leme znamo da ¢e se novcié¢ okrenuti najvise konacno mnogo puta.
Iz toga slijedi da je

Y, = J\}im Yy =Y, € {-1,1}, za dovoljno velike n € N,
— 00

pa ocito slijedi da Y,, — Y. To nadalje povlaci da

}/1++YN g.s.
—_—— - Y,
N

Nadalje, jer za niz (Y,,) vrijedi |Y,| < 1 za svakin € NiY, — Y, po Lebesgueovom
teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

BYoe = Jim BY, = lim [J0 =2 = ][00 =200 = o1
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Nadalje, kako je Y, = 2B(q) — 11 E B(q) = ¢, dobivamo 2q — 1 = e, $to je trebalo
pokazati. O

Vrijede i rezultati ostalih teorema, jer oni proizlaze iz formula i koje su i
dalje dobre. Jedina razlika se pojavljuje promatranjem neparnih momenata, jer oni
viSe ne moraju biti jednaki nuli. Za K = 2m + 1 sada imamo

E(}/’hY;Q T Y;K> = €0i1 Cigig " " Cig_qig

Racun iz (19)) vrijedi i dalje za parne K, medutim za neparne K ne mozemo ko-
ristiti ¢injenicu da je ESE = 0. Ipak, ako se rac¢un iz ponovi, dobije se da je
ESE = ES3"™ = O(N?™) = O(N¥), pa kako N — oo tako izraz E S tezi k
nuli, pa zakljucak Teorema 26| za generalizirani harmonijski red i dalje vrijedi. Slican
argument se moze iskoristiti kada se ponovno dokazuje Teorem [33] Naime, analogno

kao u prethodnom dijelu komentara, pokaze se da za sve neparne momente od Sy
vrijedi E S5 = O(N™1H7)) = O(NEI+1/2) pa tvrdnja i tog teorema vrijedi.
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SaZetak

Svi su dobro upoznati s eksperimentom bacanja simetri¢nog novéi¢a. U ovom radu
se obraduje malo drugacija tema: u prvom koraku bacamo simetrican novéi¢, a zatim
u n-tom koraku okreé¢emo novci¢ na drugu stranu s nekom vjerojatnoséu p,, n > 2.
Preciznije, uz proizvoljan vjerojatnosti niz (p,)nen, promatramo slucajne varijable
(X)nen za koje je X1 ~ B (%) izan>2

P Xn_1, s vjerojatnoséu p,
" 1—X,_1, svjerojatnoséu 1 — p, '

Cilj rada je odgovorit na pitanje kada grani¢na distribucija od
| N
PR
k=1

konvergira, i ako konvergira, ka kojoj distribuciji konvergira. Vidjet ¢emo da uz
odredene uvjete na niz vjerojatnosti (p,) dobivamo razlicite vrste konvergencije. Na
primjer, ako niz ”jako brzo” konvergira k nuli, tada se dobiva konvergencija po distri-
buciji k Bernoullijevoj slucajnoj varijabli. Nadalje, pokazat ¢emo i da nasa grani¢na
distribucija moze slijediti normalnu i beta razdiobu uz odredene uvjete. Odgovorit
¢emo i na pitanje, uz koje uvjete vrijede zakoni velikih brojeva za nasu grani¢nu
distribuciju. Za kraj ¢emo odgovoriti na pitanje hoce li pretpostavka o simetricnosti
novcica utjecati na sve dokazane rezultate o konvergenciji.
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Summary

The coin tossing experiment is one of the most famous experiments in mathematics.
In this thesis we are going to analyze a different kind of experiment involving a coin:
in the first step we toss a standard coin, after that, in every n-th step we turn the
coin on the other side with probability p,, n > 2. Therefore, with a given sequence
of probabilities (p,)nen, We define a sequence of random variables (X,,),en such that
X1NB(%) and for n > 2

P Xn_1, with probability p,
" )1-X,,, with probability 1 — p,,

The main goal of this thesis is to determine when the limiting distribution of
| XN
RPIRY
k=1

converges, and to which distribution it converges. We are going to see that under
different conditions on the sequence (p,), we obtain different types of convergence,
and different types of distributions. To give a more clear example, let’s say that the
sequence of probabilities (p,) is going to zero ”"very quickly”, then we obtain the
convergence in distribution, where the limiting distribution is a Bernoulli random
variable. Among other distributions, we will obtain normal and beta distributions.
We will also obtain that under some conditions, the laws of large numbers hold. At
the end, we will answer the question whether or not the symmetry of the coin affects
the conclusions of the theorems we are going to prove.
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