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SAZETAK

Fokus ove teze su modularne krivulje i modularne forme za neku Fuchsovu grupu prve vrste
', posebno za grupu I'g(/N). Prou¢avamo Weierstrassove i n—Weierstrassove tocke, n € N,
na krivulji Rt u jeziku modularnih formi. Za danu modularnu krivulju fAr i paran cijeli
broj m > 4 zelimo dati efektivan algoritam za provjeru jeli kasp aso, m/2—Weicrstrassova
tocka na PRr. Uvodimo prirodno poopcenje pojma Wronskiana kaspidalnih modularnih
forma. Proucavamo Wronskiane kanonskih baza prostora M, (SL2(Z)). Proucavamo
biracionalna preslikavanja X (1) — P? i ra¢unamo jednadzbe dobivenih krivulja.

Razvijen je algoritam u SAGE-u koji funkcionira za sve krivulje tipa Xo(N), genusa
g > 3 koje nisu hiperelipticke. Kao posljedicu tog algoritma izracunali smo jednadzbe svih
kanonskih krivulja tipa Xo(N), genusa 3 < g <5, koje nisu hiperelipticke.

Razvijen je algoritam za racun Wronskiana linearno nezavisnih modularnih formi. U
SAGE-u su izrac¢unati Wronskiani kanonskih baza prostora M, (SLa(Z)), za parne m =
12,14,16,...,108,110,120. Temeljem toga dokazan je teorem o vrijednosti tih Wronskiana
za bilo koji parni m, do na ncku ne-—nul konstantu A. Za m = 12¢ iskazana je slutnja o
vrijednosti konstante A do na predznak.

Dani su numericki primjeri racuna u SAGE-u kojima smo dobili jednadzbe ravninskih

krivulja C C IP? biracionalno ekvivalentnih krivulji X (1).

Kljuéne rije¢i: Fuchsova grupa prve vrste, Riemannova ploha, gornja poluravnina, mo-
dularna grupa, modularna krivulja, Weierstrassova tocka, modularna forma, Wronskian,
krivulja X (1), biracionalno preslikavanje, krivulja Xo(N), hiperelipticka krivulja, kanon-

ska krivulja.
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SUMMARY

We are interested in modular curves and modular forms for some Fuchsian group of the
first kind, especially for the group I'g(/V). We are studying Weierstrass and n—Weierstrass
points, n € N, on curve fRr in the language of modular forms. For a given modular curve
ARr and an even integer m > 4, we want to give an effective algorithm for checking whether
cusp (s is a Weierstrass point on Rp. We have introduced a natural generalization of the
usual notion of the Wronskian of cuspidal modular forms. We are studying the Wronskians
of the canonical bases of the spaces M,y,(SL2(Z)). We are studying the birational maps
X (1) — P? and calculate the equations of the obtained curves.

An algorithm has been developed in SAGE that works for all curves of type Xo(V),
of the genus g > 3, that are not hyperelliptic. As a consequence of this algorithm, we
calculated the equations of all canonical curves of type Xo(/N), genus 3 < g <5, which are
not hyperelliptic.

An algorithm for the calculation of the Wronskian of linearly independent modular
forms has been developed. In SAGE, we have calculated Wronskians of canonical bases
for My,(SL2(Z)), for even m = 12,14,16,...,108,110,120. Based on this, the theorem on
the value of these Wronskians for any even m, up to some non - zero constant A, has been
proved. For m = 12t we made a conjecture about the value of the constant A\ up to the

sign.

Keywords: Fuchsian group of the first kind, Riemann surface, upper half-plane, mo-
dular group, modular curve, Weierstrass point, modular form, Wronskian, curve X (1),

birational map, curve Xo(N), hyperelliptic curve, canonical curve.
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EXTENDED SUMMARY

We are interested in modular curves and modular forms for some Fuchsian group of the
first kind, especially for the group I'g(/V). We are studying Weierstrass and n—Weierstrass
points, n € N, on curve fRr in the language of modular forms. For a given modular curve
ARr and an even integer m > 4, we want to give an effective algorithm for checking whether
cusp (s is a Weierstrass point on Rp. We have introduced a natural generalization of the
usual notion of the Wronskian of cuspidal modular forms. We are studying the Wronskians
of the canonical bases of the spaces M,y,(SL2(Z)). We are studying the birational maps
X (1) — P? and calculate the equations of the obtained curves.

We give interpretation of m-Weierstrass points in terms of modular forms. Let m > 2
even. We denote by A,,(T") the space of all meromorphic modular forms. By [18, Theorem

2.3.1], there exists isomorphism of vector spaces
A (T) — D™ (Rp),

denoted by f+—— ws. We are interested in subspace of A, (I") which maps isomorphically
onto H™/?(Rr). We denote that space by SHZ(I'). So we have SH(T') ~ H™/?(Rr). We
have following result [25, Lemma 4-5 (x)] :

Assume that g(I') > 1, and a is a ['-cusp. Then, as is not a ~Weierstrass point if
and only if there exists a basis fi,... f; of Sn}{ (T") such that their g—expansions are of the

form

fu= auq“+""/2_1 + higher order terms in ¢, 1 <wu <t, where a, € C, a,#0.
The problem is how to compute space S (T"). By Sg}z(f‘) we denote subspace of S (I")

generated by all monomials of degree g of basis elements of So(I'). When g(I') > 3 and

Ar is not hyperelliptic we have Sn}{,g(l“) = SH(T) [25, Theorem 4-12] :.

The method is the following. We take g-expansions of the base elements of Sy(I'g(NV)):

iv



Extended summary

fo,--., fg—1, where g = g(I'g(IN)). For even m > 4, we compute g-expansions of all mono-

mials of degree m/2:

g—1
- m
anO fél..-fgvfll’ O{LEZEO7 ZO{L:?'
=0
The number of monomials is (9+Z? 3—1)_ By selecting first m/2+m-(g—1) terms from

g—expansions of the monomials, we can create matrix of size
g+m/2—1 (m )
X | —= (g—1)).

Then, we perform suitable integral Gaussian elimination method to transform the
matrix into row echelon form. The procedure is as follows. We successively sort and tran-
sform the row matrices to cancel the leading row coefficients with the same number of
leading zeros as their predecessor. We use the Quicksort algorithm for sorting. We obtain
the transformed matrix and the transformation matrix. The non-null rows of the tran-
sformed matrix give the g-expansions of the basis elements, and the corresponding rows
of the transformation matrix give the corresponding linear combinations of monomials.
Using the above described method we perform various computations in SAGE.

As a consequence of above mentioned algorithm, we calculated the equations of all
canonical curves of type Xo(NV), genus 3 < g <5, which are not hyperelliptic.

An algorithm for the calculation of the Wronskian of linearly independent modular
forms has been developed. In SAGE, we have calculated Wronskians of canonical bases
for M, (SLa(Z)), for even m =12,14,16,...,108,110,120. Based on this, the theorem on
the value of these Wronskians for any even m, up to some non - zero constant A, has been
proved. For m = 12t we made a conjecture about the value of the constant A\ up to the

sign.
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UvoD

Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste. Ona djeluje na kompleksnu gornju poluravninu
H razlomljenim linearnim transformacijama. Kvocijent I'\H ima strukturu Riemannove
plohe, ali opéenito nije kompaktan. Mozemo ga kompaktificirati dodavanjem konacnog
broja I'-orbita tocaka iz RU{oo} koje zovemo kaspovi od I'. Na taj nacin dobivamo
kompaktnu Riemannovu plohu koju oznacavamo sa Rp.

Primarni interes su nam modularne grupe I', drugim rije¢ima podgrupe I' C S Ly(Z)
kona¢nog indeksa. Grupe I'g(N), I'(N) i I'1(NN) su osnovni primjeri takvih grupa, a
pripadne modularne krivulje oznacavamo s Xo(N), X (V) i X1(N). Sve ove krivulje su
u uskoj vezi s eliptickim krivuljama. Nama najinteresantnija je Xo(N) koja predstavlja
prostor parametara eliptickih krivulja sa ciklickom podgrupom reda N.

S druge strane, krivulja Xo(V) povezuje elipticke krivulje s modularnim formama.
Naime, jedna od ekvivalentnih formulacija ¢uvenog teorema modularnosti ( [5]) kaze da
za svaku elipticku krivulju E definiranu nad Q, postoji prirodan broj N i surjektivni

morfizam ¢: Xo(N) — E (vidi [7, Terem 2.5.1)).

Weierstrassove tocke na kompaktnoj Riemannovoj plohi R genusa g > 2, kao i njihove
generalizacije n-Weierstrssove tocke, n € N od temeljne su vaznosti u analizi svojstava

krivulje fR. Slijedimo [8, IIL.5] i [29, §6.1]. U [29, 6.1] Ken Ono je istakao problem:

Problem 0.0.1 ( [29], Problem 6.2). Klasificirati sve prirodne brojeve N za koje je kasp

u oo Weierstrassova tocka na krivulji Xo(N).

Na taj (jos uvijek otvoren problem) upuéuju radovi Atkina [4], Lehner i Newmana [16],
Ogga [26,27] i Rohrlicha [33,34].

U [16] Lehner i Newman su 1963. dali dovoljne uvjete za koje je kasp u oo, Weierstra-
sova tocka na modularnoj krivulji Xo(4n) i Xo(9n).

U [4] Atkin je 1966. prosirio njihove rezultate na sluéaj p*n, gdje je p > 5 bilo koji
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prost broj. Na taj nacin je pokazao da je kasp u oo Weierstrassova tocka na Xo(N) za

razlic¢ite dovoljno slozene vrijednosti od N. Specijalan sluc¢aj Atkinovih rezultata je:

Teorem 0.0.2 ( [4], Teorem 2). Kasp oo je Weierstrasova tocka za modularnu krivulju
tipa Xo(n?) ako i samo ako je

n=2~8 4li n>10.

Atkin je zavrsio svoj ¢lanak s recenicama [4]:

"It would be of great interest to find an instance (if one exists) od n € W when n is
quadratfrei. On the other hand, it has not yet been proved that n ¢ W for infinity of n."

Gore je s n € W krace pisana Cinjenica da je kasp u co Weierstrassova toc¢ka na Xo(n).

"Bilo bi od velikog interesa naéi kvadratno slobodan prirodan broj N (ako postoji) za
koji je kasp u oo Weierstrassova tocka na Xg(N). S druge strane, do sada nije dokazano
da postoji beskonac¢no prirodnih brojeva N za koje kasp u oo nije Weierstrassova tocka

na Xo(N)." (prijevod od [4])

U [27] Ogg navodi da je 1973. Atkin dokazao da kasp u oo nije Weierstrassova tocka
na krivulji Xo(p) za bilo koji prost broj p, $to je vidljivo iz [2,3]. Time je dan odgovor na
drugu recenicu. Koliko znamo, odgovor na prvu recenicu je jos uvijek nepoznat.

U [27] Ogg 1978. daje svojevrsnu generalizaciju Atkinovih rezultata.

Weierstrassove tocke na krivuljama tipa X(N) = Rp(y), gdje je I'(V) glavna kon-
gruencijska podgrupa od SLy(Z) proucavali su H. Petersson [32] i B. Schoeneberg [35].
Velika su odstupanja izmedu njihovih rezultata i rezultata za grupu I'g(NV) Sto bi se moglo
pripisati ¢injenici da su grupe I'(/NV) normalne podgrupe od SL9(Z), dok T'g(V) nije, za
N >1 (vidi [16]).

U pozadini metoda iz Poglavlja 3 lezi ¢injenica da je za krivlje genusa g > 3 koje nisu
hiperelipticke, kanonsko preslikavanje injektivno. Kanonsko preslikavanje je prikladno
za racunanje posto diferencijali na krivulji Rr odgovaraju kasp formama tezine 2 za I'.
Drugim rijecima, ako izaberemo neku bazu { fo,..., fg—1} prostora kasp formi tezine 2 za

Fuchsovu grupu prve vrste ', tada mozemo kanonsko preslikavanje napisati u obliku

0 — (fol2) - Jy1(2).

Na taj nacin kanonsko preslikavanje prevodimo u jezik modularnih formi, a matematicki

software SAGE daje dobar alat za racunanje s njima. S. Galbraith u svojoj tezi [9]

2
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koristi kanonsko ulaganje kako bi ulagao krivulju u projektivni prostor P9~1 i rac¢unao
jednadzbe pripadnih kanonskih krivulja. Takoder navodi ideju konstrukcije preslikavanja
u projektivni prostor preko modularnih formi veée tezine.

Temeljem te ideje G. Mui¢ razraduje metodu nalazenja modela krivulja pomod¢u mo-
dularnih formi ( [19], [20,21]). U [24] dana je primjena te metode na krivulju X (1) =
X(SLy(Z)), i nadene jednadzbe ravninskih krivulja C C P? biracionalno ekvivalentnih
krivulji X (1). U koktorskoj disertaciji [13] i u [11] I. Kodrnja koristi n—kvocijente da
bi eksplicitno izra¢unala stupnjeve nekih preslikavanja u ravninu konstruiranih od mo-
dularnih formi, temeljem opée formule iz [20]. Slijedeéi isti pristum I. Kodrnja nalazi
jednostavni model za krivulju Xo(V) [12]. Mi slijedimo taj pristup proucavanju razlicitih

aspekata modularnih krivulja.

n—Weierstrassova tezina tocke a € Ry odgovara redu ponistavanja Wronskiana W, (wy, . ..

u tocki a za bilo koju bazu {wi,...,w;} od H™(MRr). Zelimo ovo prevesti u jezik modu-

larnih formi i dati svojevrsno poopc¢enje Wrosnkiana kasp formi.

U Poglavlju 2 dajemo razne modele za krivulju X(1). Dobivamo jednadzbe krivulja
koje su biracionalno ekvivalentne krivulji X (1). Kako su to sve ravninske krivulje, ¢esto su
singularne. Za uvid u algebarsku klasifikaciju singularitera ravninskih krivulja vidi [14].

Koristimo metodu koju je razvio G. Mui¢ u ¢lancima [19], [20, 21].

Glavni fokus Poglavlja 3 je naci efektivan algoritam za provjeru je li kasp aso, m—
Weierstrasova tocka, barem za krivulju tipa Xo(N). Dan je algoritam za provjeru je li
kasp a.o, m—Weierstrassova tocka za krivulju genusa g(I') > 3 koja nije hiperelipticka.

U Sekciji 3.7 izracunali smo jednadzbe homogenih polinoma svih kanonskih krivulja
tipa Xo(NN), genusa 3 < g <5 koje nisu hiperelipticke. Dobivene jednadzbe posljedica
su algoritma za racunanje uredene baze prostora SH(I'), za krivulje genusa > 3, koje
nisu hiperelipticke (vidi Sekciju 3.6). Sli¢no su radili S. Galbraith u [9, Chapter 3] svog
doktorata, ali drugacijim metodama, kao i M. Shimura u [39].

U pravilu dobivamo da je ideal generiran homogenim kvadratnim polinomima. To je
posljedica Petrijevog teorema za krivulje genusa g > 4, koji nisu trigonale (tj. nemaju
preslikavanje stupnja 3 na P!), niti glatke ravninske krivulje stupnja 4 (vidi [39, Teorem

2 (Petri’s Theorem)]):
Teorem 0.0.3 (Petri). Neka je R glatka kanonska krivulja genusa g > 4. Tada je R dana

3



Uvod

kao presjek nekih kvadratnih hiperploha, osim kada je R trigonala ili izomorfna glatkoj
ravninskoj kvintici (krivulji stupnja 4) kada je R dana kao presjek nekih kvadratnih i

kubnih hiperploha.

U Poglavlju 4 bavimo se generaliziranim Wronskianima. Pod pojmom generalizirani
Wronskian podrazumijevamo poopéenje standardnog pojma Wronskiana kasp formi [34],
([29], 6.3.1), ( [19], dokaz Teorema 4-5), i ( [20], Lema 4-1). Prosirujemo rezultate od [25].

Razvijen je algoritam za racun Wronskiana linearno nezavisnih modularnih formi.
U SAGE-u su izracunati Wronskiani kanonskih baza za M,,(SL2(Z)) za parne m =
12,14,16,...,108,110,120. Temeljem toga dokazan je teorem o vrijednosti tih Wronskiana
za bilo koji parni m, do na neku ne-—nul konstantu A. Za m = 12¢ iskazana je slutnja o

vrijednosti konstante A do na predznak.



1. PRELIMINARNA SEKCIJA

1.1. ALGEBARSKE KRIVULJE

U ovoj sekciji navodimo neke poznate rezultate iz teorije algebarskih krivulje koje koris-
timo u radu.

Sljedeca propozicija je [37, §1 Teorem 1.2]

Propozicija 1.1.1. Neka je ¢: C — D racionalno preslikavangje projektivne krivulje C
u projektivnu mnogostrukost D. Ako je C glatka tada je ¢ morfizam odnosno regularno

preslikavanje.

Navodimo teorem o slici regularnog preslikavanja, iz [37, §1 Teorem 1.10] odnosno

Teorem 2. iz [36].
Teorem 1.1.2. Slika reqularnog preslikavanja s projektivne mnogostrukosti je zatvorena.

Zakljucujemo da je slika ne-konstantnog regularnog preslikavanja s projektivne krivulje
zatvorena, tj. algebarska krivulja.

Navedimo bitan teorem iz [22, Teorem 13.1]:

Teorem 1.1.3. Neka su m,n > 1. Neka je X CP"™ projektivna mnogostrukost i
a: X — P
reqularno preslikavanje. Tada je slika a(X) projektivna mnogostrukost u P™. Vrijedi

dima(X) < dim X.



Preliminarna sekcija Riemannove plohe

1.2. RIEMANNOVE PLOHE

Kompleksna mnogostrukost dimenzije 1 naziva se Riemannova ploha. Neka je R kom-

paktna Riemannova ploha. S C(R) oznacavamo polje meromorfnih funkcija na R.

Slijedimo ( [38, §1.5]). Neka su R’ i R dvije kompaktne Riemannove plohe, te
F:R—R

holomorfno preslikavanje. Tada je ¢ konstantno ili surjektivno. Pretpostavimo da je ¢
surjektivno. Tada se par (R', F) naziva natkrivanje od R. Neka je b€ R i a= F(b).
Ako su ty i tq lokalni parametri u b i a respektivno, takvi da Salju b i a u ishodiste, tada

se F' lokalno u okolici od b moze prikazati u obliku
(Pt (2)) = ae2 +aen 2 4o, ac A0,
gdje je e pozitivan cijeli broj. Cijeli broj

€=€[,,F

neovisan je o izboru lokalnih parametara t; i tq i zovemo ga indeks ramifikacije natkrivanja
(R',F) u b. Kako je R’ kompaktna postoji samo konaéno mnogo tocaka b € R’ takvih
da je ep r # 1.

Svaka tocka a € R ima konacno praslika po natkrivanju F. Neka je F~!(a) = {b1,...,b;}
za a € R. Tada je cijeli broj

l
n= Z €p.F
i=1
neovisan o izboru tocke a i zovemo ga stupanj natkrivanja (R', F).
Nadalje, ako je ¢ € C(R), vrijedi da je

poF e C(R).
Korespondencija

F*:¢r— Fo¢

je ulaganje polja C(R) u polje C(R’). Oznacimo s C(R)o F sliku tog ulaganja. Poznato
je da vrijedi

[C(R'): C(R)o F] =n,



Preliminarna sekcija Riemannove plohe

drugim rije¢ima stupanj ovog prosirenja polja jednak je stupnju natkrivanja F.
Neka su g = g(R) i ¢ = g(R') genusi Riemannovih ploha i ncka je F: R — R
natkrivanje stupnja n. Tada vrijedi Hurwitzova formula

2¢' —2=n(2g-2)+ > (epp—1). (1.1)
beR/



Preliminarna sekcija Diferencijali na kompaktnim Riemannovim plohama

1.3. DIFERENCIJALI NA KOMPAKTNIM

RIEMANNOVIM PLOHAMA

Uzor nam je [18, Sekcija 2.2]. Neka je 9% Riemannova ploha i m cijeli broj. Skup trojki
{(¢u: Vi) } koje se sastoje od koordinatne okoline V,, C 2R, lokalne koordinate ¢, na V,,
i meromorfne funkcije ¢, na V), zove se lokalni prikaz diferencijala stupnja m, ako
vrijedi:

(i) {(Vu,t.)} je koordinatni sustav na fR;

(ii) ¢p(a)(dt,/dt,)™(a) = ¢,(a) za svaki a € V,NV,, gdje je V,,NV,, # 0.

Dva, lokalna prikaza { (¢, V., tu)} i {(¢},.V,,t,)} stupnja m su ekvivalentna ako je nji-
hova unija

{(¢M’ V/mtu)} U {((b;/, szl7t:/)}a

takoder lokalni prikaz diferencijala.

Na taj nacin uvjet:
Gu(a)(diy/dt,)™ (a) = ¢ (a),
znaci

(@) [(tuot, )] (tu()) = du(a).

Definicija 1.3.1. Klase ekvivalencije lokalnih prikaza diferencijala stupnja m na Rieman-

novoj plohi R nazivamo diferencijali na R stupnja m i oznacavamo s D™ (R).

Radi jednostavnosti ¢esto poistovjec¢ujemo diferencijal s njegovim lokalnim prikazom
i pisemo
w={(du, Vi ) }-
Cesto koristimo sljede¢u notaciju: Neka je w € D™(fR) i neka je z neka lokalna koordinata

na R. Tada lokalno postoji jedinstvena meromorfna funkcija ¢ takva da je
w=p(dz)".

Ako je w neka druga lokalna koordinata, tada je w =1 (dw)™ za neku meromorfnu funkciju
i vrijedi:

p(2)(dz/dw)™ (w) = ¢ (w).
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Graduirana algebra diferencijala. Neka je dan ne-nul diferencijal

W= {(ﬁbuvvuvtu)}-

Definiramo diferencijal w™! stupnja —m s

w = {( ;17Vu»tu)}-

Za c € C definiramo diferencijal

cw = {(copu, Vi tu)}-
Analogno, ako su
w:{(QSM)V;ut,u)} 1 w/:{(qb‘/u)vuat,u)}
diferencijali istog stupnja m definiramo diferencijal
W +w/ = {(QM + qb,/u,) VM? tu)}

Ako je w={(¢, Vji,t,)} € D™(R) 1w = {(¢,, Vi, tu)} € D™(R) tada definiramo pro-
dukt ww’ € D™T(R) sa
w 'w/ = {(QM ’ QS:MVMvtM)}‘

Stavimo

D(R) = i D™(R).

m=—0o0

Ocito je D(R) graduirana algebra nad C i nad C(fR).

Po uzoru na [18, Sekcija 2.2| imamo:
Lema 1.3.2. Neka je R kompakina Riemannova ploha. Vrijedi:
(i) D°(R) =C(R);
(ii) Ako je w € D' (R) tada je w™ € D™(R);
(iii) D™(R)#0 za svaki m € Z;
(iv) D™(R) = C(R)w™  zaw € H'(R), w#0 fiksan. Drugim rijecima:

dim(c(g{) Dm(i)%) =1.
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Dokaz. Akosuw,w’ € D™(R),w#0, tada je % € DY(M) =C(R). Stoga vrijedi dimg gy D™ (R) =
1. Time je pokazano (iv). Tvrdnje (i)-(iii) su standardne [18, Sekcija 2.2]. [

Sa Div(R) oznacavamo slobodan modul nad Z generiran sa svim tockama od R i

zovemo grupa divizora od R,

Div(R) ={>_ catt|ca €Z icq =0 za sve osim konaéno mnogo tocaka a}.
ach

Divizor diferencijala. Neka je w # 0 diferencijal stupnja m od R, dansw = {(¢,, Vy,t,)}-

Za bilo koju toc¢ku a € R definiramo red od w u a s

Va(w) = va(¢v).

Veza funkcija ¢, u razlicitim kartama dana je s ¢,(a)(dt,/dt,)"(a) = ¢,(a). Kako je
funkcija dt,/dt, holomorfna i nema nultocaka na V,, NV, definicija ne ovisi o izboru
lokalnog prikaza za w.

Nadalje, kako je R kompaktna postoji samo kona¢no mnogo tocaka za koje je vq(w) #
0. Stoga mozemo definirati divizor od w s

div(w) = > va(w).

acR

Kanonska klasa divizora. Ako fiksiramo neki w € D(R), zbog Leme 1.3.2(iv), svaki
drugi diferencijal ¢e biti oblika fw za neki f € C(2R). Stoga je

div(fw) = div(f) +div(w).

Na taj nacin svi divizori diferencijala pripadaju istoj klasi koju nazivamo kanonska klasa
divizora. Kako je deg(div(f)) =0, razli¢iti izbori od w imaju isti stupanj.
Za fiksni w € D'(R) sa
K =div(w),

oznacavamo pripadni divizor u kanonskoj klasi.

Neka je R kompaktna Riemannova ploha. Za D € Div(R) definiramo Riemann-

Rochov prostor

L(D):={feCHR)™ | div(f)+ D >0}uU{0}.
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Stavimo:

(D) =dim L(D).
Lako se vidi da vrijedi:
(i) L(0)=C.
(ii) Ako je deg(D) < 0, tada je L(D) = 0.
Sljededi teorem je poznat [18, Teorem 2.2.1]:

Teorem 1.3.3 (Riemann-Roch). Neka je R kompaktna Riemannova ploha genusa g =

g(R), K kanonski divizor i D € div(R) divizor. Tada vrijedi
U(D)=deg(D)—g+1+((K—D,).
Iz ovoga lako dobijemo sljedece [18, Korolar 2.2.2].

Korolar 1.3.4. Neka je R kompaktna Riemannova ploha genusa g = g(®R).

(i) Ako je w nenul diferencijal od R (w € D (R)), tada vrijedi
deg(div(w)) =29 — 2, ((div(w)) = g.
(ii) Ako je D divizor od X takav da je deg(D) > 2g—1, tada vrijedi
(D) =deg(D)—g+1.
(i1i) Ako je w nenul diferencijal od R stupnja m (w € D™(R)), tada vrijedi

deg(div(w)) =2m(g—1).

Holomorfni diferencijali. Neka je w diferencijal stupnja m. Kazemo da je w holo-
morfan ako je div(w) >0 ili w=0. S H™(R) oznacavamo prostor holomorfnih diferen-

cijala stupnja m.

Neka je f € C(R) i w € DY(R). Tada je po definiciji fw™ € H™(R) ako i samo ako je
div(fw™) > 0. Kao je

div(fw™) = div(f) +mdiv(w) = div(f) + mK,
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Diferencijali na kompaktnim Riemannovim plohama

gornje je ekvivalentno s div(f)+mK >0, odnosno s f € L(mK). Na taj nacin smo dobili

izomorfizam vektorskih prostora

H™(R) ~ L(mK).

Koristeéi ovo i primjenom Riemann-Rochovog Teorema dobijemo dimenzije prostora ho-

lomorfnih diferencijala [8, Propozicija I11.5.2]:

Propozicija 1.3.5. Neka je R kompaktna Riemannova ploha. Tada vrijedi:

dim H™ (R) =

| (2m—1)(g9(Rr)—1)

ako je m>1,g(I") =0;
ako je m=1, g(I') > 1,

ako je m>2 g(I')=1,

ako je m>2, g(T')>2.

Ako je w € H™(fR) tada je on lokalno u nekoj varijabli z oblika

w = (dz)",

gdje je ¢ holomorfna funkcija na toj okolini.

(1.2)
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1.4. GORNJA POLURAVNINA I FUCHSOVE GRUPE

Neka je
H={zeC|Im(z) >0}

gornja poluravnina. Grupa SLa(R) djeluje na H razlomljenim linearnim transformacijama

b a b
V.2 = 0z Y= € SLy(R).
d

ez+d c

a b
Primjetimo da za v = € SLy(R) i z € H vrijedi:
d

0, (1.3)
pa je gornje djelovanje dobro definirano. Na taj nacin sa

Z .2,

svakom elementu grupe pridruzujemo automorfizam gornje poluravnine HI.

Stavimo j(g,2) = cz+d. Lako se vidi da funkcija j zadovoljava:

ity 2) =30, 2)i(Y, 2). (1.4)

Definicija 1.4.1. Grupu SL2(Z) i sve njene podgrupe konacnog indeksa zovemo modu-

larne grupe. Specijalno, SL2(Z) zovemo puna modularna grupa.
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1.5. MODULARNE KRIVULJE

Neka je I' bilo koja modularna grupa. Ona djeluje na H razlomljenim linearnim transfor-

macijama. Skup orbita pod djelovanja grupe I' na gornju poluravninu
Y()=T\H,

nazivamo modularna krivulja. Modularna krivulja Y (I') ima strukturu Riemannove plohe,
medutim opcenito nije kompaktna. Dodavanjem konac¢no tocaka ovom kvocijentu dobi-
jemo kompaktnu Riemannovu plohu koju oznacavamo s Rp. Te tocke zovemo kaspovi od
I', a dobijemo ih preko djelovanja od I' na prosirenu gornju poluravninu H* = HURU{oo}

pa imamo

R =D\ H*.

Napomena 1.5.1. Ako je v € I', —y ne mora, ali moZe leZati u I'. Bez obzira na to,
primjetimo da v © —y daju istu razlomljenu linearnu transformaciju. Stoga je kod prouca-

vanja djelovanja grupe dovoljno gledati djelovanje njene projektivizacije
I =1/Z(r),

gdje je Z(D) =T U{+£1}. Ako je =1 & T, vrijedi T =T, dok za —1 € T imamo da je T
izomorfna podgrupi od I' indeksa 2.
Ako imamo inkluziju modularnih grupa I'y < T, tada je indeks manje u vecoj jednak

indeksu pripadnih projektivizacija osim u slucaju kada je —1 € T'y, =1 ¢ T'1, tj.

[ngrl] 2a (—1€F1§F2) ili (—1¢F1, —1¢F2),

Ty :Ty] =
C1:Ty) 20 —1¢Ty, —1€Ts.
Neka su I'y < T’y Fuchsove grupe. Tada ovo ulaganje grupa inducira preslikavenje na

kvocijentnim prostorima

F:T1\H— D\ H,

koje je definirano s
F(b;) =a.,
gdje su b, =r,(2) 1 a; =7, (2) prirodne projekcije.
Provjerimo je 1i dobro definirano. Pretpostavimo da je b, = b, za neke 2,2’ € H. To

znaéi da su z i 2/ u istoj I'1 orbiti, tj. postoji v € I'1 tako da je 2’ = ~v.z. Medutim, ~y

14
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je oCito element i vece grupe pa su z i 2’ u istoj I'y orbiti. Dakle 7r,(z) = mp, (), tj.
a, = a, pa je preslikavanje dobro definirano.
Preslikavanje F prirodno se prosiruje do preslikavnaja kompaktnih Riemannovih ploha
Ar, =0 \H*, i=1,2
F:Rr, = Ar,.

Iz definicije preslikavanja F vrijedi F'onp, = 7ir,, odnosno komutira sljedeci dijagram

H——H

T 1J iﬂTQ

%Fl T> %FQ .

Iz konstrukcije strukture kompaktne Riemannove plohe na gornjim kvocijentnim pros-
torima lako se vidi da je preslikavanje F' nekonstantno i holomorfno, pa mora biti i su-
rjekcija.

1° Neka je a € Rr, obicna tocka, Tada je i bilo koja njena praslika, recimo b € fAr,
obi¢na tocka (ako tocka nije stacionarna za djelovanje neke grupe nije niti za djelovanje
njene podgrupe). Stavimo b= b, i a = a,,. Tada za dovoljno male okoline U; i Uz od 2

i wg respektivno mozemo nadi lokalne karte takve da je preslikavanje F' lokalno oblika
F(z)==z.

Vidi dijagram
U1 — U2

f” lw

VbL}vu

e

Wy N Ws.
Zaklju¢ujemo da je indeks grananja u svakoj takvoj tocki b jednak 1.
2° Neka je a € A, elipticka tocka. Tada njena praslika b moze, ali i ne mora biti

elipticka. U svakom slucaju imamo dijagram

U14>U2

o

(P2t | Vo —E Vo (0 2)2

b

Wq AN W.

15
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Stoga mozemo nadi karte da za lokalno preslikavanje ' = tgo F otb_l, zbog komutativnosti
dijagrama vrijedi

F(w) = w.
Stoga za indeks ramifikacije preslikavanja F' u tocki b = b, vrijedi
eva = 62/61 = [FQZO . Flwo]-

3° Neka je a = a, € Rr, kasp od I's. Zbog [18] Korolar 1.5.5 grupe I'y C I'y imaju
isti skup kaspova x € RU{oo}. Medutim I'y—ekvivalentni kaspovi ne moraju biti I';
ekvivalentni. Zakljucujemo da je indeks ramifikacije preslikavanja F' u tocki a = a, jednak

broju I'1—neekvivalentnih kaspova koji su ['s—ekvivalentni kaspu .

Sljedeca lema je standardna (vidi [18, §1.8]). Prosirujemo dokaz:

Lema 1.5.2. Neka su I'y <T'o Fuchsove grupe prve vrste. Tada je prirodno natkrivanje
kompaktnih Riemannovih ploha

F:Rr, — ARr,

stupnja n = [y : I'y].

Dokaz. Radi jednostavnosti pretpostavimo da je —1 ¢ T';, i = 1,2. Neka je I'y = G ',
7i € 'y dekomporzicija od I's na klase. Neka je a € 9ir, obicna tocka. Stoga je czl=:1 a, =
7ry(2), gdje je z € H i 2 nije elipticka za I'y (stabilizator I'y, = {1}). Stoga z nije elipticka
ni za I'1. Praslika od a po F' je oblika:

Fa,)={b,,.|i=1,...,n},
gdje je b, =7, (2). Prvo primjetimo da je ovo dobro definirano, jer za drugi izbor
predstavnika klasa 77 € I'y, j = 1,...,n takvih da je I'y; =T'179}, vrijedi da je 7} = a; za
neki a € I'y. Stoga imamo
b’Y;"Z = b(ay;).z = ba(yy.2) = byyz
Zatim tvrdimo da su svi b., . razliciti. Pretpostavimo suprotno, tj. da je
b’yi.z = b’yj.z
za i # j. Stoga postoji o € I'1 tako da vrijedi a.(v;.2) = v;.2, pa imamo
v; tayi € To, = {1}
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kako tocka z nije elipticka. Stoga je ay; =}, a to znaci da 7; i 7, pripadaju istim desnim
klasama od I'y
'y =Tay; =Ty,
a to je kontradikcija s pretpostavkom. Dobili smo da su svi b; razliciti.
Kako je indeks ramifikacije svih praslika b; genericke tocke a jednak 1 zakljucujemo
da je stupanj preslikavanja jednak n.

Napomena 1.5.3. Iz konstrukcije stukture Riemannove plohe na kvocijentnim skupovima
[i\H*, i =1,2 (vidi [18, §1.8]) zakljucujemo da je u lokalnim koordinatama obicnih tocaka

z oko b, » i w oko a, preslikavanje I oblika

pa su svi indeksi ramifikacije jednaki 1, odnosno ey, . p =1, za svakii=1,...,n.
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1.6. MODULARNE FORME

a b
Neka je k cijeli broj i neka je v = € SLy(Z). Za bilo koju funkciju f: H— C
c

definiramo djelovanje na nju (slash operator) s

(f e 7)(2) = (cz+d) " f(7.2) = j(v,2) " f(y.2).

Kazemo da funkcija f: H — C zadovoljava uvjet modularnosti tezine k za grupu I' C
SLy(R) ako vrijedi
flev=/f zasvaki yeT. (1.5)

Specijalno, ako je £ = 0 djelovanje operatora | na funkciju f je oblika

(flom)(2) = f(v-2)-

Tada uvjet modularnosti povlaci glasi f(v.z) = f(2), pa je dobro definirana funkcija ¢

na kvocijentnom prostoru I'\ H, takva da vrijedi

f(z) =¢pom(z). (1.6)

Oznacimo s

Ag(T)

prostor svih meromorfnih funkcija f: H — C koje zadovoljavaju uvjet modularnosti (1.5)
i koje su meromorfne u kaspu. Takve funkcije zovemo meromorfne modularne forme.

Specijalno, za k = 0 se lako vidi da je prostor
Ao(I)

polje [18, §2.1].
Neka je f € Ap(T"). Tada je s (1.6) i po uzoru na [18, §2.1], dobro definirana meromor-
fna funkcija ¢y na Riemannovoj plohi . Obratno, ako je ¢ element funkcijskog polja

C(Ar), tada je funkcija f(z) definirana s
f(z)=¢om(z), z€H,

element od Ag(I"). Stoga smo dobili [18, (2.1.24)]:

18
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Lema 1.6.1. C(Rr) je izomorfno s Ao(I') preko preslikavanja
¢pr— o,
odnosno
fr— Of-

Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste. Zbog [18, 2.1.9] svaki o € SLy(R) inducira
izomorfizam polja

Ao(T) — Ap(a"'Ta),

definiran s
f — f|00{.

Stoga zbog Leme 1.6.1 imamo

Lema 1.6.2. Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste i neka je ¢ = ¢5 € C(Rr). Tada svaki

a € Sla(R) inducira izomorfizam polja
C(%F) — C(ma—ll"o)?

definiran s

Ocito je [ € Ao(T) i floa € Ag(a™'Ta).
Zanimaju nas prostori

My(T') ={f € Ax(T') | f je holomorfna na H i u svim kaspovima od T'} i

Sp(T) ={f € Ax(T) | f je holomorfna na H i ima nultocku u svakom kaspu od T'}.

Nazivamo ih prostor modularnih formi teZine k za T i prostor kasp formi teZine k za T,

respektivno.
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1.7. MODULARNE FORME I DIFERENCIJALI

Po uzoru na [18, Sekcija 2.3] dajemo vezu diferencijala na kompaktnoj Riemannovoj plohi
Ar 1 meromorfne modularne forme za I'; gdje je I' C SLy(R) Fuchsova grupa prve vrste.
Neka je f € Ay, (') meromorfna modularna forma za I', m € Z paran. Definiramo

preslikavanje

A (T) — D™ (Ry),
u oznaci
frwr= {(¢uavuatu)}-
1° Ako je a,, € V, € Rr obicna ili elipticka tocka stavimo
Bu(az) = f(2)(d(ty(az))/dz) /2.

2° Neka je b, € R kasp. Neka je 0 € SLa(R) takav da je o.x = oo i neka je h pozitivan

realan broj takav da je

n

B 1 h
olyo  {£} =< £ |neZ
0 1

2mioz/h

Iz definicije strukture Riemannove plohe na T'\H* slijedi da je funkcija e invari-

jantna na djelovanje od I';, pa mozemo definirati lokalnu koordinatu ¢, na okolini V;, C Rp
S
tb(az) _ 627771(72/17,'
Stavimo
Bo(a:) = c(flmo ™) (0.2) (t(az)) /2,
gdje je ¢ = (2mi/h)~"/?
Preslikavanje f +— w; komutira s operacijama mnoZenja i zbrajanja, tj.

wrg =wy-wy za feAn(l) e Ay (T)
Obratno, za dani diferencijal w = {(¢,, V,,t,)} € D¥(Rr) definiramo f € Ag(T) s

F(2) = ¢pu(az)(d(tu(az) /d2)".

Vrijedi
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Teorem 1.7.1 ( [18], Teorem 2.3.1). Preslikavanje f — wy inducira izomorfizam gradu-

iranih algebri nad C:
A<P)parni = ZAZm(F> v D(%F) = ZDm(mF)'
m m

Teorem 1.7.2 ( [18], Teorem 2.3.2). Za k = 2 korespondencija f + wy inducira izomor-

fizam

Sy(T) ~ HY (%r).

Ako je f € Ag(I'), pripadni diferencijal wy oznaCavamo s izrazom f (2)(dz)"?. Evi-
dentno je da taj izraz mora biti invarijantan na djelovanje od I'; $to drugim rije¢ima znaci
da je

F()(d2)*? = f(7.2)(d(7.2) ",

za svaki y el
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1.8. DIVIZORI MODULARNIH FORMI

Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste. Definirati ¢emo pojam divizora modularne forme
parne tezine na modularnoj krivulji Rr po uzoru na ( [18], 2.3). Takoder vidi [19, sekcija

4.

Prvo definiramo red modularne forme u svakoj tocki modularne krivulje.

1° Ako je a obicna ili elipticka tocka tada vrijedi a = 7(£) = a¢ za neki £ € H, gdje je
as € Rr projekcija od § na Rp.

Ako stavimo

ee =# (De/TN{£1}),
tada za svaki v € T, vrijedi e¢ = egr, gdje je & =~.£. Stoga je dobro definirano €ag = €¢-
To zovemo indeks ramifikacije u tocki a = a¢. Tocka § € H odnosno pripadna agz € Rr je
elipticka ako je e¢ > 1.

Neka je f € M, (I'), gdje je m > 2 parni cijeli broj. Neka je { € H. Tada v,_¢(f)
oznacava red holomorfne funkcije f u &. Znamo da je j(.z) # 0 za svaki v € I' i za svaki
z € H. Za svaki v € I, imamo jednakost funkcija f(v.2) =j(v.2)" f(2), gdje je z € H. Ovo
pokazuje da za svaki 7 € T, vrijedi v,_¢(f) = v,_¢/(f). gdje je & =~.£. Stoga mozemo
staviti

Vag(f) = Vz—é(f)/eug-

2° Ako je b € Ry kasp, on korespondira nekom xz € RU{occ} kaspu za I', $to pisemo

b="b,. Neka je o0 € SLy(R) takav da je o.x = oo i neka je ' > 0 takav da imamo

B L
{£1}olpo " ={£1} ; el
0 1

Tada Fourierov razvoj od f u z ima oblik:

(flmO'_l)(O'.z) = Z aneQWMna.z/h’.
n=0

Stavimo

ve(f)=N2>0
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Preliminarna sekcija Divizori modularnih formi

gdje je ay # 0 i a; = 0 za svaki cijeli broj ¢ takav da je 0 <i < N. Lako se vidi da ova
definicija ne ovisi o izboru od o. Takoder, ako je 2’ = .z, tada vrijedi vz (f) = vy (f).

Stoga mozemo definirati

Ve, (f) = va(f)-

Definicija 1.8.1. Divizor modularne forme f dan je formulom
div(f) = Z va(flae Q& Div(RAr),
acRr

gdje je Div(Rr) grupa (cjelobrojnih) divizora na Rr.

U gornjoj definiciji je pojam divizora prosiren na nacin da divizor moze poprimati i
racionalne vrijednosti.
Koristeéi ( [18], 2.3), vidimo da je ova suma konacna t.j., v4(f) # 0 za samo kona¢no

mnogo tocaka. Stavimo

deg(div(f)) = > va(f)-

aERP
Neka je 9; € Q@ Div(Rr), i = 1,2. Kazemo da je 91 > 02 ako razlika 9; — 02 pripada

Div(fRr) te je ne-negativna u standardnom smislu.

Sljedeca lema je po uzoru na [19, Lema 4-1].

Lema 1.8.2. Neka je m > 2 paran cijeli broj, te pretpostavimo da je f € My (I'), f #0.

Neka je t broj neekvivalentnih kaspova za I'. Tada vrijedi:

(i) Za a € Ry, vrijedi va(f) > 0.
(1i) Za kasp a € Rr, vrijedi da je vq(f) >0 cijeli broj.

(iii) Ako a € Rr nije elipticka tocka niti kasp, tada je vq(f) >0 cijeli broj. Ako je a € Rp
elipticka tocka, tada je vo(f)— 5 (1—1/eq) cijeli broj.

(iv) Neka je g(I') genus od Rr. Tada vrijedi

m

deg(div(f)) = m(g(I) = 1)+ o (H . > (1—1/6a))

elipticka
_m // dxdy
Cdrntlnm y?
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Preliminarna sekcija Divizori modularnih formi

(v) Oznacimo s [x] najveci cijeli broj < x, gdje je x € R. Tada je

4

(m=1)(g(0) = 1)+ (5 =1t +3 aemy, [F(1—1/ea)], akojem>4,
dim Sm(F) = elipticka

g(I), ako je m=2.

dim Sy, (T') +t, akojem >4, ilim=2it=0,
dim M, (T') =

dimS,, (I +t—1=g(I)+t—1, akojem=21it>1.
(vi) Postoji cjelobrojni divizor C}' > 0 stupnja

dim My, (D) +g(T) =1, akojem >4, ilim=2it>1,
2(g(I")—1), akojem=21it=0
takav da vrijedi

2

div(f)=¢,+ % (1—1/ea) - [%(1—1/%)}) a.

a€Rr, elipticka

(vii) Neka je f € Spu(I'). Tada za cjelobrojni divizor definiran s ¢y = c.’f — > bemy, b vrijedi
cusp

¢y > 0 te je njegov stupanj dan s

dim S, (I") +¢(T') —1; ako je m >4,

2(g(T)=1); ako je m=2.

Dokaz. Tvrdnje (i)—(v) su standardne ( [18], 2.3, 2.4, 2.5). Tvrdnja (vi) slijedi iz (iii), (iv)
i (v) (vidi Lema 4-1 in [19]). Na kraju, (vii) sijedi iz (vi). [
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2. BIRACIONALNA PRESLIKAVANJA OD

X(1) u P?

U ovom poglavlju prou¢avamo biracionalna preslikavanja modularne krivulje X (1) pri-
druZene grupi SLo(Z) u projektivinu ravninu P2. Pokazujemo da se svaka krivulja genusa
0 i stupnja g moze uniformizirati s modularnim formama za SLo(Z) tezine vece ili jed-
nake 12¢, ali ne i manje. Uniformizacija formama tezine 12¢ moze ze odabrati tako da
bude biracionalna ekvivalencija. Prou¢avamo druga regularna preslikavanja X (1) — P2
i racunamo jednadzbu pripadne projektivne krivulje koja je slika tog preslikavanja. U

programu SAGE rac¢unamo neke uniformizacije. Prosirujemo rezultate od [24].

2.1. UNIFORMIZACIJA MODULARNIM FORMAMA

Osnovi primjeri modularnih formi za SLy(Z) su Eisensteinovi redovi.
oo
Ey(z) =1+240)_ o3(n)q"
n=1

Fg(z) =1-504 i o5(n)q"

n=1

predstavljaju g-ekspanzije u beskonacnosti Eisensteinovih redova tezine 4 i 6, gdje je
q=-exp(2miz). Oni generiraju prostor modularnih formi bilo koje parne tezine za SLy(Z).
Detaljnije, ako s My, oznac¢imo prostor svih modularnih formi parne tezine m za SLo(Z)

tada vrijedi

My, = € CE{E]. (2.1)
a,820
4a+68=m

Modularna grupa SL2(7Z) djeluje na prosirenu gornju hiperravninu H* = HUQU {ico}
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Biracionalna preslikavanja od X (1) u P? Uniformizacija modularnim formama

razlomljenim linearnim transformacijama. Kvocijent
X(1)=H"/SLy(Z)

je modularna krivulja genusa nula. Krivulja X (1) je preko modularne j-funkcije izomorfna
s PL.

Klasi¢na modularna j-funkcija definirana je s
= E3 /A
J 4 )

gdje je A Ramanujanova delta funkcija. A je definirana s

(1o , E}(z)— E2
A)=q [[(1—=¢")* =g+ r(n)g" = g —24¢° +252¢° + - = Eilz) — B(z) 1728 ),
n=1 n=2

gdje je g = exp (2miz).

Znamo da je svaka ireducibilna kompleksna projecktivna krivulja biracionalno ckviva-
lentna s ravninskom krivuljom. Kazemo da je ireducibilna krivulja C C P? uniformizirana
s modularnim formama tezine m ako postoje f,g,h € My, takve da je C slika holomorfnog

preslikavanja X (1) — P? danog s

z2— (f(2): g(2) : h(2)). (2.2)

Kako je modularna krivulja X (1) genusa 0 zbog Hurwitzove formule (1.1), krivulja C

takoder ima genus 0. Glavni rezultat ovog poglavlja je ( [24, Teorem 1-3))

Teorem 2.1.1. Neka je C C P2 ireducibilna krivulja stupnja q i genusa 0. Tada se C moZe
uniformizirati s modularnim formama za SLy(Z) tezine 12q. To se ne moze napraviti s
modularnim formama mangje teZine. Nadalje, uniformizacijsko preslikavanje s modularnim

formama se moZe odabrati tako da bude biracionalna ekvivalencija.

U dokazu koristimo standardne rezultate o kompleksnim algebarskim krivuljama [17].
Treba nam pojam divizora modularne forme koji smo za opcéenitu Fuchsovu grupu uveli u
preliminarnoj sekciji. Prvo éemo to specijalizirati za grupu SLs(7Z). Slijedimo ( [18] 2.3).

Tocka & je elipticka ako njen stabilizator SLa(Z)¢ u SL2(Z) podijeljen s {£1} nije
trivijalan. Definiramo

€¢ = # (SLQ(Z)g/{:l:l}) .
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Biracionalna preslikavanja od X (1) u P? Uniformizacija modularnim formama

Stoga je & elipticka ako i samo ako eg > 1. Definiramo

ve(f)=va—e(f)/ec.

Brojevi e¢ and v¢(f) ovise samo o SLa(Z)-orbiti od £. Ako je ag projekcija od £ na,
X (1), moZemo staviti
Vag(f) = VE(f)'

U SLy(Z) imamo samo dvije orbite elipti¢kih tocaka: i i €™/3. Pripadni indeksi
ramifikacije su e; = 2 te e i3 = 3.

Kaspovi za SLa(Z) su QU {ico} i oni svi tvore jednu orbitu. Neka je f € My, —{0}
modularna forma parne tezine m >4 za SLy(Z). Po uzoru na (§1.8) definiramo Fourierov

razvoj od f u kaspu ioo:

oo

f(Z) _ Z an€2ﬂ'mz'

n=0

Stavimo
Vz'oo(f) =N Z 07

gdje je ay #0 1 a; = 0 za svaki cijeli broj ¢ takav da je 0 <i < N. Pokazuje se da v,(f)
ne ovisi o izboru kaspa x € QU {ioco}.

Definiramo divizor od f kao:

div(f)= > va(f)a.

aeX (1)

To je divizor s racionalnim koeficijentima na Riemannovoj plohi X (1). Znamo da je
( [18], 2.3) ova suma konacna, t.j., /4(f) # 0 samo za kona¢no mnogo tocaka na krivulji.

Standardno je stupanj divizora

deg(div(f)) = >_ va(f).

aeX (1)

U ( [18], Theorem 2.3.3) dana je formula za stupanj divizora modularne forme za bilo

koju Fuchsovu grupu I'. Ako to primijenimo na grupu SLy(Z) dobivamo

deg(div(f)) = .

Analogno dokazu od ( [19], Lemma 4-1 (vi)) dokazuje se
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Biracionalna preslikavanja od X (1) u P? Uniformizacija modularnim formama

Lema 2.1.2. Neka je m > 12 paran cijeli broj i@ f € My,, f # 0. Tada postoji cjelobrojni

efektivni divizor ¢y > 0 stupnja dim My, — 1 takav da vrijedi

)= (22 (2 (2]

Dokaz Teorema 2.1.1 po¢injemo sa sljede¢om lemom (vidi [24, Lema 2-2]):

Lema 2.1.3. Pretpostavimo da je m > 12 paran cijeli broj takav da je dim My, > 3.
Neka su f,g,h € M, linearno nezavisne modularne forme. Tada je slika preslikavanja
X (1) = P? danog s

a: — (f(2):9(2) - h(z))

ireducibilna projektivna krivulja genusa 0. Oznacavamo ju s C(f,g,h). Nadalje, ako stu-

panj krivulje C(f,g,h) oznacimo s q, tada vrijedi 1 < g < dim M,,, — 1.

Dokaz. X (1) ima strukturu kompaktne Riemannove plohe ( [18] §1.8), a to povlaci [17] da
ima kanonsku strukturu glatke projektivne krivulje. Jasno je da su f/h i g/h racionalne
funkcije na X (1). Stoga je preslikavanje a, — (f(2) : g(2) : h(z)) jednako racionalnom
preslikavanju
a: — (f(2)/h(2) : g(2)/h(2) - 1).

Medutim, kako je X (1) glatka, to preslikavanje mora biti regularno (vidi 1.1.1). Kako je
regularno preslikavanje neprekidno, slika ireducibilnog skupa je ireducibilan skup. Stoga
je slika C(f,g,h) ireducibilna projektivna krivulja (vidi 1.1.2). Genus od C(f,g,h) je po
definiciji genus od njene desingularizacije (normalizacije), koju nazovimo C. Normalizacija
daje racionalno preslikavanje ¢ : C(f,g,h) — C koje je biracionalna ekvivalencija. Stoga
je kompozicija

X(1) a:—(f(2):9(2):h(2)) C(f.g.h) —2 C

ne-konstantno racionalno preslikavanje. Stoga je ta kompozicija regularna (1.1.1) i su-
rjektivna. Po Hurwitzovoj formuli, genus od C je manji ili jednak genusu od X (1), sto
povladi da je genus od C jednak 0. Dakle, C(f,g,h) ima genus 0.

Sada dokazujemo zadnju tvrdnju leme. Neka su (zq : 21 : x2) homogene koordinate
na P2. Kako su f,g,h linearno nezavisne, stupanj od C(f,g,h) na moze biti 1. PokaZimo
da je taj stupanj < dim M,, —1. Neka je  pravac u P? u opéem polozaju u odnosu na
C(f,g,h). Tada on presijeca krivulju C(f,g,h) u razli¢itim tockama ¢iji broj je jednak

stupnju od C(f,g,h). MoZemo napraviti zamjenu koordinata tako da jednadzba pravca
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[ bude xg =0. U novom koordinatnom sustavu preslikavanje a, — (f(2) : g(2) : h(z)) je
oblika
a. = (F(2): G(2): H(2)),

gdje su F,G,H € M,, ponovo linearno nezavisne. Specijalno mora vrijediti F,G, H # 0.

Napisimo ovo regularno preslikavanje X (1) — C(F,G, H) u formi

— (1:G(2)/F(z): H(2)/F(2)). (2.3)

Pomoéu Leme 2.1.2, lako moZzemo izracunati divizore racionalnih funkcija G/F i H/F.

Dobijemo
div(G/F) = div(G) —div(F) =c¢g —¢p o
div(H/F) = div(H) — div(F) = cir — cp, 24
gdje su ¢p, ¢g i ¢y cjelobrojni efektivni divizori stupnja dim M, — 1.
Sada presjecimo C(f,g,h) s pravcem xg = 0. Promatrajuéi preslikavanje u formi (2.3),
zakljucujemo da je presjek odreden s polovima od G/H i H/F. Kako su svi divizori u
(2.4) efektivni, polovi od G/F i H/F su sadrzani u nosacu od c¢p. Kako je ¢p efektivan

i stupnja dim M,, — 1 njegov nosa¢ ne moze imati vise od dim M,,, — 1 toc¢aka u nosacu.

Dakle, imamo najvise dim M,,, — 1 toc¢aka u presjeku, ¢ime je tvrdnja dokazana. [
Sljedi slucaj s linearno zavisnim modularnim formama ( [24, Lema 2-5]).

Lema 2.1.4. Pretpostavimo da je m > 12 paran cijeli broj takav da je dim M, > 2. Neka
su f,g,h € My,, takve da su dvije od njih linearno zavisne, ali ne i sve tri. Tada je slika

preslikavanja X (1) — P? danog s
a — (f(2) 1 g(2) : h(2))
pravac.

Dokaz. Ako na primjer uzmemo da su f i ¢ linearno nezavisne, tade je preslikavanje
X (1) — P! (na afinom podskupu) dano s f/g ne-konstantno, pa stoga i surjektivno (slika
je ireducibilna mnogostrukost, a to moze biti jedino tocka ili cijeli P'). To upravo znaéi da
je preslikavanje a, — (f(2) : g(2)) surjektivno. Po pretpostavci je h linearna kombinacija
od fig, h=Af+pug. Sada vidimo da pocetno preslikavanje mozemo faktorizirati na
sljedeé¢i nacin:

a—(f(2):9(2)) (s:t)—(s:t:As+ut)

X(1) s P! P2,
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Kako je drugo preslikavanje stupnja 1 ono je izomorfizam, tj. ulaganje projektivnog pravca

P! u projektivnu ravninu. |

Korolar 2.1.5 (( [24], Korolar 2-6). Uz pretpostavke ili Leme 2.1.3 ili Leme 2.1./, postoji
do na mnozZenje skalarom jedinstveni homogeni polinom P = Py 4y u tri varijable stupnja

<dim My, — 1 takav da je skup svih njegovih nultocaka (P(zg,x1,x2) =0) jednak C(f,g,h).

Dokaz. C(f,qg,h) je ireducibilna projektivna krivulja stupnja ¢ < dim M,, — 1. Po Hilberto-
vom teoremu o nulama ta krivulja je skup nultocaka do na skalar jedinstvenog ireducibil-

nog homogenog polinoma. Stupanj tog polinoma jedak je stupnju krivulje C(f,g,h). B
Bitan korak u dokazu Teorema 2.1.1 je sljedeca lema ( [24, Lema 2-7] ).

Lema 2.1.6. Neka je C C P? ireducibilna krivulja stupnja ¢ > 1 i genusa 0. Tada se C ne

moZe uniformizirati s modularnim formama teZine < 12q.

Dokaz. Prisjetimo se da je

ako je m =2 (mod 12)

—
I3
[E—

(] +1 ako je m#2 (mod 12),

gdje [z] najvedi cijeli broj < x. Ako je m < 12¢ iz toga vidimo da je
dim M, < dim My, = q+1.

Kako bi uniformizacija bila moguéa mora vrijediti dim M, > 2 (inace bi preslikavanje
bilo konstantno). Sada zbog Leme 2.1.3 i Lemme 2.1.4 vidimo da je stupanj krivulje koju
uniformiziramo < dim M,, —1 < ¢, pa zakljucujemo da s modularnim formama tezine

m < 12¢ ne mozemo uniformizirati krivulju stupnja q. [ ]
Sljedeca lema zavrsava dokaz Teorema 2.1.1 (vidi [24, Lema 2-7] ).

Lema 2.1.7. Neka je C C P? ireducibilna krivulja stupnja q¢ > 1 i genusa 0. Tada se C
moze uniformizirati s modularnim formama teZine 12q tako da je pripadno preslikavanje

biracionalna ekvivalencija.

Dokaz. Kako je C genusa 0 postoji biracionalno preslikavanje

Pl —C.
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Ovo preslikavanje je nuzno oblika

(s:t)— (a(s,t): B(s,t):v(s,t)),

gdje su «, 8 i v homogeni polinomi u dvije varijable istog stupnja homogenosti.
Kako je krivulja C stupnja ¢, lako se vidi da stupanj homogenosti polinoma o, i vy
mora biti jednak upravo ¢. Naime, promotrimo broj tocaka presjeka krivulje s pravcem

u opéem polozaju. Jednadzba pravca [ C P? je oblika
Ax+By+Cz=0

za neke A, B,C' € C. Stoga vidimo da je pravac do na mnozenje skalarom potpuno
odreden trojkom (A, B,C). Na taj na¢in imamo 1—1 korespondenciju izmedu tocaka
(A:B:C) e P? i pravaca | C P2, Pravci u opéem polozaju ¢ine Zariski otvoren skup
koji odgovara Zariski otvorenom skupu tocaka (A: B: C) € P2. Presjek pravca zadanog

gornjom jednadzbom i slike biracionalnog preslikavanja dan je s nultockama polinoma
Aa(s,t)+ Bp(s,t) +Cvy(s,t).

Ako je pravac u opéem polozaju gornja jednadzba mora imati g-razlicitih rjesenja (s:t) €
P!, Stoga polinom mora biti stupnja ¢q. Kako ovo vrijedi na Zariski otvorenom skupu
trojki (A : B : C) € P?, homogeni polinomi a, 3,y moraju biti istog stupnja g.

Kako je gornje preslikavanje biracionalno, zakljucujemo da su bar dva polinoma iz
skupa {«, 8,7} linearno nezavisna. U suprotnom bi preslikavanje bilo konstantno. Stoga
su bar dva od njihovih dehomogenizacija «(T,1),5(7,1),~v(T,1) linearno nezavisna, gdje
nam je 71" varijabla.

Polje racionalnih funkcija C(X (1)) je dano s

Ovdje je j klasi¢na modularna j-funkcija definirana s
j=Ej/A
4 )

gdje je A Ramanujanova delta funkcija

_ E}2) - E3(2)

o
Az)=q[[(1—g")* =g+ Y 7(n)q" = q— 244" +252¢° + - - s
n=2

n=1

s time da je g = exp (27iz).
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Stoga vidimo da su barem dvije od modularnih funkcija a(j(2),1),3(j(2),1),7v(j(2),1)
linearno nezavisne kao elementi od C(X (1)). Stoga zbog homogenosti isto vrijedi i za mo-
dularne forme a(E3(2), A(2)), B(E3(2),A(2)), v(E3(2),A(2)) stupnja 12¢. Sada moZemo

Lemu 2.1.3 i Lemu 2.1.4 primijeniti na preslikavanje
X(1) —P —c¢
dano s

ar—(a(j(2),1) - B(j(2),1) - v(i(2), 1)
= (a(E}(2), A(2)) : BE](2),A(2)) : 1(E, A(2))) -
Zaklju¢ujemo da je slika ireducibilna projektivna krivulja C (a(E3,A), B(E3, A),v(Ef, A))
sadrzana u krivulji C, pa su one zbog ireducibilnosti jednake. Kako je gornje preslika-

vanje kompozicija izomorfizma i biracionalne ekvivalencije, ono je i samo biracionalna

ekvivalencija. ]
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2.2. PRIMJERI UNIFORMIZACIJA

U ovoj sekciji prosirujemo rezultate iz [24, sekcija 3]. Promatramo polinome u dvije
varijable z,y, koje u projektivnom slu¢aju homogeniziramo na uobicajeni nacin s x =1 /xg
iy =ux9/xo. Primjeri koje konstruiramo u ovoj sekciji dobiveni su direktnom primjenom
Teorema 2.1.1. Oni daju biracionalnu ckvivalenciju.
Neka je
P(z,y) = 2%+ ag_ 127 4 a1qg+ag — v,

polinom s kompleksnim koeficijentima a;. Pokazimo da je on ireducibilan u prstenu C[z, y].

Pretpostavimo suprotno, tj. da je ga mozemo napisati kao produkt
P(z,y) = Pi(z,y) - Pa(z,y),

za neke nekonstantne polinome Pj, P> € Clz,y]. Ako ga promatramo kao polinom u va-
rijabli y s koeficijentima u prstenu Clz|, on je o¢ito ireducibilan i stupnja 1. Stoga bez
smanjenja opéenitosti mozemo uzeti da je P, € Clz|, i deg, P> =1 (stupanj u varijabli
y). Pretpostavili smo da je P, ne-konstantan, tj. P; ¢ C, pa stoga sadrzi ne-nul monom
u varijabli x pozitivnog stupnja k, byz®. Stoga ée produkt, tj. polinom P(z,y) sadrzavati
monom bx¥y, gdje je k > 0, §to je kontradikcija. To pokazuje da je P(x,y) ireducibilan.

Stoga je afina krivulja (y = 29+ ag—129" 1 +---a1q +ap) ireducibilna i imamo o¢iti
(afini) izomorfizam

(z,y)—x

Ciji inverz je
x— (2,074 ag_ 127 4+ a1q + ag).

1 1 —1 .
=zl +ag 129 wo+ - armzlT —apxd) je

Pripadna projektivna krivulja C = (wqzl~
ireducibilna i ima stupanj ¢. Nadalje, njen genus je 0 posto gornji afini izomorfizmi
induciraju biracionalno preslikavanje s C u P!,

U projektivnim koordinatama, biracionalna ekvivalencija P! — C je dana s (¢ <+ )
(s:t) — (s9: 897t ag_1st9 4 a1 aps?). (2.5)

Kako a, — (E3(2) : A(2)) daje izomorfizam od X (1) s P!, kompozicija

ax— (B3 (2):A(2)) Pl preslikavanje (2.5)

X(1) C.
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daje biracionalnu ekvivalenciju od X (1) s C. Stoga je C uniformizirana i biracionalno
ckvivalentna s X (1) pomoc¢u modularnih formi Ei’q, AEi’q_?’, Al+a, (ATLES -+
M AE 4 ag B € My,

Neka su m,n > 1 relativno prosti cijeli brojevi. Tvrdimo da je krivulja dana jednadz-
bom

2™ —y" =0

ireducibilna i biracionalno ekvivalentna afinom praveu A'. Zaista, promotrimo preslika-
vanje

Pokazimo da je ono biracionalna ekvivalencija. Prvo promotrimo sljedeca preslikavanja:

k

(z,y)— (% .x)
(z™ —y" = 0) M (2" —y" = 0),

gdje je m =nk+r. Ocito je da su ta preslikavanja inverzna jedno drugom na Zariski
otvorenom skupu pa su oba biracionalne ekvivalencije. Koriste¢i ovu ideju i primjenom

Euklidovog algoritma preslikavanje 2.6 se moze rastaviti u niz biracionalnih ekvivalencija:

(z,y)—(y.xy"1)

m=kin+r (" —y" =0) LTS (2™ —y" =0)
n=kory+ry (337‘1—2/'2:0) M (xn_ym :())

Ti—1 = k’,i+17”i + 7’7;4_]_ (1.7‘7; _ yri+1 — 0) (x’y)H(y,xyki-irl) (Iri_l _ yﬁ; — O)
r; = ki+2ri+1 + 1 (xri+1 _ y — 0) ($7y)'—>(y,wykz’+2)\ (,l‘ri _ yT‘H_l — 0)

Al x> (z,2" i)
it

(2"t —y =0).

Pretpostavimo da je m > n. Napomenimo da je polinom
=y

ireducibilan, sto je ekvivalentno ireducibilnosti homogenog polinoma

ot —ahag "
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To dobijemo iz pokazane ¢injenice da je krivulja (2™ —y™ = 0) ireducibilna, a to povlaci
ireducibilnost projektivne krivulje (21" —z5z5 " =0). Stoga je po Hilbertovom teoremu o
nulama polinom z{* —z5x(' " potencija ireducibilnog polinoma, stupnja jednakog stupnju

krivulje (27" —25xg" " =0). Medutim, ako presjecemo tu krivulju s pravcem
rog—1x2 =0,
dobijemo m razli¢itih toc¢aka presjeka. Tocnije, tocke presjeka su
(1:68:1), za 0<k<m,

gdje je & primitivni m-ti korijen iz jedinice. To pokazuje tvrdnju o ireducibilnosti poli-
noma.

I dalje radi odredenosti pretpostavljamo da je m > n. Kompozicijom preslikavanja
(2.6) u projektivnoj formi i izomorfizma od X (1) s P! preko j-funkcije dobijemo biraci-

onalni izomorfizam izmedu X (1) i krivulje C = (27" —ahzy'™ " = 0):

X(l) azl—>(E2(Z)3A(Z))/ Pl (S:t)H(sm:tnsm—n:tm)> C

Stoga je C uniformizirana i biracionalno ekvivalentna s X (1) uz pomo¢ modularnih formi

Ei'm, AnEim_dn, A™ € Miag.

U sljedecoj propoziciji opisujemo sve krivulje koje mozemo uniformizirati pomocu tri

modularne forme za SLg(Z) u kanonskoj bazi (vidi (2.1))

E} ENTOE2 B (2.7)

za Mizq, gdje je ¢ > 2.

Propozicija 2.2.1. Neka je ¢ > 2. Promatramo bazu od Miaq danu s (2.7). Tada su
sve krivulje koje moZemo uniformizirati pomocu tri forme iz te baze od Miyaq, do na po-
redak elemenata baze i uniformizaciju s Mg za 2 < ¢' < q, dane s jednadZbama oblika
(xgl_j/x%/ —x(fl =0), gdje je 0<j<q, (j,q) =d, ¢ =q/d ij =j/d. Uniformizacija je

biracionalna ekvivalencija ako © samo ako je d =1.

Dokaz. Prvo promotrimo slu¢aj ¢ =2. Tu se radi o prostoru May &ija kanonska baza je EY,
E3EZ, E§. Ocito vrijedi ESE§ — (E;}Eg)z = 0. Stoga dobijemo krivulju (zoze — 23 = 0).

Time je tvrdnja za ¢ = 2 dokazana.
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Opcenito, promotrimo krivulju dobivenu od Ezq_3iE§1, Ejjq_:ijEZj7 gdjeje0<i<j<
k<gq Akojei>0ili k< g, tada je svaka forma djeljiva s E2 ili E} respektivno. To
znaci da jednadzbe krivulja koje dobijemo dolaze od pripadnih formi iz prostora Mja(,_1)
ili manjeg. Ali, nih smo veé¢ dobili za taj manji ¢q. Zakljucujemo da se doprinos prostora
M4 listi krivulja ostvaruje pomocu trojki EX g3 ng B2 odieje 0 < j<q. Uovom

slucaju stavimo (7,q) =d, ¢’ =q/d, i j' = j/d. Tada dobijemo:

()" (o) (o) = ()" () - ()

_ 3d'd(q'—35") 2d'dj’ 3d(q'—j")q" 1-25'dq’
4 Eg" ™ —Ey Eg

= 0.
Ovime smo pokazali da je ireducibilna projektivna krivulja
C(Ey", By VB, Eg")
(vidi 2.1.3), sadrzana u krivulji
(asgl_j /x%/ - a:‘f/ = O> .

Medutim, kako su ¢’ i j' relativno prosti, pomoc¢u drugog primjera u ovoj sekciji zaklju-
cujemo da je krivulja (xgl_j I:cgl —x({l = 0) takoder ireducibilna. Stoga zakljuc¢ujemo da
je

C(EY, BBy, By = (o 7 2] —af =0).

Sada diskutiramo kada je preslikavanje biracionalna ekvivalencija. Radi jednostav-
nosti stavimo f = F;% g=Ey" ¥ EY i h= E’gq. U dokazu leme 2.1.3 objasnjeno je da
preslikavanje a, — (f(z) : g(2) : h(2)) mozemo promatrati kao regularno preslikavanje s
glatke projektivne krivulje X (1) koje je surjektivno. Na razini polja racionalnih funkcija

to implicira sljedece:

C(af 7' —a =0) =C(C(f,9.0) ~ Clg/f,h/ ) S C(X (1)) = C(j).

Dakle, imamo ulaganje polja racionalnih funkcija. Znamo (vidi [37, str. 13] ili [36, str.
12]) da je racionalno preslikavanje biracionalna ekvivalencija ako i samo ako je pripadno
ulaganje polja racionalnih funkcija izomorfizam. Stoga je preslikavanje a, — (f(2) : g(2) :

h(z)) biracionalna ekvivalencija ako i samo ako vrijedi C(g/f,h/f) =C(X (1)) = C(j).
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Pogledajmo ¢emu je jednako potpolje generirano s funkcijama g/f i h/f. Vrijedi

cwrmn=c((2) (&),

Medutim, postoje m,n € Z takvi da je jn+qgm = d, gdje je (j,q) = d. Kako je d najmanji

takav broj po apsolutnoj vrijednosti za bilo koji izbor od n i m, vrijedi
(B ())&
£3) '\ E3 B |

Primjetimo da je

B} Bj+E-E A
Ep- B B

Sada imamo

c((1-571") =Clg/f.h/f) SCX (1)) =C() =C (7).

Rekli smo da je preslikavanje a, — (f(2) : g(2) : h(z)) biracionalana ekvivalencija ako
i samo ako je gornja inkluzija jednakost. Medutim, kako je C(j~!) ~ C(T), gdje je T

varijabla, inkluzija ¢e biti jednakost ako i samo ako je d = 1. [ ]
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2.3. RACUNI poMOCU SAGE-A

U ovoj sekciji racunamo neke uniformizacije pomoc¢u open source matematickog softwarea
SAGE. Prosirujemo rezultate iz [24, sekcija 4]. Racunamo ireducibilne poliome dane u
Korolaru 2.1.5. Radi jednostavnosti oznac¢imo modularne forme u kanonskoj bazi za Mo,
danc u (2.7) s:

€0, €1,---,€i,-.-€q (2.8)
Ovu bazu ra¢unamo u SAGE-u na sljedeéi nacin:
sage : E4 = eisenstein__series__qexp(4, prec)
sage : E6 = eisenstein_ series_ qexp(6, prec)
Ove naredbe vracaju g-ekspanzije od normaliziranih Eisensteinovih redova tezine 4 i 6 do
preciznosti prec. Forme koje ¢ine bazu dobivamo s

sage: ej = E4"(3x(q—1)) «E6"(2x1)

za 0 <14 <gq. Jednadzbu krivulje dobivene od linearno nezavisnih formi f,g,h € M9,
racunamo na sljedeéi nacin.

Prvo, pomocu jednostavnih procedura racunamo sve monome stupnja g koji se dobiju
od f,g,h. Nakon toga pomo¢u SAGE naredbe linear__dependence() ra¢unamo jednadzbe

linearne zavisnosti monoma:s:
: !/ /
sage : L= V.linear dependence(vectors,zeros =" left’).

To nam daje jednadzbu krivulje. Dalje koristimo naredbu factor() kako bi provjerili

ireducibilnost pripadnog polinoma.
sage : F = factor(pol).

Primjetimo da su sve krivulje dobivene pomocu tri forme u kanonskoj bazi opisane u Pro-
poziciji 2.2.1. Stoga radimo neke elementarne operacije s elementima kanonske baze kako
bi dobili neke druge trojke linearno nezavisnih formi. Sljede neki ireducibilni ireducibilni
polinomi koje smo izracunali u SAGEu:

1. M9, q=10. Za f=eg, g=eg+e1, h =eg+e1 +e19 dobivamo:

Qx(l)o - 9:68:51 + 45x%a§% — 120%3:13:1)) + 210:158:6‘1L —252z027

+ 2102428 — 1202327 + 452325 — 10zga] + 230 — 2.
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Za f=eg, g=ey+es, h=eg+e3+eyp dobivamo:

2080 — Tadxry + 482823 — 1192027 + 210x0x1 2522325 + 210x0w1

— 120:1:8:5{ + 45x81:§ — IOxox? + :v%o — 3x8x2 — 6$%1‘1x2 — 31‘81‘%15'2

+ 3523 4 3xlz 23 — xgx%

Za f=eg+es, g=er+eg, h=ej+esg dobivamo:

x2x8—2x0x9+2x — 822z $2+9xga: ) —8zY x2—|—35x 2922 34x0x7x2
01 1 01 1 1 0l1%2 — 122

+ 202803 — 90222323 + 103200y — 482 a3 + 1421,01112 — 182L0l1$2 + 821112

— 126x3x:1)’xg + 178zgx ) — 802725 + 53.7}0.%‘15(?2 86z0x32S

+ 40128 — x%@ 8:1:0:r1:132+16x0x1x2 8x1x2+x0x2 202175 + 130

2. Mgy, q=15. Za f =eg+e14, g =e€13+€14,h = e15+ e14 dobivamo:

1:%5 - xoxlx%?’ — x0x2 + a:m:%‘l

Za f=eg+e3, g=ea+e3,h=e5+e3 dobivamo:

:L'O xl — 12x(1)1x11 + 66:L’0 1:1 — 220:603:1 + 495330331 792x0x1 + 9269501:1 — 768:50:1:

+ 4502821t — 20823212 + 84a3a1® — 24xorit + 4015 — 3u2atwe + 3628wy

— 198202 29 + 660225 10 — 148525220 + 237620 2] 29 — 2787252510 + 2339252 29

— 1362%‘%117%0372 + 570x%x T9 — 1901‘0:81 xro+ 48x0x1 T9 — 6:51 T9 — £E(1)3[E% + 15x0 1‘11‘%

— 10228 323 + 418200323 — 11552 Q2 w3 + 22772 a3 — 3300228 23 + 356425 2] 23

— 2871:501’11‘2 + 1705x0x1x2 7263:0:1: x5+ 21Ox0x1 x3 — 3Txori?x3 + 31343,
. Maog, q=19. Za f =eg+e1s, g=e17+e18,h = e19+ e1g dobivamo:

3:%9 - :coxlxg — x0362 + xlx%S
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Za f=eg+err, g=eig+e1r,h =ei9+ey7 dobivamo:

a;oxl 2w0x1 + x%g — 1755(2@%6@ + 34:13035%7332 — 17x x9 + 152x0331 w%

— 2242071023 + 13621 23 — 9032321423 + 10502021 ° 23 — 59521623
+ 39102221325 — 4324w ttad + 214221725 — 128762321225 + 146202021323

— 680021125 + 329182502:1 28§ — 38692x021225 + 1764621325 — 65779:1:0:61 07
+ 79988zl — 3619321247 + 102416232725 — 1291362021%25 + 5820821 1ab —
122760330x1:v2 + 161208x0x1x2 72624x $g + 110960x0x1x — 152584x0$19310
+ 6895227230 — 734322328 ! 4106360202 2! — 484162823 + 342682343 232

— 52556x0a 4% + 242082 3% — 107983:Ox133 + 17586z 24> — 822828213

+ 2190x0:1:1:r — 3784z gz idt + 18022923t — 2692323 210 + 4912 a3l — 2382 2dd

— x%xg + 19x01:1x2 — 35x0x1$ + 17x‘i’x%6.
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2.4. GALOISOVA NATKRIVANJA

Neka je I'y <T'9, gdje su I'y i I's Fuchsove grupe prve vrste. Radi jednostavnosti pretpos-
tavljamo da —1 ¢ 1';, 1 =1,2.
Ako je I'y podgrupa konac¢nog indeksa u I'9, tada prirodno preslikavanje kvocijentnih

prostora inducira surjektivni morfizam (natkrivanje) kompaktnih Riemannovih ploha
F:Rr, — R,

stupnja [I'g : T'1] (vidi Lemu 1.5.2). Ovo natkrivanje inducira ulaganje polja racionalnih
funkcija

C(mrz) C C(%H)-

Iz teorije Riemnanovih ploha je poznato da je stupanj natkrivanja jednak stupnju prosi-

renja polja ( [18, 1.8.7]), pa vrijedi
[C(ARr,) : C(ARr,] =[T2:T].
Osnovni rezultat ove sekcije je sljedeéi teorem ( [38, str. 31]):

Teorem 2.4.1. Ako je I'y normalna podgrupa u U, tada je prosirenje polja
C(mrz) - C<9{F1)
Galoisovo.

Dokaz. Prosirujemo dokaz dan u [38]. Neka je v € I's. Zbog normalnosti je v 'T'1y =11,

pa zbog Leme 1.6.2 imamo automorfizam polja
C(9%1—‘1) — C(%pl),

definiran s
¢ — 7.
Ovdje je ¢ly = (¢5)|7 = &)y, gdje je f € Ap(T'1) (vidi Lemu 1.6.1).
Na taj nac¢in smo definirali djelovanje grupe I's na polje C(Rr, ).
1°. Zbog Leme 1.6.1 odmah vidimo da je fiksno polje ovog djelovanja upravo polje
C(Ar,), drugim rijecima
C(%r,) = C(%Rr,)".
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2°. Kako je djelovanje podgrupe I'; invarijantno, dobro je definirano djelovanje desnih
klasa od I'1, tj. elemenata od I'; \T's na polje C(Rp,). Naime, ako je I'yy =117/, tada

imamo v = ay’ za neki o € I'1. Stoga je

Sy = él(@) = (él) |y = oIy,

tj. djelovanje je dobro definirano.
3°. Zbog normalnosti je I'; \ I'2 grupa. Dobili smo kona¢nu grupu automorfizama polja

C(fAr,), cije fiksno polje je C(Rr,), tj.
C(%r,)"\? = C(Rr,).
Zbog Artinovog teorema ( [15, VI §1 Teorem 1.8]) vrijedi da je
C(%r,) € C(Rr,),
Galoisovo prosirenje stupnja [['y : I'y]. [

Napomena. Ako je natkrivanje Galoisovo, tada Galoisova grupa prosirenja polja djeluje

tranzitivno na vlaknima natkrivanja.
Napomena. Vrijedi ( [18, Teorem 4.2.1])

[(N)QS5Ls(2Z),

['(N) <Th(N).
Medutim Ty(N) nije normalna podgrupa od SLo(Z),

Lo(N) 2 SLa(Z).
Primjer. I'o(N) nije normalna podgrupa od SLy(Z).

Zaista, ako je (g 2) elg(N). Tada za g = (0 _01) € SLo(Z) vrijedi da je g~' = (_1 %,)

Stoga imamo:

4 fa b 0 1 a b 0 —1 d —c
g g = =
c d -1 0 c d 1 0 -b a

Sada za h = (1__]<,V %) € 'o(N) vrijedi

B 1N
g hg= ¢ To(N)
—1 1—N

pa T'o(N) nije normalna podgrupa od SLsa(7Z).
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U nastavku ¢emo dati detalje oko karakteristicnog i minimalnog polinoma funkcije

gb S C(%Fl)-

n
Propozicija 2.4.2. Neka sul'y <T'y Fuchsove grupe prve vrste i neka je 'o = U T'1vi, Vi €
=1

1=

I'a, dekompozicija od 'y na klase. Neka je ¢ € C(Rr,) 2 C(Rr,). Tada je

Po(T) = T1(T — 8]).

1=1

karakteristi¢ni polinom od ¢ nad poljem C(Rr,). Drugim rijecima
n
Py(T) = ZCLZ‘TZ7 a; € C(Ar,),
1=0

1 vrijedi

Dokaz. Neka je ¢ € C(Ar,) bilo koja funkcija. Neka je j jedinstveni indeks takav da je
v; € I'1. Stoga je ¢|y; = ¢, pa evidentno slijedi da je Py(¢) = 0.

Za drugi dio, primjetimo da koeficijente a;, i = 0,...,n polinoma Py(T") dobijemo od
funkcija {¢|y; | ¢ = 1,...,n} preko Vieta-ovih formula. Znamo da su Vieta-ove formule

simetri¢ne funkcije, tj. ne ovise o permutaciji argumenta. Tocnije, vrijedi:

a; = &i(¢|’717¢|727 oo 7¢|7n) = ai(¢|70’(1)7¢|70’(2)7 ce :(bh/a(n))?

gdje je o bilo koja permutacija skupa {1,2,...,n}.
Pogledajmo kako I'y djeluje na skup {¢|y; | i=1,...,n}. Djelovanjem od « € I'y na
¢|v; dobijemo
Olvi = vl = ¢lyia.
Vrijedi
vice € 'y
za neki j. Za fiksni « razliciti i-ovi daju razli¢ite j-ove (inace bi 7; i vy bili u istoj klasi).

Dakle imamo v;a = 3;7y; gdje je B; € I'1, pa slijedi

O|yiloe = @lviae = @|Biy; = 0| Bilvj = dlj.

Dakle, djelovanje grupe I's permutira skup {¢|v;: i =1,...,n}. Stoga su koeficijenti a;

polinoma Py(T") invarijantni na djelovanje grupe I', tj.
aily=a;, zasvaki~yeTlys.
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Zbog gornje Leme 1.6.1 zakljucujemo da vrijedi
a; € C(Rr,), zasvakii=1,...,n.
|

Primjetimo da funkcije ¢|v;, i = 1,...,n ne moraju biti medusobno razlicite za pro-
izvoljno odabranu funkciju ¢ € C(Rr,). Na primjer, ako je ¢ € C(Rr,), tada je ¢|y=¢
za svaki v € I'g, pa su one sve iste. Uzimanjem podskupa svih razli¢itih dobiti ¢emo
polinom s koeficijentima u polju C(Rr,) koji ponistava funkciju ¢, a manjeg je stupnja

od polinoma Py(7T'). Tocnije, neka je S C {1,...,n} takav da vrijedi jednakost skupova

{Blili=1,....,n} ={¢|7s | s € S},

s time da je ¢|vs # o|vr, za s,7 € S, s #r. Tada analogno dokazu Propozicije 2.4.2 vidimo

da polinom

My(T) := HS(T—G»'I%), (2.9)

ima koeficijente u polju C(Rr,) i vrijedi

My (¢) = 0.
Vrijedi da je My(T") upravo minimalni polinom od ¢:

Propozicija 2.4.3. Neka je ¢ € C(Rr,). Tada polinom My(T) definiran u 2.9 ima
koeficijente u polju C(Rr,) @ jednak je do na skalar minimalnom polinomu funkcije ¢

nad poljem C(Rr, ).

Dokaz. Zbog gore navedenog dovoljno je pokazati da, ako polinom Q(T") € C(fRr,)[T]
ponistava funkciju ¢ € C(Rr,), nuzno mora ponistavati i funkciju ¢|y, za svaki v € I's.

To pokazujemo u sljedecoj lemi. ]

Lema 2.4.4. Neka je ¢ € C(X(I'1)) i@ neka je
m .
Q(T)=>_bT", b; € C(Rr,),
=0
polinom s koeficijentima u C(Rr,) koji ponistava funkciju ¢, tj.

Qo) =0.

Tada vrijedi da je
Q(¢ly) =0,  za svaki~yeTs.
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Dokaz. Neka je v € I';. Racunamo

Q(oly) = Zb (@)’ Z(blv (¢']y) = szcb’ Iy =Q(¢)|y =0,

1=0
gdje je bily =b; jer je b; € C(Rr,). [

Ovime je i Propozicija (2.4.3) pokazana.

Definicija 2.4.5. Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste. Galoisov model od Rr je

nekonstantno racionalno preslikavanje
F:Rpr —CCP",
takvo da je pripadno prosirenje polja
C(C) CC(%r)

Galoisovo.
Stupanj Galoisova modela definiramo kao stupanj pripadnog prosirenja polja.
Jednadzbe Galoisova modela od Rr definiramo kao jednadzbe krivulje C.

Za n =2 kaZemo da imamo ravninski Galoisov model od Rr ).

Prisjetimo se da smo u sekciji 2.2 dali dva specijalna sluc¢aja ravninskih krivulja bira-
cionalno ekvivalentnih s Rr (1) na nacin da smo eksplicitno konstruirali pripadne unifor-
mizacije. Takoder smo u Propoziciji 2.2.1 naveli sve krivulje koje se mogu uniformizirati
pomocu tri forme iz kanonske baze od Mjg,, te dali uvjet kada je ta uniformizacija bi-
racionalna ekvivalencija. Nakon toga smo u sekciji 2.3 za razlicite prostore Mg, dali
primjere krivulja koje su uniformizirane s tri linearno nezavisne forme iz tih prostora. Sve
te krivulje C su biracionalno ekvivalentne s Rp(;y. Za sve te krivulje C vrijedi sljedeci

teorem:

Teorem 2.4.6. Jednadzbe krivulja C iz gornjeg paragrafa su jednadzbe Galoisovih modela
od Rp(y) stupnja

(1) : T(N)) = N3 T (1 - 1/p?).

p|N

gdje je p prost broj.
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Dokaz. 1z [18, Teorem 4.2.1.] slijedi da je I'(/N) normalna podgrupa od I'(1) pa zbog

teorema 2.4.1 slijedi da je natkrivanje
' Rpvy — Reqys
Galoisovo stupnja [I'(1) : I'(N)]. Prema [18, Teorem 4.2.1.] prirodno preslikavanje
Av: SLa(Z) —s SLa(Z/NZ),
je surjektivni homomorfizam ¢ija jezgra je I'(N). Stoga je
T(1)/T(N) =~ SLy(Z/NZ).
Prema [18, Teorem 4.2.4.(2)] vrijedi |SLy(Z/NZ)| = N3 v (1 - 1/p*) pa imamo

(1) : (V) = N [T (1 1/p7).
pIN
Sve ravninske krivulje C o ¢ijim jednadzbama govorimo su biracionalno ekvivalentne s
RAp(1). Drugim rije¢ima imamo biracionalnu ekvivalenciju ¢: Rpq) — C. Stoga je kom-
pozicija

%F(N) L) 9%1—*(1) L C,

nekonstantno racionalno preslikavanje. Kako biracionalna ekvivalencija inducira izomor-

fizam polja funkcija, prosirenje polja
C(C) € C(Rrw)),

je Galoisovo stupnja [['(1) : T'(N)] = N3 [T (1 1/p?). Po definiciji je jednadzba krivulje
C, jednadzba ravninskog Galoisova modela od Rp ()
[
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3. GENERALIZIRANE WEIERSTRASSOVE

TOCKE

3.1. WEIERSTRASSOVE TOCKE

Weierstrassove tocke na kompaktnoj Riemannovoj plohi SR genusa g > 2, kao i njihove
generalizacije m-Weierstrassove tocke od temeljne su vaznosti u analizi svojstava krivulje

R. Slijedimo [8, IIL5] i [29, §6.1].

Definicija 3.1.1. KaZemo da je a € Rp Weierstrassova tocka ako postoji ne-nul w €
H'(Rr) takav da je
Va(w) > g =dim H! (Ryp).

Poznati rezultati i otvorena pitanja za modularnu krivulju Xo(N). U [29, 6.1]

Ken Ono je istakao sljedec¢i problem:

Problem 3.1.2 ( [29], Problem 6.2). Klasificirati sve prirodne brojeve N za koje je kasp

u oo Weierstrassova tocka na krivulji Xo(N).

Na taj (jos uvijek otvoren problem) upuéuju radovi Atkina [4], Lehner i Newmana [16],
Ogga [26,27] i Rohrlicha [33,34].

U [16] Lehner i Newman su 1963. dali dovoljne uvjete za koje je kasp u oo, Weierstra-
ssova tocka na modularnoj krivulji Xo(4n) i Xo(9n).

U [4] Atkin je 1966. profirio njihove rezultate na slucaj p>n, gdje je p > 5 bilo koji
prost broj. Na taj nacin je pokazao da je kasp u oo Weierstrassova tocka na Xo(N) za

razli¢ite dovoljno slozene vrijednosti od N. Specijalan sluc¢aj Atkinovih rezultata je:

Teorem 3.1.3 ( [4], Teorem 2). Kasp oo je Weierstrassova tocka za modularnu krivulju
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Generalizirane Welierstrassove tocke Weierstrassove tocke

tipa Xo(n?) ako i samo ako je

n=28 i n>10.

Atkin je zavrSio svoj ¢lanak s reCenicama [4]:

"It would be of great interest to find an instance (if one exists) od n € W when n is
quadratfrei. On the other hand, it has not yet been proved that n ¢ W for infinity of n."

(Prijevod iz [4]: "Bilo bi od velikog interesa naéi kvadratno slobodan prirodan broj
N (ako postoji) za koji je kasp u oo Weierstrassova tocka na Xop(/N). S druge strane,
do sada nije dokazano da postoji beskonac¢no prirodnih brojeva N za koje kasp u oo nije

Weierstrassova tocka na Xo(N).")

Gore je s n € W krac¢e napisana cinjenica da je kasp u oo Weierstrassova tocka na

X()(n)

U [27] Ogg navodi da je 1973. Atkin dokazao da kasp u oo nije Weierstrassova tocka
na krivulji Xo(p) za bilo koji prost broj p, $to je vidljivo iz [2,3]. Time je dan odgovor na
drugu recenicu. Koliko znamo, odgovor na prvu recenicu je jos uvijek nepoznat.

U [27] Ogg 1978. daje svojevrsnu generalizaciju Atkinovih rezultata.

Krivulje tipa X (N). Weierstrassove tocke na krivuljama tipa X(N) = Rp(yy, gdje je
I'(N) glavna kongruencijska podgrupa od SLz(Z) proucavali su H. Petersson [32] i B.
Schoeneberg [35]. Velika su odstupanja izmedu njihovih rezultata i rezultata za grupu
[o(V) sto bi se moglo pripisati ¢injenici da su grupe I'(N) normalne podgrupe od SLo(Z),
dok T'og(N) nije, za N > 1 (vidi [16]).
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Generalizirane Weierstrassove tocke Generalizacija

3.2. GENERALIZACIJA

Analognno definiciji obi¢nih Weierstrassovih tocaka mozemo definirati m- Weierstrassove

tocke gledajuéi prostor holomorfnih diferencijala stupnja m, H™(Rp).

Definicija 3.2.1. Neka je m > 1 cijeli broj. KazZemo da je a € Rp m-Weierstrassova tocka

ako postoji ne-nul w € H™ (Rr) takav da je
Va(w) > dim H™ (Rr).

Zelimo uvesti pojam Weierstrassova teZina koji profinjuje pojam Weierstrassova tocka.

Prvo primjetimo da vrijedi [8, str 81.]:

Napomena 3.2.2. Za bilo koju tocku a na kompaktnoj Riemannovoj plohi R genusa
g > 0 postoji holomorfni diferencijal w € H'(R), koji se ne ponistava u a, drugim rijecima

Va(w) =0.

Zbog napomene i dimenzija pripadnih prostora holomorfnih diferencijala (1.2), vidimo

da krivulje genusa 0 i 1 nemaju Weierstrassove tocke.
Definicija 3.2.3. Neka je m > 1 cijeli broj i t =dim H™(R). Za tocku a € R, neka je
W1,W2, ..., Wt
baza prostora holomorfnih diferencijala stupnja m sa svojstvom
0=vg(w1) <vg(w2) - <vg(wr). (3.1)
Tada definiramo m—Weierstrassovu tezinu od a kao nenegativan cijeli broj

t
W (a) % Zl(ua(wj)—j+l).
=

Pokazuje se da je tezina neovisna o izboru baze koja zadovljava (3.1).
Primjetimo da definicija m—Weierstrassove tezine ovisi o lokalnom izboru baze holo-

morfnih diferencijala. Zelimo ju definirati u terminima nekog globalnog objekta.
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Generalizirane Weierstrassove tocke Generalizacija

Lokalna definicija Wronskiana. Pretpostavimo da je ¢g(I') > 11 m > 1. Stoga je
t =dim H™(Rr) # 0. Fiksirajmo bazu

wi,...,wr od H™(Rr),

od H™(Rr). Tada za bilo koju lokalnu koordinatu z, lokalno postoje jedinstvene holo-

morfne funkcije ¢1,..., ¢ takve da vrijedi
w; =@ (dz)™, zasvakii=1,...,t.

Sada promatramo lokalni objekt Wronskian W, definiran s

©1(2) oi(2)
def dsodl(Z) dwj(Z)
W, (wi,...,w) = “ z (3.2)
d* o1 (2) )
dzkfl dzt—l

Ocito je da drugi izbor baze od H™(Rr) daje Wronskian koji se od W, (wy, .. .,w:) razlikuje
do na mnozenje s ne-nul kompleksnim brojem. Stoga je red ponistavanja Wronskiana
u tocki a € Rp neovisan o izboru baze prostora holomorfnih diferencijala i vrijedi |8,

Proposition I11.5.8]:

Propozicija 3.2.4. m—Weierstrassova teZina tocke a € Rr jednaka je redu ponistavanja
Wronskiana W, (w1,...,wi) u tocki a za bilo koju bazu wi,...,wy od H™(Ry), drugim
rijecima

Wi (a) = vg (W (w1, ...,wt)).

Zelimo od lokalnih Wronskiana W, dobiti globalni objekt. U [8, II1.5.10] pokazano je
da skup svih
W, (@1, we) (dz) 237 (3.3)

definira ne-null holomorfni diferencijal (globalni objekt)
W (wl, . ,wt) € H%(Qm_“—t) (fﬁ[‘) .
Ovaj diferencijal zovemo Wronskian baze wq,...,w;. Ocito je da drugi izbor baze od

H™(Rr) daje Wronskian koji se od W (wi,...,wt) razlikuje do na mnozenje s ne-nul
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Generalizirane Weierstrassove tocke Generalizacija

kompleksnim brojem. Na taj nac¢in su m—Weierstrassove tocke nultocke tog (globalnog)

diferencijala. Preciznije vrijedi:
Wi (a) = vg (W (w1, ...,wy)).
Stoga imamo da je a € R m—Weierstrassova tocka ako i samo ako je
Va(W (wi,...,wp)) > 1.
Iz Riemann-Rochovog teorema slijedi da je stupanj divizora ovog diferencijala dan s
deg (div(W (w1,...,wt))) =t(2m—1+1t) (g (Rr) — 1). (3.4)

Iz ovoga zakljucujemo da postoji samo konatno mnogo m—Weierstrassovih tocaka [8,

Propozicija I11.5.10].

Propozicija 3.2.5. Neka je Rr kompaktna Riemannova ploha genusa g(I") > 2 1 neka je
m > 1 cijeli broj. Neka je t =dim H™(Rr). Tada vrijedi

S wtp(a) =t (2m—1+1) (g (%) —1).

aeRp

Dokaz. Direktno iz (3.4) i (3.2.4). |

Korolar 3.2.6. Za g(I') > 2 postoje m—Weierstrassove tocke na Rr za svakim > 1.
Specijalno za m = 1 vrijedi.

Korolar 3.2.7. Neka je g=g(I') > 1. Tada postoji

9 —yg

Weierstrassovih tocaka na Rr, gdje svaku brojimo prema njenoj tezini.
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Generalizirane Weierstrassove tocke Interpretacija u terminima modularnih formi

3.3. INTERPRETACIJA U TERMINIMA

MODULARNIH FORMI

Zelimo dati interpretaciju rezultata o m-Weierstrassovim tockama u terminima modular-
nih formi. Radimo prema [25].
Ponovo nam je I' Fuchsova grupa prve vrste. Neka je m > 2 paran. Oznacimo s A, (")

prostor svih meromorfnih funkcija f: H — C takvih da vrijedi

f(v2)=7(v,2)"f(2), (z€H,yel),

koje su meromorfne u svakom kaspu od I'. Po [18, Theorem 2.3.1], postoji izomorfizam

vektorskih prostora
A (D) — D™2 (Ry),
u oznaci
fr—w I

Cilj nam je odrediti potprostor od A,,(I") izomorfan s H™/2 (Rr) pod gornjim izomorfiz-
mom.

Kao prvo primjetimo da za gornji izomorfizam vrijedi [18, Theorem 2.3.3]

Ve (f) = Vag(wf)—i—% <1—€1€> , akojeleH

Va(f) = valwy) + %, za I'-kasp a. (3.5)
1

div(f) = div(wy) +aezmrgb (1 — €a) a,

gdje je 1/eq =0 ako je a kasp.
Neka je f € My, (I'). Tada, zbog Leme 1.8.2 (vi) postoji cjelobrojni divizor c;c >0
takav da je

s

div(f)=¢s+ % : 1—1/ea)_[%(1_1/ea)])a.

acRyp, elipticka

Ovo i (3.5) daje

diviw) =j— 3 [%(1-1/@%—% S b (3.6)

aERr, elipticka beRT, kasp
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Generalizirane Weierstrassove tocke Interpretacija u terminima modularnih formi

Sada Zelimo odrediti sve f € M,,(T') takve da je wy € H™/2(Rr). Iz (3.6) vidimo da takav

f mora pripadati prostoru Sy, (I"), te da vrijedi nejednakost

4> ) [%(1-1/@]%% Y b (3.7)

acERr, elipticka beRr, kasp

Definiramo:
SHTY={feSn); f=0ili f zadovoljava (3.7)}.

Ovaj prostor se preko f +—— wy izomorfno preslikava na H m/2 (Rr).

Primjetimo da se za m =2 (3.7) reducira na

C}Z Z b.

beRr, kasp

Stoga je S3(I") = So(I") $to daje standardni izomorfizam prostora So(I') i H'(Rr) (vidi
[18, Theorem 2.3.2]).

Efektivni algoritam. Zelimo naéi efektivni algoritam za provjeru je li kasp aso m—
Weierstrassova tocka, barem za I' =Ty (V).

Imamo sljedeéi rezultat ( [25], Lema 4-5):

Lema 3.3.1. Neka sum,n > 2 parni cijeli brojevi. Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste.

Tada vrijedi:

(i) S3(L) = S2(L).

(ii) SH(T) je izomorfno s H™'? (Rr).
(iii) SH(T) = {0} ako je g(I') =0.

(iv) Pretpostavimo da je g(I') =1. Stavimo da je So(I') = C- f, za neku ne—nul kasp
formu f. Tada vrijedi SH(I') =C. fm/2.

(v) dim SH(T) = (m —1)(g(T") — 1) ako je g(T') >2 im > 4.
(vi) S (T)-SiH(T) € Siiy ().

(vit) Ne postoje m/2—-Weierstrassove tocke na Rr za g(I') € {0,1}.
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(viti) Pretpostavimo da je g(I') > 2, te da je as, T'-kasp. Tada je a "5~ Weierstrassova
tocka ako i samo ako postoji f € SH(T'), f#0, takva da

21+ g(T) akoje m=2;
2 I
p(as0) >
F+(m—1)(g(l')—1) ako je m >4,

Primjetimo da su g(T') i (m —1)(g(T') —1) dimenzije prostora SZ(T) za m =2 i

m > 4, respektivno.

(iz) Neka je g(T)>1, i ase T—kasp. Tada postoji baza f1,... f; od SH(T) s q—ekspanzijama
oblika

fu = auq™ + clanovi veceg stupnja w q, 1 <u<t,a,#0, gdje je

%Sil<i2<-'-<it§%+m(g(F)—1).

(x) Uz pretpostavke kao u (iz), an nije 5 —Weierstrassova ako i samo ako postoji baza

fi,--- fr od SH(T) takva da je niz vodecih potencija iz (ix) jednak

Mg

(i17i27~“7it):(575 2 )

Kriterij (x) iz gornje Leme 3.3.1 je dosta dobar kriterij za provjeru je li as, Weierstra-
ssova tocka (m = 2) pomoc¢u ra¢unalnih sustava kao $to je SAGE zato jer trebamo samo

izlistati bazu.

Medutim, pokazati ¢éemo da on nije dobar za m > 4, glede ograde za S,,}{ (') dane u
Lemi 3.3.1 (ix).

Pogledajmo prvo §to nam daje SAGE. Proucavamo prostor S (T).

Slucéaj m =2. Ako je m =2 znamo da je
S31(T) = Sa(T),
pa je zbog kriterija (x) iz Leme 3.3.1 dovoljno samo izlistati bazu. Za krivulje tipa Xo(N)
lagano u SAGE-u dobijemo bazu od Sa(T'g(V)):
N=38
G=GammaO (N)
print (’genus="+str(G.genus()))
S2 = CuspForms(G,2, prec=15)
print(S2.basis())
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Za I' =T (38) dobijemo:

genus=4

q+ q°5 - 2%¥q76 - qQ°7 - 2¥xq”8 - q79 + 2%q~10 - 3*%q~11 + 2xq~12 + 0(q"13),
Q"2 - 2%q"6 - 2xq~8 + 3*q~10 + 0(q~13),

Q"3 + 2xq7hb - 2*%q76 - 2%xq”7 - 3*%q"8 + bxq~10 - 4xq”11 + q~12 + 0(q"13),
Q"4 - 3%q”b + q76 + 2%q"7 + 2%q"8 - q79 - 4xq710 + q711 - 2%q~12 + 0(q”13)

Znamo da je t =dim(S2(I")) = g =4. Po kriteriju (x), ax nije 1-Weierstrassova tocka ako

i samo ako postoji uredena baza s vode¢im potencijama

m m m
S 1
oo tho gt

sto za m =2 i t =4 odgovara nizu

1,2,3,4.

Zaklju¢ujemo da a. nije Weierstrassova tocka za X(38).

['=T0(34). Za genus i bazu od S»(I') dobijemo:

genus=3

q - 2xq~4 - 2%q”5 + 4xq77 + 2%q”8 - 3*q”9 + 0(q”13),

qQ°2 - q°4 - q°8 - 2%q"10 + 0(q"13),

Q"3 - 2%q74 - q°5 + Q76 + 4%q”7 - 2%q”9 - q”10 - 3%q”11 + q~12 + 0(q"13)

Vidimo da imamo sve potencije redom od 1 do 3, pa as nije Weierstrassova tocka za

Xo(34).

['=T0(54). Za genus i bazu od S3(I") dobijemo:

genus=4
q - q°7 - 2%¥q710 - q"13 + 2xq"16 - 9719 + 2*xq~22 + q~25 + 0(q~30),
Q"2 - 2¥q"8 - q~14 + 5xq~26 + 0(q~30),

Q"4 - q°10 - 3%q~13 - q"16 + 3%q~19 + q722 + 3%q~25 - q~28 + 0(q~30),

Q5 - 978 - q711 + 720 - 2%q"23 + 3%q~26 + 2xq~29 + 0(q~30)

Imamo skok u potencijama s 2 na 4. Zakljucujemo da je a,, Weierstrassova tocka za

Xo(54).
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['=Ty(72). Za genus i bazu od S(I') dobijemo:

genus=5

q - 2%q~13 - 4*q~19 - q725 + 0(q~30),

Q"2 - 4xq"14 + 2%q~26 + 0(q"30),

93 - q°9 - 2%q~15 + q~27 + 0(q~30),

Q"5 - 2%q~11 - q717 + 4%q~23 - 3*q~29 + 0(q~30),

qQ°7 - q°13 - 3*q~19 + q~25 + 0(q~30)

Imamo dva skoka u potencijama. Zakljuéujemo da je a,, Weierstrassova tocka za Xo(72).

Slucaj m > 4. Prostor kasp formi vece tezine Sp,(I") dobijemo u SAGE-u:

N=34

m=4

G=GammaO (N)

print (’genus="+str(G.genus()))

Sm = CuspForms(G,m, prec=20)

print (’dim(S_m(Gamma)="+str(Sm.dimension()))

print (°dim(S_m~H(Gamma)="+str((m-1)*(G.genus()-1)))

print(Sm.basis())
Dobijemo:

genus=3
dim(S_m(Gamma) )=12

dim(S_m~H(Gamma) )=6

q - 2%q714 - 3*%q~15 - 2*q~16 + 0(q~17),
q°2 - 3/2%q"13

3%q~14 - 3/2%q~15 - 3%q~16 + 0(q~17),

Q"3 + 1/2%q"13 - 3xq"14 - 7/2xq"15 + q~16 + 0(q~17),

Q"4 - 3/2%xq"13 - q"14 - 3/2%q"15 - q~16 + 0(q"17),

qQ"5 - 3/4xq"13 - 5/2%q"14 - 3/4xq~15 - 3/2%q"16 + 0(q"17),

Q"6 - 3/2xq"13

3/2%q"15 - 3%q~16 + 0(q~17),
Q"7 - 5/4xq"13

3/2%q~14 + 3/4%q"15 - 5/2%q"16 + 0(q"17),
Q"8 - 3/2%q"13

q"14 - 3/2xq"15 + 0(q"17),

Q"9 - 1/2%q"13 - q~14 + 1/2%q"15 - 3%q~16 + 0(q"17),
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q~10 + 3/4*%q~13 - 5/2%q~14 + 3/4*q~15 - 5/2%q~16 + 0(q~17),
q~11 - 1/4%q"13 - 3/2%q"14 - 1/4xq"15 - 1/2xq"16 + 0(q~17),
q~12 - 3/4%q"13 - 1/2%q"14 - 3/4*q~15 + 1/2*q~16 + 0(q~17)

Ovdje smo dobili bazu od 5,,(T"), a za primjenu kriterija treba nam uredena baza od
SH(T).

Naime, po stavci (x) iz Leme 3.3.1 (vi) znamo da as nije %5~ Weierstrassova ako i samo
ako postoji uredena baza za SI(T') s vodeéim potencijama

%7%—# m—ir(m—l)(g—l)—l.

m
1. — L
) ) 92

2,..
2+’

Za I'9(34) i m =4 to odgovara nizu:
2,3,4,5,6,7.

Medutim, znamo da je S (T') C S,,,(T") i upitno je lezi li podskup gornje baze

Q"2 - 3/2%q"13 - 3%q~14 - 3/2%q"15 - 3%q~16 + 0(q"17),

q~3 + 1/2%q713 - 3xq~14 - 7/2xq"15 + gq~16 + 0(q"17),
q~4 - 3/2%q"13 - q"14 - 3/2*%q"15 - q716 + 0(q~17),
q"5 - 3/4%q~13 - 5/2%q"14 - 3/4%q~15 - 3/2%q”16 + 0(q~17),

Q"6 - 3/2%q"13

3/2%q~15 - 3*q~16 + 0(q~17),
~7 - 5/4%q~13

3/2%q"14 + 3/4%q~15 - 5/2%q~16 + 0(q"17),

Q
\]
|

sav u SH(T'). Jedino $to sigurno znamo da vodece potencije elemenata uredene baze od

SI(T) moraju biti izmedu
m m
— 1 —+m(g—1
5 L gt (g—1)
sto je u ovom primjeru izmedu

q2+... 1 q10+...7

U gornjem primjeru vidimo da baza od Sy, (I") sadrzi normalizirane kasp forme s vodeéim

¢lanovima

i mi ne znamo koje od njih pripadaju prostoru S(T), a koje ne. Ovo situacija vrijedi i
opéenito. Naime, za dovoljno veliki m i kada " sadrzi elipticke tocke uredena baza

od Sy, (T") sigurno ¢e sadrzavati sve kasp forme s vodeéim ¢lanovima

qm/27 B .7qm/2+m(g—1)'
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Medutim, ne znamo koje od njih pripadaju prostoru SX(T'). To je objasnjeno ispod u

Korolaru 3.3.4.

Prvo navedimo rezultate iz [20, Lemma 2.9] koji su poznati u nesto drugacijoj notaciji

( [31], [30]). Takoder vidi [25, Lema 4-7, Lema 4-8].
Lema 3.3.2. Neka je m >4 paran cijeli broj za koji vrijedi dim S,,(T') > ¢(T') + 1. Tada
za svaki 1 <i <ty — g, postoji kasp forma f; € Sy (T') takva da je ¢y (ax) = .
Lema 3.3.3. Pretpostavimo da T' ima elipticke tocke. (Na primjer, I =T(N).) Tada za
dovoljno veliki parni cijeli broj m vrijeds

m :

™ 4 m(g(1)~1) < dim 5,(1) ~ (). (3.5)

Dokaz. Neka je m > 4 paran. Tada prema Lemi 1.8.2 (v), dobijemo

dim $,,(I) = g(1) = (5 +mlg(1) ~1))
:<%—1)t—%+ Z%: [%(1—1/ea)]—2g(r)+1

elliptic

m
> 3 [—(1 . l/ea)] —2g(T) —t+1.
2
aeNir,
elliptic

Kako I' ima elipticke tocke, zadnji ¢lan je > 0 da dovoljno veliki parni cijeli broj m. N
Kao posljedicu imamo ( [25], Korolar 4-10):

Korolar 3.3.4. Pretpostavimo da vrijedi (3.8). Neka je dana baza f1,...fi od SI(T) sa
svojstvom da je c’fj(aoo) =1, 1 <j<t, gdje je

%gil <ig< o<y < %+m(g(r)—1).
Tada se ta baza moze prosiriti s dodatnih g(I') kasp formi iz Sp,(T') kako bi dobili kolekciju
kasp formi

m m
o Do
Brog =t=79

+m(g(I') —1)
takvih da je

g (ac0) =k 2a svaki k.
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Dokaz. Ovo slijedi direktno iz Lema 3.3.2 i 3.3.3. [ |

Stoga nam je potreban drugadiji pristup. Znamo da za m = 2 vrijedi S§(T') = So(I).
Zbog toga i Leme 3.3.1 (vi) produkti kasp formi iz So(T") leze u S (T') za neki paran

m > 4. Imamo Lemu ( [25], Lema 4-11):

Lema 3.3.5. Neka je m >4 paran. Odaberimo bazu fo,..., fg—1, od So(I'). Tada svih
(g+§_1) monoma
2

o 9-1 m

Qg o1 —1 _

f() T "'fgfl’ o; € Li>0, zai_i'
i=0

pripada prostoru STI,{(F). Potprostor razapet s tim monomima oznacavamo sa
SH ().

m,2

Dokaz. Direktno iz Leme 3.3.1 (vi) posto vrijedi So(I") = S (T') (vidi Lema 3.3.1 (i)). W
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3.4. RACUNI PROSTORA ST ,(I).

Sada ¢emo se detaljno baviti algoritmom za odredivanje prostora Sﬁg (I').

Naredba:

def getMonoms2(m,g,S2b):
var(’f1,£2,£3,f4,f5,f6,£7,£8’)
fi=[f1,f2,f3,f4,f5,f6,£7,£8]
mons=[]
mons_fi=[]
if m==4:
for il in range(g):
for i2 in range(il,g):
mons . append (82b[11]*S2b[i2])
mons_fi.append(fi[i1]*£fi[i2])
elif m==6:
for il in range(g):
for i2 in range(il,g):
for i3 in range(i2,g):
mons . append (52b [11]1*S2b[12]*32b[13])
mons_fi.append (fi[i1]*fi[i2]*£i[i3])
elif m==8:
for il in range(g):
for i2 in range(il,g):
for i3 in range(i2,g):
for i4 in range(i3,g):
mons . append (S2b[i1]*S2b[12] *S2b[i3]*S2b[i4])
mons_fi.append(£fi[il]*fi[i2]*fi[i3]*fi[i4])
elif m==10:
for il in range(g):
for i2 in range(il,g):
for i3 in range(i2,g):
for i4 in range(i3,g):
for i5 in range(i4,g):
mons . append (S2b[11]1*S2b [i2] *S2b [13]*S2b [14]*S2b[i5])
mons_fi.append(fi[i1]*fi[i2]*fi[i3]*fi[i4]*£fi[i5])
elif m==12:

for il in range(g):
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for i2 in range(il,g):
for i3 in range(i2,g):
for i4 in range(i3,g):
for i5 in range(i4,g):
for 16 in range(ib,g):
mons . append (S2b[11]*S2b [i2] *S2b[13]*S2b[14] *S2b[i5] #*S2b[16])
mons_fi.append(fi[il]*fi[i2]*fi[i3]*fi[i4]*fi[ib]*fi[i6])
elif m==14:
for il in range(g):
for i2 in range(il,g):
for i3 in range(i2,g):
for i4 in range(i3,g):
for i5 in range(i4,g):
for i6 in range(ib,g):
for i7 in range(i6,g):
mons . append (S2b[11]*S2b [i2] *S2b [i3] *S2b[14]*S2b[i5]
*S2b[16]*52b[17])
mons_fi.append(fi[i1]*fi[i2]*fi[i3]*fi[i4]*£fi[i5]
*fi[16]*£1[17])
elif m==16:
for il in range(g):
for i2 in range(il,g):
for i3 in range(i2,g):
for i4 in range(i3,g):
for i5 in range(i4,g):
for i6 in range(ib5,g):
for i7 in range(i6,g):
for i8 in range(i7,g):
mons . append (S2b[11]*S2b [i2] *S2b [13] *S2b[14] *S2b[i5]
*52b [16]*52b[17]*S2b[18])
mons_fi.append(£fi[i1]*£fi[12]*fi[13]*fi[i4]*fi[i5]
*£1[16]*£i[17]*£1[18])

return (mons,mons_fi)

daje listu monoma stupnja % dobivenih od g = g(I') elemenata baze od So(I"). Zelimo

vidjeti koliko je velik potprostor razapet s njima u odnosu na Sn}{ (T).

Odabiruéi prvih m/2+m- (g —1) ¢lanova iz g—ekspanzija monoma (Lema 3.3.1 (ix)),
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(potencije od ¢"™/? do ¢"/?+™(9=1) kreiramo matricu dimenzija

() Gemo)

Rang te matrice jednak je dimenziji prostora Sg,z(l“).

Racuni od Sg’Q(FO(N)) za razne N i m

I'=T0(38). Vrijedi g(Xo(38)) =4. Za m = 4 dobijemo matricu:

01000 2 -4 -2 —4 -1 0 —4 4 11
00100 0-1 -2 -3 -2 0 6 -3 10
c6oo0o0o1o0 2 -2 -1 -5 1 -3 -5 2 10
coo0oo01 -3 1 2 3 —6 2 2 0 —4
60010 0 0-4 0 —4 0 10 0 8
cooo0oo01 o0 2 -2 -4-3 -6 9 -1 11
coooo0o0 1 -3 1 2 0 5 —8 3 =5
coo0o0oo00 1 0 4 -4 0 —-14 —4 6 8
cooo0o0oo0 0 1 -3 3 -6 8 4 3 =7
coo0o0oo00 o O 1 -6 11 -2 -7 —-10 6

Rang ove matrice je 9 i to nam daje dim (S (I')). Kako je dim(SE(I')) = (m—1)(g—1) =
3-3=29, dobili smo cijeli prostor.
Na analogan nacin dobijemo u SAGE-u dimenzije:

T =T(38)

g(X_0(38))=4
m=4
dim(S_m~H)=9
dim(S_m,27H)=9

m=6
dim(S_m~H)=15
dim(S_m,27H)=15
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dim(S_m~H)=21
dim(S_m,27H)=21

m = 10
dim(S_m~H)=27
dim(S_m,27H)=27

T = To(34)

g(X_0(34))=3
m=4
dim(S_m"H)=6
dim(S_m,2"H)=6

m=6
dim(S_m~H)=10
dim(S_m,2"H)=10

m=28
dim(S_m~H)=14
dim(S_m,2"H)=14

m = 10
dim(S_m~H)=18
dim(S_m,27H)=18

I =T(55)

g(X_0(55))=5b
m=4
dim(S_m"H)=12
dim(S_m,27H)=12

m=6
dim(S_m~H)=20
dim(S_m,2"H)=20
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m=38
dim(S_m~H)=28
dim(S_m,2"H)=28

m = 10
dim(S_m~H)=36
dim(S_m,2"H)=36

T =T(35)

g(X_0(35))=3
m=4
dim(S_m~H)=6
dim(S_m,2"H)=5

m=6
dim(S_m~H)=10
dim(S_m,27H)=7

m=38
dim(S_m~H)=14
dim(S_m,27H)=9

m = 10
dim(S_m~H)=18
dim(S_m,27H)=11

[ =T(71)

genus od X_0(71)=6
m=4
dim(S_m~H)=15
dim(S_m,2"H)=11

m=6
dim(S_m~H)=25
dim(S_m,2"H)=16
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m=8
dim(S_m~H(X_0(71)))=35
dim(S_m,2"H(X_0(71)))=21

m = 10
dim(S_m~H(X_0(71)))=45
dim(S_m,2"H(X_0(71)))=26

I =T(26)

g(X_0(26))=2

m=4
dim(S_m"H(X_0(26))=3
dim(S_m,2 H(X_0(26)))=3

m=6
dim(S_m~H(X_0(26))=5
dim(S_m,2 H(X_0(26)))=4

m=8
dim(S_m~H(X_0(26))=7
dim(S_m,2"H(X_0(26)))=5

m = 10
dim(S_m™H(X_0(26))=9
dim(S_m,2"H(X_0(26)))=6

I =T(37)

g(X_0(37))=2

m=4
dim(S_m~H(X_0(37))=3
dim(S_m,27H(X_0(37)))=3

m=6
dim(S_m~H(X_0(37))=5
dim(S_m,2 H(X_0(37)))=4
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m=8
dim(S_m~H(X_0(37))=7
dim(S_m,2"H(X_0(37)))=5

m = 10
dim(S_m~H(X_0(37))=9
dim(S m,2"H(X_0(37)))=6

U gornjim primjerima imali smo situacije:
(i) Xo(34), X0(38), Xo(55) nisu hiperelipticke.
(ii) Xo(35), Xo(71) su hiperelipticke i g(I") > 2.
(i) X0(26), Xo(37) su hiperelipticke i g(I') = 2.

Prisjetimo se da je Rr hiperelipticka ako i samo ako je g(I') > 2 i postoji preslikavanje
Rr — P! stupnja dva. Po opéoj teoriji [17, Chapter VII, Proposition 1.10], znamo da
je Ar sigurno hiperelipticka ukoliko je g(I') = 2. Ukoliko QRr nije hiperelipticka, tada

(N-1

je dim Sa(I") = ¢(I") > 3, i regularno preslikavanje Ry — P9 pridruzeno kanonskom

divizoru K je izomorfizam na sliku [17, Chapter VII, Proposition 2.1].

Neka je I'=T(N), N > 1. Stavimo Xo(N) =Ry (n). Podsjetimo da je g(I'o(N)) > 2

osim u slucaju kada je

N e{1-10,12,13,16,18,25} kada je g(I'o(N)) =0, i
N € {11,14,15,17,19 — 21,24,27,32,36,49} kada je g(To(N)) = 1.

Neka je g(I'o(N)) > 2. Znamo da je Ogg [26] odredio sve krivulje tipa Xo(N) koje su
hiperelipticke. S obzirom na rezultate od Ogga znamo da Xo(/N) nije hiperelipticka za
N € {34,38,42,43,44,45,51 — 58,60 — 70} ili N' > 72. To povladi da je g(I'o(N)) > 3.

Rezultati racunanja dimenzija prostora Sg,Q(I‘) u SAGE-u dali su ideju za sljedeci

teorem ( [25], Teorem 4-12):

Teorem 3.4.1. Neka je m > 4 paran. Pretpostavimo da Ry nije hiperelipticka. Tada
vrijedi

Sma(D) = S (D).

m
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Dokaz. Vidi [25, Teorem 4-12]. |

Direktnom provjerom bez Teorema 3.4.1 dobili smo:

Propozicija 3.4.2. Za m =4,6,8,10,12 ¢ N = 34,38,44,55, te za m =4,6,8,10 ¢ N =
54,60, vrijedi
S (Lo(N)) = Sy 2(To(N))-

Napomenimo da sve krivulje Xo(N), N € {34,38,44,54,55,60} nisu hiperelipticke.

Kriterij za testiranje. Sada se za m >4 i krivulju koja nije hiperelipticka, kombina-
cijom Teorema 3.4.1 i Leme 3.3.1 (x) dobije dobar kriterij za testiranje je li tocka as

5~ Weierstrassova tocka ( [25], Korolar 4-14):

Korolar 3.4.3. Neka je m >4 paran. Pretpostavimo da Rr nije hiperelipticka. Pretpos-
tavimo da je Ao kasp za I'. Odaberimo bazu fo,..., fg—1, g=9g(I'), od S2(I"). Izracunamo

q—ekspanzije svth monoma

o 9=1 m

Qo roq -1 —

jb 1 "'f?fl , C%‘EZZzo, Ez(li_'ff'
i=0

Tada, ax mije 5 —Weierstrassova tocka ako i samo ako postoji baza prostora svih takvih

monoma, Fy,... Fy, t =dim SH(T") = (m—1)(g—1) , takva da su njene q—ekspanzije oblika

u+m/2—1

F,=ayq + clanovi veceg stupnja v q, 1 <wu <t,

gdje je
Ay S (C7 Gy 7& 0
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3.5. HIPERELIPTICKE KRIVULJE

Neka je I' takva da vrijedi g(I') = 2, pa je ir nuzno hiperelipticka. Kasp je ay nije

Weierstrassova tocka ako i samo ako je uredena baza od Sa(I') oblika

f1:q+...

f2:q2—|—...

Zbog Leme 3.3.1 (vi) znamo da su monomi

B
hifh=¢+-

elementi prostora S{(I'), a iz njihovih ¢-ekspanzije je o¢ito da su linearno nezavisni.
Kako je

dimSH(M) =(4-1)(2-1)=3
oni o¢ito &ine bazu od SH ().

Slijedi da ay nije 2-Weierstrassova tocka za SRp. Drugim rijecima, vrijedi:

Propozicija 3.5.1. Neka je I' Fuchsova grupa prve vrste takva da je as I'-kasp i da je
g(I') =2. Ako ay nije Weierstrassova tocka na Rr, tada as nije ni 2-Weierstrassova

tocka na Rr.

Ako je Rr hiperelipticka, prostor SgQ(F) moze biti pravi potprostor od SH(I'). Di-

rektnim rac¢unom prostora S (I") dobili smo:

Teorem 3.5.2. Za sljedece hiperelipticke krivulje i vrijednosti od m.:

X (T'9(40)), X (To(46)), X (To(48)), X (T0(59)) vam=4,6,8,10,12,
X (T'0(26)), X (To(35)), X (To(37)), X (To(47)), X (To(71))  2a m = 4,6,8,10,12, 14,

vrijeds
. H m
dim S, 5 (1) = o (9(1) = 1) +1.
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Pokazuje se da vrijedi i opéenito:

Propozicija 3.5.3. Neka je Rr hiperelipticka i m > 4 paran. Tada je

dim Sy (1) = - (9(1) = 1)+ L.

Dokaz. Komunikacija s M. Kazalickim i G. Mui¢em. [

Kako po opéoj teoriji vrijedi dim S (T') = (m —1)(g(I') — 1), za prostore iz Teorema

3.5.2 ili uz pretpostavku Propozicije 3.5.3 vrijedi

za g(I')>2 1 m>6,ili
aim $2() —dim S,(T) = (5 ~1)(g(T) = 1)~ 1> 1, o
za g(I')>3 1 m>4.

Drugim rije¢ima u svim gornjim slu¢ajevima prostor Snl—{,Q (') je pravi potprostor od S (T).

Slucaj kada je g(I') = 2 se moze pokazati u potpunosti.

Propozicija 3.5.4. Pretpostavimo da je g(I') = 2. Neka je fo, f1 baza od S2(I"). Tada za
svaki paran cijeli broj m > 4, monomsi f(")"fF_U, 0<u<% dine bazu od Sﬁl[’z(l“). Stoga
je,
. H m
dim S, () =(m—-1)(g(I')—1)=m—-1> §+1’ za m > 6.
Drugim rijecima za m > 6, Sg’z(F) je pravi potprostor od SH(T'), dok za m =4 imamo

jednakost S{% (') = S{(T).
Dokaz. Pokazimo da su monomi f¥f% o<u< % linearno nezavisni. Neka su

fo=ard" +ap 1"+

fi= blql + bl+1ql+1 +...

njihove g—ekspanzije. Mozemo pretpostaviti da je k <[. Za pokazati linearnu nezavisnost
monoma dovoljno je pokazati da svaka dva imaju razli¢itu vodeéu potenciju. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. da za cijele brojeve 0 < uj,us < m , u; # ue vrijedi da su vodece

potencije od fi1f2 i fi2f2 " iste. Dobijemo jednakost
m m
kuq +l(§ — ul) = kus —i—l(? — UQ).
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Slijedi da je k(u; —wu2) = l(u; —ug) sto je kontradikcija s pretpostavkom da je k <1 i

Uy # us.
Tvrdnja da je Sﬁg(l“) pravi potprostor od SH(I') za m > 6 je odita, a jednakost

SfQ(F) = S{I(T") slijedi iz rasprave na pocetku paragrafa.
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3.6. EXSPLICITNI RACUNI I OPIS ALGORITMA

Racuni bazirani na Korolaru 3.4.3 za I' =1'4(N)
Primjenjujemo gornji algoritam u kombinaciji s racunima u SAGEu. Metoda je sljedeca.

Uzmemo g¢-ekspanzije elemenata baze od Sy(I'g(N)):

f07"'7fg—17

gdje je g=g(T'g(V)). Za parni m > 4, ra¢unamo g—ekspanzije svih monoma stupnja m/2:

g_1 91 m

«Q Q —

fOO 11"‘ng1 , a; € Z>p, Zai:?'
=0

Broj takvih monoma je
g+m/2—1
m/2 '
Odabiruéi prvih m/2+m- (g —1) ¢lanova od g-ekspanzija monoma (Lema 3.3.1 (ix)),

mozemo kreirati matricu dimenzija

() Geman)

Zatim radimo prikladnu metodu cjelobrojnih Gaussovih eliminacija kako bi tran-
sformirali matricu u row echelon formu. Procedura je sljedec¢a. Sukcesivno sortiramo i
transformiramo redke matrice kako bi ponistili vodeéi koeficijent retka koji ima isti broj

vodecih nula kao njegov prethodnik. Koristimo Quicksort algoritam za sortiranje.

Kao rezultat dobijemo transformiranu matricu i matricu transformacija.
Ne-nul redci transformirane matrice daju g—ekspanzije elemenata baze, a pripadajuci

redci matrice transformacija daju pripadne linearne kombinacije monoma.

Procedure u SAGE-u

def integral Row_Ecelon_ t(A):
# Ulaz je matrica A; radimo transformacije nad retcima
arr = A.rows()
n = len(arr)
# Matrica u kojoj pamtim transformacije

arr_t = Matrix.identity(A.dimensions() [0]).rows()
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# prvo sortiramo retke po vodecim nulama
quickSort_t(arr, arr_t, 0, n-1)
# Sada imamo sortiranu dvostruku listu arr
A ech = Matrix(QQ, arr)
A t = Matrix(QQ, arr_t)
# za 2 retka s jednakim brojem vodecih nula kratimo
# vodeci keoficijent donjeg retka
L=0
while L < n-1 and L != -1:
L = truncateAndReorderFrom(A_ech, A _t, L)
if L == -1:
break

return A _ech, A t

# The main function that implements QuickSort
# arr[] --> Array to be sorted,

# low --> Starting index,

# high --> Ending index

# arr_t[] --> Array (Matrix) for remembering all transformations

def quickSort_t(arr, arr_t, low, high):
if len(arr) ==
return arr, arr_t

if low < high:

# pi is partitioning index, arr[p] is now
# at right place

pi = partition_t(arr, arr_t, low, high)

# Separately sort elements before
# partition and after partition
quickSort_t(arr, arr_t, low, pi-1)

quickSort_t(arr, arr_t, pi+l, high)
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This function takes last element as pivot, places
the pivot element at its correct position in sorted
array, and places all smaller (smaller than pivot)

to left of pivot and all greater elements to right

H O # O H= O H=

of pivot

def partition_t(arr, arr_t, low, high):
i = (low-1) # index of smaller element

pivot = arr[high] # pivot

for j in range(low, high):
# If current element is smaller than or equal to pivot

if getFirstNonZeroIndex(arr[j]) <= getFirstNonZeroIndex(pivot):

# increment index of smaller element
i=i+1
arr[i], arr([j] = arr([j], arr[il

arr_t[i], arr_t[j] = arr_t[j], arr_t[i]

arr[i+1], arr[high] = arrlhigh], arr([i+1]
arr_t[i+1], arr_tlhigh] = arr_t[high], arr_t[i+1]

return (i+1)

Sve manje od pivota slaze redom od pocetka s lijeva na desno. Kada zavrsi stavi pivot

odmah iza zadnjeg manjeg.

def truncateAndReorderFrom(A, A t, L):
m, n = A.dimensions()
p=m-1
for k in range(L, p):

i1, arr_il = getFirstNonZero(A[k])

i2, arr_i2 = getFirstNonZero(A[k+1])
if i1 == n or i2 ==

return -1
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if i1==i2:

#print ’kratim redak’, k+1, ’ s retkom ’, k

# zamjenim f k+1 s bf _k - af _k+1

q = ged(arr_il, arr_i2)

if q == 0:
print ’dobio sam dijeljenje s O za i-ove ’, il, i2,

> i k-ove ’, k, k+1

return -1

A.rescale_row(k+1l, -arr_il/q)

A_t.rescale_row(k+1l, -arr_il/q)

A.add multiple of row(k+1l, k, arr_i2/q)

A t.add_multiple_of row(k+1l, k, arr_i2/q)

# najveca zajednicka mjera (k+1). retka Matrice A
i matrice transformacija

ql = gcd(gcd(A.row(k+1)),gcd(A_t.row(k+1)))

if q1 !'=1 and q1 != O:
#print ’Dijelim najvecom mjerom ql =’, ql
A.rescale_row(k+1, 1/ql)
A _t.rescale_row(k+1, 1/q1)

# stavim f_k+1 na pravo mjesto u poredak

swaps_to_place_t(A, A_t, k+1)

#print A
return k

return -1

# Krece od (k+1).-tog retka i i zamijeni ga s k-tim
# ukoliko ima manje vodecih nula

def swaps_to_place t(A, A_t, k):
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m=A.dimensions () [0]
j_k, arr_kj = getFirstNonZero(A[k])
for i in range(k+1l, m):
j_i, arr_ki = getFirstNonZero(A[i])
if j i < j_k:
A.swap_rows(i-1, i)
A t.swap_rows(i-1, i)
else:

break

Vodeéi nenul indeks u retku.

def getFirstNonZeroIndex(arr):
for j in range(len(arr)):
if arr([j] != O:
return j

return len(arr)

def getFirstNonZero(arr):
for j in range(len(arr)):
if arr([j] != O:
return j, arrl[j]

return len(arr), O

Za generalizirane Weierstrassove tocke lako mozemo provjeriti sljedeéi rezultat:

Propozicija 3.6.1. Za krivulju Xo(34) i za m = 2,4,6,8,10, ax nije 5 ~Weierstrassova
tocka. Nadalje, za krivulju Xo(55), ax nije (1-)Weierstrassova tocka, ali je 5 —Weierstrassova

tocka za m =4,6,8,10.

Navodimo neke primjere:
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Krivulja Xo(55) Vrijedi g(I'g(55)) = 5. Baza od S2(I) je:

foma—q == +q"" —2¢2 4¢3 4 — 0.
=P =20+ 428 — "0 =242 — 24" _ 241 42416 1 ...
Fo=® =24 — " 138 +5¢° —3¢'0 + ¢! —4g'2 — 513 — g1 —
Fam q =208 — T 438 +4¢° —3¢10 4+ g1 —4q12 — 3413 — M -

fi=d*=2¢" ="+

Ocito je da ay nije Weierstrassova tocka.

Xo(55), m=4. Matrica s koeficijentima g—ekspanzija monoma je:

co1o0000 0 -2 -2 -2 2 0 -4 3 4 3 =2 )
coo01o000 -2 0 0 1-2 1 0 =2 0 -4 O 5
coo0100 -2-1 3 4 -4 0-1 -2 -3 —-10 -2 3
coo0oo0010 -2-1 3 4 -4 0 =3 1 -1 —-11 -2 5
cooo6o0oo01 o o0 o0 0 -2 -1 -1 -1 1 -1 0 3
cooo1o00 0-4 0 2 4 2 0 -8 -12 1 4 14
cooo06o010 0-2-3 3 6 3 2 —-12 =22 6 6 19
coooo0oo01 0 -2-1 1 4 2 5 —-13 -16 6 6 14
coooo0oo00 1 0 0 0 -2 -2 1 2 -1 4 -3 -4
cooo0oo0o01 0 0 -4-2 6 14 -2 -9 -34 1 30 17
cooo0oo00 1 0-2-3 2 11 6 —-13 =27 5 23 14
coooo0oo0o0 o 1 0 0 -2 -1 1 5 =3 5 —2 —12
coooo0oo0o0 o0 1 0 -4 -2 10 12 —-17 =20 5 20 10
coooo0oo0o0 o o0 1 0 -2 -1 3 2 -3 5 =2 -9
cooooo00 o0 o o0 1T 0 0 O 0 -4 0 0 0

Transformirana matrica je:
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Generalizirane Weierstrassove tocke

0 -2 -2 =2
-2

-2
-2

010000
001000

000100

0
-1

-3 —-10 -2
-1 -2

-2

—1

—11

1

—1

000O0T1O0

—1
-5

-1
-3
19

0
-2

00 0O0O0T1

-8 —14

—17

21
—33
—13

13
—13

1 —-10

6
2

1
1

00 0O0O0O
000O0O00©O0
000O0O00O0
000O0O00O0
00 0O0O0©O
00 0O0O0®O
00 0O0O0O
00 0O0O0O
000O0O0O©O0
000O0O00O0

14

-7 38

7
-5
—11

—6

-5

0
0
0
0
0
0
0
0
0

18

—12
—22 22

4
0
0
0

—22

22
22
44

-7
—11

11

0
0

-1
0

0

0

—22 22
—44
—22

—11
—22

11

0
0

44
22

44

0

Matrica transformacija je:
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Uredena baza u obliku linearnih kombinacija monoma je:

1

foh

Jof2

fof3

fofa

— fife+ fof3

— 12+ Jof3+2/2/3

— fifo+ fofs+2fafs— f3

— fifat fofs+2fafs— f3 =23

— fifo+ fofs+2fafs— £ —2f3fa+ 7
~hif2=f3+ fofs+2f2fs— fi + fofa—6fsfa— i
— [ fi+ fofa— fafa—Afsfi+2f]

Pripadne ¢—ekspanzije elemenata baze:

P =245 =27 —2¢"0 42" — 4" +3¢" + 44" 43¢0 — 2417 45418
= 2¢7 + ¢ —2g" +¢'2 — 241 — 4¢'0 4 548

0 =207 — B 437 +4¢"0 — 4g" — g3 — 24" — 3415 —10¢'6 — 2417 1 343
=207 — B +3¢° +4¢"0 — 4g" —3¢13 4 ¢4 — g15 — 11410 — 2417 4+ 5418

12_ 18 _ 14 15 16 3,18

(]6 o 2q11 —q
_2q7+q8+6q9+q10 _ 10q11 —3q12 —5q13+13q14+21q15 _ 17q16 —8q17 _ 14q18
q8 _|_2q9 . 5q10 _6q11 + 19q12 _|_7q13 . 13q14 _33q15 o 7q16+38q17+ 14q18
2q9_q10_4q11 +9q12 _5q13+4q14_ 13q15 . 12q16—|—18q17+4q18

— "%+ 11¢"2 — 11¢"3 — 7¢" — 22¢"6 4+ 22¢'7 + 22¢'8

11¢'2 —11¢" — 11¢"° — 22¢" +22¢'7 + 22¢'®

—22¢'3 4 44¢" — 44¢'® + 44¢'8

—22¢" 4+ 22¢" — 22410 + 444'8
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Potencije moraju biti izmedu m/2 i m/2+m(g—1), tj. izmedu 2 i 18. Nije Weicrstra-
ssova ako su od m/2 do m/2+ (m—1)(g—1)—1, tj. od 2 do 13. Vidimo da je ax
2-Weierstrassova tocka za Xg(55).

Xo(55), m = 6.

q3 —3q9 _ 3q10 —3q11 +3(112 —6q14+6q15 +9(]1f3+9q17 _3q18+6q19+6q20

q4 _ 2q8 _ql() —3q12+2q13 Jr2(]14 _ 2q15+3q16 _6q17+q18+8qlgJr 10q20

q5 _2q8 —q9+3q10+3q11 —5q12 —q13+2q14+q15 _5q16 _ 17q17_5q18+ 10q19

B =205 — ® +3¢10 44! — 512 — 13 — 241 1 515 — ¢16 — 21417 — 518 4 134"

q7 _ 2q9 _ q10 +q11 Jr4(112 +q13 +4q14 _ 12q15 B 12(]16 +8(]17 B 2q18 n 7q19 B 3q20

. 2q8 . q9 +9q10 Jr4(]11 . 8q12 . 7q13 . 11q14 Jr5q15 n 17q16 Jr9q17 . 6q18 Jrq19 . 23q20
—¢®+9¢"0 — 4¢" —16¢"2 +5¢"3 +19¢™* +21¢"° + 5¢'% — 91¢'7 — 8448 + 77¢"? + 99¢*°
9¢10 — 4gM —22¢'2 +2¢13 4+ 28¢ 1 + 48¢1° + 8410 — 121417 — 18248 + 8347 + 2224
—dgM —4¢"? +47¢" +19¢M — 1144¢"° — 163¢'6 + 8647 + 439¢'8 + 308¢"? — 570¢*° — 1063¢*!
— 44" +31¢13 4 3¢M = 78¢"° — 71410 + 70417 +227¢™® +92¢'? — 200¢*° — 463¢*! + 4934
31¢" —21¢™ — 904" +13¢'0 + 16647 +27¢'® — 208¢'? — 62¢%° + 145¢*! — 22743

—21¢* 4 34¢" + 75¢1% — 144¢'7 — 283¢*® 4 319¢'° + 310¢%° — 134¢>! + 238¢%3

34¢" +33¢"0 — 165¢'7 — 220¢'® + 319¢"° + 247¢*° + 55¢*' — 77¢* — 693¢*

33¢'% —165¢'7 — 2204 +319¢'° +451¢%° + 55¢* — 77¢* — 6934**

198¢17 +88¢'8 — 517¢" —253¢*° 4 506¢2! — 649¢>3 + 231¢** + 1815¢%°

5508 + 275¢ — 1375¢%° — 1408¢% + 1727¢% 4 2211¢** 4+ 2673¢*° — 29374

220¢" — 220¢%° — 22¢%! — 77¢% — 396¢** — 308¢%° + 407¢%6 + 484¢%"

242¢H — 363¢%3 — 484¢%* +968¢% — 847¢% — 48447

—363¢% 4 726¢** — 188764¢° + 18513¢° + 1887647

—1452¢% 4 1452¢%0 +1452¢*7

Nije 3—Weierstrassova ako su potencije od 3 do 22.

Vidimo da postoje skokovi u potencijama pa zakljucujemo da je as, 3-Weierstrassova

tocka za Xo(55).
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Pripadni lincarne kombinacije monoma su:

fo

fih

i fa

fofs

Jof1fs

— i+ 13fs

— [P H2hf5+ £3 s

—f2ff5+ 45 fs

— R H2A B+ 5+ [ —= 913

— [L 20105+ 13+ [ 3= 93 fa+ Afa f3

— [P SE B fGfs—9f3 fa+ Afaf3 + 4S5

— [P+ 20105 + 5+ [3 3= 9f3 f3+Afaf3 + 415 —31f3 fa

— [P 2S5+ L3+ [5 = 9F5 fa+ASaf5 +4S5 —31f5 fa+21f 7

— [P 2SS+ 3+ S5 3= 9F5 [+ ASaf5 + 4S5 —3Lf3 fa+ 21 fs f7 — 34f3

=205 = f3 = [3 f3+ 915 fs—4faff = f3 =3 fofa fu+ 31 [ fa— O f f§ + 34 fF

FEHASSS — 13— f3 fs—6fTfs — 313 fa+ 1Afaf3 — 1905 + 9fo fafa+31f5 f1— 57 fs f1 + T6£;

— R+ hB+ B+ I+ =T+ faff +4f3 +16f2f3fa— 3113 fa = 15 1 ff + 4T f3 7 + 4]

F= R == [ fs— [ifs+ 715 fa— fofs —Af3 +Afafafa+ 11 f5 fa—BfLfi +20fofi — Tfsfi — 241}

— A5+ OF1f5 — 515+ 153 3+ 2Lf7 f3— 935 fs — Bfaf5 + 985 + 207 fo — 96 fof3fa — 2795 fa+ -
— A1 f1fF — 166 fo fF +445 f3 7 +350f7

—2f3 33 fs+ 515 +2f2 fa+3fofsfr— 15 ofsfa—12f3 f1—2f1 f1+2fof7 +16fsfF+20 1]
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Xo(55), m=8. g-ckspanzije uredene baze od 552(1—‘0(55))2

q4 _ 4q10 _ 4q11 —4q12 +4(]13 . 8q15 + 10q16 + 16q17 + 18q18 . 4q19 +6q20 + 12q21 +6q22 . 16q23 . 72q24 _ 8q25 T
q5 _ 2q9 —2q11 _q12 —4q13 +3q14 —|—4q15 _2q16 +7q17 _6q18 —|—5q19 + quo + 10q21 —9q22 —4q23 +33q24 _ 26q25 e
qG _ 2q9 _q10 +3q11 +2q12 —6q13 —2q14+5q15 +4q16 . 7q17 _23q18 —6q19 +20q20 +26q21 _ 19q22 +3(123 +84q24+ o
q7 _ 2q9 L +3(]11 +4q12 . 6q13 . 2q14 . q15 +9q16 _ q17 ~ 3148 — 7q19 +23q20 +37q21 . 34q22 +2q23 + 75q24 T
q8 _ 2q10 _ q11 +q12 +4q13 +3q15 _ 11q16 . 8q17 + 10q18 . 10q19 +qzo . 6q21 +30q22 + 17q23 +22q24 _ 15q25 4o
—2q9 _q10 +9q11 +4q12 —8q13 . 7q14 —9q15 +8q16 + 11q17 . 5q18 . 12(]19 —|—25q20 +7q21 - 75q22 - 10q23+90q24—|— L
— ¢ 0+ 9¢" —22¢"3 — ¢ 4+ 7¢" +38¢"0 +43¢'7 — 61" — 148¢"° — 31¢%0 + 41¢%! + 171¢%% + 36047 + 72> + - --

9¢™ — 26¢"% — 7¢" +13¢"° +54¢' + 61¢'7 — 60¢"8 — 214¢" — 114¢%° + 63¢%' + 273¢%% + 606¢%° + 155¢** —681¢%° + - --
—9¢"2 —2¢13 + 5¢M — 8¢1° — 45¢'6 +175¢' 7 +93¢"® —229¢"° 4 21¢%° — 342¢% 4 30042 4+ 417¢*> — 31¢%* —393¢%° + - --
—2¢"3 +5¢™ —80¢"° — 81¢"% +283¢"7 + 489¢'8 — 121¢"? — 537¢%° — 2178¢>" + 282¢%% + 3189¢% + 4595¢%% + - --

5g'* — 84¢" — 95¢'0 +283¢"7 +539¢"® — 49¢" — 595¢%° — 24384¢%! + 8042 + 3553¢%> 4+ 5513¢%* — 297¢%° + - --

—84¢"% —75¢"% +313¢'7 +499¢"8 — 2194 — 660¢%° — 2028¢%" + 78042 + 3203¢>% + 3628¢>** — 1547¢%° + - --

—75¢"% —191¢"7 + 79¢'® + 1461¢"° + 26164%° — 4800¢%' — 10560¢%2 — 997¢>3 + 27988¢>* + 29953¢%° + - - -

—191¢'7 —521¢"® + 1161¢" + 53164%° — 1800¢>" — 188104¢%% — 14197¢%3 + 42838¢%* + 68053¢%° — 42515¢%0 + - -
—521¢" +15¢" +4743¢%° + 2211¢%" — 14608¢%% — 23747¢3 + 30805¢>* + 80086¢>> — 21505¢%% — 168498¢% + - --

15¢" +2659¢%0 + 1169¢%! — 9398¢%2 — 19579¢°% + 21948¢%* + 78002¢%° — 147324 — 178918¢%" — 6912048 + - --
2659¢2° +1199¢°" — 9383¢%% — 1962443 + 21978¢>** + 78047¢%° — 14927¢%¢ — 178948¢%7 — 68805¢°% + 242396¢°° + - --
1199¢%! —9383¢%2 — 19624¢%3 + 21978¢%* +99319¢%° — 1492745 — 1789484 — 68805¢>% + 242396¢%° + 132913¢%° + - --
11781¢%% +16027¢%% — 30371¢%* — 96921¢%° + 34111¢° + 174152¢°7 + 47223¢%® — 241197¢%° — 129316¢°° + - --

4246¢%% — 6809¢%* — 61578¢%° + 34111¢%6 +197714¢%7 + 70785¢® — 347226¢%° — 282469¢°C + 140151¢3! +---

—11¢%* +11¢%° —11¢%5 +22¢%8 + 66¢%° — 55¢°° + 44¢3! — 110433 — 110¢>* + 33¢%% +11¢°°

129954¢2° — 12584046 — 4312447 — 82643¢%8 + 889108¢>° + 59447340 — 12777643 — 669009¢32 — 1097712¢% + - - -
—4114¢%% —1936¢°7 — 3993¢>8 + 638884 — 31339¢°0 — 88814¢>" + 19239¢°2 + 1447164 + 8470¢%* — 250228¢%° + - --
1936¢%7 +12221¢%% — 63888¢%° + 23111¢°° + 121726¢°" — 19239432 — 19408443 — 33154¢>* + 316052¢°° — 1432644¢°°
605¢%8 — 1936¢%° + 968¢°° + 254131 — 968¢>2 — 435643 — 242¢3* + 605043° — 254143

12584¢% — 266240 — 4767443 4 2662¢>2 + 7550443 4 25168¢>* — 133100¢>° + 54934¢3°

9922430 — 9922431 — 9922432 — 19844¢>° + 297664>°

873136¢°* — 1746272¢%° + 8731364°°

Nije 4—Weierstrassova tocka ako su vodece potencije od m/2 dom/2+ (m—1)(g(T)—1)—
1, tj. od 4 do 31. Primjecujemo skok u potencijama s 30 na 34, pa je a,, 4-Weierstrassova

tocka za I'g(55).

81



Generalizirane Weierstrassove tocke Eksplicitni racuni i opis algoritma

Pripadne lincarne kombinacije monoma su:

fo

foh

[ f2

313

fohfs

—foli+ 13

— fof? +2f7 f2+ £5 f3

—fofS +2ffa+ f1f5+ [ fs

2fo P 4507 f2 =2/ 15 =213 [s—9fo ST f3

2fof +5/1 fo—2f1 15 + 915 =23 fs—9fo i fa

2fof7 +5f7 f2—2fT 15 + 92 —2f5 f2—9fo [T f5+2£3 f3

2f0fP +5F0 f2— 211 f5 +9f5 —2f5 fa— 9 fofi fa+2f5 fs—5f3 f3

2fo P +5F7 f2 =207 3 +9f5 — 215 fs—9fo [T 3+ 215 3 =515 f5 +84f2 f3

2fof +517 fa =207 3 +9f5 =23 fs—9fo [T fa+2f3 fs — 515 f3 +84fa f3 +T5 13

2fo P +5S7 fa =207 3+ 95 — 213 fa—9fo T s+ 213 s =515 15 +84f2f3+T5f5 + 1913 fa

2f0fP+5F5 fa— 201 f5 +9F3 —2f5 f3— fo fi f3+2f3 f3—5f3 13 +84fof3 +T5f5 +191f3 1 +521f3 1

2fo P +5S7 f2 =207 5 +9f5 — 2/ fs—9fo [T 3+ 215 f3 =513 [5 +84fa f3 +T5f5 + 19115 fa+521f3 fF =15 f3 f§

2f0f +5f0 f2— 20215 +9F3 —2f5 fs — Ofo S f3+2f3 fs —5f3 f5 + 84 o f3 +T5f5 +191f3 f1+521f3 f1 — 15f3f3
— 2659 f4

—2fofS = 5f2 fa+ 20115 —9f5 + 25 fa+9fo i fs — 23 fs+5f3 f3 — 8AfofS —T5f5 — 82f3 fa— 521 f3 f7 — 1091 3
+ 669 f3f3 + 2986 f4

—2f0f7 =517 fo+ 21T 15 —9f5 +2f0 f3+9f0f7 f3 = 2f3 fa+5F5 F5 —84fa f3 — T5f5 — 823 fa—1592f3 f7 — 1091 3
+1071 fo f2 + 669 f3 5 — 1298 f

— fafs 2+ F3 13+ A fd = ot —2f3 8 + 11

2fof +5/7 fo =202 15 + 915 =25 f3—9fo 7 fa+2f5 f3— 515 f3 +84fa f5 +268f5 — 193f2f3 fa— 111f5 fa
— 1970 fo f3f7 +58T8f2 f2 422721 3 — 4585 fa f3 — 5T6T f3f3 + 67424

—2fofi =5 fa+ 20715 = Ofs + 268 fa+9fo ST s — 2f5 fa+ 184F3 £3 — 84fa £5 — 8915 — 179 fo f3 fa+14f2 3 fa
+ 4693 f4— 178 o f3f2 —150f2 f2 +234f1 f§ — 69 fo f3 — 6TT f2 3 + 4184

2fof P +5F0 f2— 201 f5 +9F3 — 25 f3— 9 fo ST f3+ 23 3 — 201 f3 f5 + 842 f3 + 106 f5 +196 fo f3 fa — 99 f2£3 fa

—469f5 fa+ 6811 f3f7 +8fafsfi + 1845 f1 — 13211 — 6T f2f7 +541f3f3 —180f}
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f3 =TI 15 +Af2 03+ 215 = fof3 fa+ Thof3 fa+Thaf3 fa— 193 fa— Th1fs 7 + TF2f3 fT+10f5 1 =5 fo f2 + 21317 = 311
6f3+ 1075 +33[3 15 +4faf3 —43f5 —16f0f3 fa+Tfof3 fa+247 fof3 fa—14f3 fa— 1121 f3 f5+122f2 3 f3
—20f3 f§ +60f2f7 —448f3f§ — 2811
63 + 1073 —19f3 13 +4fof3+95 —16fof3 fa+52f1 2 fsfa+Tfof3fa+ 91 fof3 fa— 11835 fa—112f1 f3 f]
+70faf3 f7 + 1885 f1 +60 a2 7 — 292 7 — 281
—164fof2 — 4103 fo 4+ 1642 2+ 4T4f5 + 1643 f3 +T38fo f2 f3 — 164 f5 f3 — 1178 f2 2 + 1943 f2 f2 — 1968 f1 f3
+ 316 fo f3 — 1913 f5 — 34fo f2 f4 — 24521 fo f3fa — 1825 fo f2 f1 — 6423 fo f3 f4+ 11178 f5 f4 — 3846 f1 f3 f7
—1112fa f3f7 — 26963 f7 + 95121 f3 — 11824 fo f2 + 14734 f3 f§ + 11646 f]

X0(34) Za m =4 g—ekspanzije elemenata uredene baze i pripadne linearne kombinacije

monoma su

fg = ¢? —4¢° — 4¢° +12¢5 +12¢° — 2¢'°
fofi=a*—¢° —2¢° —2¢" +2¢® + 5¢° +2¢"
fofo=q"—2¢° — % — ¢" +64° +6¢° +2¢"°
—fi+ fofo=—2¢"+q° —q" +5¢* + 6¢° + 4™
—fE+ fofa+2f1fo = —3¢" —5q" +11¢% +16¢° +2¢"°

—f2 4 fofot+2fifo+3fs =—17¢" +17¢% + 34¢° + 17¢"°

Vodeci eksponenti su 5 =4,5,6,7= 9 +(m—1)(g — 1) — 1 sto pokazuje da a nije 2-
Weierstrassova tocka za Xo(34).

Izrac¢unali smo:

Propozicija 3.6.2. Na krivulji Xo(34) tocka ax nije %5~ Weierstrassova tocka za m =
2,4,6,8,10.

Za Xo(55), ax nije Weierstrassova tocka, ali je g —Weierstrassova tocka za m =

4,6,8,10.
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3.7. JEDNADZBE HOMOGENIH POLINOMA

U ovoj sekciji trazimo jednadzbe homogenih polinoma kanonskih krivulja za krivulje tipa
Xo(N). Dobivene jednadzbe su posljedica algoritma za rac¢unanje uredene baze prostora
SI(TY), za krivulje genusa > 3, koje nisu hiperelipticke (vidi Sekciju 3.6).

Sli¢no su radili S. Galbraith u [9, Chapter 3| svog doktorata, ali drugaéijim metodama,
kao i M. Shimura u [39]. U znac¢ajnom broju slu¢ajeva su koeficijenti nasih jednadzbi manji
od koeficijenata jednadzbi u [9] i [39].

U pravilu dobivamo da je ideal generiran homogenim kvadratnim polinomima. To je
posljedica Petrijevog teorema za krivulje genusa g > 4, koji nisu trigonale (tj. nemaju
preslikavanje stupnja 3 na P1), niti glatke ravninske krivulje stupnja 4. Dajemo iskaz

Petrijevog teorema prema [39, Teorem 2 (Petri’s Theorem)]:

Teorem 3.7.1 (Petri). Neka je R glatka kanonska krivulja genusa g > 4. Tada je R dana
kao presjek nekih kvadratnih hiperploha, osim kada je R trigonala ili izomorfna glatkoj
ravninskoj kvintici (krivulji stupnja 4) kada je R dana kao presjek nekih kvadratnih i
kubnih hiperploha.

Petrijev teorem je poopéenje Enriques-Babbage teorema (vidi [1, Ch. II1.3]):

Teorem 3.7.2. Neka je C CP" kanonska krivulja. Tada ili se C moZe skupovno-teoretski

isjeci s kvadrikama, ili je C trigonala ili je izomorfna ravninskoj kvintici.

Takoder vidi Noether-Enriques theorem na poveznici hitps://encyclopediaofmath.org

Jwiki/Noether-Enriques _theorem.

Neka je 9r modularna krivulja i izaberimo bazu fo,..., fg—1, g = g(I') od Sa(I"). Tada

skup svih
g+m/2—1
m/2
monoma fi° f{' -+, «; € Z>o, Zf:_& a; = 5 uredenih leksikografski definira regularno
preslikavanje

g-l—m/2—1)_1

Oy B — B2

Ovo preslikavanje je kompozicija kanonskog ulaganja i Veronese ulaganja stupnja 5

g+m/2—1)_1

IP)( m/2

1 Yg-1,m/2
%F ]P)g 1 g9 m/

84



Generalizirane Weierstrassove tocke Jednadzbe homogenih polinoma

vidi [10, Example 2.4] za definiciju Veronese preslikavanja. Veroneseovo ulaganje stupnja
d je preslikavanje

Vpa: P — PV,
gdje je N = ("+d) 1. Preslikavanje se definira pomoc¢u svih monoma stupnja d u varija-

blama Tp,...,T),, drugim rijecima monomima
- Tin, ZZJ =d, i; >0 za svaki j.

Oni ¢ine bazu vektorskog prostora homogenih polinoma stupnja homogenosti d, koji oz-
nacavamo s C[Tp,...,T,]4. Svakom monomu je na jedinstven nac¢in pridruzena particija i
broja d, gdje je i = (io,i1,...,in) € Z, |i| = d. Ocito je da vrijedi i obratno, svakoj parti-
ciji na jedinstven nac¢in mozemo pridruziti monom, pa imamo bijekciju. Prebrojavanjem

tih particija dobije se dimenzija prostora homogenih polinoma, t;.

. n+d
dimc C[Tp, ..., Thla = ( d )v

vidi [22, Ch. 20]. Na taj nac¢in dobivamo N +1= ("zgd) koordinatnih funkcija indeksiranih
particijama

Vigyoosin(T0 2o+ 1 2p) = :réoxlf coegln,
Ako uredimo ove koordinatne funkcije leksikografski po pripadnim particijama dobijemo
Veronseovo ulaganje

Un,d(Zo : crwy) = (2d 23 ey a:é”x‘llsc?,{’ oo gd),

Geometrijski gledano, Veronese preslikavanje v4: P* — PV je karakterizirano svoj-
stvom da bilo koja hiperploha stupnja d u P" odgovara presjeku slike v, 4(P™) C PV s
odgovarajué¢om hiperravninom [10, Example 2.4, str. 23]. Na taj na¢in mozemo probleme

s hiperplohama stupnja d reducirati na probleme s hiperravninama. Toc¢nije, ako je
F =3 aip.i, Ty T}

homogeni polinom stupnja d i X CP" hiperploha definirana s F' =0, tada je njena slika
Vn,d(X) C v a(P") C PV

jednaka presjeku od v, 4(P") s hiperravninom u PV definiranom s

> ig...in Zig..in =0,
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gdje su Z;,.. i, homogene koordinate od PV,

U primjeru Xo(55) za m =41 g(I') = 5, matrica s g—ekspanzijama monoma odgovara
ulaganju
do: Xo(55) — P,

Elementarnim transformacijama nad retcima te matrice dobili smo da slika ¢o(Xo(55))

lezi na hiperravninama:

21,0,0,0,1 —220,1,0,0,1 — £0,0,2,0,0 +220,0,1,1,0 + Z0,0,1,0,1 — Z0,0,0,2,0 = 0

—271,0,1,0,0 +Z1,0,0,1,0 +220,2,0,0,0 — Z0,1,1,0,0 — 240,0,1,1,0 +3Z20,0,1,0,1 +2Z0,0,0,2,0 —420,0,0,1,1
+520,0,0,02 =0

71,0,0,1,0 — £1,0,0,0,1 — £0,1,1,0,0 + 2Z0,1,0,1,0 — £0,0,2,0,0 T 2Z0,0,1,1,0 +420,0,1,0,1 — Z£0,0,0,2,0

—4Z9,0,0,1,1 —3%0,0,0,02 =10

U stvari koordinatne funkcije preslikavanja ¢o zadovoljavaju te jednadzbe. Te jednadzbe
odgovaraju retcima matrice transformacija koji daju nul redke u transformiranoj matrici.
Kako je matrica elementarnih transformacija nad redcima regularna, jednadzbe su line-

arno nezavisne.

Pripadne jednadzbe hiperploha stupnja 2 na kojima lezi kanonska krivulja su:

ToTy — 2T Ty — Ty + 215 T3+ ToTy — T3 =0
—2TO Ty 4+ ToT3 4 272 — T\ Ty — 2T5T3 + 3T Ty + 2T — AT3Ty + 5137 =0

ToTs — ToTy — Ty To + 2T\ Ty — T3 + 2T T3 + ATo Ty — T3 — AT3Ty — 312 =0

To nam daje dio stupnja 2 homogenog ideala krivulje.
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trassove tocke

izirane Weiers

General

U ovom primjeru matrica s koeficijentima ¢—ekspanzija monoma je:

=}

~10 —

—11

14
19
14

—12
—22

—12
—13

—16

17
14
—12
10

- —34 30
—27 23

14
11

—13

20

12 -17 =20

10

Transformirana matrica je:

0

—10

—14

—17

21
—33
—13

13
—13

14

38
18
22

19

—12
—22
—22

22
22
44
44

—11
—11
—22

11
11

22

—11

—44
—22

44
22

—22

Matrica transformacija je:

Primjetimo da su zadnja 3 retka transformirane matrice null retci i oni odgovaraju

linearnim kombinacijama redaka pocetne matrice s koeficijentima danim u zadnja 3 retka

matrice transformacije.

Znamo da je Ogg [26] odredio sve krivulje tipa Xo(N) koje nisu hiperelipticke. Teme-
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ljem toga lako vidimo da za

N € {34,38,42,43,44,45,51,52,53,54,55,56,57,58,60,61,62,63,64,65,
66,67,68,69,70,72,73,74,75,76,77,78,79,80,81},
krivulja Xo(N) nije hiperelipticka, te je g(I'g(N)) > 3. Dajemo jednadzbe kanonskih

krivulja za sve N iz gornjeg skupa za koje je g(I'g(/V)) < 6. Drugim rije¢ima izuzimamo

velike genuse:

9(T'o(58)) = 6, g(T0(60)) =7, g(L'o(62)) =7, g(I'0(66)) =9, g(To(68)) =7,
9(T'9(69)) =7, g(To(70)) =9, g(T'o(74)) =8, g(T'o(76)) =8, g(To(77)) =7,
g(To(78)) = 11, g(To(79)) = 6, g(L'o(80)) =7.

Napomenimo da je za N > 82 vrijedi g(I'¢(IV)) > 6. U SAGE-u je to provjereno za N <
12.000, dok je u [6] dana donja ograda za genus krivulje tipa Xo(N) u obliku nejednakosti

g(To(N)) > (N =5V N —8)/12.

Xo(34) | IETy —TRTE —3T2TE +2ToT3 +3TyTE Ty — 3ToTh T3 + ATy TS — T +4TPT,
g(0)=3| —6TXZ+4T\T$—-2T4=0

Dobili smo ravninsku krivulju 4. stupnja.

Xo(38) | ToTa— T2 —TWT5—T5 —ToT5—T3 =0

g(T) =4 | =2T3Ty — T3T3 + 2ToTE + 2ToTh Ts + To T3 + T} — T2To + 3Th T3 + 6Ty To T3
AT TS + T3 +2T3 T3+ 2T T3 + T35 =0

—T8Ts — ToT3 + TP — 3TETy — 217 T + 3Ty T3 + AN o Ts + 20 T — T3 — 215 T
—2TT2 —T§ =0

—TETs — 2T ToTs — Ty T2 +T( — 3TET + 310 T3 + ATV Th T3 + 4TV T — Ts + T3 =0
TETs+2ToTWTo + ToT3 — 315 + 3T Ty — 5TV T3 — 611 ToTs — 4TW T3 +T5

+2T3 T3+ 2T5T3 +T3 =0

Dobili smo 4 ireducibilna polinoma stupnja 3 (od njih 5). Preostali je

djeljiv s kvadratnim. Homogeni ideal generiran je s jednim kvadratnim

polinomom i bilo kojim od gornja 4 polinoma 3. stupnja.
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Xo(42) | ToTy—ThTy— T3 +T5Ty T} =0
g(0) =5 | oI5 — T\ T+ Th T3 — T3 +ToT3+ ToTy — T — 2T3Ty = 0
ToT, — T2+ TyT5 =0
Xo(43) | T3Ty — 213 T2 + 2131\ Ty — 21313 + Ty T3 + 3T Ty — 5Ty W T3 + 31015 — 9T
g(T)=3 | +24TPTy — 28TET? +16THT5 — 4Ty =0
Xo(44) | —TyTy+T? —2TWT5+3T% =0
gD =4 | ~TETo+TyTE — 2Ty T T3 + 31512 =0
Xo(51) | —ToTo+ToTs+TE —Th Ty —Th T+ ToTy + T3 — 13Ty =0
g(T) =5 | ToTo — 3Ty T3+ ToTy — T2 +3T1To + T3Ty =0
ToTs — T\ Ty — T3 —T5Ty =0
Xo(52) | —ToTy+ T Ts+2T% —ToTy+TF =0
g(0) =5 | =ToT3+TTo —TaTy +T3Ty =0
Toly —T:—T;-T2=0
Xo(53) | =3ToTo+2ToTs+ 3T — 5T T3+ 215 — ToT3+ 272 =0
g(D) =4 | —9T2T5 +9TyTE — 15Ty Ty T3 + 101512 + 18T P + 1817 Ty — 51T T3+ 121115
—30T\ToT5 + AT\ T§ + 42T5 — 92T3T5 + 73To T — 2675 =0
9T3Ts — 5TyT3 — 27T — 18T Ty + T8TPTs — 18Ty T + 30TW To T3 — 64T T3
—57T$ +136T3 T3 — 104T5T3 + 4075 = 0
I8TETy — 18Ty TE + 45Ty Ty Ty — 20T T3 — 81T} — 36T Ty + 177TTET3 — 54T T
+T5TVToTs — 11214 T3 — 84T5 + 184T5 T3 — 146 Ty T3 + 5275 =0
Dobili smo 3 (od ukupno 5) ireducibilna polinoma stupnja 3. Ostali su djeljivi s
kvadratnim. Homogeni ideal generiran je s jednim kvadratnim polinomom i bilo kojim
od gornja tri polinoma 3. stupnja.
Xo(54) | ToT3 —TiTo +ToT3 =0
g(0) =4 | —TETo + TyT3 + T3 — T2T5 + 31413 — T3 —3T5 =0
Dobili smo 1 ireducibilan stupnja 3 (od 5). Ostali su djeljivi s kvadratnim.
Xo(55) | ToTy—2I0 Ty — T3+ 215+ 1oy —T3 =0
g(0) =5 | —2TyTo +ToTs +2T¢ — Ty T — 215 T + 3ToTy + 213 — AT3Ty +5TF =0
ToTs — ToTy — T Ty + 210 T3 — T3 4 215 T3 +AToTy — T3 — 4T5T, — 377 =0
Xo(56) | 2ToTo — ToTy — 2T + TN T3 — T3 — 513 +T7 =0
g0) =5 | —TyTa+ T2+ T2 —ToTy+3T5 =0

—Tol3+T1 T —TT,+151T5=0
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Xo(57) | —2T0Ts — 3T0Ty + 272 — 4N T3 — ATW Ty + TT5 + ToT3 + 213 +4T3Ty +8TF =0

g(T) =5 | —2TTo + ToTy +2T7 — 4T T3 — AT\ Ty + 373 + 5T5T3 — 8ToTy + 273 +4T5Ty =0
—2TyTo — 8Ty T + 21Ty Ty + 2T +8Th Ty — ATV Ty + 1214 Ty — 17T% — 7153
+107% — 36737y =0

Xo(61) | ToTy —TE —ThTo — 2T +2T5T5 — T3 =0

g(T) =4 | 2T3Ty — T3T3 — 2Ty T2 — ToyTy T3 — T2T3 — 3Ty T3 + 4T Ty Ty — 211 T3 — 215 + 2T3 T3 — Ty T3 =0
Dobili smo 1 ireducibilan stupnja 3 (od 5). Ostali su djeljivi s kvadratnim.

Xo(63) | ToyTy — T2+ T Ty —ToT3—T7 =0

g(0) =5 | ~ToTy+TiT5+T5 =0
ToTs — T Ty — 15Ty =0

Xo(64) | T3To+4AToT5 — T =0

g(I") =3 | Dobili smo ravninsku krivulju 4. stupnja

Xo(65) | —=5T0T3 +4ToTy+ 5T\ Ty — AT\ Ty +2T5 — TToTs +5T3 4+ 2T3Ty — 277 = 0

g(T) =5 | ATTo — 3ToT3 — ATE + 3Ty To + AT Ty — 2T — ToT3 — T + 21374 —2T¢ =0
~ToT3+ T Ty + 275 +ToTy — 4To Ty + T3 — 2T3Ty + 272 =0

Xo(67) | —ToTo+ToT3+TE —T\To — 210 Ty — T3 +6ToT5 — ToTy +T§ — 3T3Ty +2T2 =0

g(0) =5 | ATyTs — ToTy — 4T\ Ty — T Ty — 8T + 2315 T3 — 210 Ty + T4 — 9T3Ty +4TF =0
ToTs — TiTy — Ty T3 — 3T5 + 8ToT3 — ToTy — 213y +T7 =0

Xo(72) | ToTy —ToT5— 2T =0

g0) =5 | YT, —TE +T§ =0
ToT3—T% =0

Xo(73) | 2ToTs — Ty Ty — 214 T3+ T3 — ToT3 + 21Ty — 8T2 + 9T3Ty — T2 =0

g(0) =5 | =ToTy+2ToTs — 2T Ty +2T% — 31 Ty + 215 — 2T5T5 + 210 Ty — T2 + T3Ty = 0
ToTy — 217 + 2T Ty — 24 Ty — T3 + 31515+ 375 — T2 =0

Xo(75) | 3ToTo — AToTs — 3TE + 4T Ty — AT\ Ty — 313 — AT3Ty =0

g0)=5 | TyTo —T¢ —T? —4T2 =0
ToTy—ThT3—ToTy =0

Xo(81) | ToTy —T? — 21573 =0

g(D) =4 | —T3T3+ TyT3 + T3 +3T5 —T5 =0

Dobili smo 1 ireducibilan stupnja 3 (od 5). Ostali su djeljivi s kvadratnim.
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4. (GENERALIZIRANI WRONSKIANI

Pod pojmom generalizirani Wronskian podrazumijevamo poopcenje standardnog pojma
Wronskiana kasp formi [34], ( [29], 6.3.1), ( [19], dokaz Teorema 4-5), i ( [20], Lema 4-1).

Prosirujemo rezultate od [25].

Imamo lemu ( [25], Lema 6-1.):

Lema 4.0.1. Neka je f € M, (T") iv€T'. Tad je za svaki k >0 k—ta derivacija funkcije
f(v.2) dana s

dkf(’Y-z) . m+2k d f( =l ; dlf(z)
A D o/ D; mtkte A7)
(72 J(v:2) ik +§ k- J(7,2) T
gdje su Dy neke konstante ovisne o m, k, i~y. Ako je I' C SLa(7Z), tada su te konstante

cijeli brojevi, drugim rijecima Dy, € Z.

Dokaz. Ovo se pokazuje jednostavnom indukcijom po k uz ¢injenicu da je

jzw =j(y.2)"
Vidi takoder 4-5 u [19], tekst izmedu linija (4-6) i (4-8).
Detaljnije:
Neka je j(7v,2) = cz+d, gdje je y = (¢ 4). Stavimo w = ~.z. Tada vrijedi

dw . _
=j(7,2)"?

dz

Kako je f € M, (I') vrijedi
fw)=37(7,2)"f(2).
Deriviramo gornju jednakost po varijabli z i dobijemo:

f(w) du

LY s, 1)+, 2 LD

dz '’
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odnosno

d{iiuw =me-j(v,2)" M f(2)+ (v, Z)mwﬁd(;)'

Na taj nacin smo dobili prvu derivaciju po w, a na analogan nacin se pokaze korak

indukcije po k. [ ]
Vazan rezultat je sljedeca propozicija ( [25], Propozicija 6-2.):

Propozicija 4.0.2. Neka je m > 1. Tada za bilo koji niz f1,..., fr € Mp(T'), Wronskian

filz) o fi(2)

def dfrll(Z) dfz(z)
W(flaafk‘)(z) = ? ?

A 1C) D iy 1)

dzk—1 dzk—1

je kasp modularna forma iz Sk(m+k_1)(F), ako je k> 2. Ako su fi,..., f; linearno neza-

visne, tada je W (f1,..., fr) #0.

Dokaz. Vidi dokaz od [25, Propozicija 6-2]. |

Kada I' ima kasp u beskonac¢nosti a, prikladnije je koristiti derivaciju s obzirom na

2w/ —1z

=e
q Xp h

gdje je h > 0 Sirina kaspa, s obzirom da tada sve modularne forme za I" imaju ¢—ekspanzije.

Lagano se vidi da je

d B 2mv/—1 d

dz o Yy
To povlaci da je
k
d* 2my/—1 d\*
dz h dq

k
Ovdje (qd%) oznacava k-tu uzastopnu primjenu operatora (qd%).

Stoga mozemo definirati ¢—Wronskian na sljede¢i nacin:

fi Ik
def | GLfi a-Lfy
Wy (ft,- fi) = 1 1 : (4.1)
(a8) " h - (@)

s obzirom na g—ekspanzije od fi,..., f&.
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Vrijedi:

k(k—1)/2
2w/ —1
W(fl,...,fw:( . > UAGRSNAY (42)

Lako se vidi da u gornjoj determinanti mozemo zamijeniti (qd%)l S qk(%;, sto je pone-
kad lakse za racunanje.

Propozicija 4.0.3. Pretpostavimo da je an kasp od I'. Neka je m > 1. Tada za bilo koji
niz fi,..., fx € My (T) vrijedi:

f1 Ir fi fr
GEf e age aE=h e A
,- o= , , (4.3)
1 (] .o T
(Qd%) fio (qd%) Ji ¢ Al
k—1 k—1 k—1 k—1
(qd%) fi - (qd%) T qk_quk—l fi - qk_l CZ]k—l fk

Dokaz. Primjetimo da vrijedi:

d) GV NG e &

za svaki cijeli broj 7 > 1. Specijalno za j =1 vrijedi:
(1) = o) (o) =0+
Na taj nacin vidimo da je svaki (qd—‘f])] cjelobrojna linecarna kombinacija operatora qidd—;,
gdje je 1 <14 < j. Drugim rijec¢ima vrijedi:
d

Y9 = > aig &

1=1
gdjesua; €Ziaj;=1.

Stoga mozemo elementarnim transformacijama nad redcima svesti lijevu determinantu
na desnu. Naime, ukoliko je red matrice veéi od 2, startamo s tre¢im retkom i ponistavamo
manje potencije s prethodnim redcima, na nac¢in da u i-tom retku ostane samo ¢lan

qzdfli- [

4.1. O DIVIZORU WRONSKIANA

U ovoj sekciji iznosimo rezultate o divizorima kaspidalnih modularnih formi konstruiranih

pomoc¢u Wronskiana (vidi Proposition 4.0.2). Slijedimo [25], sekcija 7.
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Lema 4.1.1. Neka je dan niz @1,---,¢; linearno nezavisnih meromorfnih funkcija na

nekom otvorenom skupu U C C. Definiramo njihov Wronskian na uobicajeni nacin s

di—lgpA
W(¢1,---,¢k)=det< dzz'—lj> .
ig=1,..k

Tada vrijedi:

(i) Wronskian W (e1,---,¢k) je ne—nul meromorfna funkcija na U.
(ii) Vrijedi
W, o8) =@ W(or/e, . on/ )

za bilo koju ne—nul meromorfnu funkciju ¢ na U.

(iii) Neka je & € U neka tocku u kojoj su sve funkcije ¢; holomorfne. Neka je A vek-
torski prostor nad C razapet sa svim funkcijama ;. Tada je svaka funkcija p € A

holomorfna u &, a skup redova u &

{v:—e(p); pe A, p#0}

ima tocno k = dim A razlicitih elemenata. (Vidi sekciju 1.8 za definiciju od v,_¢.)
Oznacimo s v,_¢(p1,...,¢r) sumu svih k razlicitih vrijednosti gornjeg skupa. Tada
je Wronskian W (p1,...,pr) holomorfan u &, te mu je red u & jednak

k(k—1)

Vet W (@10 s90) = Vol o) = =

Dokaz. Vidi [25], Lema 7-1. |

Sljedeca propozicija je dircktna posljedica Leme 4.1.1. Vidi sekciju 1.8 gdje je definiran
pojam divizora modularne forme, kao i Propoziciju 4.0.2. Promatramo obi¢nu ili elipticku

tocku ag, gdje je § € H.

Propozicija 4.1.2. Neka je m > 2 paran cijeli broj. Neka je fi,...,[fr € Mpy(T') niz

linearno nezavisnih formi. Neka je € € H. Tada vrijedi:

k:(k—l)).

N e A

Dokaz. Vidi [25], Proopozicija 7-2. |
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Slucaj kada imamo kasp a., zahtijeva nesto drugaciju tehniku dokaza, ali je rezultat

slican.

Teorem 4.1.3. Neka je m > 2 paran. Pretpostavimo da je an kasp za I'.  Neka je
fiseoos fr € My (1) niz linearno nezavisnih modularnih formi. Promatramo fi,..., fr kao
meromorfne funkcije v varijabli ¢ u okolini od ¢ =0, te definiramo vy—o(fi,...,fr) kao u

Lemi 4.1.1 (iii). Tada vrijedi:
Vaso (W (f15---5 f1)) = vg—0 (f1,- -, i)

Dokaz. Vidi [25], Teorem 7-3. |
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4.2. RACUNANJE WRONSIANA ZA ['=S15(7Z)

Pretpostavimo je m > 4 paran cijeli broj. Neka je M,, prostor svih modularnih formi

tezine m za SL9o(Z). Sjetimo se da vrijedi

Mn,= € CEJEy, (4.4)
a,B8>0
4a+68=m

gde su Fy i E5 Eisensteinovi redovi tezine 4 i 6

Ey(z) = 14240 fj o3(n)q"

n=1

EG(Z) =1-504 io: 0'5(71)([",

n=1

gdje je g = exp (2miz).
Vrijedi:

m/12]+1, m % 2(mod 12);
k= k" dim M,, = /12 ( ) (4.5)

[m/12], m= 2(mod 12).

Dobro je poznato da je preslikavanje
fr—=[-A

izomorfizam izmedu vektorskih prostora M,,, modularnih formi tezine m i prostora svih

kasp formi S,, 112 kao potprostora od M,,+12. Opcenito vrijedi:

za sve parne cijele brojeve m > 4.
Sada mozemo racunati prve Wronskiane. Vidi (4.1) za notaciju.

Propozicija 4.2.1. Vrijedi:
(i) Wq (E3,E§) = —1728- A - E{Eg.
(ii) 2E4js Ee —3E6 gy By = —1728 - A-q7 1.

Dokaz. [25], Propozicija 8-3. |

96



Generalizirani Wronskiani Racunanje Wronsiana za I' = S Lo(Z)

Ruéni raé¢uni Wronskiana. Za prostor My baza je {ES, E3EZ, E¢}. Pripadni Wron-
skian Wy (ES, E3EZ, E¢) je kasp forma tezine 3- (2443 —1) = 78. Racunamo ga kao

sljede¢u determinantu:

E} E{E} Eg
6 32 pd)
Wo (EY EiEg. Es) = | ¢£ES o (FIF)  ¢itE§
(0dg)*ES (adg)® (BREZ) (adp)*Eé
Propozicija 4.2.2. Vrijedi:
W, (ES,E3E;, E§) = —2- 1728 A*ES B

Dokaz. Racunamo determinantu razvojem po zadnjem retku. Prvo rac¢unamo 2 x 2 mi-
nore:

EiFg  Eg

Wy (BLEG, Eg) =
Gy (BIE) adp o

d d d
— FIE2 q- 4]5(§’>d—q}576 —Eg-q- <3E§E§qu4 - E;‘;’2E6qu6)

d d
=213 B} .qd—qE6 —3E}ES -q— F4

dq
215 d d

= EiEg-(—1728)-A

ES E}
C]CTQEAL q?qEG
— Eg-q-4E§iE6—E4-q-6E5£E
dq 6 ag !
—2EFES -q- (2E4dE6 -~ 3E6dE4>
dgq dgq
— 2 ES - (—1728)-A
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ES§ E}E?
GBS agg(ELER)

d d d
= Fq <3E4E6qu4+EZ’2E6qu6> — E3E2q6E}— B,

Wy (Ef. E{E) =

Y dq
3BV g LB 4 20 B q- L By 6ESE2 g By
46 dq 4 dq 6 4176 d

d d
=2FEs-q-—F¢—3ESE?.q- —E
alv6 -4 dq 6 46 4 d(] 4
8 d d
=E4E6-q- 2E4d E6_3E6d E4

— E}Fg-(—1728) - A.

Sada mozemo racunati cijelu determinantu:

Ef E}E§ Eg
Wy (EngiEngg) = qqu4 qd% (Ei’Eg) qquG

2
(a) 28 (ath)” (2128) (o) B
2 2
= <qjq> ES-EIE3-(—1728)A — (qjq) (BIER) 2B EJ(—1728)A

d 2
+<qdq> E¢-ESEg-(—1728)A

2

d d

2 2
d
= (—1728)AE3ZE, E4( ) E6—2E’3E2( ) E3E? E6( ) E;
( )46<6qdq 4 46qdq(46)+4qdq 6

Racunamo samo izraz u velikim zagradama:

) |
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Z)

10

af d 6 5o A\ 3.0 of A\ 4
Eg chq E4 —2E;E§ qd7q (E1E) + E3 chq Eg
E,

d d d d d
4( d—) q6E5d E4) —2E3 2 (q—) (q (3EZE6d E4+E42E6d E6))

d
AE2 —F )
(q qu 6

g6E qu4) —2F3F? (qj ) (qE4E6 <3Eﬁj E4+2E4; Eﬁ))

dq

20

64 4qu 4+9qky 7dq 4] +q 4dq2 4
469 4qu4 qrialig lq4 q46lq4lq6q46l24

d d
—4E{Egq <E2E6qu6 +3qE; B~ E4

d d 2 d2
—E E3<—E) E3E, E,
g 61T qly g +qbuy 6 g2

dq
+4E$ o ) +3 E2(iE )2+ E3d—2E
49 quG q6dq6 Qqugii
=6E; E5iE +5 E4<iE )2+ E5d—2E
=0bLb6q 4dq4 Q4dq4 q4dq24
—6E3E3q E2E2dE4+2qE4E2(dE4>2+2qE2E6dE4dE6+qE2E2d2E4
46 4 qu 6 dq 4 dq dq 4 qu2

d
Es+3qEiFs—

E
dq4

d d _\? d?
—FE¢+qF3 (d—qEﬁ) +qE§E62E6>

d
—AE3E2q| E3E¢—
4 6Q< 456 dq dq

dgq

6 3 d 2 d 2 3 d2

3°.

od _d (d )2
— E,—FE+8ESE2¢* | —E
dq 12— e +8E, dq 6

d _\? ;
= 18E{ Egq? (@E4) —24F3E3q? ia

=2E1E2q? 9E2<iE )2—12E E iE iE +4E2<iE )2
= abuy g q 6dq4 46dq4dq6 4dq6

d d _\?
E,—2E;,— i EG) =2E{E2 - (1728A)3

=2E1E2q (3E6 da
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Dobili smo
W, (ES, E3E;, ) = (—1728)AE; Eg - 2E1E§ - (1728A)°
= 21728 A’ ES
|
2
Ako koristimo operator q umJebto (qd%) (vidi Propozicija 4.0.3) imamo:
E§ E}E? E}
6 32 4\ Propozicija4.0.3
Wy (B3, EyEg, Eg) = 4B qd% (P1EG) C]quG
2.4 6 E3E E
qdq24q (46)qd26
e &’ el d’ 5173 PR
d 2E4 E4E6 (—1728)A — (E4E6) 2E]Eg(—1728)A+¢q d—quG-E4E6-(—1728)A

d? d? d
= (—1728) AE? Egq? <E4 a2 SES — 2E4E2 o 5 (E3ER) + Ef da 2E6)
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Sada samo velike zagrade:

4 d2 3 2 d 6 d
E6d ES —2E3E? p (E4E6)+E4d ~E§
d < dE4> o o d ( dE, dEG) d ( ‘dEg)
4 5 3 2 2 6 3
— (6E}== ) —2E3E?— ( 3E2E? 2E3E ES— (4E3—2
6 4 \OF1 7, ik g \3Eiks—y P 2Bibe = ) bag \AEG
dE, d*E,
— g 30E] ( ) ) Oy e
( () o dqQ)
dEs;\? dE, dEg RN
— 2B} E? <6E4E§ (dq> +6E3Fg—— da dq +3E2E} = i
dFEy dEfj <dE6) 3 d®Eg
E2E, 1 2F3 1 2F3E— 0
OB B dg dq 1\ aq 4767 042
dFg d’Eg
ES (1282 ( > 4E3
+ 4 ( 6 d(] + 6 dq2
(druge derivacije se pokrate)
dE,\2 dE4dE6 dE6
dE, dE4 dEg dEg\ >
—2BtE2 [ 9E ( ) —12B,Eg—=""0 1 AFE (
46<96dq Y5670 dg \dg
—2E1E? <3E6dE4—zE4dE6>
dq dq

—2B{EZ (1728-A-q7)”

Stoga je
2 2 4d2 6 d2 d
= (—1728)AE;Egq Eﬁd—q2E4 2E4E6dq (E4E6)+E4d ~Eg

— (—1728)AE2Egq® - 2B E2 (1728 - A - g1
4 446

= 217283 A3ES B}
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4.3. RACUNI WRONSKIANA U SAGE-U 1

POSLJEDICNI REZULTATI
Oznacéimo s
W(](Mm)7

g—Wronskian kanonske baze od M, oblika Ejf‘E’g , gdje je da+68=m, i a,3 >0. Racu-
nom u SAGE-u dobijemo:

Wy(Mi2) = —(E} — E3) E{ Eg
W,(Mys) = E1Eg

Wy(Mig) = —(Ef — E5) E{
W,(Mg) = —(E} — Ej) E1E;
Wy(Mag) = —(E} — E3) E{ Eg

W, (Maz) = — (B — B3) B 5§
W,(Mag) = =2 (B3 — E2)° ES 3
Wq(Mae) = —(Ef — E§) B Eg
Wy(Mag) = —2(E3 — B2)° B 3
W,(Mso) = —2 (E3 — E2) ES ES
Wo(Msg) = —2 (B3 — E2)° E}2 B3
W, (Msy) = —2 (E3 — E2)° B B8
Wy (Msg) = 12 (B3 — B2)° E}2 B
W,(Msg) = —2 (E3 — E2)° EJ2ES
Wo(Myo) =12 (EF — E§) SpIs S
W,(Myz) =12 (E3 — E2)° E}2EL°
Wy( M) =12 (E} — EG) 208
Wy (Mag) =12 (E} — E§) oo
W,(Mag) = 288 (E3 — E2) "EELO
Wy(Mso) =12 (E; — E§) S 20 g0
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S ES S5 F S

S IS S S S sSsSsSSSsSsSsSsSsSsSsSs5sSs=35-3-¢85

]

§§§

=2

§

Mo

=

2
Mgy
Mg
Mes

Mo

My
Mg
Mg
Mz
Mgs
Mz
Mg
Mzgs
My
Mgy
Moy

Mye

o~ o~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~

Mog
Mo
Moz
M4
Mio6
Mios
Mo

Mo

)=
)=
)=
)=
)=
)
)=
)
)=
)=
)
)=
)=
)=
)
)
)
)=
)
)
)
)=
)
)
)
)
)=
)
)
)=
)=

288 (E3 — E2) " EP EY
288( Eg)l E}OE
88 (B3 - £3)"E

88 (B} - B3)’ EA%E)EG
—34560(E4 E2) P EPEP
88 (B3 — B2)"EPEP
34560 (3 — E2) "B B

—34560

(
—34560 (B3 — E2) " EPE2
(85 - B}) "ELEY
g)'

—34560 (B3 — g dors

My) = —24883200 (3 — E2)* Ef2 B2

—34560 (B} — E2) " EL2E2

—24883200 (E3 — E2)° E;19E
—24883200 (B} — E2)™'E

24883200 (E} )21E26E
—24883200 (5 — E2) " B E2S

125411328000 (E3 — E2)* S 2

24883200 (E} — E2) 1E;26E28

— 125411328000 (E§ — E2) ™ E§*EZ8
— 125411328000 (E§ — E2) ™ B E36
— 125411328000 (E} — E2)” EZ2E
— 125411328000 (B — E2) ™ E

—5056584744960000 (E3 — E6) EZ2E§>6

— 125411328000 (E§ — E2) ™ EP2E3S

—5056584744960000 (E§ — EZ) " ES' B
—5056584744960000 ( E3 — E2)° EPE
—5056584744960000 ( E§ — E2)*° BV ES

—5056584744960000 (E7} — E6) Opsipls
— 1834933472251084800000 (E§ — E2) " E{Y B
2 90 145
—5056584744960000 (E3 — E2)  E* B 103

—6658606584104736522240000000 (E3 — EZ)” B} E
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Procedure u SAGE-u za racun Wronskiana. Za dani paran cijeli broj m zelimo
na¢i Wronskian kanonske baze od My, (SL2(Z)).

1° Procedure za rac¢un dimenzije i kanonske baze prostora M, (SLa(Z)):

def get_dim_M_m(m):
if m % 12 == 2:
return m//12
elif m)%12==0 or m%12==4 or mJ,12==6 or m}12==8 or m}%12==10:
return m//12+1
else:

return O

def get First_a b _For M m(m):
a=0; b=0
if mj4==0:
a=m//4; b=0
elif m¥%4==2:
a=m//4-1; b=1

return (a,b)

def get Basis For_ M m(m, E_ 4, E_6):
dim_M_m=get_dim M m(m)
ab=get First_a b_For_ M _m(m)
a=ab[0]; b=abl[1]
M_m_basis=[E_4"(a-3*i)*E_6"(b+2*i) for i in range(dim_M_m)]

return M_m _basis
2° Procedure za ¢—derivaciju qdiq (f—operator):
def gDer(f,q):
return g*f.derivative(q)
def gDerN(f,q,N):
fN=£f

104



Generalizirani Wronskiani Racuni Wronskiana v SAGE-u i posljedicni rezultati

for i in range(N):
fN=qDer (fN,q)
#fN=q*xfN.derivative(q)

return fN

def gDerN List(basis_list,q,N):
n=len(basis_list)

return basis_qgDerN

def gDerN_List_Trnc(basis_list,q,N,trnc):
n=len(basis_list)
basis_qgDerN=[qgDerN(basis_list[i],q,N).truncate(trnc)
for i in range(len(basis_list))]

return basis_qgDerN

3° Procedure za racun matrice Wronskiana, njene determinante, i pripadnog polinoma
u verijablama Fj4 i Eg. Potrebna preciznost za Eisensteinove redove jednaka je dimenziji

prostora cusp formi u kojem se Wronskian nalazi
Precison = dim My, (,,45—1)(SL2(Z))

gdje je k = dim M,,,(SL2(Z)), odnosno opcenitije broj uzetih linearno nezavisnih elemenata
iz. My, (SL2(Z)). Da bi racun bio mogué za bilo koji veéi m potrebno je bilo prilagoditi

metodu za izrac¢un determinante.

def my_det(W_2d_list, trunc):
if len(W_2d list) > 0 and len(W_2d list) == len(W_2d 1ist[0]):
det=0
siz = len(W_2d_list)
if siz == 1:
return W_2d_1ist[0] [0].truncate(trunc)
elif siz ==
return (W_2d_1ist[0] [0]*W_2d 1list[1][1]-W_2d 1ist[0] [1]*
W_2d list[1][0]).truncate(trunc)

for k in range(siz):
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R = range( siz )
W_minor = [[W_2d_list[i][j] for j in R if not j==k] for i in R
if not i==siz-1]
det=det + (-1)"k * W_2d list[siz-1] [k].truncate(trunc) *
my_det (W_minor, trunc)
return det.truncate(trunc)
else:

return ’error rrr’

# vraca matricu obradjenu s Gauss-Jordanovim eliminacijama.
def get_Wronskian new(m):
k=get_dim_M_m(m)

wrnsk_weight = k¥(m+k-1)

prec=get_dim M m(wrnsk_weight)

el

eisenstein_series_qexp(4,prec)

eb

eisenstein_series_qexp(6,prec)

q=(e6+1/504) .truncate(2)

E4 = e4x%240

E6

e6x*(-504)

basis_M m = get_Basis_For_ M _m(m,E4,E6)
# Matrix for Wronskian
wrnsk_mtrx_as_2d_list = [qDerN_List_Trnc(basis_M_m, q, j, prec)
for j in range(k)]

print (’precision=’+str(prec))

W_poly = my_det(wrnsk mtrx_as_2d_list, prec)

list_wrnsk_coef = W_poly.coefficients(sparse=False)

# basis of space where Wronskian live
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basis_Wrnsk_Space = get Basis_For M m(wrnsk_weight,E4,E6)

A=Matrix(QQ, [basis_Wrnsk_Space[0].truncate(prec).coefficients(sparse=False)])

for cff in basis_Wrnsk_Space:
b = Matrix(QQ, cff.truncate(prec).coefficients(sparse=False))
A=A.stack(b)

b = Matrix(QQ, list_wrnsk_coef)

A=A .stack(b)

A=A .delete_rows([0])

At=A.transpose()

return (At.rref(),wrnsk_weight)

def get_Wronskian Poly_test(m):
W_Rref list=get Wronskian new(m)
W Rref = W _Rref 1ist[0]
W_weight = W_Rref list[1]

W_space_dim = get_dim M _m(W_weight)

W_eq _coeffs = W_Rref[0:W_space_dim, W_space_dim]

var(E_4,E 67)

W_space_basis = get_Basis_For M m(W_weight, E 4, E 6)

# ovo je de vidim koeficijent i elemente baze

izrazl =0

for i in range(len(W_space_basis)):
izrazl=izrazl+W_eq_coeffs[i] [0]*W_space_basis[i]

my_eq = izrazl.factor()

return (my_eq, 'W(M_{’+str(m)+’})&="+ latex(izrazl.factor())+’\\\\’)

Kada imamo sve gornje metode poziv:
get_Wronskian Poly_test(120)
vraca:
(-6658606584104736522240000000%(E_4"3 - E_672) "55+E_4"110*E_6755,
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W(M_{120}) &= -6658606584104736522240000000 \,
{\left(E_{4}~{3} - E_{6} {2 \right)}~{565} E_{4}"{110} E_{6}"{55} \\)

Napomenimo da ovaj poziv za m = 120 traje poprilicno sati na obi¢nom racunalu.

Ako izdvojimo samo Wronskiane oblika W, (Mi2;) dobijemo sljedeéu listu:

= —5056584744960000 (E3 — E2)*° E]*E3S

— —1834933472251084800000 (E3 — 2) " B ES

Wy(Mig) = — (Ef — E§) Ef Eg
Wo(May) = —2(E3 — E2)° ES 3
Wo(Msg) =12 (E} — Ej) EizE(;
Wy (Myg) = 88(E4—E6) oo
W, (Mgo) = —34560 (E3 — E2) "EPEL
Wo(Mry) = —24883200 (E3 — E2)* E2E2!
W,(Msa) = —125411328000 (B3 — E2)* ES B2
Wq(Mys)
)
)=

—6658606584104736522240000000 (E3 — £2)* Y10 ES

Primjetimo da je (E;Z’ — Eg) =1728-A.

Ovi rezultati su dali ideju za sljede¢u lemu ( [25], Propozicija 8-4.):

Lema 4.3.1. Pretpostavimo da je m =12t za nekit > 1. Napisimo bazu od My, na sljedeci
nacin:

BN (BT, o<u<t.
4 6

,.Z(Zda VT Zjedz
t) = 1 ff 1 (t+1
Wq(( 43)U(E()) u? OSU< ) —)\'At(t ) ( )Ett )7

za neku ne—nul konstantu \.

Za dokaz gornje leme prosirujemo poznatu lemu (vidi [20], Lema 4-1):

Lema 4.3.2. Neka je I' = SLo(Z). Tada vrijedi:

. 1 .
div(A) = oo, div(Er) = 3011 153) /2, dIV(EG) = 5
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Dokaz. Zbog Leme 1.8.2 (iv) sljedi da je
. 12
deg(div(A)) =12(0—1)+ 5(1 +1/2+2/3)=1.

Kako je A kasp forma imamo prvu formulu.

Ponovo po Lemi 1.8.2 (iv) imamo
. 4 1
deg(div(Ey)) =4(0—1) + 5(1 +1/24+2/3) = 3
Stavimo € = (14+/=3)/21i~v= (] ). Tada je v.e = €. Imamo
Ey(e) = Ea(v-€) = j(7,€) Ba(€) = €' Ea(e) = —Eu(e).

Stoga je E4(e) =0. Kako je indeks ramifikacije tocke A(11iy3)/2 € X(1) jednak 3, Ey
holomorfna i deg(div(Ey)) = %, zakljucujemo da vrijedi druga formula.

Jos jednom zbog Leme 1.8.2 (iv) imamo
: 6 1
deg(div(£s)) =6(0—1) + 5(0 +1/2+2/3) = 2

Neka je 6 = (_01 1). Tada je 6.1 = L = 4. Stoga imamo

Eg(i) = Eg(0.4) = j(0,4)° Be (i) = (—i)° Eg (i) = — Eg i)

Zakljuéujemo da je Fg(i) = 0. Kako je indeks ramifikacije tocke a; € X (1) jednak 2, Eg

holomorfna i deg(div(Eg)) = %, zakljucujemo da vrijedi treca formula. [
Sada mozemo dokazati Lemu 4.3.1:

Dokaz. Mozemo odabrati neku drugu bazu od fo,..., fi od M, takvu da je f; = ciq’ +
dig"tt -, 0<i <t, gdje su ¢; #0,d;,... neki kompleksni brojevi (vidi [40, 2.3. The
Miller Basis]). Vrijedi

t(t+1)

Vgo(for- s 1) =0+1424-- 1= .

(Vidi Lemu 4.1.1 za definiciju od v4—o(fo,..., ft).) Direktna primjena Teorema 4.1.3 daje

tHt+1)
-

v (W (E3)" (B, 0<u<t)) =

Zbog Leme 4.3.2 znamo da je div(A) = a,. Stoga dobijemo da je

t(t+1
d;f %

W, ()" (E)™, 0<u<t)/A
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ne—kasp modularna forma tezine

t(t+1)

[=(t+1)-(12¢+1) 12 = Tt(t+1).

Preostaje nam odrediti gore definiranu modularnu formu f. Prvo trazimo redove

ponistavanja Wronskiana
3\ U o\ t—u
W, (D" (B}, 0<u<t)

u eliptickim tockama i i e™/3 = (1+iv/3)/2, redova 2 i 3, respektivno. Zbog Leme 4.3.2
imamo da je

_ 1 .. 1

To povlaci da su redovi funkcije (Eff)u (E’g)t_u u tockama (1+4v/3)/2 i i jednaki 3u i
2(t —u), respektivno. Stoga Wronskian W/, ((Eff)u (Eg)t_u , 0<u< t) ima redove (vidi

Propoziciju 4.1.2)

t
Ya11ivE) /2 (Wq((E:i’)“(E%)t‘“, Ogugt)) :il’{ <§)3 _t(t;rl))
:; <3.t(t;-1) _t(t;l)) ~Liren,

— 1 /< tt+1)
va, (Wo (B3 (BT, Ogugt)):2-<z%)2(t—u)— (2 )
u=

1 (. t(t+1) t(t+1))
= — . 2. — — — 1
2 < 2 2 tt+1),

Kako je div(A) = as, ovo povlaci da je
1
Va(1+1\/§)/2(f):§t(t+1)7

o, (f) = - 1(141)

Stoga je
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. 1 1
div(f) = gtt+1ag 5 + 4+ D

) g Y N
6 pripada istom prostoru i ima

Znamo da je f € Mrpy;q1). Modularna forma Efl
isti divizor kao f. Stoga je njihov kvocijent funkcija na kompaktnoj Riemannovoj plohi

X (1), divizora jednakog 0. Standardno znamo da je tada

/
€ L(0)=C
t(t+1) )
EZ(H‘UEG 2
pa je
t(t41) LD
f — )\ . E4( )EG 2 i
za neku ne—nul konstnatu \. [ |

Analogno mozemo pokazati tvrdnje kada je m paran m # 12t, t > 1. Izdvojimo iz
racuna u SAGE-u samo Wronskiane prostora M, gdje je m = 12+ 4, za neki cijeli broj

t>1:

— —125411328000 (E3 — E2) " ES'EX

— —5056584744960000 (E3 — EZ)* ES' B3

Teorem 4.3.3. Pretpostavimo da je m =12t+4 za nekit > 1. Napisimo bazu od M,, na
sljedeci nacin:

B (BN (B ™, o<u<t.
Tada vrijedi:

- H(t i+l
W, (B ()" (B)' ™, 0<u<it) =A™ B g 7

za neku ne-nul konstantu \.
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Dokaz. Znamo da je za m =12t +4, dim(M,,) =t+1. Stoga mozemo odabrati ncku drugu
bazu fo,..., fi od M, takvu da je f; = c;q* +dig"t +---, 0 <i <t, gdje su ¢; #0,d,, ...
neko kompleksni brojevi. Vrijedi

t(t+1)
5
(Vidi Lemu 4.1.1 za definiciju od v4—o(fo,..-, ft).) Direktna primjena Teorema 4.1.3 daje
v t= tt+1
e (0,51 8" 88 05 2) =

Zbog Leme 4.3.2 znamo da je div(A) = ay. Stoga dobijemo da je

Vgo(for- s f1) =0+1424-+t=

“w, (B ()" (B 0<usit) /At

ne-kasp modularna forma tezine

l=(t+1)-(12t+4+1t)—12

t(t;” — (Tt+4)(E+1).

Preostaje nam odrediti gore definiranu modularnu formu f. Prvo trazimo redove

ponistavanja Wronskiana

Wy (B (B)" (8)

“,Ogugﬂ
u eliptickim tockama i i e™/3 = (1+iv/3)/2, redova 2 i 3, respektivno. Zbog Leme 4.3.2
imamo da je
: 1 o 1
div(Es) = 3%+ivE)2 1 div(Es) = 5%
To povlaéi da su redovi funkeije Ey (E3)" (Eg)t_u u tockama (1+iv/3)/2 i 4 jednaki
3u+11i 2(t —u), respektivno. Stoga Wronskian W (E4 (Ejf)u (E%)t_u, 0<u< t) ima

redove (vidi Propoziciju 4.1.2)

t
s (W (BB () 02 w)) = 3 (S - 150 )
(e )
vo, (W (Bu (B)" (B3) ™", 0<us<t)) = (izu—w— “t;”)
u=0
L) e
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Kako je div(A) = ay ovo povlaci da je

1 2

Va1 4iva) 2 (f)= 3 (t+1)%

i
1
oo () = 3 At +1)
Stoga je
. 1 9 1
(t+1)2 t(t+1)

Znamo da je f € M(7414)(4+1)- Modularna forma £, ¢ ~ pripada istom prostoru

i ima isti divizor kao f. Stoga je njihov kvocijent funkcija na kompaktnoj Riemannovoj

plohi X (1), divizora jednakog 0. Standardno znamo da je tada

/
—— € L(0)=C
t(t41) )

E£t+1)2E672

pa je
2 t(t+1)
f=X-Ef B

za neku ne—nul konstantu \. [ |

Za ostale Wronskiane baza od M,,, ispiSimo prvo pripadne baze. Vrijedi

Za m =12t baza od My, je oblika (ED"(E)"™, 0<u<t,
Za m=12t+2 baza od M, je oblika E;* (Ei‘)u (Eg)t_u Fg, 1 <u<t,
Za m =12t+4 baza od M,, je oblika Ey (E:f)u (Eg)t_u7 0<u<t, (46)
Za m=12t+6 baza od M,, je oblika (E;})u (Eg)t_u Eg, 0<u<t, '
)

Za m =12t +8 baza od M,, je oblika Ef (Eff “ (Eg)t_u, 0<u<t,
Zam=12t+10 baza od M,, je oblika By (E})" (E2) " Es, 0<u<t,
Razli¢iti izbori od m uti¢u na to da clementi kanonskih baza imaju razli¢ite redove u
eliptickim tockama (1+4v/3)/2 i i. To direktno uti¢e na redove pripadnog Wronskiana
W a4 ;3),2 | . Stavimo € = (141iv/3)/2 i kreirajmo tablicu 4.1:
Slucaj m = 12t +2 je nesto drugaciji zbog manje dimenzije prostora. Vrijedi dim(Mjas42) =
t. Stoga je red Wronskiana u kaspu a, jednak

t—u

(t—1)t
S

v (Wa (B (BD)" (E2)' ™" Eo, 1<u<t)) =
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Tablica 4.1: Tablica Wronskiana kanonskih baza

m Viee(®) Vemi(+) u div(f) Wo(Mm)
(t+1) T(E+1)
12t 3u 2(t—u) 0<u<t L(t+Dac+ it +1)a; A\ A%EZ(HDE(S 2
(t—1) t(t+1)
12642 | Bu—1 [ 2(t—u)+1 | 1<u<t | st(t+ 1)a(1+i\/§)/2+%t(t+1)ai /\,A%Ei(tﬂ)}% 2
(t+1) t(t+1)
12t+4 | 3u+1 2(t—u) 0<u<t F(t+1)%ac+qt(t+ 1) )\,A%E}fﬂ)z A
1 1 . Bt _t(441) (f+1)2(f+2)
12t 46 3u 2(t—u)+1 | 0<u<t | stt+Dac+z(t+1)(E+2)a; | A-A 2 Ef "Eg
t(t+2) t(t+1)
12t +8 3u—+2 2(t—u) 0<u<t %(t+1)(t+2)ae+%t(t+ 1)“1’ )\'A%Eit-i-l)(t—i-@Eﬁ 2
(1) (¢+2)
126410 | Bu+1 | 2t—u)+1 | 0<u<t| Lt+1)2a+L¢t+1)E+2a | A-ASTEH g 2

Na taj nacin je

Y w, (E7 (BN (ED) " Es, 1<u<t)/A

(t—1)t
2

ne-kasp modularna forma tezine

t—1)t
l=t(12t+2+t—1)—12( )

=Tt(t+1).

Stoga Wronskian W, (E4_ HED" (E%)t_u Eg, 1<u< t) ima redove (vidi Propoziciju
4.1.2)

¢ j—
VO (Wq (E4_1 (Ez)u (Eg)t_uEG, I<u< L‘)) - ; <uz::1(3u_ 1)- v 21)t>
=;.<3.t(t'2|'1)_t_(t—21)t>
Lo, tt+1) t(t+1)
:3.(3. oy >

7 N\
[\
. Il
A~ =
~
p—
N~—
~
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Kako je div(A) = ay ovo povlaci da je

. 1 1

Analogno prijasnjim dokazima ovo povlaci da je
. - t(t—1) t(t+1)
Wy (EY(BD)" (B "Ee, 1<u<t)=x-A"z E{VE 2
za neku ne-nul konstantu A.
Na ovaj nacin smo izracunali vrijednost Wronskiana kanonske baze za M,,, gdje je
m =12t +2 (vidi tablicu 4.6). Racun za ostale vrijednosti od m je slican. Razlika je samo
u obliku baze (vidi tablicu 4.6) i vrijednostima divizora funkcije f (vidi tablicu 4.1). Na

taj nacin imamo teorem:

Teorem 4.3.4. Za kanonske baze prostora M,, dane u Tablici 4.6 imamo sljedece vrijed-
nosti pripadnih Wronskiana:

t(t+1) t(t+1)

W,(Myg) = X-A- 2 g p 2

t(t—1) t(+1)

Wo(Mizi2) =A-A" 7 B TVEST

t(t41)

W, (Miggys) = A A2 BT

2 t(t+1)
Eg 2
t(t+1) (H‘l)zﬂ

Wo(Migtrg) = A- A2 Efl(tH)Efi )

#(t+2) t(t+1)

Wy(Migiqg) = A- A2 EziHl)(Hz)Eﬁ S

D) (141)2 (t+1)2(t+2)

Wo(Migt+10) = A-A"2 By Ey ;

(4.7)

gdje su vrijednosti od X razlicite ne-nul konstante.

Za konstantu A u Wronskianima oblika W (Mi2¢) uocena je pravilnost u obliku rekur-

zivne formule za njenu vrijednost. Imamo slutnju:

Slutnja 4.3.5. Wronskian kanonske baze od My.19 jednak je
W(]Mku) _ (_1)? Qi1 (Ei) . Eg)k(k+1)/2Ef(k+1)Eéc(k+1)/2,
gdje koeficijenti ay, zadovoljavaju rekurzivnu formulu

ap=(k—1) -a%_l/ak_g, with a1 =1, a9 =1.
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Propozicija 4.3.6. Rjesenje gornje rekurzivne formule je
k-1 ‘
ap=[[(k—i)=(k—1)-(k—2)% (k=3 ...-(k— (k—2)" 2 (k— (k—1))*!

1=1

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po k. Pretpostavimo da formula vrijedi za k.

a2
apy1 =k —*~
ak—1
. ((k‘— 1) ‘a%—l/ak—zf
k-1
3
— k- (k—1)2. ak
aj_s
=k-(k—1)2 [ ’}2
[ff’k 2—i)]
— k- (k—1)%- (k= —1—;)}
[Hfzf(k — 2 i)i]
:k(k_lf.“k—QﬂﬁZﬂk—l—@+1»Hq3

[Tk —2 )]
5 TP (k—2—4)30+
1= (k=2 —i)?

=k (k—1)% (k—2)

:k:-(k—l)Q-(k—Q)?’-kl_[g(k 2—4)"*3
1=1

:k'(k—1)2-(k—2)3-[ﬁl(k—i)i+1

k—1 =

:H(k )H—l

e

- i ((k+1) =)
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ZAKLJUCAK

Dali smo razne modele za krivulju X (1). Na taj nacin smo dobili jednadzbe krivulja koje
su biracionalno ekvivalentne krivulji X (1). Kako su to sve ravninske krivulje, ¢esto su
singularne. Koristili smo metodu koju je razvio G. Mui¢ u ¢lancima [19], [20,21].

Razvijen je algoritam u matematickom softwareu SAGE za provjeru jeli kasp ano,
m—Weierstrassova tocka za krivulju genusa ¢(I') > 3 koja nije hiperelipticka.

Izracunali smo jednadzbe homogenih polinoma svih kanonskih krivulja tipa Xo(V),
genusa 3 < g < 5 koje nisu hiperelipticke. Dobivene jednadzbe posljedica su algoritma za
racunanje uredene baze prostora S}Z (T"), za krivulje genusa > 3, koje nisu hiperelipticke.
Sliéno su radili S. Galbraith u [9, Chapter 3] svog doktorata, ali drugacijim metodama,
kao i M. Shimura u [39].

Pod pojmom generalizirani Wronskian podrazumili smo poopcenje standardnog pojma
Wronskiana kasp formi [34], ( [29], 6.3.1), ( [19], dokaz Teorema 4-5), i ( [20], Lema 4-
1). Razvijen je algoritam za rac¢un Wronskiana lincarno nezavisnih modularnih formi.
U SAGE-u su izracunati Wronskiani kanonskih baza za M,,(SL2(Z)) za parne m =
12,14,16,...,108,110,120. Temeljem toga dokazan je teorem o vrijednosti tih Wronskiana
za bilo koji parni m, do na neku ne-—nul konstantu A. Za m = 12¢ iskazana je slutnja o

vrijednosti konstante A do na predznak.
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