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Sazetak

Uvodimo formalizam integrala po putevima na primjeru nerelativistickog sustava s
jednim fizikalnim stupnjem slobode. Za model zatvorenog svemira s FRLW metri-
kom i pozitivnom kozmoloskom konstantom, gdje je jedan stupanj slobode faktor
skale, analogijom definiramo mjeru funkcionalnog integrala. Raspravljamo o ha-
miltonijanskim sustavima s ograni¢enjima, medu kojima je i opca teorija relativ-
nosti, te Fradkin-Vilkoviskyjevim teoremom dobivamo bazdarno invarijantan, uni-
tarni, uvjetno konvergentni funkcionalni integral. Po uzoru na Turoka i suradnike
Picard-Lefschetzovim formalizmom identificiramo jedinstvenu relevantnu sedlenu
tocku akcije i jedinstvenu konturu po kojoj je apsolutna konvergencija osigurana.

Postavljaju¢i "no-boundary” rubne uvjete, dobivamo potiskuju¢i poluklasicni faktor.

Kljucne rije¢i: Minisuperprostor, Integrali po putevima, Hamiltonijanski sustavi s
ogranicenjima, Fradkin-Vilkoviskyjev teorem, Picard-Lefschetzova integracija, "No-

boundary” prijedlog



Cosmological singularities in path integral
approach

Abstract

By considering a nonrelativistic system with one physical degree of freedom we in-
troduce the path integral formalism. For a closed Universe with FLRW metric and a
positive cosmological constant, where the degree of freedom is the scale factor, by
analogy we define the measure of the functional integral. We disscus Hamiltonian
systems with constraints, among them general relativity, and by utilizing the Fradkin—
Vilkovisky theorem obtain a gauge invariant, unitary, conditionally convergent fun-
ctional integral. Following the works of Turok et al. we use the Picard-Lefschetz
formalism to identify a unique relevant saddle point of the action and a unique con-
tour along which absolute convergence is certain. Imposing the "no-boundary” initial

conditions, we get a semiclassical supression factor.

Keywords: Minisuperspace, Path integrals, Hamiltonian systems with constraints,

Fradkin—-Vilkovisky theorem, Picard-Lefschetz integration, No-boundary proposal
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1 Uvod

Einsteinova teorija opce relativnosti je klasi¢na teorija. Opservable, specificno me-
trika ¢,;, uvijek imaju tocno definiranu vrijednost. Za opis gibanja planeta, zvijezda,
galaksija i ostalih makroskopskih objekta, takva teorija je sasvim dovoljna. Ipak da
bi opisali sve Sto se dogada u svemiru, ocekujemo da je potrebna njena kvantna
formulacija. Klasi¢na teorija unutar crne rupe i na pocetku svemira predvida singu-
laritete, mjesta u prostorvremenu gdje zakrivljenost divergira. U pocetku, dimenzije
svemira su bile manje od Planckove duljine, drugim rije¢cima kvantni efekti su bili
dominantni na svim skalama. Nadamo se tada da ¢e kvantna teorija gravitacije dati
smisleniji, mozda ¢ak i potpuni opis pocetka svemira. U kvantnoj teoriji fizikalna
polja predstavljamo operatorima nad Hilbertovim prostorom, definiranim u svakoj
to¢ki fiksnog prostorvremena.! Odmah moZemo primijetiti jedan problem s formuli-
ranjem kvantne teorije gravitacije kao kvantne teorije polja. Operatore polja defini-
ramo nad fiksnom geometrijom, ali ona je i dinamicko polje koje zelimo kvantizirati.
Zaklju¢ujemo da je upravo centralna ideja opce relativnosti, da svemir nije smjesten
na pozadinsku geometriju, ve¢ da je ona dinamicki dio svemira, jedna od glavnih
prepreka kvantiziranju gravitacije. Dodatno kanonsku kvantizaciju vrsimo nad fizi-
kalnim stupnjevima slobode (¢*, p*), koji nisu eksplicitni za teorije s ogranicenjima,
jedna od kojih je i gravitacija. Nasre¢u, kvantne teorije moguce je formulirati na
nacin kojim zaobilazimo operatore, vektore i Hilbertov prostor, te tretiramo ampli-
tude vjerojatnosti kao fizikalno znacajne veli¢ine. Radi se o integralima po putevima,
koji imaju elegantno svojstvo da je nacelo superpozicije intrinzi¢no zadovoljeno i pri-
tom jo$ uposljava klasi¢nu akciju koju znamo definirati za Einsteinove jednadZzbe.
Ocekujemo da ce definicija mjere za funkcionalni integral biti izazovna, ali ako se
zadrzimo na demonstraciji ideje metode, mozemo pretpostaviti ansatz za metriku
koji je prikladno simetrican, tako da sustav postane slican nerelativistickom kvant-

nom sustavu s jednim stupnjem slobode. Ansatz ¢e biti metrika minisuperprostora,

ds®> = N(t)%dt* + a(t)*dS)3, (1.1)

!Preciznije, definirani su kao distribucije na prostorvremenu, $to je posljedica ¢injenice da mjerenja
fizikalnih veli¢ina ne mozemo vrSiti u jednoj tocki prostorvremena.



a jedan stupanj slobode mozemo zamisliti kao veli¢inu svemira, naziva se faktorom
skale a(t). Zatim analogijom definiramo mjeru integrala po putevima i na taj nacin,
vise zaobi¢i nego rijesiti, problem kvantiziranja geometrije. Preostati ¢e nam pro-
blem ogranicenja i pronalaska fizikalnih stupnjeva slobode. U op¢enitim teorijama
s ograniCenjima, s n stupnjeva slobode, nailazimo na neke proizvoljne funkcije, jer
imamo viSak u stupnjevima slobode. Dakle, jedan fizikalni sustav mozemo opisati
cijelom klasom fizikalno ekvivalentnih, ali matematicki razli¢itih rjeSenja. Broj pro-
izvoljnih funkcija odgovara broju nezavisnih ogranitenja m.? S tom slobodom smo
ve¢ upoznati pod nazivom bazdarna sloboda. U gravitaciji ona lezi u invarijantnosti
fizikalnog prostorvremena na difeomorfizme, Sto se prevodi u slobodu izbora koor-
dinatnog sustava. Vidjet ¢emo da su upravo ogranicenja generatori transformacija
izmedu ¢lanova jedne klase rjeSenja i da je akcija invarijantna na takve transforma-
cije. Prema tome radi se o opisu sustava koji ima n — m fizikalnih stupnjeva slobode
(¢*,p*), ali ima n koordinata ¢; i hamiltonijan proizvoljan do na linearnu kombina-
ciju ogranicenja. Koeficijente ogranicenja nazivamo Lagrangeovim multiplikatorima
i upravo oni su tih m proizvoljnih funkcija. Ne Zelimo da integral po putevima pre-
brojava istu fizikalnu konfiguraciju vise puta, pa je potrebno fiksirati bazdarenje, od-
nosno iz svake klase potrebno je izabrati po jednog predstavnika. To se moze postici
tako da za svako prisutno ogranic¢enje uvedemo dodatno ogranicenje na nacin da ono
rusi simetriju akcije i time fiksira proizvoljne funkcije u akciji. Biranjem specifi¢cnog
bazdarenja mozemo Lagrangeove multiplikatore originalnih ogranicenja efektivno
promaknuti u dinamicke varijable (dodatnih m stupnjeva slobode) u proSirenom faz-
nom prostoru. Tada multiplikatori dodatnih ogranicenja igraju ulogu impulsa. Takva
teorija nema ogranicenja i mozemo je slobodno kvantizirati kako zelimo, ali ima
n + m stupnjeva slobode, dok fizikalni sustav ima n — m. Ovo odstupanje ukazuje na
to da smo se, u pokusaju da uklonimo bazdarnu slobodu, previse udaljili od original-
nog sustava. Ovaj problem moze se rijesiti tako da uvedemo jo$ 2m novih stupnjeva
slobode, nazivamo ih duhovima, suprotne statistike i na taj nac¢in postignemo efek-
tivno oduzimanje stupnjeva slobode n + m — 2m = n — m i dobijemo opis sustava
s fizikalnim brojem. Formalno, izraz za bazdarno invarijantni funkcionalni integral,

sadrzan je u Fradkin-Vilkoviskyjevom teoremu, ¢iji se dokaz nalazi u dodatku C. Taj

2Preciznije, broju nezavisnih primarnih ograni¢enja prve klase. U poglavlju 5 ¢emo definirati te
atribute.



integral daje unitarnu S—matricu, $to necemo ovdje dokazivati, ali ideja je sljedeca:
bududi da imamo bazdarno invarijantan funkcionalni integral, mozemo ga transfor-
mirati u neki za ¢iju formu znamo da rezultira unitarnom S—matricom. Rezultat ¢e
se u konacnici svesti na integral faze po beskona¢noj mjeri, Sto znaci da sigurno nije
apsolutno konvergentan. Izmedu ostalog, ovo povlaci da ne mozemo koristiti Fubini-
jev teorem. Dodatno, u opcenitom slucaju faza ¢e dramaticno oscilirati, Sto otezava
integraciju jos viSe. Hartle i Hawking su, u svom "no-boundary” prijedlogu [15],
vrsili Wickovu rotaciju u imaginarno vrijeme i time dobili Euklidski integral. Ovakav
izbor zapravo bira odredenu integracijsku konturu za koju nema fizikalne motiva-
cije i definira imaginarno vrijeme i kompleksne metrike kao fundamentalne. Ta-
kav integral ni ne moze konvergirati, jer realna funkcija u eksponentu (imaginarni
dio akcije) nije ogranicena odozdo (eng. bounded below) iz dva razloga. Prvi je
sto Euklidske metrike ukljucuju neke topoloski netrivijalne mnogostrukosti [11], a
drugi to sto gradijenti faktora skale imaju negativan doprinos akciji, tzv. problem
konformalnog faktora [12]. Gotovo 40 godina poslije Turok i suradnici pokazali su
da se koristenjem Picard-Lefschetzova formalizma integral moze uciniti apsolutno
konvergentnim [24]. Polazeéi od Teitelboimovog® kauzalnog izbora integracijske
konture [17], za koju je realno vrijeme fundamentalno, isti formalizam daje nam
i jedinstven izbor integracijske konture s konvergentnim rezultatom. S ovim alatom
integrali po putevima za gravitaciju imaju Sansu da budu matematicki dobro defini-
rani. Nazalost u sljede¢im radovima ista grupa, pokazala je da ovaj postupak vodi do
nepotisnutih perturbacija [25], i da unato¢ pokusajima novih kontura [27], ne pos-
toji integracijska kontura koja rjesava ovaj problem, implicirajuc¢i da "nema spasa” za

“no-boundary” pocetne uvjete [26].

"No-boundary” prijedlog pojavio se kao pocetno kvantno stanje svemira da bi se
pronaslo rjeSenje homogene Wheeler-de Wittove jednadzbe nazvano “valnom funk-
cijom svemira”. U principu izbor rubnih uvjeta u Wheeler-de Wittovoj jednadzbi
ima beskonacno stupnjeva slobode, pa se moraju pretpostaviti neka svojstva rjeSenja.
”No-boundary” Hartlea i Hawkinga odgovara realnom rjesenju koje je superpozicija
ekspandirajuceg i kolabiraju¢eg svemira. Na drugu stranu imamo Vilenkinov prijed-

log tuneliraju¢e valne funkcije [18] [21] rezultiraju¢i kompleksnim rjeSenjem koje

3Sada C. Bunster.



predstavlja samo ekspandirajuc¢i svemir. Kada se ove ideje prevedu u formalizam

integrala po putevima one postavljaju neke rubne uvjete za integraciju.
h h
HH : / Dg e~ S/ / Dy eSlal/h (1.2)
0

Unutar Hartle-Hawkingovog prijedloga integriramo po svim zatvorenim Euklidskim
4-geometrijama koje su omedene s kona¢nom 3-geometrijom h, dok u Vilenkinovom
integriramo po Lorentzijanskim 4-geometrijama koje su omedene 3-geometrijama,
pocetnom i iS¢ezavaju¢om (), te konacnom h. Rezultati za ove integrale razlikuju
se do na predznak u eksponentu poluklasi¢nog teZinskog faktora (HH: et127*/Ah .
e~127*/Ahy  Prateéi postupak Turoka i suradnika, koristit ¢emo Picard-Lefshetzov for-
malizam na Lorentzijanskom integralu pa se, barem za vrlo simetri¢ni slu¢aj minisu-
perprostora i unato¢ “no-boundary” rubnim uvjetima, rezultat kojeg dobijemo slaze

s Vilenkinovim. Uz prednost bolje definicije ovaj rezultat ima i intuitivnije ponasanje

u klasi¢énom limesu A — 0.

U poglavlju 2 upoznati ¢emo se s Diracovim formalizmom integrala po putevima,
i motivirani time prona¢i lagranzijansku formulaciju opce relativnosti u poglavlju
3. Zbog ogranicenja biti ¢e nam potrebna i hamiltonijanska formulacija koja se na-
lazi u poglavlju 4. U poglavlju 5 proucavamo Diracov formalizam hamiltonijanskih
sustava s ograniCenjima i dajemo iskaz Fradkin-Vilkoviskyjevog teorema. Konacno
u poglavlju 6 ¢emo primijeniti sve metode na metriku minisuperprostora i prouciti
“no-boundary” prijedlog. Naglasavam da u ovom radu nema originalnih rac¢una, ve¢
se radi o pregledu potrebnih pojmova i metoda. Nadam da sam dao dobru odsko¢nu

dasku za studente koje zanimaju integrali po putevima za opc¢u teoriju relativnosti.



2 Diracov formalizam integrala po putevima

Sjetimo se eksperimenta s dvije pukotine i kako smo ga tretirali na kvantnoj meha-
nici. Cestica je emitirana iz nekog izvora, te prema natelu superpozicije, amplituda
vjerojatnosti da je vidimo u nekoj tocki na zastoru je suma amplitude da Cestica prode
kroz prvu pukotinu i amplitude da prode kroz drugu pukotinu. Ali recimo da imamo
tri ili vi$e pukotina. Dobro, samo dodajemo vi$e ¢lanova u sumi. Sto ako dodamo jo$
pregrada od kojih svaka ima svoje pukotine? U redu, samo napravimo sumaciju i po
pregradama. Tada ukupna suma ide po svim mogu¢im putanjama kroz pukotine na

pregradama.

(a)

Slika 2.1: Ideja integrala po putevima. Slike preuzete iz [22].

Sada zamislimo da imamo beskonacan broj pregrada i beskonacan broj pukotina na
svakoj od njih. Tada preostaje samo prazan prostor izmedu izvora i zastora, $to nas
navodi na sumu, koja sada postaje integracija, po svim mogu¢im putanjama izmedu
izvora i zastora. Kako bismo definirali taj integral po putevima? Vratimo li se malo
unazad mozemo imati veliki, ali konacan, broj pregrada i rupa te onda na kraju
pustati limese. Drugim rijeCima putanje mozemo aproksimirati s ravnim segmentima.
Prema unitarnosti, za amplitudu cijele putanje mozemo uzeti umnozak amplituda po
segmentima. Ova ideja se prvi puta pojavljuje u radovima N. Wienera, koji je rjesavao
probleme difuzije i Brownovog gibanja. Na lagranzijanske kvantne sustave ju je prvi

put primijenio P. A. M. Dirac [1], a matematicki iskaz upotpunio je R. Feynman [2].

Proucavamo slucaj nerelativistickog kvantnog sustava s jednim stupnjem slobode
(¢,p) i kanonskim hamiltonijanom H. U Heisenbergovoj slici za operator poloZaja
vrijedi Gy (1) = '/ gset/" gdje je {s isti operator, ali u Schrodingerovoj slici. Za
vecinu izraza u ovom poglavlju vrijedi 7 = 1, ali ¢emo ga dodati u poglavljima gdje
je bitan, samo zapamtimo da dijeli imaginarnu jedinicu u eksponentu. Postoji pot-

puni skup vektora |q,t) tako da Gy (t)|q,t) = q|q,t). Kada vrijedi ¢s|q) = ¢|q), imamo

5



lg, t) = e''|q). Pogledajmo sad neku valnu funkciju (¢, t').
(@' ) = (1) = {d" . 'V}
Iskoristimo potpunost skupa |¢’, '),

Y(d,t) = /dQ<th’|q,t><q,tW>H=/dq<th’|q,t>¢(q7t)-

Objekt (¢',t'|q,t) naziva se Feynmanovom jezgrom (propagatorom). Iz gornje jed-
nadzbe vidimo da je poznavanje jezgre ekvivalentno poznavanju rjeSenja Schrodin-
gerove jednadzbe. Vremenski interval (¢,¢) podijelimo u mnogo ravnih segmenta

proizvoljno male duljine ¢,
' —t=Me, t,=t+ne, n=1,...,M —1. 2.1)

Sada u svakoj to¢ki moZzemo umetnuti jedini¢ni operator pomoc¢u potpunih skupova
|G, tn)-
(d,t]g,t) = /QN—L-./d91<ql>t/|QN—17tN—1>-~<CI1,t1|qa t) (2.2)

Segmentne amplitude (¢, 11, tm+1|¢m, tm) Nazivamo matricama prijelaza T'(m+1,m) =
T,.. Njih je opcenito puno lakse pronaci negoli Feynmanovu jezgru i to zapocinjemo

tako da razvijamo eksponencijalu po ¢,

Tn - <Qn+1|€_iH(th_tn)|Qn> ~ <qn—|—1|]l - i5H|Qn>>

gdje je
dpy
(@1 H (P, @)lan) = [ 5~ {aws1[Pa) (Pul H] )
Pretpostavimo da u H nema ¢lanova mijeSanih u koordinatama i impulsima, pa se

hamiltonijanski operator svodi na klasi¢nu funkciju,

(Pul H(p, 0)Gn) = (Prlgn) H (P, ¢n)-

U slucaju da ta pretpostavka ne vrijedi, najbolji nacin za nosenje sa situacijom je da
koristimo Weylovo uredenje u kojem uprosjecujemo preko svih mogucih redoslijeda

operatora. U tom slu¢aju dobili bismo drugaciju klasi¢nu funkciju, H(p,, 2 (¢n+1+6s))-

6



Pisat ¢emo ¢, pa moZemo kasnije izabrati o kojem slu¢aju se radi. Uz (¢,,|p,) = eProm

slijedi rezultat za matricu prijelaza 7,,,

dp,
T — / Do iratans =) (1 — i H(py, ). (2.3)
T

Sada slijedi osjetljivi dio u kojem proizvoljno usitnjavamo particiju, drugim rijecima
idemo u limes ¢ — 0, M — oo. Raspravimo prvo o integriranju. Imat ¢emo M — 1
integrala po poloZajima ¢,. Iz (2.3) vidimo da ¢emo za svaku matricu prijelaza imati i
integraciju po p,,, pa ¢e to dati M integrala po impulsima. Uvodimo pogodnu notaciju

za mjeru ovakvog integrala.

Jim / qun / H don SETE 2.4)

Ovakve konstrukcije u fizici nazivamo integralima po putevima, a u matematickim
terminima radi se o funkcionalnom integralu. Granice svakog pojedinog integrala
u pravilu nisu odredene, iz Cega slijedi da integral u obzir uzima jako Siroku klasu
puteva (nema razloga da budu glatki, ¢ak niti kontinuirani). Jedini zahtjev je da
putanje ispunjavaju rubne uvjete ¢(t) = ¢ i ¢(t') = ¢/. Ubacujemo izraz za matricu
prijelaza (2.3) u izraz za jezgru (2.2),

N-1

(¢, t'q,t) /'Dq/Dp exp zg (]n+16 n ) H (1 —@'gH(pmq_n)), (2.5)

n=0

gdje se limes za integrand podrazumijeva, ali ga ne pisemo da izraz stane u redak. Po-
gledajmo pobliZe desni faktor integranda. Uz e = (t' —t)/M iz, = —i(t' —t)H (pn, Gn)

ima oblik

N-1 N—-1

T 1
: Y 1 ﬂlfn/N — 1 -
]\}Hn 0 (1 + N) lim 0 lim exp (N

=

).

3
Il
=)

Iskoristimo ovaj rezultat u (2.5),

N-1
(d',tq,t) /Dq/Dp exp wz ot — H(pn,(jn))>. (2.6)
n=0

Kada pustimo limes, ¢ se ponasSa kao diferencijal vremena, pa suma ide u integral po

vremenu, a ¢lan pod sumom prepoznajemo kao derivaciju po vremenu. Dinamicke

7



varijable p, i ¢, tada se ponasaju kao diskretni uzorci nekih funkcija ¢, — q(¢,) i
P = p(ta).

(d,tq,t) /Dq/DpeXp / dt[pg — H(p, q)]) (2.7)

Ocituje se jos jedan moguci problem, a taj je da je integrand fazni faktor, pa ce
nam integral konvergirati samo ako se brzo osciliraju¢i dijelovi susjednih putanja
medusobno poniste. Ovo je posljedica nacela superpozicije, prema kojem moramo
uzeti u obzir sve moguce putanje. Ako imamo srece integral ¢e biti uvjetno konver-

gentan i moci ¢emo pronaci integracijsku konturu s apsolutnom konvergencijom.

Prouc¢imo sada specifi¢nu situaciju u kojoj se izraz za funkcionalni integral moze po-
jednostaviti. Ako hamiltonijan ima standardnu formu (da je kvadratican u operatoru
impulsa) H(p, q) = p*/2m+V(q), onda jezgru prikazujemo u poznatijoj formi koja se
nekada naziva Feynmanovim integralom po putevima. Primijetite da smo p,, uveli ne-
zavisno od g, iz ¢ega slijedi da objekt u eksponentu L(q, ¢, p) = p¢ — H(p, q) zapravo
nije lagranzijanska funkcija L(q, ), ali moZemo do¢i do nje u slucaju standardne

forme hamiltonijana. Vracamo se na izraz za matricu prijelaza (2.3), s kraticom ¢,,.

2

e exp 1€ ann - 2_ - V(Q_n)])
dpn

[ dp, 2'6 C\2 2.2 V(A
o P (zm (= (= min)? +m*2) — iV (ga)

Napravimo li supstituciju p/, = p, — mgq, dobivamo Gaussijanski integral. Veliki

broj integrala po putevima zavrsi u ovom obliku, stoga ¢emo ovdje razmotriti jedno

]—/ dx e~

Ovaj integral kvadriramo i prebacimo u polarne koordinate u kojima ga mozZemo

zgodno rjeSenje tog integrala.

jednostavno rijesiti.

I? = // dady e=*@+v") = 27?/ rdre o =1 4 1= \/E (2.8)
0 a a

U naSem slucaju a = ic/2m, pa slijedi rezultat. Faktor a je imaginaran pa smo
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presutno napravili analiticko produljenje.

2ime\ —1/2 m
T, = (=) e[ = V(Gn 2.
- exp (i, — V(an)]) (2.9)
Provodenjem limesa s ovim rezultatom za 7,, dobijemo Feynmanov integral po pute-

vima.
m

(¢, tq,t) ZN/quxp <@/ dr (5(22 —V(Q))) (2.10)

Ovdje moZzemo prepoznati uobicajeni lagranzijan L(q, ¢), te klasi¢ni funkcional akcije
(@ la.t) = A [ Daexp(islate). ) (2.11)

N je neodredena normalizacijska konstanta, koja opcenito ispada divergentna. Ova
metoda, iako vrlo elegantna i intuitivna, pati od nekoliko problema. Ponajvise, Sto
je integral faze po beskonacnoj mjeri, pa je integral samo uvjetno konvergentan.
PreSutno smo napravili zamjenu integrala i limesa, Sto opéenito nije dopusteno za
uvjetno konvergentne integrale. Dodatno, ne mozemo primijeniti ni Fubinijev te-
orem, pa Ce rezultat ovisiti o redoslijedu integracije i/ili o regularizaciji. Uobicajeni
postupci koji rjesavaju divergenciju su Feynmanova m — m—ie preskripcija i Wickova
rotacija u imaginarno vrijeme. U ovom radu upotrijebiti ¢emo Picard-Lefschetzovu
teoriju kojom ¢emo pronadi jedinstvenu integracijsku konturu preko koje je integral
apsolutno konvergentan. Na toj konturi primijenit ¢emo poluklasi¢nu aproksimaciju
sedlene tocke. Ipak, c¢ak i kada se integral napravi apsolutno konvergentnim, dis-
kretizacija vremena ostavlja druge probleme. Faktor N i dalje ostaje divergentan,
i jo$ bitnije, produkt mjera Dq nije o-mjera i stoga na$ integral nije zaista integral
po putevima. Unato¢ svim poteskoc¢ama veliku koli¢inu informacija mozemo izvuci
samo iz funkcionalne ovisnosti, pa se zasad ne zabrinjavamo apsolutnim veli¢inama.
Primijetite da je faza pojedine putanje zadana eksponencijalnom akcije. Znamo da
varijacijskim racunom mozemo do¢i do klasicne mehanike, odnosno kada je akcija
stacionarna za varijacije d¢(t) i d¢(t). Zaklju¢ujemo da kvantna mehanika u aproksi-

maciji stacionarne faze, reproducira klasi¢cnu mehaniku.

Idemo sada izracunati integral u (2.11) za V' (q) = 0, jer ¢e nam takav integral trebati

kada budemo rjesavali funkcionalni integral za gravitaciju. Takoder ubacimo sada i



h u razmatranje.
! gl i g m -2
(q,t'g,ty =N quxp(ﬁ dr o4 )
t

Nakon diskretizacije imamo

2hime \ ~N/2 im e
(¢ ,t'|q,t) = lim < mg) /dCh---dQN—l exp (ﬁ Z(% —¢i1)?).

N—oo m 2he 4 -
1=

Trebamo rijesiti integral
/ dqn efa((hH»l*(In)Qe*ﬁ(Qn*Qrzfl)Q .

To mozemo napraviti tako da u eksponentu izdvojimo ¢, i onda izracunamo Gaussi-

janski integral koji preostaje.

aqn+1+Ban—
/dqn e—(a-i-ﬁ)(qn—%)26—%(%“—%—1)2 _ e—%(qn+1—qn—1)2 T
a+f

Racunamo prvi integral uz oo = § = 2.

M gy e w2 TR e [T (e
2hime 2hime V' —im 2mih2e

Ostali integrali su sli¢ni pa mozemo predvidjeti konacni rezultat. Identi¢an je gor-

njem rezultatu uz zamjene 2¢ — Me i ¢ — qy. Slijedi propagator nerelativistickog

slobodnog sustava s jednim stupnjem slobode.

. m _m__ 2 m _m ) —q(t))?
! t, t — ]. —— @ 27ihNe (QN CIO) — 2mih(t —t) (Q( .
(' tlat) = Jm /5 omih(t — 1)

(2.12)
Da bismo mogli formulirati analogan opis za gravitaciju bit ¢e nam potrebna njena
klasicna akcija, pa je nas sljedeci korak pronalazenje lagranzijana gravitacije. Kako
bi analogija bila moguca bit ¢e nuzno da je hamiltonijan kvadratican u imupulsima

Sto Ce nasrecu biti slucaj za metriku minisuperporstora.
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3 Lagranzijan opce teorije relativnosti

Ukratko ¢emo raspraviti o funkcionalnom slucaju varijacijskog racuna i prema tome
pretpostaviti formu lagranzijana. Ta pretpostavka ¢e se pokazati to¢nom do na jedan

aditivni ¢lan kojeg ¢emo ukloniti dodatkom korekcije u definiciju konacne akcije.

3.1 Funkcionalna derivacija

Neka je ¢ tenzorsko polje na mnogostrukosti .#. Neka je S[¢)| funkcional od v
(preslikava konfiguracije polja ) na .# u brojeve). Neka je sada v, glatka jedno-
parametarska familija konfiguracija polja. Pod perturbacijom u polju dy) zapravo

mislimo na derivaciju po parametru, nazovimo ga \,

dyx

W= o

Pretpostavimo da d.5 postoji za sve takve jednoparametarske familije. Nadalje, pret-
postavimo da postoji glatko tenzorsko polje x koje je dualno v, tako da za sve familije

vrijedi

5S = / X,
M

gdje se podrazumijeva kontrakcija indeksa na x i ). U ovom slucaju kaZzemo da je S

funkcionalno diferencijabilna u v, a x nazivamo funkcionalnom derivacijom od S,

S

X_wwo‘

Ako je 1) simetricno polje (kao Sto je i metrika), onda tenzoru y mozemo dodati neki
antisimetri¢ni tenzor i 65 Ce ostati nepromijenjen. Ovu slobodu eliminiramo tako
da zahtijevamo da svaka funkcionalna derivacija bude simetri¢na. Razmotrimo sada

funkcional oblika

sm—&qw

gdje je £ lokalna funkcija koja ovisi o ¢ i kona¢nom broju njenih derivacija

L] = L), Vi(z), ..., VF(2)).

T
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Ako je S funkcionalno diferencijabilna i ako su konfiguracije polja koje ekstremizi-
raju S ujedno i rjeSenja jednadzbi polja za ), onda S nazivamo akcijom, a L la-
grangijanskom gustoom. Odredivanjem ove gustoce zadajemo lagranzijansku for-

mulaciju teorije.

3.2 Hilbertova akcija

Pa koja bi to gustoca bila prikladna za relativnost? Einsteinovu jednadzbu rjeSavamo
za metriku, pa Ce tako akcija biti funkcional metrike (i nekih polja materije koja su

prisutna, ali se zasada drzimo samo metrike). Dakle, mozemo pisati:

Slg) = /eﬁ,

gdije je € = \/]gld2® A ... A da"' = \/|gle prirodni volumni element na (.#, gus) U
svakoj desnoj koordinatnoj bazi. Ovdje je g determinanta matrice g,, komponenti
metrike g,, u koordinatnom sustavu u kojem su komponente od e,;., jednake Levi-
Civita simbolima. Problem je Sto ¢emo i volumni element morati varirati, jer ovisi
o metrici, ali mozemo uvesti fiksni volumni element i definirati integrale u odnosu
na taj. Uzmemo li e kao volumni element definiramo tenzorske gustoc¢e 7% za koje
vrijedi,

Tab = \/ENaba

gdje je T tenzor koji je neovisan o izboru e. Da bi akcija S bila neovisna o e,
£ = \/|g|£ mora biti skalarna gusto¢a. Da bi 65 bila neovisna o e, x mora biti ten-

zorska gustoca.

Dakle £ mora biti skalar koji je na neki naéin povezan sa zakrivljeno$éu metrike, pa

idemo isprobati jednostavni izbor Riccijevog skalara R,

Suldl = [ eVIaIR

Funkcional Sy se naziva Hilbertovom akcijom. Sada uvodimo perturbaciju u inverznu
metriku g + \d¢g? i nadamo se da ¢emo variranjem dobiti Einsteinovu jednadzbu.

Svejedno je variramo li metriku g, ili inverznu metriku g%, pa ovdje biramo drugi
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izbor. Zelimo £ = (+/]g|R) zapisati u obliku A,d¢g®. Stoga éemo prvo pronaci
poveznicu izmedu varijacije u metrici dg,;, 1 varijacije u inverznoj metrici g?°. Ne
smijemo koristiti neperturbiranu metriku za podizanje i spustanje indeksa na pertur-

bacijama, ali sigurno vrijedi sljedece:
ab _ ga ab ab o
9" Gbe = 0%, — Guc0g™ + 9“0 g = 0.

Kontrahiramo li s g,4 slijeva, dobivamo relaciju koja povezuje perturbaciju u metrici

s perturbacijom u inverznoj metrici.

9ad9" "0 Gbe = —Gaagpc09™ = 6Ged = —Gader09” (3.1)

Spremni smo varirati nasu jednostavnu pretpostavku. Sjetimo se da je Ricci skalar
R == Rabgab.
3(RV/|gl) = RO/ |gl + V/I9| Ravdg™ + \/|glg**d Ry (3.2)

Odmah vidimo da je srednji ¢lan ve¢ u Zeljenoj formi. Prvi ¢lan trebamo preoblikovati

koristedi relaciju In(|det A|) = Tr(In A).

in(/[g]) = 5 Tx(Ing)

Varirajuéi ovu relaciju dobivamo*

(+/19])

1. Lo Lo L.
i 5 Tr(g tag) = 5 Tr(9"0900) = 59" 09w = 59 "G

Iskoristimo (3.1) i preskacemo korak u kojem kontrahiramo metriku s njenim inver-

Zo1m.

1
5(v/1g]) = —5\/@%59“1’ (3.3)

Uvrstimo li gornju relaciju u (3.2), iz prva dva ¢lana mozemo prepoznati Einsteinovu

jednadzbu u vakuumu bez kozmoloske konstante.

1
3£ = VIdl(Ras = 59 R)35" + V/Iolg™0 R

4Pod tragom se nalaze matrice u odredenom koordinatnom sustavu, ali nasre¢u rezultat moZzemo
zapisati tenzorski.
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6L = \/|9|Gard9™ + /199" Rap (3.4)

Nas jednostavan i jedinstven prvi pokusaj pokazao se dobrim do na zadnji ¢lan. Na-

kon $to ga u dodatku A razmrsimo vidjet ¢emo da se radi o povrSinskom integralu
gabéRab = Vava,

gdje je v, = V°(0gw) — 9°“V4(dg.q). Takoder éemo ga povezati s vanjskom zakriv-
ljenoS¢u K ruba mnogostrukosti 0.#. Nacin na koji ¢emo eliminirati ovaj ¢lan je
takoder jednostavan. Samo ¢emo ga uvesti (sa suprotnim predznakom) kao dodatni
¢lan u definiciju vakuumske akcije gravitacije. Ovakav potez nam je dopusten jer
u biti mi nemamo ni motivaciju, ni opravdanje, za izbor £ = R, osim toga $to ¢e
nam reproducirati Zeljene jednadzbe gibanja. Isto tako jedina motivacija za imati do-
datni ¢lan je reproduciranje Einsteinove jednadzbe. Ipak, nemamo potpunu slobodu
u izboru lagranzijana, jednadzbe koje proizlaze iz njega moraju biti konzistentne.’
U slucaju da lagranzijan implicira nekakva ograniCenja na sustav, ona moraju biti
ocuvana tijekom evolucije sustava. Dovoljan uvjet za ovo je da Poissonove zagrade
medu ograniCenjima, te zagrade ogranicenja i hamiltonijana, mozemo prikazati kao
linearnu kombinaciju tih ograniCenja. ViSe o tome ¢emo govoriti u poglavlju 5. U
dodatku A.5 uvjeriti ¢emo se da je ovo istina u slucaju opce relativnosti. Raspravom
u dodatku A zakljucili smo da drugi ¢lan u (3.4) moZemo zapisati kao divergen-
ciju vektorskog polja, pa ga u akciji zapisujemo kao povrsinski integral. Kozmoloska

konstanta je po definciji aditivna, pa je tako i dodamo u ukupnu akciju.
Slg] = / (R—20) + / 2K (3.5)
M o
Variranjem po (inverznoj) metrici dobili bismo vakuumsku Einsteinovu jednadzbu
Gab + Agab =0,

potvrdujud¢i da imamo akciju koja odgovara opcoj teoriji relativnosti u vakuumu, ovaj

put s kozmoloskom konstantom.

SRecimo za £ = ¢ jednadzba gibanja je 1=0.
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Zasto onda ne bismo jednostavno definirali integral po putevima poput
Z /DgabDW“beiS[g},

gdje je 7 konjugirani impuls? Mjera ovog integrala nije analogna onoj u (2.4) i
naisli bi na znacajne poteskoce kada bismo je pokusali definirati. Zbog kovarijantosti
lagranzijanske formulacije ne mozemo definirati vremensku derivaciju metrike, pa
joj ne znamo ni pripisati impuls. Znacajna razlika sa slucajem iz prvog poglavlja je
u tome Sto ovdje nismo sigurni jesu li sve komponente metrike zaista nezavisni stup-
njevi slobode. Zapravo ve¢ znamo da nisu, zbog simetrije metrike, preostaje samo
10 nezavisnih komponenti. Dodatno imamo slobodu izbora koordinatnog sustava za
sve 4 dimenzije prostorvremena, Sto znaci da preostaje samo 6 nezavisnih stupnjeva
slobode. Stupnjevi slobode koji su zaista dinamicke varijable teorije. Samo na njih
postavljamo rubne uvjete i po njihovim konfiguracijama zelimo integrirati u integralu
po putevima. Da bi odgovorili na pitanje: Koje su to dinamicke varijable opce rela-

tivnosti?, pronaci ¢emo njenu hamiltonijansku formulaciju.

4 Hamiltonijan opce teorije relativnosti

U lagranzijanskoj formulaciji na mnogostrukosti .# zadajemo funkcional akcije u ne-
kom polju, tretirajuci sve komponentne metrike identicno. Drugim rije¢ima, formula-
cija je kovarijantna. Zbog toga nije ni ¢udno Sto iz nje ne moZemo pronaci dinamicke
varijable. Sva dinamika utkana je u kovarijantne izraze. Dakle da bismo iskopali
nezavisne stupnjeve slobode moramo uvesti smisao vremena i evolucije. Definiranje

hamiltonijanske formulacije zahtjeva uvodenje istih koncepta.

4.1 Dinamicke varijable opde teorije relativnosti

Kao $to imamo slobodu izbora koordinatnog sustava, tako imamo slobodu izbora
smisla vremena. Pod tim mislimo na uvodenje vektorskog polja t* vremenskog tipa
i globalne ”funkcije vremena” ¢, tako da je zadovoljeno t*V,t = 1. Ograni¢imo se

na globalno hiperboli¢na prostorvremena (.#, g,;,) raslojena Cauchyjevim plohama
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¥, koje su parametrizirane s t.° U smislu da je hiperploha ¥, odredena uvjetom
t =konst. Iako t nazivamo funkcijom vremena, ono je samo proizvoljna parametri-
zacija, te nije fizikalan smisao vremena kojeg ¢emo znati tek kada dobijemo rjeSenje
za metriku. Iako proizvoljan, ¢ mora biti dobar parametar, odnosno dvije hiperplohe
se mogu poklapati jedino ako imaju istu vrijednost parametra ¢t. Neka je prostor-
vrijeme .# zatvoreno i neka su hiperplohe ¥; kompaktne. Ovim ¢emo izbje¢i neke
dodatne ¢lanove u hamiltonijanu. Za hiperplohe postoji n® jedini¢no vektorsko polje

normalno na ¥; pa slijedi

Vet
n' = ————. (4.1)
V=V, tVat
Zanimaju nas prostorne ¥; i vremenski vektori n* pa ¢e vrijediti nn, = —1 (minus

u korijenu). Metrika g,, na hiperplohi ¥; inducira trodimenzionalnu Riemannovu
metriku hg,’.

hab = Gab + NaNp (42)

Takoder definiramo fiksirani volumni element e, tako da £:e.,.¢ = 0 (ne evoluira u
vremenu t) i volumni element é,,, = eqqt? induciran na hiperplohi. Objekte koji su
u potpunosti definirani na hiperplohama oznacavamo s kruzicem. Volumne elemente
mozemo definirati lokalnim uvodenjem koordinata, jedna od kojih je ¢, tako da t* =
(0;)?, te uzmemo dt A dx' A dx?® A dz® za volumni element. Integracije po .Z i ¥,
vr$imo u odnosu na ove fiksne volumne elemente. U analogiji s € = /|g|e imamo
¢ = Vhe, gdje je h determinantna komponenti h,., inducirane metrike h,, u bazi
gdje su neiScezavaju¢e komponente od é,,. jednake Levi-Civita simbolima. Iz toga
slijedi

Vgl = NVh. (4.3)

Definicija (4.2) implicira da h%,(t) igra ulogu projektora na hiperplohu ¥;, odnosno
ulogu preslikavanja s tangentnog prostora 7,(.# ), na tangentni prostor 7,,(%;). Vek-
torsko polje ¢t tada mozemo rastaviti na dijelove normalne i tangencijalne na ¥,

definirajudi funkciju toka N (eng. lapse function),

N = —t"ng = (n*V,t) ™!, (4.4)

®Plohu ¥ C .# nazivamo Cauchyjevom ako svaka neproduljiva diferencijabilna krivulja vremen-
skog tipa ima to¢no jednu tocku sjecista sa Y. Prema toj definiciji Cauchyjeve plohe mozemo zamisljati
kao trenutke u vremenu.

’Riemannova metrika je ona koja daje pozitivno definitan skalarni umnoZzak na tangentnom pros-
toru 7,(X;) u svakoj tocki p € X;.
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i vektor pomaka N (eng. shift vector),
N® = h%,t". (4.5)
Stoga za vektorsko polje mozemo pisati,
t* = Nn® 4+ N°. (4.6)

Funkcija toka N mijeri brzinu toka vlastitog vremena 7 u odnosu na koordinatno
vrijeme ¢ kada se kre¢emo normalno na ¥;, dok vektor pomaka N mjeri pomak tan-

gencijalan na hiperplohu koji je sadrzan u polju ¢°.

2y

Slika 4.1

Identificiramo li hiperplohe ¥, i ¥; s difeomorfizmom koji slijedi iz integralnih krivu-
lja od t°, te ako interpretiramo ¢* kao tok vremena, povecavanje vremenskog parame-
tra ¢ izgleda poput evolucije (X, ha(0)) u (3¢, hap(t)). Dakle prostorvrijeme (4, gap)
mozemo interpretirati kao vremensku evoluciju Riemannove metrike h,, na fiksi-
ranoj trodimenzionalnoj (pod)mnogostrukosti ¥;. Iz relacije (4.6) mozemo izraziti

normalni jedini¢ni vektor n?,

Prema tome za metriku vrijedi

gab — hab . nanb — hab o N_2(ta o Na)(tb . Nb) (47)
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U konstruiranju lagranzijanske formulacije kao varijablu polja tretirali smo inverznu
metriku ¢?°. Ako je h®hy. = 6% na ¥; i h®V,t = 0 onda mozemo odrediti hg; iz
h® i N® = h®*N,. Stoga mozemo (hy, N, N%) uzeti kao varijable polja. Tu imamo
6 + 1+ 3 = 10 komponenti bas kao i u metrici g,,. Buduéi da N i N* pripisuju di-
namiku, odnosno opisuju kako se pomic¢emo naprijed u vremenu i tangencijalno po
plohi, ne moZemo ih smatrati dinamickim varijablama, pa nam preostaje 6 nezavis-
nih stupnjeva slobode, bas kao $to smo ocekivali. Vidjet ¢emo da su funkcija toka i
vektor pomaka zapravo Lagrangeovi multiplikatori za ogranicenja opce relativnosti,

sli¢no kao Sto je i skalarni potencijal V' u elektromagnetizmu.

Pomocu Liejeve derivacije mozemo definirati veli¢inu koja se moze interpretirati kao

vremenska derivacija inducirane metrike na hiperplohi >, s
hap = h, hyE £1hge. (4.8)

U dodatku A uveden je pojam vanjske zakrivljenosti K, hiperplohe ¥; s induciranom

metrikom h,;, i normalnim vektorom n®.
1 C
Kab = §£nhab = h (aV|C|nb)

Ovaj tenzor povezan je s veli¢inom h,; iz (4.8). Prvo ¢emo izvesti jednu relaciju koja
je iintuitivna, jer je vektor n* ortogonalan na K,,. Tvrdimo da je tenzor unutrasnje

zakrivljenosti u potpunosti definiran na hiperplohi odnosno,
h hy Kge = Kap.
Provjeravamo za prvi ¢lan
h,*hhe NV ne = h,*he,N ony = b,V oy

Prva jednakost slijedi iz (A.17), a druga iz Cinjenice da h,, mogu jedne drugima
podizati i spustati indekse. Za drugi ¢lan dobili bismo analogan rezultat. 1z ovoga

zakljucujemo da kada K, projiciramo na hiperplohu opet dobijemo K,,. Kre¢emo
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od istog raspisa koji se koristi kod (A.15).

2Kab :ncﬁchab + hbcvanc + hachnC = N_l [Nncﬁchab + hcha(Nnc) + haCVb(Nnc)]
:N_1£Nnhab - hadhbeN_1£Nnhde

Imamo jednakost jer prema konstrukciji ~,:n°V,(N) = 0. Vektor Nn* moZemo izra-

ziti preko N i t%,
1

Kab = iNilhadhbe(oEthde _ £th8>7
iz cega slijedi,
1 :
K = 5 N7 hap — h hyf £ xhae).- (4.9)

Raspisujemo Liejevu derivaciju u smjeru vektora pomaka,
B By £ xvhae = b By (NV chge + hee VaN© + haoV N°).

U prvom ¢lanu koristimo definiciju inducirane metrike, pa vidimo da taj ¢lan iscezava.
Za druga dva mozemo isKoristiti definiciju inducirane derivacije (B.1) kompatibilne
s induciranom metrikom. S tim dobivamo vezu izmedu vanjske zakrivljenosti i vre-

menske derivacije inducirane metrike
1 :
Ky = EN_l(hab — D, N, — DyN,). (4.10)

Dakle za globalno hiperboli¢ko prostorvrijeme (.#, g,,) dinamicke varijable su kom-
ponente inducirane metrike h,;, za Cauchyevu plohu ¥;, sa svojim vremenskim deri-
vacijama h,, definiranim u (4.8). Preostale komponente ukupne metrike sastoje se
od funkcije toka N i vektora pomaka N® koji nisu dinamicni te samo opisuju kako
se dinamika odvija. Imamo veli¢ine potrebne za definiciju konjugiranog impulsa i
hamiltonijana u opcoj relativnosti, ali prije toga idemo promotriti primjer elektrodi-

namike tako da na poznatom tlu prou¢imo ogranicenja.

4.2 Hamiltonijan i ogranicenja elektrodinamike

Kada imamo lagranzijansku, hamiltonijansku formulaciju obi¢no mozemo dobiti pri-

mjenom standardnog postupka koji je analogan onom u klasi¢noj mehanici Cestica.
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Neka je nasa kanonska koordinata ¢ zapravo polje 1) na podmnogostrukosti 3, C ..
Pretpostavimo li da lagranzijanska gustoca £ ne ovisi o derivacijama ¢ ve¢ima od

prvog reda, mozemo definirati pripadni impuls =,

oL

W:a—q.

U slucaju da ovu jednadzbu mozemo rijesiti za ¢ kao funkciju od ¢ i 7, hamiltonijan-

sku gusto¢u mozemo definirati pomocu Legendreove transformacije.
H(g,m)=mqg— L 4.11D)

Ovaj postupak ¢e raditi za primjerice Klein-Gordonovo polje na prostorvremenu Min-
kowskog. Medutim, to nece biti tako izravno za recimo elektromagnetsko polje na
istom prostorvremenu. Neka je polje u pitanju vektorski potencijal A, koji je izvrijed-

njen na ¥, i rastavimo ga na tangencijalni i normalni dio.
V=—Amn®  A®=h®4,
RaspiSemo li lagranzijan L., = _411 b F? dobivamo
Lem = %(&Aa&“/lb — 0, A0 A")

RaspiSimo oba komada (preSutno smo izabrali koordinatni sustav za ovaj raspis pa

mozemo pisati Ao = ff).
0, A, 0" AY = V2 £ 2AVV + 9, 4,00 A'

0 A AT = V2 — A (VV)2 + 0,A,0° A

Prvi ¢lanovi se krate, jedino zadnja dva su u malo nepozeljnom obliku, stoga mije-

njamo zapis,

—,

AV A =0 A0 AT = (5168~ 6T 0, A;0,A; = —€ ™M 9, A;0,4; = —(VXA)(VxA).
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S tim dobijamo lagranzijan elektromagnetskog polja,

1

A+ YV = (F x A) - (V x A,

'Cem

Iz ovog oblika lako vidimo da je konjugirani kanonski impuls za tangencijalni dio
7= A + VV = —E. Takoder vidimo da za normalni dio impuls i$¢ezava, ali to
znaci da nemamo invertibilnu relaciju izmedu impulsa i brzina. Stoga ne¢emo moci
pravilno definirati hamiltonijansku gustoc¢u. Ovo je posljedica bazdarne slobode u
A, i na slican problem ¢emo naiéi za slucaj gravitacije. Hamiltonijan tada mozemo
zadati tako da gledamo samo A kao dinami¢ku varijablu teorije (jer ove komponente

imaju neiscezavajudi konjugirani impuls). Onda za H pisSemo
Hem =7 A— Loy =

Na zadnji ¢lan primijenimo Leibnizovo pravilo i zanemarujemo povrSinski ¢lan jer ¢e

nakon integracija uz asimptotske uvjete postavljene na V' i 7 taj ¢lan iS¢ezavati.
1 . L.
'mm:;#+35+vv¢k;m+v¢ (4.12)

Sada V igra ulogu Lagrangeovog multiplikatora za ogranicenje ¢ = 0,

ar"'lem
oV

—

—V.-E=0.

Ova jednadzba uz Hamiltonove jednadzbe ekvivalentna je jednadzbama gibanja.

—

8Hem o = =, . ar7L[em _ _6 . B

_E-VV, 7=—

A= - c
or OA

Cak smo dobili i prirodan rastav jednadzbi na ograni¢enja i na jednadZbe evolu-
cije. Ovakva formulacija naziva se ograni¢enom hamiltonijanskom formulacijom i s
opcenitijom teorijom takvih sustava upoznat ¢emo se u poglavlju 5. Ocekujemo da
se pojavi kada varijable polja u teoriji imaju bazdarnu slobodu, u ovom slucaju je to
invarijantnost na transformaciju A* — A* + 0"y, za proizvoljnu skalarnu funkciju
x. Drugim rije¢ima, kada u lagranzijanu postoji neka razina proizvoljnosti, brzine
ne mozemo jedinstveno izraziti preko impulsa i koordinata, $to implicira postojanje

nekih relacija izmedu tih veli¢ina. Takve relacije nazivamo ogranicenjima, a takav
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lagranzijan singularnim. Nuzan i dovoljan uvjet da lagranzijan bude singularan je

0*L ):

et 5z

(4.13)

Kada je ovaj uvjet ispunjen uvijek mozemo napraviti kanonsku transformaciju varija-
bli tako da barem jedan od konjugiranih impulsa ne ovisi o vremenskim derivacijama
koordinata, Sto znac¢i da nemamo dovoljno invertibilnih relacija izmedu brzina i im-
pulsa. Na primjeru elektrodinamike imamo jednu proizvoljnu funkciju x i dobili
smo jedno ogranitenje VE = 0. U sloZenijim sluajevima ¢e takoder vrijediti da
broj ogranicenja odgovara broju proizvoljnih funkcija u lagranzijanu. Opca relativ-
nost u ovom smislu ima sli¢nosti s elektrodinamikom, ali samo u tome Sto dolaze s
ograniCenjima. U ovom primjeru smo implicitno izabrali koordinatni sustav da bi-
smo opisali polje s bazdarnom slobodom. Znacajna je razlika da u opcoj relativnosti
bazdarna sloboda lezi upravo u izboru koordinatnog sustava i stoga, zbog 4 dimen-
zije prostorvremena, o¢ekujemo 4 ogranicenja u hamiltonijanskoj formulaciji opce
relativnosti. Takoder, kada dekomponiramo akciju (3.5) ocekujemo da ¢emo pronaci
vremenske derivacije inducirane metrike h,;, ali ne i derivacije funkcije toka te vek-

tora pomaka N, N°.

4.3 Hamiltonijan i ogranicenja opce teorije relativnosti

Pouceni primjerom elektrodinamike oc¢ekujemo da ¢e i opca relativnost zahtijevati
ogranicenu hamiltonijansku formulaciju. Bazdarna sloboda u ovom slucaju lezi u
invarijantnosti na difeomorfizme®. Ako je ¢ : .# — .# difeomorfizam, onda (.Z, gu;)
i (A, ¢*gap) opisuju fizikalno isto prostorvrijeme. Prvo pronalazimo Hilbertovu akciju
izrazenu preko novih varijabli polja. Uzimamo prvu Gauss-Codazzijevu relaciju (B.3)

izracunatu u dodatku B i kontrahiramo dva od c¢etiri indeksa.
5 b kb j b
Rabc = hafhbghc h ijghj — KoK + Kcha
Jos jednom kontrahiramo, ovaj puta s g*c.
R= g“c(}?

abc

") = bR h S0 Ry — KP4 Ko K™

8Difeomorfizmi su O bijektivna preslikavanja ¢ : .# — .#, koja imaju C™ inverz.
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Prvi ¢lan postaje h/*h79 R;yy.; $to mozemo dodatno reducirati.

WEWIIR i = h*(Rpy + Rygrn®ni)
= R+ Ryn®n’ + hfkRgfkjngnj

= R+ Ryn®n’ + Ryn®n® + Rgfjkngnjnfnk
Zadnji ¢lan nestaje zbog kontrakcije Riemannovog tenzora sa simetri¢cnim objektom.

R =R+ 2Rynn® — K? + K, K (4.14)
Na srednjem ¢lanu koristimo definiciju Riemannovog tenzora preko komutatora de-
rivacija R, “wy = [V, Vi]w. koja se koristi u dodatku B.
Ropnn® = —g“ Rocayn®n® = —g“'n"[Va, Vlng = n[Ve, Valn®
Raspisujudi ovaj izraz mozemo prepoznati neke objekte koji opisuju hiperplohu ¥,.

n[Ve, Van® = Ve(n®Van) — (Von)(Vn®) — Vo (n*Vent) + (Von®)?

Ran®n® = K? — K K™ + V.(n"V,n®) — Va(n*V.n)

Zadnja dva ¢lana mozemo prebaciti na rub. Zbog okomitosti n*V,n® na n¢ tre¢i ¢lan
nece doprinositi akciji. Doprinos Cetvrtog ¢lana ¢e se ponisiti s drugim ¢lanom u
akciji (3.5), jer n,n®* = —1 i prema (A.18) vrijedi K = V.n°. Iskoristimo li sada i
V9] = NVh za akciju (3.5) moZemo pisati

S = / d*zr NVh(R + Kg K® — K?). (4.15)
M

Pogledamo li zadnju relaciju iz proslog odlomka (4.10) zaklju¢ujemo da se pojav-
ljuju samo vremenske derivacije h,;, dok su N, N* samo Lagrangeovi multiplikatori s
iSCezavaju¢im impulsom. Za dinamicku varijablu h,, mozemo definirati konjugirani

impuls 7.

ab ab ab ab ab
Tl = —?;; —-ﬁVx/E(Ql( 5}3 —2Kh Q?V) = V/E(]( — Kh )
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Sada moZemo prona¢i hamiltonijan izrazen preko 7 i hy,
b
H =77 hab - L.

Dobivamo

. 1 1
= —Vi(R = 7%+ 5om) +2D,(1Ns) — 2N, Do,

gdje smo primijenili Leibnizovo pravilo na induciranu derivaciju u zadnjem ¢lanu.
Hiperplohe ¥; su po pretpostavci kompaktne pa puna derivacija ne doprinosi. Defi-

niramo li 7 = 7%°h,, hamiltonijan mozemo zapisati kao

o 1
H=—yg(R— 7m + 5 7°) = 2Ny Do (4.16)

Varijacije (4.16) u odnosu na funkciju toka i vektor pomaka daju nam jednadzbe

ogranicenja.
o 57’[ . e 1 ab 1 2\ __
Hozé—N—\/E(—R—f—hﬂ' 7Tab_2h7r)_0 (4.17)
OH
Hb = W = Daﬂ'ab =0 (418)

Ukupna hamiltonijanska gustoc¢a H je iSCezavajuca za fizikalna prostorvremena koja

zadovoljavaju Einsteinove jednadzbe.
H=NHo+ NH;=N'H, =0 (4.19)

Ovakva gustoca nam predlaze da ukupnu energiju zatvorenog svemira definiramo
kao nulu, ali ovo svojstvo nije jedinstveno za opéu relativnost. StoviSe teorije se
mogu parametrizirati tako da im hamiltonijan iSCezava. Iako se oblici ogranicenja
7, mijenjaju, za sve (generalno kovarijantne) teorije ogranicenja imaju svojstvo da
su Poissonove zagrade medu njima jednake linearnoj kombinaciji samih #, i da su
strukturni koeficijenti te kombinacije univerzalni za sve takve teorije. Algebra se
moZe izvesti iz samo dvije pretpostavke [6]: #, su prve klase i Hamiltonove jed-

nadzbe su integrabilne®. Rezultat se moze pronaci u radovima Diraca [5] [3] i Sc-

°Integrabilnost zna¢i da je promjena kanonskih varijabli, tijekom evolucije izmedu dvije plohe,
neovisna o redoslijedu ploha izmedu. Oba zahtjeva su u sustini zahtjevi konzistencije teorije.
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hwingera [4], te glasi:

{Ho, Hot = (Hi + H;)o" (u — o), (4.20)
{Ho, Hit = Hodi(u— ), (4.21)
{Hi, H;} = Hj(ii(u — u’) + H;d]‘ (U - u'). (422)

Cesto se ove relacije citiraju u ne$to drugadijem obliku, razlika je u tome $to se ne-
kada umjesto #, koristi v/hH,. Njihovo fizikalno znatenje ostaje nepromijenjeno.
Ove relacije vrijede i za teorije koje su ve¢ parametrizirane tako da su generalno ko-
varijantne, poput opce relativnosti. U standardnom slucaju generalno kovarijantne
teorije se mogu deparametrizirati, ali to nije moguce za opcu teoriju relativnosti,
jer je ogranicenje H, kvadrati¢no u impulsu. Kada bismo je mogli deparametrizirati

mozda bi se pojavila prirodna ideja ukupne energije zatvorenog svemira.

5 Fradkin-Vilkoviskyjev teorem

U prvom potpoglavlju ¢emo po uzoru na Diraca [5] raspraviti o opéenitom hamiltoni-
janskom sustavu s ogranicenjima. Vidjet ¢emo kako je spomenuto svojstvo prvoklas-
nosti nuzno da bi imali konzistentan sustayv, te kako ogranicenja uvode proizvoljnosti.
Za Fradkin-Vilkoviskyjev teorem biti ¢e nam potrebne i fermionske i bozonske varija-
ble, pa u drugom potpoglavlju definiramo Grassmanove varijable i alate koji ¢e nam

biti potrebni. Naposlijetku dajemo iskaz teorema, te dokaz u dodatku C.

5.1 Hamiltonijanski sustav s ogranicenjima

Razmotrimo sada opceniti sustav sa singularnim lagranzijanom L i kanonskim varija-
blama (¢, p) (neka ih ima n, ali ne¢emo pisati indekse radi preglednosti). Tada postoje
neka primarna ogranicenja p,(q,p) = 0, a = 1, ..., M, koja slijede direktno iz defini-
cije impulsa p = 86—2. Buduci da ¢e nam biti potreban formalizam Poissonovih zagrada,
trebamo paziti da ogranicenja ne izjednac¢imo s nulom prije nego Sto izracunamo sve

Poissonove zagrade od interesa. Moguce je da zagrade ogranicenja i nekih kanonskih
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varijabli nisu nula, tada umjesto ¢, = 0 koristimo oznaku ¢, ~ 0. Sluzi kao podsjet-
nik da ograni¢enja mozemo fiksirati na nulu tek kada smo izrac¢unali sve potrebne
Poissonove zagrade. Za ograni¢enja onda kazemo da su slabo iscezavajué¢a. Mozemo
pronaci hamiltonijan H = pg¢ — L, ali nece biti jedinstven, jer mu uvijek mozemo
dodati proizvoljnu linearnu kombinaciju ogranic¢enja H' = H + £%¢,, gdje koeficijenti
¢ mogu biti funkcije kanonskih varijabli. Slijede i neodredene jednadzbe gibanja'®

OH Op, , 0H  , 0¢,

"o Y P g

Uvedemo li Poissonove zagrade mozemo ove jednadzbe zapisati kompaktnije. Za

dvije funkcije f(q,p) i g(q, p) kanonskih varijabli definiramo Poissonove zagrade,

8f@g 098f

gdje se podrazumijeva suma po svih n indeksa. Za opcenitu funkciju kanonskih vari-

jabli ¢g(q, p) tada imamo jednadzbu gibanja,

dg .

dg
aqq + 9 p = {g, H}Y + £{g, 04} ~ {g, H'}. (5.2)

Op

Jednadzbe gibanja za ogranicenja nazivamo uvjetima kongzistentnosti. Ogranicenja

trebaju biti ocuvana tijekom evolucije sustava, pa postavljamo g = ¢, i g = 0.

{@a: H}Y + {0u, 01} = 0 (5.3)

Ovakve jednadzbe mozemo svrstati u Cetiri slucaja. U prvom vode do nekonzistent-
nosti, kao §to smo ve¢ spomenuli za primjer L = ¢g. Ovakvim teorijama se nema
smisla baviti, pa zahtijevamo da nemamo takav lagranzijan. U drugom slucaju nas
navode na jednadzbu tipa 1 = 1, odnosno samo potvrduju da imamo konzistentno
zadanu teoriju. Moguce je da nas jednadzbe konzistencije navode na ogranic¢enja za
koeficijente £*. Jednadzbe cetvrtog slucaja su neovisne o koeficijentima £ i, poput
primarnih ogranicenja, daju neke relacije izmedu kanonskih varijabli. Ovakve jed-
nadzbe nuzno su neovisne o ogranicenjima jer bi inace odgovarale drugom slucaju.

Time dobivamo sekundarna ogranicenja ¢, k = M + 1,..., M + K. Uvjeti konzis-

10Ne pojavljuju se derivacije koeficijenata £¢¢ jer ih mnoZe ogranicenja, koja mozemo izjednaditi s
nulom u jednadzbama gibanja.
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tentnosti moraju vrijediti i za sekundarna ogranicenja, pa se ovaj postupak nastavlja
dok vise ne dobivamo nove relacije medu kanonskim varijablama. Hamiltonijanski
formalizam ne mari za razlikom izmedu primarnih i sekundarnih ogranicenja, pa ih
obi¢no grupiramo u ¢; ~ 0, j = 1,..., M + K. Na ovaj nacin ograniCenja ¢; su sve
nezavisne slabo iSCezavajuce velic¢ine u teoriji. Za jednadzbe treée vrste, ogranicenja
koeficijenata £“, moramo mo¢i pronadi rjeSenja £ (q, p), jer bismo u suprotnom imali

nekonzistentne jednadzbe gibanja. Pogledom na jednadzbu za koeficijente,

{0, H} + &{pj, op} = 0, (5.4)

gdje suindeksi j = 1,... M + Kib = 1,..., M, vidimo da rjeSenje nije jedinstveno,

ve¢ mozemo dodati kombinaciju rjeSenja homogene jednadzbe

& {v; pp} =0. (5.5)

Neka tih rjeSenja ima m i oznac¢imo ih s £%(¢q,p), a = 1,...,m. Tada su opcenita
rjeSenja za koeficijente,

£ =& + A%, (5.6)

gdje su novi koeficijenti A* potpuno proizvoljni, ¢ak i ako su vremenski ovisni. Za

ukupni hamiltonijan mozemo pisati,
Hp = H + §ypa + A0 = Ho + AT, (5.7

gdje su Hy = H + £y, kanonski hamiltonijan i 7,, = ¢, "nova” ograni¢enja. Dakle
za sustav imamo cijelu klasu fizikalno ekvivalentnih hamiltonijana Hy ~ H,. Za

dinamicku veli¢inu A kazemo da je prve klase, ako vrijedi
{A, 0} =0 — {4 ¢} =cjpp, (5.8)

iz Cega slijedi da je lijeva zagrada strogo jednaka linearnoj kombinaciji ogranicenja
v;, 7 =1,..., M+ K, jer su ¢; sve nezavisne slabo iS¢ezavajuce veliCine. Koriste¢i ovo
svojstvo lako je dokazati da su Poissonove zagrade dvije veli¢ine prve klase takoder

velicina prve klase. Mozemo definirati i veli¢ine druge klase, kada ima barem jedan
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¢, za kojeg gornja relacija (5.8) nije istinita.!!

Sada iz uvjeta konzistentnosti (5.3) slijedi da je hamiltonijan H, veli¢ina prve klase,
dok iz jednadzbe (5.5) slijedi da su i nova ogranic¢enja T, takoder prve klase. Li-
nearna kombinacija primarnih ogranic¢enja ¢e naravno isto biti primarna, tako da su
T,, zapravo primarna ograniCenja prve klase. Dakle za dobro zadanu teoriju govo-
rimo o sustavu gdje je ukupni hamiltonijan (5.7) suma hamiltonijana prve klase H,
i proizvoljne linearne kombinacije primarnih ogranicenja 7, prve klase. Broj prisut-
nih proizvoljnih funkcija \* jednak je m, Sto je jednako broju nezavisnih primarnih

ogranicenja prve klase T,,.

Neka onda imamo sustav s kanonskim hamiltonijanom prve klase H,, n kanonskih
parova (¢, p') i m primarnih ogranicenja prve klase T,,(q, p). Akcija za ovakav sustav
glasi,

t1
So = / dt (piq’ — Ho — X\*(1)T%). (5.9)

to
Pretpostavimo da ogranic¢enja zadovoljavaju algebru s uobicajenom definicijom Po-

issonovih zagrada iz klasicne mehanike.
{T..Ts} = U],T,, {Hy,T,} = VITy (5.10)

Ove relacije slijede direktno iz uvjeta da su H, i T, prve klase, $to je nuzno za
konzistentan sustav. Ako je ova algebra zadovoljena, jedan pocetni uvjet (qo,po)
e, za razlic¢ite funkcije \*(¢), N*(¢)..., generirati jednu klasu ekvivalentnih rjesenja
(¢1,p1), (qy,p)).... Onase ufaznom prostoru nalaze na plohi definiranom s ograni¢enjima
T.(q,p) = 0. Stoga dinamiku ovakvog sustava mozemo prikazati kao dinamiku ne-
kog sustava s (n—m) fizikalnih stupnjeva slobode (¢*, p*) (uistinu nezavisni stupnjevi
slobode) i hamiltonijanom H,(¢*, p*). Za op¢enitu dinamicku veli¢inu A ogranicenja

generiraju infinitezimalnu transformaciju
0A = e*{A,T,}, € =€*(q,p, \; t). (5.11)

Iz prve relacije u (5.10) vidimo da se ploha na kojoj su rjeSenja ne mijenja tijekom

1 QOgranicenja druge klase su definirana do na linearnu kombinaciju ogranitenja prve klase. Primi-
jetimo da je veli¢ina druge klase na kvadrat, veli¢ina prve klase.
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ove transformacije, pa tako ni rjeSenja na plohi ovom transformacijom nikada ne si-
laze s plohe. Dakle upravo ova transformacija preslikava izmedu ¢lanova jedne klase
ekvivalentnih rjesenja, odredenih s razli¢itim koeficijentima A, \'.... Kako bi akcija
bila invarijantna na ove transformacije potrebno je da se multiplikatori transformi-
raju kao,

SN = ¢ —Ug Ne' — Ve, (5.12)

Tada preostaje samo rubni ¢lan za ¢iju eliminaciju je dovoljno fiksirati p;d¢* u nulu na

rubovima, $to mozemo uciniti s uvjetom
€a(t1) == €a<t0) =0. (513)

Kako bismo izdvojili fizikalne stupnjeve slobode i pravilno definirali integral po pute-
vima potrebno je izabrati po jednog predstavnika iz svake klase. To se moze napraviti
fiksiranjem bazdarenja, odnosno, uvodenjem m dodatnih ogranicenja koja slamaju si-

metriju (tako da ¢#{¢, T} # 0),
¢*(q",pi, A A TL,) =0, det({¢, Ts}) # 0. (5.14)

Za relativisticke teorije nuzno je pretpostaviti ovako opcenitu ovisnost za dodatna
ograni¢enja [10]*2. Promjene u dodatnim ograni¢enjima odgovaraju kanonskim tran-
sformacijama u fizikalnom faznom prostoru, pa je njihov izbor proizvoljan, $to odgo-
vara tome da je izbor predstavnika svake klase proizvoljan. Uvodenjem multiplika-

tora I1,, jednadzbe ograniCenja i jednadzbe gibanja mogu se dobiti iz akcije S,
t1 ]
S = / dt (pig’ — Ho — \°T, — T1,0%).
to

MoZemo je zapisati kompaktnije ako uvedemo prosireni multiplikator (* i ogranicenja
V¥,. Za ukupni hamiltonijan slijedi Hy = Hy + A\“T,, + I1,¢“ = Hy + ¥,(°. Jednadzba

gibanja za ovakav sustav je onda

g = {gaHO} + {97 \Ija}Ca'

12Primjerice u elektromagentizmu A° odgovara multiplikatoru )\, pa Lorenzovo bazdarenje 9, A" ne
bi bilo uklju¢eno da su ¢* funkcije samo kanonskih vraijabli.
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Primijetimo da su nova ogranicenja upravo takva da uvjeti konzistentnosti nisu vise

automatski zadovoljeni, ve¢ sada fiksiraju multiplikatore (* uvjetom
{0, W} 4 { Wy, Ho} =0 = ("= —({W, W,}) " {W,, Ho}.

Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti nekakav oblik bazdarnih ogranicenja,
pa neka je

gba = _).‘a_{_xa(cbpa )\71_[)7 (515)

tzv. kovarijantno bazdarenje. Uvrstimo li to u S vidimo da sustav nije viSe u ogranicenoj
formulaciji i da A“ postaje dinami¢an (u proSirenom faznom prostoru razapetim s

(¢*,pa)) s konjugiranim impulsom II,,,

t1 .
S = / dt (pig' + I A — Hy — X°T, — Iox%).

to

Radi se o sustavu s (n + m) stupnjeva slobode
q’ = , pa = (Pz’ Ha) , A=1,...(n+m). (5.16)
Da bismo ljepse zapisali akciju uvodimo oznake za ogranicenja (I, = 0 je ograniCenje

jer su ti impulsi sigurno nula na fizikalnom presjeku prosirenog faznog prostora) i

njihove multiplikatore.

)\a
G, = (Ta Ha) ; X = - , a=1,..,2m. (5.17)
XO[
Sada za akciju mozemo pisati
t1
S = / dt (paq” — Ho — Gax*) (5.18)
to

Ovakav sustav mogli bismo kvantizirati postavljaju¢i kanonske komutacijske relacije
na ¢* i py, ali ovaj sustav ima (n + m) stupnjeva slobode, dok fizikalni sustav ima
(n — m) stupnjeva slobode, stoga ovaj sustav nije ekvivalentan poCetnom sustavu s
ogranicenjima. Kao $to ¢emo vidjeti ubrzo ideja je da uvedemo 2m dodatnih fermi-

onskih (Grassmannovih) stupnjeva slobode (1%, p,) da bismo dobili efektivho oduzi-
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manje stupnjeva slobode (n + m) — 2m = n — m. Hamiltonijan proSirenog sustava
odreden je uvjetom da je S-matrica unitarna i moze se dati kao korolar Fradkin—
Vilkoviskyjevom teoremu. Korolar ¢emo izostaviti, dok ¢emo formalni iskaz teorema
dati u odlomku nakon sljedec¢eg. Dokaz se nalazi u dodatku C. Sada ¢emo raspraviti

o fermionskim varijablama da bismo mogli dati opceniti teorem.

5.2 Grassmannove varijable

Grassmannove (fermionske) varijable su jednostavno antikomutirajuce varijable. An-

tikomutirajuéi objekti 7, ...,y generiraju Grassmannovu algebru,

nin; = —nini, ,J=1,...,N.

Iz antikomutacije sa samim sobom slijedi da je n? = 0. Opceniti element algebre

mozemo definirati kao konacni red potencija u generatorima,
fn)=fo+ Z fimi + o+ frzvmenn.

Primijetimo da se svaki 7; u svakom ¢lanu moze pojaviti najviSe jednom. Kada de-
riviramo po ovakvim varijablama potrebno je uzeti u obzir orijentaciju operacije,
odnosno potrebno je razlikovati izmedu desne i lijeve derivacije. Imamo li lijevu
derivaciju od f po 7;, moramo sve 7; u f prebaciti na lijevu stranu koriste¢i antiko-
mutacijska pravila, i onda primijeniti pravila ispod. Postupak za desnu derivaciju je

analogan.
o0

o = 0,
an, U il Ui

&
Analogno za desnu derivaciju imamo 0/n; = 7;0; = 1.

Naravno potrebno je definirati i integraciju preko fermionskih varijabli (Berezinova

integracija), za Sto nam je nuzno uvesti samo dva pravila,
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Iz njih mozZemo izvesti dvije korisne relacije koje ¢emo kasnije upotrijebiti,

/dn e =k, i /dn ek =1. (5.20)

U opcenitom slucaju bavit ¢emo se sustavima s fermionskim i bozonskim varijablama

pa je za objekt A korisno uvesti Grassmannovu signaturu n 4.

0, bozon A
n(A) =ny = (5.21)

1, fermion A

Sada mozemo definirati opéenito komutacijsko pravilo za dva objekta A i B bilo koje
statistike.

AB = (—)""5 BA (5.22)

Definicija lijeve i desne derivacije moze se primijeniti i na bozone, samo tada koris-
timo komutacijska pravila, umjesto antikomutacijskih. Prema tome mozemo ih pisati
u oba slucaja. Recimo sada da imamo set bozonskih i fermionskih kanonskih parova
q*,pa, A=1,...,N. Tada je definicija opéenitih Poissonovih zagrada izmedu objekta
P i @ na tom faznom prostoru

I"PIQ

IroQ _ orQIP
g4 Opa

2
9g* Opa’ (-23)

{PaQ}:

(=p)rre
ili u notaciji sa strelicama

- -

{P,Q} = P0,0,Q — (_)nPnQQaqapP'
-
Konjugirani impulsi imaju istu Grassmannovu signaturu kao i koordinata pa je 9,0, si-
gurno bozon. Nikada ne¢emo imati nekakav objekt izmedu tih derivacija pa zamjena
mjesta s Poissonovim zagradama ne ovisi o signaturi kanonskih varijabli. Stoga, zbog
jednostavnosti, u nekim racunima ne pisemo indekse na kanonskim varijablama i pri-
vremeno zanemarujemo njihovu statistiku. Iz definicije Poissonovih zagrada (5.23)
mozemo dobiti Leibnizovo pravilo i Jacobijev identitet za objekte A, B, C' s bilo kojom
signaturom.

{AB,C} = A{B,C} + (—)"*"°{A,C}B (5.24)
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(=) {{A, B}, C} + (=)= {{B,C}, A} + ()" {{C, A}, B} =0 (5.25)

5.3 Iskaz teorema

Radimo na prostoru s (n + m) bozonskih i fermionskih kanonskih parova: (¢*,pa).
Na ovom faznom prostoru razmatramo dinamicki sustav opisan s kanonskim hamil-
tonijanom Hy(q*, p4) i 2m bozonskih i fermionskih funkcija ogranitenja G,(¢*,pa),

koje zadovoljavaju sljedece relacije (tzv. relacije involucije):

{G,, Gy} = GUS, {Hy, G,y =G,V (5.26)

Strukturne funkcije U, i V.’ mogu ovisiti o kanonskim varijablama, a u slu¢aju opce
relativnosti i hoce. Pretpostavlja se da je skup ogranicenja minimalan, odnosno da su
jednadzbe G, = 0 nezavisne. Za svako od 2m ogranicenja u sustav uvodimo dodatan
stupanj slobode: (1%, p,) sa statistikom (signaturom) suprotnom od odgovarajuceg
ograniCenja G,. Od sada pa nadalje n, se uvijek odnosi na signaturu ogranicenja G,
tako da je signatura n(n*) = 1 + n,. Poissonove zagrade prirodno proSirimo na novi
fazni prostor. U vecini racuna ¢lanovi s derivacijama po duhovima ce biti nula pa ih

obi¢no ni ne piSemo.

Teorem: Neka je 1(q”,pa,n% po) proizvoljna fermionska funkcija. Sljede¢i funkci-

onalni integral je neovisan o izboru .

Zy = /DquDnDp exp [i/dt(pAqA + pan* — Hy)l, (5.27)

s ukupnim hamiltonijanom,
Hy = Hy+ paVi'n" — {1, Q}. (5.28)
Objekt 2 nazivamo BRST (Becchi-Rouet-Stora—Tyutin) nabojem,

1
Q=Gn"+ 5(—1)"“ch£bnbn“, (5.29)
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gdje n, sudjeluje u sumi.

Imaju li \* u ¢” spin, tada ¢e i polja duhova naslijediti taj spin. Dok \* imaju
uobicajenu vezu izmedu spina i statistike, duhovi ¢e je u potpunosti krsiti zbog zah-
tjeva suprotne statistike u odnosu na ogranicenja. Duhovi cjelobrojnog spina su anti-
komutirajucdi, a oni polu-cjelobrojnog su komutiraju¢i. Ovo je jedan od razloga zasto

se polja duhova smatra nefizikalnima.

Polja duhova ima 2m i mozZemo im pripisati kvantni broj duha (eng. ghost number).
Neka je za neki a-ti indeks, 7, = ¢, te neka je njegov konjugirani impuls p* = p. Akcija
¢e imati broj duha nula, pa iz p = 5é£ vidimo da je broj duha impulsa suprotan
broju duha svoje koordinate gh(p) = —gh(c) te ga zato nazivamo p. Uvodimo 2
Grassmanova polja po ograni¢enju imamo m polja ¢* s pozitivnim brojem duha i m
polja ¢* s negativnim (anti-duhovi). Njihovi impulsi su p, za duhove i p, za anti-

duhove. Za akciju taj broj iS¢ezava pa se komponente zapisuju kao

n* = i pa= (,5& éa) . (5.30)
Po

Proizvoljna fermionska funkcija obicno se koristi u obliku ) = p,x*, gdje je x* isti
onome u (5.17). Pogledajmo opet akciju (5.18). Clan G,x“ pojavljuje se i u akciji
danoj u teoremu, samo $to je zapakiran u {¢, 2}. Da bi akcija ostala bozon vidimo da
je signatura multiplikatora nuzno ista kao i signatura ogranicenja, n(x*) = n(G,) =
ne. Signatura duhova je prema definiciji suprotna u odnosu na asocirano ogranicenje,
n(pa) = 1+ n,, pa slijedi da je n(y) = n, + 1+ n, = 113 $to znadi da se zaista uvijek

radi o fermionskom ).

6 Integral po putevima za metriku minisuperprostora

Vedina suvremenih i proslih racuna ovog tipa vrse se u modelu minisuperprostora,
koji je vrlo jednostavan, ali je dovoljno dobra aproksimacija svemira u vrlo ranoj
fazi. Takoder, i za nas trenutno najvaznije, dovoljan je za demostraciju ideje iza

pristupa s integralima po putevima. Pretpostavimo da su sve hiperplohe maksimalno

130va jednakost je mozda zbunjujuéa, ali signatura uvijek potencira (-1) pa 2n, ne doprinosi.
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simetri¢ne, odnosno da se razlikuju jedino u velicini (faktoru skale), te da evoluiraju

samo okomito na same sebe. Tada metriku mozemo zapisati u obliku,
ds® = —N(t)%dt* + a(t)?dS3, (6.1)

gdje je dQ? metrika maksimalno simetri¢nog trodimenzionalnog prostora. Nema
mijeSanja izmedu vremenskih i prostornih koordinata pa je vektor pomaka N® jednak
nuli i ogranicenja (4.18) su time zadovoljena. Prema tome ovakvo prostorvrijeme
mozemo zamisljati kao homogenu i izotropnu trodimenzionalnu hiperplohu koja di-
namicki evoluira okomito na samu sebe. Jedina preostala (fizikalna) dinamicka va-
rijabla je faktor skale a(t), kojeg ¢emo zamijeniti s ¢(¢t) = a?(t), tako da dobijemo

hamiltonijan kvadratican u impulsu.

6.1 Akcija za minisuperprostor

Pocinjemo od (4.15) te racunamo vanjsku i intrinzi¢nu zakrivljenost trodimenzional-
nih hiperploha. Za vanjsku zakrivljenost imamo formulu

1 . a

Koy = —(hap — 2D(aNiy) = —— hgp.
b 2N( b o) Nag

S ovim jedini preostali problemati¢ni ¢lan u akciji je onaj s Riccijevim skalarom R.
Maksimalno simetri¢cna prostorvremena ne daju prednost nijednom smjeru, odnosno
geometrija izgleda identi¢no u svim smjerovima, pa ocekujemo da e i tenzor zakriv-
ljenosti biti izotropan. Drugim rije¢ima, ako uvedemo lokalni inercijalni koordinatni
sustav u nekoj tocki, komponente tenzora zakrivljenosti ostaju nepromijenjene pod
Lorentzovim transformacijama u toj tocki. Takvi tenzori vec postoje, oni su ujedno i
jedinstveni, pa je }?WW nuzno proporcionalan nekom od njih. Kada bismo pokusali i

ispuniti sve simetrije Riemannovog tenzora dobili bismo

I

: R
RNPVO' - K/(hul/hpa - huo'hyp) — KR = g

gdje je x neka konstanta. Maksimalno simetri¢nu trodimenzionalnu metriku mozemo

zapisati kao
dr? 2902 | 22 a2 2
—,TQ+T df* + r*sin” 6dy*,

Q2 =
3 1—x
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gdje je v’ parametar zakrivljenosti. Direktnim racunom neke komponente tenzora
zakrivljenosti (recimo R',,,), moZe se pokazati da je v’ = x. Za x = 0 radi se o
ravnom Euklidskom prostoru, ali za x # 0 uvijek moZemo reskalirati koordinatu r,

$to efektivno mijenja veli¢inu prostora. Recimo da x = sgn(k)|k| = k|x|, onda slijedi

dr? 1 dr'?

1—rr? k|1 — ke

U nasem slucaju imamo a(t)?d)3, pa radimo asocijaciju |i = a(t)? i od sada pa

“|

nadalje parametar zakrivljenosti znacajan je samo u svom predznaku k£ € {—1,0, 1}.

Onda za Riccijev skalar slijedi

. o k
R =6k = 6sgn(k)|k| - R = a((St)Q‘ (6.2)
S tim imamo sve potrebno da preobrazimo lagranzijan.
6k 3a? 9a?
L= NV (T3 + 2 ~ 7oga)
22
R (6.3)

Ubacimo li jo$ i aditivnu kozmolosku konstantu A dobivamo akciju minisuperpros-
tora.

S = % / d*z [£ — 2ANVD] (6.4)

Primijetimo da su svi objekti pod integralom funkcije u ¢, stoga mozemo obaviti in-
tegraciju po prostornim varijablama. Nas ¢e zanimati slucaj pozitivne zakrivljenosti,
k = 1, stoga integracija po prostoru rezultira s volumenom trodimenzionalne sfere

radijusa 1, $to je jednako 272. Akcija tada postaje

) 3aa? 3
S =27 dt(— N +3Nka — ANa ) (6.5)

U racunima ¢emo koristiti nesto drugaciju i prikladniju, ali u potpunosti ekvivalentnu
formu lagranzijana, koju dobijemo pomoc¢u zamjene a*> — ¢, N> — N?/q. Ovo od-
govara nesto drugacijem, ali ekvivalentnom ansatzu za metriku. Ovim ¢emo dobiti

hamiltonijan kvadratican u impulsu, pozeljno svojstvo da bi analogijom s (2.11) de-
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finirali mjeru funkcionalnog integrala. Metrika je sada

2
ds* = —]\;E—gdﬂ + q(t)ds. (6.6)

Akcija ¢e sada postati kvadrati¢na u ¢(t),

3¢
S:27r2/dt (—%JrBNk—ANq). (6.7)

Nakon pronalazenja impulsa variranjem po ¢, vrSimo odgovaraju¢u Legendreovu
transformaciju da bismo dobili hamiltonijan [ d*2H = NH,
0L —37% p?

= 5. = H=——— —6n%k + 2r*Aq.
24 N — 62 Tk + 217 \q

p

Vidimo da impuls nije dobro definiran u N = 0, pa nemamo invertibilnu relaciju
medu brzinom i impulsom, Sto znaci da prijelaz iz lagranzijanske formulacije u ha-
miltonijansku nije dopusten u N = 0. Kada budemo odredivali funkcionalni integral
vidjet ¢emo jos jedan razlog zasto N = 0 iskljucujemo iz razmatranja. U sljede¢em

potpoglavlju na sustav s akcijom,

t1
5= / dt [p — N(t)H), 6.8)
t

0

primijenit ¢emo Fradkin-Vilkoviskyjev teorem. N (t) je sada Lagrangeov multiplikator
koji nas navodi na ogranicenje H = 0. Ova akcija odgovara onoj u (5.9) uz Hy =
0,te T, = Hi\* = N. Integral ide izmedu dvije krajnje tocke ¢y, ¢; na kojima
zadajemo rubne uvjete za faktor skale ¢(ty) = qo, ¢(t1) = ¢1, dok p i N(t) ostavljamo
slobodnima. Uvest ¢emo kovarijantno bazdarenje s multiplikatorom IT koji dolazi s
rubnim uvjetima II(¢y) = II(¢t;) = 0. Zbog ovakvih rubnih uvjeta u funkcionalnoj

integraciji ¢emo ¢, I1 tretirati kao koordinate, a p, N kao impulse.

6.2 Primjena metoda

Fradkin-Vilkoviskyjev teorem daje nam izraz za funkcionalni integral u proizvoljnom
izboru bazdarenja. Trebamo ga samo primijeniti na na$ slu¢aj minisuperprostora. Ve¢

smo zakljucili da vektor pomaka N*, nije dinamican, stoga igra ulogu multiplikatora
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A%, Biramo kovarijantno fiksiranje bazdarenja,

¢ = —N® + x*(q, p, N*,TL,). (6.9)

Hamiltonijan smo rastavili na 4 ograni¢enja 7, koja odgovaraju 7,, iz ¢ega za-
kljucujemo da kanonski hamiltonijan H, iS¢ezava. Ukupni hamiltonijan je onda H, =
—{1,Q}. Izborom ansatza za metriku postavili smo N’ = 0, ¢ime su ogranitenja H; i
njihove komutacijske relacije automatski zadovoljene, pa algebra ogranicenja postaje
trivijalna, {Ho(z), Ho(2')} = 0. Dakle, svi strukturni koeficijenti V,’ i U¢, i$¢ezavaju.

Za ansatz minisuperprostora onda koristimo
. N
q = ) pA:<p H)? X = — ) Ga:<H H)

Imamo dva G, ogranicenja pa nam trebaju 2 dodatna (Grassmannova) stupnja slo-
bode. Neka suto (¢, p)i (¢, p). Ove varijable zadovoljavaju kanonske (anti)komutacijske
relacije s opéenitim bose-fermi Poissonovim zagradama iz (5.23), gdje su varijable iz-

vrijednjene za istu vrijednost parametra vremena t,

{va} = {N’H} = {Ev P} = {ﬁ» C} =L (6.10)

Sve ostale zagrade su naravno jednake nuli. Kao S$to smo rekli neka je funkcija

jednaka p,x®. Trebamo izracunati kako izgleda ukupni hamiltonijan H, pomoc¢u
Q=cH+pll Y = —cx — pN.
Slijedi rezultat,
Hy = —{y,Q} ={ex + pN,cH + pll} = ¢{x, H}c+ c{x, [I}p + xII + NH + pp.

Mozemo izabrati Y = 0 tako da nam se duhovi razvezu od ostalih varijabli, pa prva

tri ¢lana iS¢ezavaju. Slijedi izraz za funkcionalni integral minisuperprostora.

Z:/D,uexp[i/ dt(pg + 1IN +ép+ pé — pp — NH)] (6.11)

t1
to
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Akcija je kvadrati¢na u ¢, pa prema (2.11) u mjeri preostaje Dq. Za ukupnu funk-
cionalnu mjeru uzimamo Dy = NDgDNDIIDpDeDcDp. Konstanta N analogna je
onoj u poglavlju 2. Prije nego po¢nemo racunati potrebni su nam rubni uvjeti. Ve¢

znamo dio uvjeta, a to su

q(to) =qo, qit1) =q i () =1(t;) = 0. (6.12)

Preostaju rubni uvjeti na duhove, koje ¢emo dobiti iz invarijantnosti akcije na tran-
sformacije koje generira 2. Sli¢no kao i kod (5.13), dovoljno je fiksirati varijaciju

koordinata na rubovima,

=0.

to,t1

(pa{a®, 2} + pafn®, Q})

ee eV

postavimo c(ty) = ¢(t;) = 0. Tada u drugom ¢lanu preostaje ¢{p, 2}. Stoga su rubni
uvjeti za duhove

c(to) = ct;) = &(ty) = &(t1) = 0. (6.13)

Razvezivanjem duhova omogucili smo neovisnu funkcionalnu integraciju po duho-
vima. Koristimo izvedena pravila za Berezinovu integraciju (5.20). Zbog rubnih
uvjeta varijable ¢, I1, ¢, ¢ tijekom funkcionalne integracije tretiramo kao koordinate, a

p, p, v, N kao impulse. Dio integrala s duhovima glasi:

t1
Zgp, = /DpDchDpexp[i/ dt(cp + pé — pp)] = /Dch Z,

to

Rubni uvjeti takoder omoguéuju pretvaranje prvog ¢lana u pc. Parametar ¢ diskretizi-
ramo u (n+ 1) intervala jednake duljine € = (¢; —ty)/(n+1). Prvo racunamo integrale
po impulsima 7, ,

n

Ip = /dpédﬁnJr; eXpiZU:[pj+é(Ej+l - Ej) + ﬁjJr%(CjJrl - Cj) — GﬁjJr%ijr%] = lg[ij.
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Iz rubnih uvjeta (6.13) slijedi ¢,,;1 = ¢,+1 = ¢o = ¢ = 0. Koriste¢i (5.20) integriramo

prvi par (j = 0) i izostavljamo indekse na impulsima,

Ly, = / dpdp exp(i[p(er — &) + pler — o) — €ppl) = / dp (@ =%) / dp e'Pler—co=<r)

:/dp ePe1=)i(c) — ¢g) — ie/dp ePe1=e0) y — (& — &) (c1 — co) — ie.
Zbog oblika gornjeg rjeSenja, svaki sljedec¢i par ¢e imati analogan rezultat pa mozemo

zakljuditi rezultat cijele funkcionalne integracije po impulsima duhova. Preostaje

nam integracija po koordinatama,

n

Zgh = /déldcn H[—(Ej+1 - Ej)<cj+1 - Cj) — 7,6] = In
0

Vrl_]edl Ij = f déijj Ij—l[_(éj—l—l — Ej)(cj—i—l — Cj) — iE], nge je IO = [—6161 — 26] Opet
pocinjemo s integracijom po prvom paru, za $to su nam potrebna prva dva ¢lana u

umnosku,
7., - /déldcl = (&1 — o) (et — co) — ][ (& — &) (cz — 1) — ie].
Iskoristimo li rubne uvjete preostaje
7., = /déldcl [¢101 + t€][Cacy — Cacy — €109 + Creq + €]

Svaki c¢lan koji nema i ¢; i ¢; ¢e dati nulu nakon integracije, pa izostavljamo takve
¢lanove. Takoder izostavljamo ¢lan kvadrati¢an u e. Trebamo paziti na redoslijed

integracije, ¢ i ¢; antikomutiraju pa dobivamo jedan faktor -1.
Ic1 = — / déldcl [61615262 + 2i€C161] = _(EQCQ + 226)

Iz rezultata odmah zakljucujemo da ¢e ostali biti analogni, pa vidimo kako ¢e izgle-

dati integracija po zadnjem paru.

T, = / dépdey[Cnen + ni€][(Chi1 — Cn)(Cng1 — Cn) + €]
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Ponovnom primjenom rubnih uvjeta dobivamo konacni rezultat za integraciju po pot-

prostoru duhova.
Zgp, = /dc‘:ndcn[éncn + nie] (e, +i€] = —i(n+ 1)e = —i(ty — 1)

Okrenimo se znacajno jednostavnijoj integraciji po funkciji toka N(¢) i njenom im-

pulsu II.

/dNO... o exp[zzljnj(zvj —N;)] = /dNO...dNanS(Nj —N;_,) = /dN

U drugoj jednakosti imamo (n + 1) integraciju, a samo n delta funkcija pa preostaje
jedna integracija, recimo po N = N,. Primijetite da zadrzavamo naziv NV, ali ovo vise
nije funkcija veé¢ je samo kompleksni broj4, dok je integracija u zadnjoj jednakosti

samo obic¢ni Riemannov integral. Funkcionalni integral sada glasi

o0 - t1
Z = —i/ dN(t; — to) /NDq exp[%/ dt(pg — NH)]. (6.14)
0

+ to

Za domenu integracije po N uzeli smo pozitivhu realnu os bez ishodista. Naime N
je faktor proporcionalnosti izmedu fizikalnog vremena i parametriziranog vremena.
Prema tome intuitivno je zahtijevati da N poprima realne vrijednosti. To predstavlja
fundamentalno realno vrijeme i odgovara realnim metrikama. Rekli smo da para-
metar ¢ mora biti dobar, odnosno da svaka njegova vrijednost odreduje jednu jedins-
tvenu hiperplohu. Tada N ne moze biti nula, sto odgovara ¢injenici da tok vremena
nikada ne staje. Funkcija toka po definiciji je kontinuirana, stoga i N(t), pa takoi N
mogu biti ili samo pozitivni ili samo negativni. U klasi¢noj teoriji, N i —N predstav-
ljaju isto prostorvrijeme, stoga smo motivirani pretpostaviti da je za fizikalno rjesenje
dovoljno integrirati samo po jednoj od ovih domena. Kao i u mnogim drugim rado-
vima ovdje biramo N > 0. U tom slucaju dobivamo kauzalan poredak izmedu ¢, i
¢1 [16] [17]. Preostali jednodimenzionalni Riemannov integral f dN sumira po svim
vlastitim vremenskim udaljenostima (eng. proper-time) izmedu q(ty) i q(¢1), pa su

granice integrala [ dt proizvoljne, $to je konzistentno s time da je ¢ i bio samo nas

14U principu je realni broj, jer to predstavlja fundamentalno realno vrijeme. Produljujemo ga na
kompleksnu ravninu, da bi pronasli integracijsku konturu s konvergentnim rezultatom.
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izbor parametrizacije. Neka su granice onda ¢, = 01it; = 1.

o om2i (! 3¢
Z = —1 N D —_— - — Nk — NAq)]|. 1
z/0+ d /N q exp| = /0 dt( AN + 3Nk q)] (6.15)

Ova akcija daje jednu jednadzbu gibanja i jedno ogranicenje,

2A 3
j= ?N{ mcﬁ + 3k —Ag = 0. (6.16)

Opcenito rjeSenje koje zadovoljava uvjete ¢(0) = ¢y i ¢(1) = ¢4, ali ne i ograniCenje,

nazivamo ¢(t).
2

AN?
3

AN
+q — QO>t + t2 (6.17)

q(t) = qo + ( - 3
Neka je ¢(t) = q(t) + Q(t) rjeSenje koje zadovoljava ogranicenje, tada mjera funk-
cionalnog integrala postaje Dg = D). RjeSenje g(t) zadovoljava rubne uvjete, pa
slijedi Q(0) = Q(1) = 0. Akcija sada postaje,

32 3 .. 302

SETIN TNl Oy

v L3Nk — NAG— NAQ.

Na umnozak brzina moZemo primijeniti Leibnizovo pravilo §Q = 4(3Q) — Q. Nakon
integracije po t, prvi ¢lan iS¢ezava zbog rubnih uvjeta na ). U drugi ¢lan moZemo
uvrstiti jednadzbu gibanja za ¢ i time otkriti da se krati sa zadnjim ¢lanom u akciji S.
Funkcionalni integral je sada jednak,

2724 3q°

Z_—i/ojodN/DQ exp [T/Oldt(—m+3Nk—NAQ—%Q2)]. (6.18)

Mozemo izdvojiti integraciju po ( i iskoristiti rezultat (2.12) kojeg imamo u dodatku

Auzg(t) = q(t) =0i 2 — 22,

or2 [1 3 . 3mi
N/D / dt ([ ——=Q*)] =
Q e[ | < R )] ONh

Preostalu akciju S mozemo izraziti eksplicitno pomoc¢u (6.17), pa funkcionalni inte-

3ri [ dN 272
7 — iy Nl
i/ o7 /0+ \/Nexp< - S), (6.19)

gral postaje
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gdje je akcija

A?N3

S:
36

A 3
—(¢1 +q) + 3k5> —— (g1 — q0)*. (6.20)

N(—
+ 2 AN

Integral (6.19) je oscilatoran i na njega mozemo primjeniti Picard-Lefschetzovu me-
todu. Akcija S ima 4 sedlene tocke u kompleksnoj ravnini, oznacavamo ih s N,. Cilj
je originalnu konturu pretvoriti u C, onu koja je suma po Lefschetzovim naprscima

(eng. Lefschetz thimbles),

(0,00) = C =) nes,

kao $to je objasnjeno u dodatku D. Sedlene tocke i njihovi pridruzeni tokovi reéi ¢e
nam koji naprsci su bitni. Tada gornja suma ide samo po tim naprscima. Nakon
Sto smo ustanovili kauzalnu domenu za N, primijetite da zapravo nemamo slobodu
izbora integracijske krivulje C, niti relevantnih sedlenih tocaka, Picard-Lefschetzov
formalizam govori nam Sto da radimo i upravo tu lezi njegova prednost nad Wic-
kovom rotacijom i ostalim slabo motiviranim izborima integracijske krivulje. Sada

funkcionalni integral za propagator glasi

—i4/ 327;; Z / — exp 2iS>. (6.21)

Neka je S, akcija izvrijednjena u sedlenoj tocki N, i neka je S, yn = %‘0_

njena
druga derivacija u N,. Integral mozemo aproksimirati metodom sedlene tocke u

limesu 2 — 0, stoga vrijedi S ~ S, + %SmNN(N — N, )2

9 -

3 2724 T
7~ ny———e 5 | AN exp (—S,,,NN(N - N(,)Q)
—i\ 55 Z w . -

Oznatimo li N — N, = ne?~, gdje je n realan, imamo

~ —i\/i—ang

gdje je 0, kut koji Lefschetzov naprstak 7, ¢ini s pozitivnom realnom osi. Sedlene

2;
27r i s
Soe /dn exp <—\SUN n? earg(s”’NNH%f’),

tocke N,, kutovi 6, i koeficijenti n, odredeni su uvjetima qo, ¢; i zakrivljenos¢u k.
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Cetiri sedlene to¢ke N, mozemo pronadi iz bikvadratne jednadzbe dyS = 0.

3 3k 3k
S s R

Kutove 0, pronalazimo na sljede¢i nac¢in. N se Sece po krivuljama (J,,,) po ko-

jima je realni dio akcije konstantan. U sedlenoj tocki prva derivacija is¢ezava pa je
promjena akcije proporcionalna drugoj derivaciji S yn(N,) = S, nn. Zahtjevajuci da

realni dio iScezava dobivamo uvjet koji odreduje kutove 6,,.

S -5, S‘T’%n%m(’ —  cos (arg(Sovn) +20,) =0 (6.23)

Da bismo prepoznali koji kut odgovara 7,, a koji K,, mozemo provjeriti Sto je s
imaginarnim dijelom za te kutove. U slucaju da je sin (arg(Sg, NN) +290) = 1, tada kut
pripada J,. Integral po n ide po realnim brojevima bliskim nuli, da bi se zadrzali oko
sedlene tocke, ali zbog brzog propadanja integranda u poluklasi¢noj aproksimaciji

h — 0, integraciju po n mozemo prosiriti na cijelu realnu domenu. S tim imamo

/3 g, o0 2
v Zno 2 S(,ez@(;/ dn exp ( _ %lSO',NN|n2>'

Obavljanjem integracije po n dobivamo

i S g 2L B Segife[) L O(R2)]. (6.24)
2.1\ ox, |SUNN| 1+ O()]

Ograni¢imo li se na sfericne ekspandiraju¢e Svemire (k = 1, A > 0) imamo sljedece

slucajeve:

e ¢1 > qo > %, sve sedlene tocke su realne. Opisuje potpuno klasi¢ni svemir.

e ¢; > 3 > ¢, jedan od korijena postaje imaginaran, sedlene to¢ke postaju kom-

pleksne. Medu ovim slucajevima nalazi se i "no-boundary” prijedlog.
e ¢1 > qo = 3, limitirajuéi slu¢aj izmedu kvantnog i klasi¢nog.
e 32> ¢ > qo, oba korijena su imaginarna pa su sedlene tocke ¢isto imaginarne.

Opisuje potpuno kvantni svemir.
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6.3 ”No-boundary” prijedlog

Razmotrimo "no-boundary” slucaj kojeg su Hartle i Hawking predlozili kao realno
rjeSenje Wheeler—de Wittove jednadzbe i nazvali ga ”valnom funkcijom svemira”.
Jedini rubni uvjet je konacni prostorni rub ¢(¢;) = ¢;, dok poc€etni rubni uvjet iS¢ezava
q(to) = go = 0. Umjesto "oStrog” singulariteta, ovakvi pocetni uvjeti opisuju gladak
pocetak svemira. Ovo je moguce samo za pozitivne parametre zakrivljenosti £ = 1.

Neka je A = 31 ¢; =5 te zapisSimo akciju (6.20) eksplicitno,
S=——-——-—. (6.25)

Pomoc¢u (6.22) racunamo sedlene tocke N, = +2 + i. Akcija (6.25) je realna i
neparna u N, prema tome, ako proSirimo akciju na kompleksnu ravninu N vrijedi
[S(N)]* = S(N*), iz Cega slijedi da R[S(N*)] = R[S(N)], te S[S(—=N*)] = S[S(N)].
Ove relacije objasnjavaju simetrije grafova ispod. Na njima su prikazane vrijed-
nosti realnog i imaginarnog dijela akcije S na kompleksnoj domeni u odnosu na
njihovu vrijednost u odredenim sedlenim tockama. Sedlene tocke oznacene su ze-
lenim tockama i nazivamo ih V; » 3, prema broju kvadranta u kojem se nalaze, npr.

N; = 2 + 4. Prema raspravi iz dodatka D zakljucujemo da su linije na grafovima

4 4
31 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 T T T T T T T -4 T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Slika 6.1: Na grafu se nalaze relevantne sedlene tocke i realni dijelovi funckija,
R[S(N) — S(Ny)] (dijevo) i R[S(N) — S(N3)] (desno). Na crveno obojanim dijelovima
domene funkcije poprimaju pozitivne vrijednosti, dok na sivo obojanim negativne
vrijednosti. Crne linije oznacavaju (ekvipotencijalne) krivulje po kojima je vrijednost
0, odnosno vrijednost realnog dijela akcije S(/V) je ista kao i u sedlenoj tocci iz kojih
izlaze krivulje. Zbog spomenutih simetrija akcije ne trebamo crtati grafove za N3 i
N4.
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zapravo silazni i uzlazni tokovi (J,,/,). Po tim krivuljama nema oscilacija u in-
tegrandu funkcionalnog integrala, jer je realni dio akcije konstantan. Upravo od
silaznih tokova J, Zelimo sastaviti novu integracijsku krivulju C. Da bi prepoznali
koja krivulja je silazni, a koja uzlazni tok, potrebno je promotriti imaginarni dio ak-

cije. Iz grafa imaginarnih dijelova vrlo lako mozemo prepoznati silazne i uzlazne

4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 , . : . . . . -4 : : : . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Slika 6.2: Na grafu se nalaze relevantne sedlene tocke i imaginarni dijelovi funkcija,
S[S(N) — S(Ny)] (lijevo) i S[S(N) — S(IV;3)] (desno). Na crveno obojanim dijelovima
domene funkcije poprimaju pozitivne vrijednosti, dok na sivo obojanim negativne
vrijednosti. Crne linije oznacavaju ekvipotencijalne krivulje realnog dijela akcije kao
ina 6.1. Zbog spomenutih simetrija akcije ne trebamo crtati grafove za Ny i Nj.

tokove. Oni dijelovi crne krivulje koji se nalaze na sivom podrudju su silazni tokovi
Js, a oni na crvenom su uzlazni tokovi ,. Ovom metodom nailazimo na prepreku
u interpretaciji. Krivulju izmedu N, i N, mozemo interpretirati na oba nacina. Za NV,
ona je uzlazni tok K; (slika lijevo), ali za N, ona je silazni tok 7; (slika desno). Ista
tvrdnja vrijedi i na drugoj strani realne osi, pa nije potrebno posebno razmatranje.
Ova degeneracija uzrokovana je simetrijama u akciji, tocnije realnosc¢u akcije, pa je
moZemo ukloniti uvodenjem imaginarne perturbacije u akciju S. Na kraju ¢emo je

pustiti u nulu da se parametar perturbacije ne bi pojavljivao u rezultatima.

S(N) = S(N) +i3eN < k—k+ie (6.26)

Uvodenje imaginarne perturbacije u ovom slucaju ekvivalentno je uvodenju male
imaginarne korekcije u parametar zakrivljenosti k. Na grafovima ispod vidimo da
perturbacija uklanja degeneraciju i sada mozemo jedinstveno interpretirati dijelove

krivulje. Neko¢ problemati¢na krivulja sada se rascijepila na dvije, uzlazni tok K i si-
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= 2

. S~

-2 -2
-3 -3
-4 T T T T T T T -4 T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Slika 6.3: Graf imaginarnih dijelova, 3[S(N) — S(Ny)] (lijevo) i S[S(N) — S(IVs)]
(desno), ali ovaj puta s perturbiranom akcijom. Iznos perturbacije je ¢ = 1/100. Cr-
vena podrucja oznacavaju pozitivne vrijednosti funkcija, dok siva negativne. Dodane
su bijele tocke u ishodista kako bismo naglasili da N = 0 nije dio ni orginalne domene
integracije, niti dio nove domene C.

lazni tok 7,. Jedinstvena identifikacija tokova dopusta nam da upotrijebimo relaciju
(D.2). Prema tome, novu integracijsku krivulju C Zelimo sastaviti od silaznih tokova
J», koji odgovaraju sedlenim tockama N, ¢iji uzlazni tokovi K, sijeku originalnu do-
menu integracije &, pozitivnu realnu os (0, o). Dakle, zaklju¢ujemo da je upravo K
jedini uzlazni tok koji sijece originalnu domenu. Tada je jedina relevantna sedlena
tocka Ny, preko njenih silaznih tokova povla¢imo novu integracijsku konturu i u njoj

radimo aproksimaciju sedlene tocke prema (6.24).

Neka je i dalje £ = 1, ali vratimo se na opceniti ¢;, A i uklonimo perturbaciju te

primjenimo (6.24). Bitna sedlena tocka je

Nl—%<z'+ %—1).

Potreban nam je iznos akcije S(N,) i njene druge derivacije S yn (V).

6 _ A 3 213
51:—K<—Z+(%—1>2>, Sl,NN: 3\\{_\/Aq1—3

Uvrstavanjem ovih rezultata u (6.24) dobivamo

2 2
7~ —i LeialJri%fi%arg(Nl) exp [_ 127% Z_127r (Aql B 1)%]
4V/Aq =3 AA A '3
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Izraz za S yy implicira da arg(S,, NN) = § — arg(V,), iz Cega koristeci uvjet (6.23)
slijedi 20, = arg(/V;). Konacni rezultat za jezgru zatvorenog prostorvremena, s pozi-
tivnom zakrivljeno$¢u i pozitivnom kozmoloskom konstantom, unutar "no-boundary”
prijedloga, gdje je Lorentzijanski integral po putevima izracunat Picard-Lefschetzovom
teorijom u poluklasi¢noj i aproksimaciji u sedlenoj tocki, glasi
31elt 1272 1272 Aq

lexp[—

“ohg 3] s ©27)

Z[Ql] =

Wentzel-Kramers-Brillouin uvjet klasi¢nosti sustava kaze da amplituda treba biti sporo
promjenjiva u usporedbi s fazom. Vidimo da je to istina za rjesenje Z[q;| u limesu
velikih ¢;. Dakle ovo rjesenje opisuje svemir koji je imao kvantni pocetak, ali Sto je
vedi, je sve viSe klasican. Ova amplituda slaze se s rezultatom Vilekina, te Turoka i
suradnika. Gornji rezultat dobiven je za "no-boundary” pocetne uvjete, stoga iako se
slaze s Vilenkinovim, ti rezultati dobiveni su iz razlic¢itih pretpostavki i nema razloga

da bi se poklapali za realisti¢nije i sloZenije modele.

Usporedimo sada rezultat (6.27) s onim kojeg su Hartle i Hawking dobili rjeSavanjem
Euklidskog integrala [15]. Njihov rezultat ima suprotan predznak realnog dijela,
odnosno umjesto —%’{2 dobije se +%. Da bi se doslo to tog rezultata na integral
(6.19) s akcijom (6.20) primijenili su Wickovu rotaciju u imaginarno vrijeme, Sto
se svodi na zamjenu N — —iN. Ishodiste N = 0 i dalje predstavlja singularitet
pa je opet potrebno izabrati domenu integracije N > 0 ili N < 0. Primijetimo da
ovakav postupak postavlja integraciju po imaginarnom vremenu kao fundamentalnu
i stoga odgovara teoriji s intrinzicno kompleksnim metrikama. Zanemarimo to zasada
i pogledajmo $to se dogodilo s eksponentom u funkcionalnom integralu

A?N3

36

+N(- é(ql + qo) + 3k) + i((11 — qo)-

iS(—iN) = — 5 i

Izaberemo li —oo < N < 0 kao domenu integracije vidimo da akcija tezi prema +oo
kada N teZi u —oo, odnosno rezultat divergira. Za domenu 0 < N < oo akcija diver-
gira u +oo kada N — 0". Ovaj ¢lan divergira jer u originalnoj akciji (6.20) dolazi s
negativnim predznakom, Sto je posljedica negativnog predznaka prvog ¢lana akcije

u integralu (6.18), drugim rije¢ima ovdje se radi o problemu konformalnog faktora.
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Prema tome potrebna je neka druga integracijska kontura da bi Euklidski integral
konvergirao. Ako takva kontura postoji, Picard-Lefschetz formalizam ¢e nam je po-
kazati, pa pogledajmo opet sliku 6.2. Na toj slici originalna kontura je sada jedna
polovina imaginarne osi i iako vidimo da se neki tokovi priblizavaju imaginarnoj osi,
niti jedan je nikada ne sijece. Zbog toga ne mozemo pronaci relevantne sedlene tocke
i konvergentnu konturu niti primijeniti aproksimaciju sedlene to¢ke. Na drugu stranu
Lorentzijanski integral uzima realno vrijeme i metrike kao fundamentalne, te ne pati
od problema konformalnog faktora jer Picard-Lefshetzov formalizam identificira je-

dinstvenu konturu po kojoj se predznak doprinosa tog ¢lana okrece.

Turok i suradnici su za "no-boundary” prijedlog dobili rezultat suprotan onome od
Hartlea i Hawkinga, ali time zapravo ojacali kvantnu gravitaciju u integralima po
putevima, predstavljajudi intuitivno, i tehnicki, preciznije definiran formalizam. Tre-
balo je nekoliko desetljeca da se dobije taj rezultat i svane Sunce na "no-boundary”
prijedlog, a pak samo nekoliko godina da opet zade [26] [25]. Dodamo li nekakve
perturbacije ili druga kvantna polja, ona ¢e u akciju ulaziti s predznakom koji je su-
protan predznaku ¢lana s gradijentom faktora skale. Stoga upravo rjeSenje problema
konformalnog faktora, sada postaje novi problem, jer ¢e u kona¢nom rjesenju vece
perturbacije biti preferirane i napraviti teoriju nestabilnom. Dorronsorro i suradnici,
medu kojima je i Hartle, su nedugo nakon predlozili novu konturu koja je zaobilazila
ishodiSte [27]. Turok i suradnici su im ubrzo ukazali na nekonzistencije u tom prijed-
logu [28]. Najnoviji prijedlog koji rjesava problem nepotisnutih perturbacija je da za
rubne uvjete moramo uzeti Robinove rubne uvjete [29]. Postavljanjem takvih uvjeta
gubimo pocetne svemire iSCezavajuce veli¢ine i u biti napuStamo "no-boundary” pri-

jedlog.
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7 Zakljucak

Da bi se fokusirali na demonstrirane metode izbjegli smo formalnu definiciju funk-
cionalne mjere za opcu teoriju relativnosti. Ta tema zahtjeva rasprava posvecenu
raspravu. Krenuli smo od integrala po putevima za nerelativisticki sustav s jednim
stupnjem slobode i hamiltonijanom kvadrati¢nim u impulsu, sve da bi mogli povuéi
analogiju za definiciju funkcionalne mjere u iznimno simetricnom slucaju. Koris-
tili smo jednostavni model zatvorenog svemira s Friedmann—Robertson-Lemaitre—
Walker metrikom unutar kojeg hamiltonijan mozemo preoblikovati u kvadrati¢nu
formu. Pronasli smo klasi¢nu akciju i zakljucili da se zbog invarijantnosti fizikal-
nog prostorvremena na difeomorfizme u teoriji pojavljuju ograni¢enja. Proucili smo
op¢enite hamiltonijanske sustave s ograniCenjima i definirali odgovaraju¢u formu-
laciju za opcu teoriju relativnosti. Uveli smo pojam Grassmannovih varijabli, koje
su bile nuzne da bi dali iskaz opcenitog Fradkin-Vilkoviskyjevog teorema. Ovim
teoremom i spomenutom analogijom dobili smo bazdarno invarijantni funkcionalni
integral za Feynmanovu jezgru kvantne gravitacije s pozitivnom kozmoloskom kons-
tantom. Umjesto primjenjivanja Wickove rotacije, zadrzali smo uvjetno konvergentni
Lorentzijanski integral. U odnosu na Euklidski, vidjeli smo i neke prednosti Lorentzi-
janskog Picard-Lefschetzovog pristupa. Specificno, Lorentzijanski integral zadrzava
unitarnost i, pomocu kauzalnog izbora integracijske domene za faktor toka N, pred-
stavlja teoriju s fundamentalno realnim vremenom i metrikama. Dodatno, Picard—
Lefschetzova teorija nam osigurava apsolutnu kovergenciju i rjeSava problem konfor-
malnog faktora. Primjenom svih metoda reproduciramo rezultat Turoka i suradnika,
te ukratko analiziramo zasto Euklidski integral nikada nije imao Sansu za konvergen-
ciju. Obecanje "no-boundary” prijedloga bilo je da ¢e upotpuniti sliku inflacijskog
svemira, ali noviji napredci ukazuju na to da treba napustiti takav prijedlog. Unatoc
neuspijehu ideja je motivirala razvoj integrala po putevima za kvantnu gravitaciju,
sto se reflektiralo i na matematicku fiziku, u podruc¢jima poput holografije, te kon-
formalne i topoloske teorije polja. Ipak, kao i u proslom stoljec¢u, preostaje pitanje:

Kako upotpuniti pocetak svemira?
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Dodaci

Dodatak A PovrSinski ¢lan u Hilbertovoj akciji

Da bismo dosli do konacne forme za ovaj ¢lan, morat ¢emo naci dobar izraz za Ric-
cijev tenzor. Budu¢i da Riemannov tenzor mozemo izraziti preko derivacija, prvo
nalazimo vezu medu derivacijama koju ¢emo izraziti preko metrike i njenih prvih
derivacija. Nakon toga izracunat ¢emo varijaciju Riccijevog tenzora. Naposlijetku,

povezujemo je s vanjskom zakrivljenos¢u ruba mnogostrukosti.

Imamo li dva operatora derivacije V, i V, moZe se naéi tenzorsko polje Ce,, tako da
vrijedi
VoI, =V, 1,°+C,T,%—C,T,°. (A1)

. 4

Zahtijevamo da tenzor torzije za sve operatore derivacije iS¢ezava, odnosnoda V,V, f =

VyV.f za svaki skalarni f. Iz toga slijedi da C,, = C*,,.

Neka je sada jedan od njih V, kompatibilan s metrikom g,;. Sa sigurnos¢u mozemo
rec¢i da vrijedi

0= Vagoe = Vagse — C%, gac — C%. gan.

Prema tome slijedi

Ccab + C(bac = @agbc- (AZ)
Zamjenom indeksa a <> b dobijemo sli¢nu relaciju s istim znacenjem.

cha + Cabc = @b.gac (AB)
Napravimo jo$ jednu zamjenu b < c.

Cbca + Cacb = chab (A4)

Zbrajamo (A.2) i (A.3), te oduzimamo (A.4). Iskoristavamo svojstvo simetri¢nosti
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e e . . .
ce, = C9, idobivamo izraz za C°,,,

2Ccab = ﬁagbc + @bgac - vcgaba

odnosno,

1 ~ ~ -
Cuw = §ng<va9bd + Vigad — Vaga)- (A.5)

Neka sada imamo familiju egzaktnih rjeSenja Einsteinove jednadZbe g,,()), te neka
je *V, familija kompatibilnih derivacija. Neka je g., = gus(A = 0) vakuumsko rjeSenje

i V, njena kompatibilna derivacija. Onda (A.5) postaje:
Cu(A) = %QCd(A)(@agbd(/\) + Vigad(A) = Vagar(V)) (A.6)
Za neki dualni vektor w, vrijedi
MV, " Viwe = 2’V M Vywe = Ry *(Nwa (A.7)

gdje je R, Riemannov tenzor zakrivljenosti. Sada R, %(\) moZemo izraziti preko

abc

R,,%iC°,(\). Za ratun koristimo (A.1), ali ovdje V, = *V,.

A d
Viwe = Vowe — C% wq

AVGAwaC = @G(Avbwc) — OdabAdec — Cdackvbwd

Imajte na umu da ¢emo na kraju napraviti antisimetrizaciju u indeksima a i b stoga

srednji ¢lan is¢ezava. KoriStenjem prvog rezultata slijedi
AW AViwe = Vo Viwe — Vo (C wg) — C4 Y . ce
a bWe = Vg VpWe a( bcwd) ac Y bWd + acY bdWe>

)\va)\vbwc = @a@bwc - ®a<cdbc)wd - Cdbcﬁawd - Odac@bwd + Cdaccebdwe-

Treci i Cetvrti komad su simetri¢ni u indeksima a i b pa oni takoder otpadaju. Kontra-

hiranim indeksima e i d zamijenimo nazive.

Wi Viywe = Ve Viwe — 6[a(Cdb]c)Wd + Cel Cdb]ewd
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Iz ovoga slijedi veza medu Riemannovim tenzorima.

R d(A) = Rabcd - 2ﬁ[ac(db}c + Cec[a Odb]e (AS)

abc

Kontrakcijom odgovaraju¢ih indeksa dolazimo do Riccijevih tenzora. Ali g, je vaku-

umsko rjesenje pa R,. = 0.

Rae(A) = Ryl (A) = =2V, C%. + C%, C%, (A.9)

abc

Iz definicije slijedi da ¢e €, biti nula kada je parametar A nula, prema ¢emu svi

¢lanovi kvadrati¢ni u C¢,, nece doprinositi J R,.(\), stoga slijedi
0Rae = 2V,6C" .. (A.10)

Derivacija V kompatibilna je s vakuumskom metrikom pa je parametarska derivacija
“ne vidi” u gornjoj relaciji, a sli¢cno ¢e se dogoditi i ispod. Iz relacije (A.6) moZemo
vidjeti

1 g, ~ ~
60C () = 59 d(va%d + ViYad — Vava), (A.11)

gdje je Yu = 0gu. Parametarska derivacija “ne djeluje” na inverznu metriku g¢¢(\)
ispred zagrade, zato $to je ¢lan u zagradi nula kada \ = 0, jer V,(j,.) = 0. Kontrak-

cijom i preimenovanjem indeksa slijedi

1, - . . 1,
5C%.(N) = §gbd(vb%d + VeYod — Vatee) = Egbdvc7bd-

Sada ra¢unamo c¢lanove u (A.10).

~ 1 .~
vaécbbc<)\) = Egbdvavc/)/bd

~ 1.,,~ - . -
vb&Cbac (/\) = §gbdvb<va’ycd + vc/}/ad - Vd%c)

U izrazu perturbacije lagranzijana pojavljuje se ¢*“d R,. pa kontrahiramo s vakuum-

skom metrikom slijeva,

~ace [ a

g vaécbbc = égbdv va’}/bda
~ace l = wis = drc ~acyrbe
GViIC"e = 5 (VIVAer + VIV = GV 00).
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Prema (A.10) oduzimamo zadnja dva izraza za rezultat,
§*ViChe = §VabCh = VOV — 3V Vo,
dakle varijacija Riccijevog tenzora odgovara divergenciji vektorskog polja,
§°6Rge = V0, (A.12)

gdje je v, = Ve — °¢"V,y5e. Kontrahirali smo s vakuumskom metrikom jer jo$
ne pricamo o materiji na metrici. Da jesmo, brzo bismo primijetili da ovaj izvod vri-
jedi samo do na prvi red u perturbaciji oko vakuumskog rjesenja, jer materija utjece
na metriku. Napokon mozemo vidjeti da je zadnji doprinos varijaciji Hilbertove ak-
cije uistinu povrsinski integral. Prema Stokesovom teoremu integral po .# mozemo
prebaciti na rub 0.# (ne-svjetlosnog tipa s dobrim volumnim elementom ¢), s nor-

malnim vektorskim poljem n“ za koje vrijedi n,n* = F1.

/evavaz/ € v,
M oM

Koristedi izraz za vektor v* mozemo urediti integrand,

nava = nagbc(@blyac - @a/}/bc) = nahbc(@b’yac - va’ch)a

gdje je h,, metrika inducirana na rubu. Buduéi da je §** = h% 4 nn°, imali bismo
kontrakciju n*n’n® sa zagradom koja je antisimetri¢na u a, b, pa preostaje samo n*h*
¢lan. Produkt n,v* izvrijednjuje se na rubu gdje je dg., = 0, pa preostaje samo drugi
¢lan,

nvy = —n*h*V Ve (A.13)

Prema konstrukciji n® je ortogonalno polje na hiperplohu, pa ¢e vrijediti h,,n® = 0,
alii V.(han?).
@C(habnb) = habﬁcnb -+ nbﬁchab =0

habﬁcnb + nbnb@cna + nbna@cnb =0

Lako se uvjerimo da je zadnji ¢lan jednak nuli, jer n®V.n, = V.(n’n,) — n,Venl. Pa
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dobivamo izraz

Veng = hgyVen. (A.14)

Za smjesStenu mnogostrukost s induciranom metrikom #,;, i normalnim vektorom n?,

vanjska zakrivljenost K,, moze se definirati na sljede¢i nacin:
1
Kap = §£nhab- (A.15)
Raspisimo Liejevu derivaciju,
1 o c c
K = §(n Vehap + hpeVan© + heeVpn©).

Iskoristimo §,, = hay + neny, (+ znaci da smo izabrali n® vremenskog tipa) i kompati-

bilnost V.g., = 0 na prvom ¢lanu.

2Kab = — ncﬁc(nanb) + hbc@anc + h,w@bnc
= — Ny Veny — nnpVeng + hpeVan® + hoeVyn®

= hcaﬁcnb — @anb + hcb@cna — @bna + hbc@anc + hac@bnc
Izraz za vanjsku zakrivljenost pojednostavljuje se na
1 . .
Kab = §(hcavcnb + hcbvcna>- (A16)
Zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da n.V,n® = 3V, (n.n) = 0, iz koje vrijedi
hbcvanc = vanb' (A17)

Vanjsku zakrivljenost K, iz (A.16) kontrahiramo s inverznom metrikom §*, te isko-

ristimo njenu simetri¢nost,
K = g®h¢ V., = Vno. (A.18)
Sada iz (A.1) nalazimo parametarsku derivaciju skalara K,

SK = hao(6C) m® = h* (5C)°, ",
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ubacujemo (A.11),
a1~cb~ = v ab1 = = = 1 ab, dv
0K =nh 059 (Va%d +VaYar — Vb’Yad) =h §(Va%d+ VaYab — Vb%d) = §h NV qYab,

gdje druga jednakost slijedi iz Cinjenice da prvi i treéi ¢lan ¢ine objekt antisimetrican
u a, b, kontrahiran sa simetri¢nim h®. Usporedbom s (A.13) vidimo da povrsinski

integral mozemo povezati s ekstrinzicnom zakrivljenos¢u ruba.

nv, = —20K (A.19)

Dodatak B Gauss—Codazzijeve relacije

Inducirana metrika h,;, ¢e jedinstveno odredivati (inducirati) operator derivacije na
podmnogostrukosti X. Nazovimo tu derivaciju D,, tako da vrijedi D.h* = 0. Ona
tada odreduje tenzor zakrivljenosti na ¥, &2, %. Imamo li neki tenzor 7, takav da je
na Y, u smislu da mu indekse moZzemo spustati i podizati s metrikom h,;, za njega
ne mozemo definirati V. 7%, jer bi se trebalo pomicati sa ¥, ali mozemo definirati
h, V.14, jer su sve derivacije u smjeru tangencijalnom na . Neka je (.#, g,») pros-
torvrijeme i neka je 3 glatka prostornolika hiperploha u .#, te neka je h,;, inducirana

metrika i D, derivacija kompatibilna s njom. Tada vrijedi
D.T% = h®hh SV T . (B.1)

Gornja jednadzba nam daje vezu izmedu tenzora zakrivljenosti na ¥ i tenzora za-
krivljenosti cijelog prostorvremena. Ako je w. dualno vektorsko polje na ¥ onda
Riemmanov tenzor zakrivljenosti na ¥ definiramo s

R wq = DyDyw. — DyDgw.. (B.2)

Prva relacija povezuje Riemannov tenzor zakrivljenosti za hiperplohu ¥ i Riemannov
tenzor zakrivljenosti za .#. Stoga raspisujemo komutator derivacije na ¥ prema

definiciji i prepoznajemo objekte.

DoyDyw. = Do(h’h SV ywe) = h/ b !N 1(h, 0V we)
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Koristimo K., = h,“V.n, i simetri¢nost pa srednji ¢lan u donjem izrazu iscezava. U

drugom redu koristimo h,/h,*V ;h,? = K n?.

DoDyw. = h, B 1.V 1V gwe + h YV gwe [ S0V 10,7+ BRIV phyf]

= h, 00V YV gwe + h K gyn?V gwe + hy? Kaen®V gw,
Sada opet koristimo izraz za tenzor vanjske zakrivljenosti u zadnjem ¢lanu
hnV gwe = bV (nwe) — hfw,Vyn® = — K, ‘we,

iz cega slijedi,

DoDywe = h, 0,1V 1V jwe — K, K, we.

Antisimetrizacijom zadnjeg izraza dobivamo prvu Gauss—Codazzijevu relaciju,
R%abcd = h‘afhbghcehdkagek - Kachd + Kchad' (B.3)

Sada ¢emo nadi i drugu relaciju na slican nacin. Pogledajmo derivaciju tenzora vanj-

ske zakrivljenosti,

D.K,, = h,"hyh SV Ky
= hadhbehcf [h’egvagnd + (Vgnd>vfheg]
= h, S hegV VI + 0, (V gng) K gn?.

U drugom redu iskoristili smo Ky = h.,V9n, i za drugi ¢lan h,/h,*"V h,° = K,n?
kao i prije. Nakon antisimetrizacije u indeksima c i b drugi ¢lan iScezava pa ga ne

piSemo dalje. Nakon antisimetrizacije i kontrakcije indeksa c i a preostaje

2D, K% = by, 0y 'V iV gng = bbb IV 1V gng
= WV Vgna = b (g7 +n'n! )V Vgng
= 0,V aVgn® + 0! [V (nV gng) — (Viyn®)(Vgna)]

= IVaVgn® = BIR, " n® = b Rgan”.
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Srednji ¢lan u predzadnjem redu je nula jer je n?V,n, = 0, a treéi ¢lan i§¢ezava
zbog komutativnosti umnoska i kompatibilnosti metrike. Iskoristavanjem svojstava

Riemannovog tenzora dolazimo do druge Gauss—Codazzijeve relacije,

2D[aKab] - hbaRacnc. (B.4)

Dodatak C Dokaz Fradkin-Vilkoviskyjevog teorema

Iskaz i dokaz dani po uzoru na radove Batalina, Fradkina i Vilkoviskog [7] [9] [10].

Teorem: Neka je ¥ (g™, pa,n%, pa) proizvoljna fermionska funkcija. Uz pretpostavku
da je skup jednadzbi G, = 0 nezavisan, sljedec¢i funkcionalni integral neovisan je o

izboru funkcije 1:

Zy = /DquDnDp exp [i / dt(pag™ + pan® — Hy)], (C.1)

Hy = Ho+ pVi'n® — {v, 0}, (C.2)

(2 nazivamo BRST (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) nabojem,
a 1 n c, b a
Q= Gan + 5(_1) apCUabn n, (C'S)

gdje n, sudjeluje u sumi i ogranic¢enja zadovoljavaju relacije involucije,

{Ga, Gy} = GUy,  {Ho,Go} = GWVy. (C.4)

Dokaz: Uvodimo pokratu U = —(—1)™Ug, n* i prevodimo relacije involucije u kom-
paktniji zapis,

{Gan®, Gy = G.UEP. (C.5)

Da bismo ovo dokazali mozemo samo raspisati Poissonove zagrade prema definiciji

(5.23) i iskoristiti komutacijske relacije medu varijablama. Sjetimo se da je signatura
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n(G,) = ng i n(n*) = 1+ n,. Dakle G,n* je sigurno fermion pa imamo plus u
zagradama,

b — = b e

(Gun®, GyiP} = Gan0,0,Gy1” + Gy 9,0, G an.
U prvom ¢lanu pomi¢emo 1 na desno $to nam daje faktor (—)(!*7<)! a u drugom
pomic¢emo 7’ izmedu G, i n* $to daje faktor (—)(1+™)"e prema (5.22),

— = — =
{Gan®, Gy} = —(=)"Ga0,0,Gyn"n" + (=) "™ G0, 0,Gan’n.

Izvla¢imo faktor —(—)"= te prepoznajemo definiciju Poissonovih zagrada i uvedene
pokrate Uy,
{Ganaa Gbnb} = (_)1+na{Gaa Gb}nbna = CTYchc a,

a

$to dokazuje modificirane relacije involucije (C.5). Primijetite da je objekt na desnoj
strani sigurno bozon pa je signatura n(U:n®) = n(G.) = n.. Na slican nac¢in moze se
pokazati da vrijedi

{Gan®,G.} = GaUZ. (C.6)

Kao sto smo rekli G,n* je fermion, stoga primjenjuju¢i Jacobijev identitet (5.25) za

tri identi¢na fermiona dobivamo
G, Go?Y, Gy =0 = {G. U, Gan} = 0.
Iskoristimo relacije (C.5) i (C.6), te Leibnizovo pravilo (5.24).
G AU, Gan"} + (=)"{Ge, Gan"}Usn" = 0

G AU, Gan™} = —(—)"G, Ul Uy = G.USU

U zadnjoj jednakosti smo preimenovali indekse da bismo mogli izlud¢iti i pokratiti G,

Sto je dopusteno zbog nezavisnosti ogranicenja.
{Usn". Gan"y = UUn". (C.7)

S jednadzbama (C.5), (C.7) mozemo izvesti relaciju (C.8) koja je kljutna za dokaz

nilpotentnosti {2, 2} = 0, svojstva koje je potrebno da akcija bude invarijantna na
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transformacije generirane s ().
{Ugn", U’y =0 (C.8)

Pocinjemo od Jacobijevog identiteta za A = B = G,n* i C' = G.. Druga dva ¢lana su

jednaka i preostaje nam
{GdUgne7 GC} - <_)n62{{Gbnb7 GC}7 Gaﬁa} =0 (C9)

Iz ove jednakosti zelimo nekako izvuéi {Udn°, G.}. Koristimo Leibnizovo pravilo na

prvom ¢lanu i (C.6) na drugom.
Ga{Un®, Ge} + (=) {Ga, GYUIN = 2{Gan®, GaUZ} = 0
U srednjem c¢lanu iskoristimo relacije involucije, a u zadnjem Leibnizovo pravilo.
Ga{Uln®, G} = GaUUln® + 2{Gan®, Ga}US + (=)"2G{Ga, UL}
Preimenujemo indekse da bismo mogli izluciti i pokratiti G4, Sto nam ostavlja
(U, Gy = ULUIne + 203U + (=)"42{Gun®, US}. (C.10)
Pogledajmo sada Jacobijev identitet za A = B = G,n* i C = Ufn’. Kao i kod (C.9),
{Gan", Gen®}, Ugn"}y + 2{{Usn", Gen®}, Gan"} = 0.
Raspisujemo pomocu (C.5), (5.24), (C.10).
G AU, Ugn"y = {Usn", G} Ugn® + 2{Uy Uen®, Gan}y = 0
GAUgn", Upn'}=U& U Ugn® — 203U Ugn® — (=)™ 2{Gan®, U} Ugn"
+2U{ U Gan™} + (=)™ 2{Uy, Gan" YU = 0

Vidimo da se tre¢i i peti ¢lan krate, a drugi ¢lan je nula sam po sebi, jer su U i

UlneUSn® suprotnog pariteta u odnosu na zamjenu indeksa c i f. U zadnjem ¢lanu
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zamjena argumenta u zagradama otkriva da se taj ¢lan ponistava s Cetvrtim, pa pre-
ostaje samo prvi ¢lan,

G AU, Ugn"} = 0.
Zbog nezavisnosti ogranicenja slijedi (C.8),
{Un", Uyn'} = 0.
Analogno, moze se pokazati da vrijedi sli¢na relacija za druge strukturne koeficijente

i b7
Vcnd,libn“ = 0. (C.11)
d a

Razmotrimo sada kanonsku transformaciju u potpunom faznom prostoru s generato-

rom ) i parametrom u,

o=0(q,mp,p), ©—@=9¢+{p, Qp. (C.12)

Ova transformacija ¢ini jednodimenzionalnu Abelovu superalgebru, odnosno kazemo
da je naboj Q2 nilpotentan.

{Q,Q} =0 (C.13)

Q = Gun® — 3p.Uin" je otito fermion pa je ova relacija vrlo netrivijalna, a dokazat

¢emo je pomocu do sada izvedenih relacija.
{Gana—%chin% Gbnb—%deélnb} = {Gan®, G} —{Gan", deéinb}Jri{chSn“, palUyn’}
Raspisujemo srednji ¢lan.
{Gan® paUn"}y = Godn®, pa} Ui’ + pa{ Ui, Gan™}
Iz kanonskih relacija {n*, ps} = 05 slijedi

{Gan®, paUin®} = G UM’ + paUlU'.

61



Vidimo da ve¢ dolazi do krac¢enja ¢lanova i preostaje nam
1
{2,9} = —paUUsn" + e’ paUyn’}.

Raspisivanje zadnjeg C€lana koriste¢i Leibnizovo pravilo za produkt p. i USn®, dva
puta, ¢e proizvesti 4 ¢lana, od kojih 2 iS¢ezavaju zbog {p., ps} = 01 (C.8). Za preos-

tala dva je lako pokazati da su jednaki.

1
{Q,Q} = —paUlU + §pC{U577“,pd}szl?7b

Nakon $to raspiSemo U¢, jer u sebi sadrZi jedan 7, racunamo zagrade u drugom ¢lanu.

{UN, pa} = — (=) {Usn" ", pa} = —(—=)"US{n" 0", pa}
= — (=) US ("6 + (=) me)dtnalpash)

= — ()T — (=) U = 20

Preostala dva ¢lana se krate i kona¢no mozemo sigurno re¢i da je {2 nilpotentan
{Q,Q} = 0. Ovo je centralna ¢injenica teorema. Pogledajmo sada kako transforma-
cija (C.12) djeluje na potpuni hamiltonijan H,. Vidjet ¢emo da je H, po konstrukciji

invarijantan. Primjenom Jacobijevog identiteta imamo

2{{v, 2}, @} + {{©,Q}, 9} = 0.

Stoga je zadnji ¢lan u H, sam za sebe invarijantan. Slitno moramo dokazati i za
prva dva clana. Ovo ¢e zahtijevati relacije analogne onima u (C.5), (C.7) i (C.8),
ali za druge strukturne koeficijente V?, jednu od kojih smo ve¢ spomenuli (C.11).
Primijetimo da su signature n(Hy) = 01 n(V’n?) = 1 + n,. Poéinjemo jo$ jednom od

Jacobijeva identiteta, ovaj putaza A = B = G,n* i C = H,, iz Cega se dobije

{Ho, U} = —VEU ™ 4+ 2{Vn, Gy} — 2UE V0" (C.14)
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S ovim transformacija kanonskog hamiltonijana H, postaje
1
{Ho, O} = GoVyn" + SpcViUan® = pe{Vin®", Gon'"} + pcUsVyn®,
dok za srednji ¢lan u H,, vrijedi
c,d b 1 b, a c, a b b, a 1 c, d b, a
{peVin®, Gon” = 5poUan™} = ped Ve, G’} = GoVin® = S{peVin®, mUan"}-
Jos raspisujemo zadnji ¢lan u izrazu iznad
1 c,d b,.a 1 crrb,a 1 c,d b, a cy/b,a
=51 Van®, pUan"} = =S p ViUt = Spuped Vin'™, Uan®} = pUsVan®,
tako da nam nakon pokracivanja za transformaciju prva dva ¢lana u H,, preostaje
c,d 1 c,d b, a
{Ho + pVin®, Q@ = =5 poped Vin®, Ugn"} = 0.
Time je cijeli hamiltonijan H, invarijantan na transformacije generirane s 2. BRST

transformacija je kanonska transformacija na proSirenom faznom prostoru, stoga

ee eV

calto) = Calto) = calt1) = €u(t1) = 0. Neka je parametar u transformaciji (C.12)
jednak p = [ dt (¢ — ). Ovo ostavlja akciju invarijantnom, a u funkcionalnoj mjeri

daje Jacobian

Dy = Dg(1 + / dt (' — 0, Q).

koji za male ¢’ — ¢y daje Z, = Z,,. Zbog nilpotentnosti vrijedi exp(Qu) = 1 + Qu, pa

nam ova metoda omogucava i konac¢ne promjene u V.

Dodatak D Picard-Lefschetzova integracija

Razmotrimo integral / s analiticnim eksponentom u integrandu,

I = / dx @)
2

U slucaju da je ¢(x) realna funkcija, ovaj integral nije apsolutno konvergentan. Zbog

toga i zbog oscilacija integranda ovakav integral tesko je izvrijedniti. Ideja Picard-
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Lefschetzove integracije je da analiti¢ki produljimo funkciju ¢ na kompleksnu ravninu
i onda iskoristimo Cauchyjev teorem da integracijsku konturu deformiramo u C, onu
po kojoj nema oscilacija i magnituda konvergira. Neka je onda ¢(z) : C* — C i neka
je z = at +i2?, te ip(z) = u(atl,2?) + iv(x!, 2?). Primijetite da [e'®| = ¥, pa za
smiriti oscilacije Zelimo v priblizno konstantnim duz C, dok u odreduje magnitudu

integranda. Za funkciju © mozZemo definirati silagni tok, pomoc¢u parametra \.

dx’ . ou

@t D.1

dA oz’ (D-1)
Na takvom toku funkcija u se smanjuje, jer % = 2w da’ — _ii9,y9;u.'> Da bismo

mogli definirati smjer u kojem se najbrze smanjuje potrebno je izabrati definiciju za
metriku 7. Neka odgovara obi¢nom Euklidskom prostoru, tako da su komponentne
metrike 7 = ¢;;. Koriste¢i Cauchy-Riemannove jednadzbe vidimo da je na ovakvom

toku funkcija v konstantna, pa nemamo oscilacija.

d_v_(%d_xi_ @%C,_R.avav_ﬁv(%_o
d\  Oxt d\ - Ort Ozt Oxr' 0x2  0x20x!

Stoga, integrand ¢ na silaznom toku ne oscilira, ve¢ se monotono smanjuje i to
na najbrzi mogudi nac¢in. Analogno moZzemo definirati i uzlazni tok, samo s pozi-
tivnim predznakom u (D.1). Silazni i uzlazni tokovi sijeku se u sedlenim tockama,
oznacimo ih s indeksom sigma o. Tada silazni tok iz te sedlene tocke oznacavamo
s J,, a uzlazni tok s K,. Skup svih silaznih tokova jedne sedlene toc¢ke nazivamo
Lefschetzovim naprskom (eng. Lefschetz thimble). Moguce je da se 7, iz jedne tocke,
podudara s K, iz druge tocke. To se dogodi kada je funkcija ¢(z) realna za sve
realne z i tada svaka kompleksna sedlena tocka dolazi sa svojim konjugiranim pa-
rom. Imaginarni dio eksponenta v je onda jednak u obje konjugirane sedlene tocke,
dok je realni opcenito razli¢it. Odredivanje integracijske konture zahtijevati ¢e da
jedinstveno identificiramo sve tokove. Stoga, degeneraciju uklanjamo uvodeci malu
perturbaciju u eksponent i definirajuci integracijsku krivulju u limesu kada pertur-
bacija is¢ezava. U spomenutom slucaju, dolazi do degeneracije zbog realnosti ¢, pa
nam je potrebna imaginarna perturbacija. Kada se uklone sve ovakve degeneracije

ostaje nam injekcija izmedu sedlenih tocki o i (7, KC, ). Tada za broj sjeciSta mozemo

15Metrika v% treba biti pozitivno definitna da bi se v smanjivala.
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pisati

Il’lt(jg, ]Cg/) = (SJU/. (DZ)

Ovaj broj je topoloska konstanta, odnosno nece se promijeniti ako deformiramo in-
tegracijsku krivulju nazad u originalnu, realnu domenu 2. Cilj nam je definirati

integracijsku krivulju tako da je sacinjena od Lefschetzovih naprstaka, tj.

c=3 n,J. (D.3)

gdje n, € {—1,0,+1} brinu o orijentaciji krivulja. Presijecanjem izraza za C s uzlaz-

nim tokom dobivamo
Int(C, KC,) anxlnt (T, Ko) = anféala = ng.
Iz topoloske invarijantnosti broja presjecista slijedi
ne = Int(C, KC,) = Int(Z2, K,). (D.4)

Prema tome nuzan i dovoljan uvjet da 7, bude bitan za integraciju, je da postoji
uzlazni tok K., iz iste sedlene tocke, koji presijeca originalnu integracijsku krivulju.
Nakon pronalaska potrebnih tokova ¢inimo integracijsku petlju koja sadrzi i origi-
nalnu domenu & i Lefschetzove naprstke C. Dokazujuéi da integrali po suvislim

dijelovima petlje ne doprinose slijedi,

I:/dxe z)—an/ dx @), (D.5)

Demonstrirajmo postupak na primjeru integrala kojeg smo koristili u poglavlju 6.

Neka je f(NN) holomorfna funkcija u N,

1= [ s (D.6)

o+ VN
Integrand ima singularitet u N = 0, co i integraciju vr§imo upravo izmedu njih. Kon-
turu deformiramo u sumu po Lefschetzovim naprstcima, prvi i zadnji od kojih sijeku
realnu N os, pod nekim kutem razli¢itim od nule, pa trebamo dokazati da su integrali

po lukovima oko singulariteta iScezavajuc¢i. Neka je zatvorena kontura kao na slici
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ispod. Prvi od lu¢nih integrala ide oko singulariteta u N = 0. Postavimo N = Nye?,

4

-1

-1 ] 1 2 3 4 5

Slika D.1: U plavoj boji oznacena je originalna domena integracije &, a u crvenoj
kontura po Lefschetzovim naprscima C. Zelene konture odnose se na integrale po
lukovima I, i [;.

gdje je Ny neka mala realna konstanta, pa integral postaje

9o ‘ .
Iy = lim i / df ¢/SNoe) /.
0

N()*)O

gdje je 6y kut pod kojim Lefschetzov naprstak ¢ini kada prilazi ishodistu. Akcija (6.25)

je blizu ishodi$ta dominirana zadnjim ¢lanom, prema tome postavljamo S(N) = =,

6o 1
Iy = ]\l](i)riloz'/o df exp (N—Oh(—i cos — sinf)).

Kut 6, pronalazimo iz uvjeta da je realni dio akcije konstantan (ovdje imaginarni dio

eksponenta), Sto u limesu iScezavajuceg N, daje

. cosby
lim

No—0 Ny

=konst. — fp= g

Apsolutna vrijednost integrala I, manja je od integrala apsolutne vrijednosti inte-
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granda pa slijedi

. 3 —sin 6
| Io| g]%glo\/No/o df exp ( N ) =0.

Zbog domene kuta ¢ eksponent je uvijek negativan. Integral oko singulariteta u
ishodiStu ne doprinosi integraciji. Slicno mozemo napraviti i u suprotnom limesu.
Tada najveéi doprinos akciji ¢ini prvi ¢lan, pa neka je S(N) = N®i N = Nje?. Uvjet
za kut 0, kojeg naprstak zatvara s realnom pozitivhom osi u beskonacnosti je isti kao

prije nekoliko redaka

lim N7 cos(30y) = konst. — 6y = T
Ni—o0 6

Za integral [; vrijedi

s N3
|| < lim \/N1/6 df exp (— —*sin(36)) = 0.
Nl—)OO 0 FI,

Jos jednom zbog domene kuta 6 integral je sigurno nula. Ovaj dokaz lako se poopci
na druge oblike akcije. Oboje I, i I; ne doprinose integralu po zatvorenoj konturi. Na
taj nacin integral po Lefschetzovim naprscima, uz pravu orijentaciju, postaje jednak

originalnom integralu po pozitivnoj realnoj osi.
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