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Uvod

U matematici je kroz povijest postojao niz problema, a jedan s kojim su se mnogi susreli
u svom obrazovanju je problem najkraceg puta. To je problem kojim su se matematicari
bavili u dvodimenzionalnom prostoru, medutim, postoji slican problem u trodimenzional-
nom prostoru koji takoder nije ostao nezapazen. Radi se o problemu najmanje povrSine.
Pri rjeSavanju tog problema svjetski matematicari trazili su plohe koje bi imale najmanju
povrsinu za iste uvjete kao i druge plohe. Tu dolazimo do pojma minimalnih ploha. Po-
vijest minimalnih ploha seze iz 1760.-ih kada je talijansko-francuski matematic¢ar Joseph-
Louis Lagrange trazio plohe koje su graf funkcije i na dijelu omedenom zadanom zatvo-
renom krivuljom imaju najmanju povrSinu. Pritom je izveo Euler-Lagrangeovu jednadZbu
koju svaka minimalna ploha zadovoljava, ali ipak nije uspio naéi rjeSenja. Minimalna ploha
parametrizirana je u obliku (x, y, f(x,y)), a spomenuta nelinearna parcijalna diferencijalna
jednadzba glasi:
A+ fOfex =2ffify + L+ D1y =0

Osim njega, u to vrijeme mnogi matematicari su pokusali naci rjeSenje, ali nisu uspjeli. Na-
kon toga, 1776. francuski matematiar Jean Baptiste Meusnier otkrio je katenoid 1 helikoid
kao netrivijalna rjeSenja. Kao trivijalno rjeSenje dobivena je ravnina. Zatim je sredinom
19. stoljeca belgijski fizicar Joseph Antoine Ferdinand Plateau proveo veliki broj opseznih
pokusa koristec¢i opnu od sapunice razapetu na Zicu savijenu u zadanu prostornu krivulju.
Kasnije je mjerenja koja je vrsio pri pokusima iskoristio kao provjeru svojih teorijskih re-
zultata. Jedno od vaZnijih otkrica bila je pretpostavka da sve zatvorene krivulje koje ne
presijecaju niti diraju samu sebe, mogu biti sadrzane u minimalnoj plohi. Iako se Lagrange
prvi iskuSao u pronalasku spomenutih ploha, taj problem dobio je ime upravo po belgij-
skom fizicaru ¢iji je rad bio najznacajniji na tom polju, te je nazvan Plateauov problem.
Danas se mnogi odvojeni problemi svrstavaju pod “Plateauov problem” iako se Plateau
zapravo bavio samo traZenjem ploha minimalne povrSine koje imaju zadanu krivulju kao
rubni uvjet. Nakon dugog niza godina pokuSaja rjeSavanja problema, 1931. godine do
rjeSenja dolaze americki 1 madarski matematicari Jesse Douglas 1 Tibor Rado. Oni su do
rjeSenja dosli neovisno jedan o drugome i to razli¢itim metodama. Rado je svoju metodu
temeljio na radu francuskog matematicara Renea Garniera, dok je Douglas do svojih re-
zultata doSao samostalno. Za te iste rezultate, 1936. godine Douglas dobiva Fieldsovu
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SADRZAJ 2

medalju, to jest iste godine kada se i pocela dodijeljivati. Fieldsova medalja najprestiZnija
je nagrada u matematici te ju se usporeduje s Nobelovom nagradom. Rado i Douglas su
pokazali matemati¢ku egzistenciju minimalne plohe omedene zadanom krivuljom, ali su
vrlo malo rekli o njenim geometrijskim svojstvima.

U ovom radu naglasak je stavljen na teoriju minimalnih ploha, a govori se 1 o njithovim
primjenama. Rad je rasporeden u Cetiri poglavlja. U prvom ¢emo se upoznati s bitnim
teoremima 1 definicijama vezanim za krivulje i plohe kako bi bili upoznati sa svim pojmo-
vima ulazec¢i u drugo poglavlje. U tom poglavlju saznat ¢emo ponesto o teoriji minimalnih
ploha, njenoj poveznici s kompleksnom analizom, a ujedno i o Weierstrass—Enneperovoj
reprezentaciji. U treCem poglavlju fokusiramo se na dvije najpoznatije minimalne plohe,
helikoid i katenoid, na njihova svojstva te primjenu u arhitekturi. Cetvrti dio rada rezervi-
ran je za ostale minimalne plohe, izuzev helikoida i katenoida. Sve vizualizacije u prvom,
treCem 1 Cetvrtom poglavlju napravljene su u Mathematici.



Poglavlje 1

Osnovne definicije i pojmovi

1.1 O Kkrivuljama
Definicija 1.1.1. Glatko preslikavanje s otvorenog intervala I = {(a,b) C R u R"
c:{a,by - R"
nazivamo (parametrizirana) krivulja ¢ u R".
Za krivulje u R? piSemo c(r) = (x(2), y(?), z(£)) pri emu su x(¢), y(¢), z(t) koordinate

krivulje. Prve dvije derivacije krivulje po ¢ su

dc NP
E(t) = (1) = (x(0), y(1), 2(0)),

d2
d_;(;) = (1) = (&), (1), (1))

Definicija 1.1.2. Ako vrijedi
c(t)y#0, tel,

tada krivulju ¢ : I — R" nazivamo regularnom. Ako za tocku krivulje vrijedi ¢(t) = 0, tada
Jje nazivamo singularnom.

Iz ove definicije mozemo zakljuciti da regularna krivulja ima tangentu u svakoj tocki
Sto ¢e nam biti korisno za idu€u definiciju.

Definicija 1.1.3. Neka je ¢ : I — R" regularna krivulja. Tangencijalni vektor ili vektor
brzine krivulje ¢ u tocki c(t) je vektor ¢(t), dok funkciju ||¢(t)|| zovemo brzinom krivulje ¢ u
tocki c(t). Ukoliko vrijedi

le@ll =1, t €1,

3



POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I POIMOVI 4

tada za krivulju kaZemo da je jedinicne brzine ili da je parametrizirana duljinom luka.
Pravac koji prolazi tockom c(t) i kojemu je ¢(t) vektor smjera nazivamo tangentom krivulje
¢ u tocki c(1).

Kada promatramo razne krivulje, nije uvijek lako izracunati udaljenost dvije tocke na
krivulji po toj istoj krivulji. Pocetna ideja bi bila izmedu te dvije tocke dodati joS tocaka,
spojiti ih te izraCunati zbroj duljina duZina. Naravno, u tom slucaju dobili bismo aproksi-
maciju koja bi bila to¢nija s ve€im brojem tocaka. Analogno dolazimo do pojma odredenog
integrala, a to ¢e nam koristiti za iducu definiciju.

Definicija 1.1.4. Funkcija duljine luka krivulje c od tocke c(ty) je funkcija s

s(t) = f llc@)l| du, ty € 1.

b
S=f llc@)l| du

naziva se duljina luka krivulje c : {a,b) — R"

Realan broj

Definicija 1.1.5. Ako postoji glatki difeomorfizam ¢ : I — I za koji vrijedi
¢ =codg,

tada (parametriziranu) krivulju ¢ : I — R" nazivamo reparametrizacijom (parametrizi-
rane) krivulje ¢ - I — R" tj. &) = c(¢(D) = c(t),fe I,t € I.

Kada pokusavamo shvatiti pojam zakrivljenosti krivulje, onda nam je za pocetak intu-
itivno da je pravac krivulja zakrivljenosti 0. Isto tako, laicki reCeno, zakrivljenost bismo
mogli opisati kao veli¢inu koja nam govori koliko pravac ne sadrzi neku krivulju.

Definicija 1.1.6. Neka je ¢ : I — R? krivulja parametrizirana duljinom luka s. Definiramo
zakrivljenost (fleksiju) krivulje c u tocki c(s) kao k : I — R, k(s) = ||lc”(s)]|.

Propozicija 1.1.7. Neka je ¢ regularna krivulja u R parametrizirana opéim parametrom
t. Njena zakrivljenost je dana sljedecim izrazom:

_ lle@) x @l
lle@IP

Definicija 1.1.8. Neka je ¢ : I — R krivulja parametrizirana duljinom luka. Polje T(s) =
c’(s) zovemo jedinicno tangencijalno polje od c. Polje vektora glavnih normala je

C/I (S)

ROk

k(1)

N(s) c’(s) #0,
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dok polje binormala definiramo kao

B(s) = T(s) X N(s).

3

() l€ je poznata pod

U tom slucaju (T(s), N(s), B(s)) je desna ortonormirana baza od R
nazivom Frenet-ov trobrid krivulje c.

T i N su okomiti te ¢emo to i pokazati. S obzirom da je ¢ parametrizirana duljinom
luka, znaci da vrijedi
c(s)-c'(9) = I ®IP =1,

iz ¢ega nakon deriviranja imamo 2c¢’(s) - ¢”’(s) = 0 pa tvrdnja slijedi. Potrebno je pokazati
i da je polje B jedini¢no. Znamo da su (jedini¢na) polja 7 i N okomita pa slijedi

IB(II = IT'(s) x N()Il = IT(OIIIN(s)II sin £(T'(s), N(s)) = 1.

Napomena. Polje N definirano je samo za krivulje koje zadovoljavaju c”’(s) # 0. Takve
krivulje nazivamo dopustivima.

Definicija 1.1.9. Definiramo torziju krivulje ¢ parametrizirane duljinom luka u tocki c(s)
kao funkciju T : I — R za koju vrijedi

7(s) = =N(s) - B'(s)

Definicija 1.1.10. Regularna krivulja c : R — R? je zatvorena ako postoji pozitivna kons-
tanta a € R za koju je c(t + a) = c(t), za sve t € R. Najmanja konstanta za koju to vrijedi
naziva se periodom krivulje c.

Definicija 1.1.11. Zatvorena krivulja c : R — R? s periodom a za koju vrijedi c(t) = c(t")
Jje jednostavna ako i samo ako je t' —t = ka, za neki k € Z.

Kao netrivijalni rezultat topologije imamo teorem o Jordanovoj krivulji koji kaze da
svaka jednostavna zatvorena krivulja u ravnini ima unutrasnjost i vanjstinu. To jest, skup
to¢aka koje nisu tocke krivulje je disjunktna unija dva podskupa od R? sa svojstvima:

1. unutrasnjost int(c) je ogranicen skup,
2. vanj$tina ext(c) je neogranicen skup,

3. unutrasnjost int(c) i vanjStina ext(c) su povezani skupovi, Sto znaci da svake dvije
tocke iz istog skupa se mogu povezati krivuljom koja je cijela sadrzana u tom skupu.
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1.2 O plohama

Definicija 1.2.1. Ako za svaku tocku p € S postoji otvorena okolina V € R? i preslikavanje
x:U — VNS sotvorenog skupa U C R? koje je

e homeomorfizam otvorenih skupova,
e glatko preslikavanje

tada za podskup S C R® kaZemo da je ploha. U slucaju da je i diferencijal preslikavanja x
injektivan, za plohu kaZemo da je regularna (1j. da je X regularno).

Preslikavanje x : U — V NS zadano s
x = x(u,v) = (x(u,v), y(u, v), z(u,v)), (u,v) € U

nazivamo lokalna parametrizacija.
Naziv za lokalnu parametrizaciju koji takoder koristimo je koordinatna karta. Pogledajmo
sada primjere nekih ploha.

Ravnina

Neka su a, b € R? nekolinearni vektori. Ravnina je parametrizirana s x(u, v) = au + bv +
c,u,v € R, gdje je ¢ konstantni vektor u R.

Sfera

(Jedini¢na) sfera zadana je s: S? = {(x,y,z) € R® : x* + y? + z> = 1}, i primjer je regularne
plohe.

Rotacijske plohe

Ako zarotiramo neku ravninsku krivulju oko pravca koji ne sijece krivulju u toj ravnini
dobit éemo plohu. Tu plohu nazivamo rotacijskom plohom. Krivulju koju smo rotirali
nazivamo generatrisom plohe, a pravac oko kojeg krivulja rotira osi rotacije.

Primjerice, ako zarotiramo hiperbolu y> — z> = 1 oko z-osi dobit ¢emo jednoplo$ni
rotacijski hiperboloid ¢ija jednadzba glasi

f(AN2+y2, ) =x*+y* =72 = 1.
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Slika 1.1: JednoploSni rotacijski hiperboloid

Pravcaste plohe

Neka je ¢ : I — R regularna krivulja, dok je e = e(u) jedini¢no polje duz c. Jednostavna
ploha koja je parametrizirana s

x(u,v) =c(u) +ve(u), uecl, veR,

naziva se pravcastom plohom.

Jedan primjer pravcaste plohe je jednoplosni hiperboloid. Kada bi zarotirali neki
pravac oko njemu mimosmjerne osi dobili bismo upravo ovu pravc€astu plohu. Ona ima
parametrizaciju:

x(u,v) = (acosu — avsinu,bvcosu + bsinu, cv)
koju moZemo zapisati i ovako
x(u,v) = (acosu,bsinu,0) + v(—asinu, bcos u, c).
Mbobiusova traka je pravcasta ploha definirana jednadzbom
x(u,v) = (cosu + vcos(u/2) cosu, sinu + vcos(u/2) sin u, v sin(u/2)) (1.1)

$to se moze vidjeti na Slici[I.3]

Cilindric¢ne plohe su plohe koje opisuju pravci (zvani izvodnice ili generatrise) kada
klize duz zadane krivulje (zvane ravnalica ili direktrisa), a da pritom ostaju stalno istog
smjera. Zadane su s

x(u,v) = c(u) + ve,
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Slika 1.2: Jednoplosni hiperboloid

Slika 1.3: Mobiusova traka

pri ¢emu je ¢ regularna krivulja, a e konstantno jedini¢no polje duz c.
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Slika 1.4: Cilindri¢na ploha

Konusne plohe parametrizirane su s:
x(u,v) = p + ve(u)

pri ¢emu je p fiksna tocka. Napomenimo da toc¢ka p ne pripada konusu.
Tangentna ploha je ploha zadana s:

X(u,v) = c(u) + vc'(u),

pri ¢emu je c regularna krivulja parametrizirana duljinom luka.

Translacijske plohe

Translacijske plohe nastaju gibanjem jedne krivulje po drugoj. Preciznije, neka su c;(u)
1 c2(v) dvije regularne krivulje. Translacijska ploha je jednostavna ploha koja dopusta
parametrizaciju

x(u,v) = c1(u) + c,(v).

Krivulje ¢;(#) 1 c2(v) nazivamo generatrisama plohe.
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Slika 1.5: Konusna ploha

Na primjer, kruzni cilindar je translacijska ploha koja nastaje gibanjem pravca po
kruZnici ili obrnuto.

Kada govorimo o glatkim krivuljama na plohi, govorimo o krivuljama kojima je kodo-
mena ploha, a ne otvoreni podskup od R?.

Definicija 1.2.2. Glatko preslikavanje ¢ : I — S,I C R, nazivamo glatkom krivuljom na
plohi. Takoder, za preslikavanje ¢ : I — S kaZemo da je glatko u slucaju da je preslikavanje
x'oc:I— U glatko, za neku kartux : U — S, c(I) C x(U).

Glatke krivulje pomazu nam u proucavanju ploha, a samim time i u proucavanju tan-
gencijalnog vektora na plohu i tangencijalne ravnine.

Definicija 1.2.3. Neka je S regularna ploha i p € S. Definiramo tangencijalni vektor u
toc¢ki p kao vektor v, € T,R? za koji postoji krivulja c : 1 — S, takva da je

c(0)=p, 0)=v,.
Skup T,S je skup svih tangencijalnih vektora u p.

Taj skup 7, dimenzije je 2 i potprostor je skupa 7,R*. Potprostor 7,S nazivamo i
tangencijalnom ravninom plohe S u tocki p.
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Definicija 1.2.4. Bilinearan funkcional I : T,S X T,S — R koji je simetrican i definiran s
I(v,,wy) =v,-w),

nazivamo prva fundamentalna forma plohe S u tocki p € S. Isto tako, pridruZenu kvadratnu
formul :T,S — R
Iv,) =v,-v,

nazivamo prvom fundamentalnom formom.

Definirat ¢emo fundamentalne veliine prvog reda plohe S. Zapisujemo prvu funda-
mentalnu formu u karti x : U — x(U) C §. Neka je v, € T,S. U tom sluCaju postoji
krivulja ¢ : I — § takva da za nju vrijedi ¢(0) = p,c’(0) = v,. Neka je p = X(up, vo).
Krivulju ¢ moZemo prikazati u karti

c(?) = x(u(1), v(1)),
te moZemo pisati
vp = ¢(0) = X (o, vo)u'(0) + X, (ug, vo)v'(0).

To znaci da vrijedi
1(vy) = v - v, = X (o, vo) (' (0))* + 2%, (utg, vo) - X, (ttg, vo)ut' (0)'(0) + X (utg, vo)(v' (0))?.

Na kraju definiramo funkcije E, F,G : U —» R

E=x3, F=x,-%X, G=x.
Te funkcije s oznakama E, F, G nazivamo fundamentalnim veli¢inama prvog reda plohe S
ukartix: U — R%.
Neka je S regularna plohaix : U — S karta. Znamo da je tangencijalna ravnina 7S
plohe S u tocki p ravnina koja je razapeta vektorima x,, X,. Definiramo jedini¢ni vektor
normale te ravnine kao vektor za koji vrijedi:

X, X X,
n=—.
lIx X x|
Taj vektor nazivamo standardnim jedinic¢nim vektorom normale Karte X.

Definicija 1.2.5. Ako za svaku funkciju prijelaza izmedu razlicitih karata vrijedi det(J) >
0, onda kaZemo da je ploha orijentabilna.

Za takvu plohu postoji standardni (kanonski) izbor jedini¢ne normale u svakoj tocki.
Njega moZemo dobiti preko jedini¢nog vektora normale karata od S. Tako na § definiramo
glatko, jedini¢no normalno polje i tada za S kazemo da je orijentirana.
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Definicija 1.2.6. Neka je S regularna ploha parametrizirana s x : U — R3. Gaussovo
preslikavanje je preslikavanje koje definiramo kao

) X, X X,
n:U—-S° nu,v)= ———.
[Ix, X Xl

Gaussovo preslikavanje je na orijentiranoj plohi neprekidno i definirano na cijeloj plohi.
Sada ¢emo prouciti promjenu jedini¢nog normalnog polja plohe.

Definicija 1.2.7. Operator oblika plohe S u tocki p je preslikavanje S, : T,S — T,R?
definirano s

Sp(vp) = _Dvpn(p)-

Njega nazivamo i Weingartenovim preslikavanjem.

Napomena. Neka je f glatka funkcija takva da f : U — R,U C R? otvoren i p,v € R>.
Realan broj

D) = (- F(p+ )O)
zovemo usmjerena derivacija funkcije f u smjeru vektora v u tocki p.
Imamo da je S (orijentirana) plohaidaje S, : T,S — T,S operator oblika plohe od §.
Definicija 1.2.8. Funkciju K : S — R definiranu s
K(p) = det§,

nazivamo Gaussova zakrivljenost plohe S u tocki p, dok funkciju H : S — R definiranu s
H(p) = ! trsS,
2
nazivamo srednja zakrivljenost plohe S u tocki p.
Operator oblika plohe je simetri¢an §to znaci da za njega vrijedi:
S,V)-w=v-§,w),v,weT,S.

S obzirom da je S, simetri¢an operator, to znaci da postoji ortonormirana baza od 7),S u
kojoj § , ima dijagonalnu matricu kao matri¢ni prikaz. Oznacimo tu bazu s e, e,. U tom
slucaju vrijedi

Sp(er) = ki(pler, S p(e2) = ka(p)ez,

S = ki(p) 0
PV 0 k(p)
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Glavne zakrivljenosti plohe S u toCki p su svojstvene vrijednosti k(p), k»(p) operatora S ,
dok vektore e, e, nazivamo (jedini¢nim) glavnim vektorima.
Jasno je da vrijedi

1
K(p) = ki(pka(p).  H(p) = 5(ki(p) + kap))-

Kasnije ¢emo vidjeti da za minimalne plohe (H = 0) vrijedi da je k; = —k;.
Predznak Gaussove zakrivljenosti daje nam informaciju o to¢kama plohe. Zato nam je
bitna sljedeca klasifikacija tocaka plohe:

1. Tocka p € S je elipticka ako za nju vrijedi da je K(p) > 0. Glavne zakrivljenosti
ki, ky u toj toCki su istog predznaka. Posebno za tocke plohe za koje je k; = k;
kazemo da su pupcaste. Za puplaste tocke vrijedi: H> = K.

2. Tocka p € S je hiperbolicka ako za nju vrijedi K(p) < 0. Tada su glavne zakrivlje-
nosti ki, k, razlicitih predznaka. Primjerice, svaka tocka jednoploSnog hiperboloida
1 helikoida je hiperbolicka.

3. Tocka p € S je parabolicka ako za nju vrijedi K(p) = 0. Barem jedna glavna zakriv-
ljenost ki, k; je u tom slucaju jednaka 0. Sada imamo dva slucaja:

a) Tocno jedna glavna zakrivljenost je jednaka 0. Primjer takve toCke je svaka
toc¢ka kruznog cilindra.

b) U slucaju da su obje glavne zakrivljenosti jednake 0, takvu to¢ku nazivamo rav-
ninskom ili to¢kom spljoStenosti. Primjer takve tocke je svaka tocka ravnine.

Definicija 1.2.9. Ploha S je plosnata ako za svaku tocku p plohe S vrijedi da je K(p) = 0.
Ako za svaku tocku p plohe S vrijedi H(p) = 0, onda za plohu S kaZemo da je minimalna.
Ploha S je konstantne zakrivljenosti ako vrijedi da je K(p) = const. za svaku tocku p
plohe.

Plosnate plohe reprezentiraju ravnina, cilindri¢na ploha i tangentna ploha. Poznatiji
primjeri minimalnih ploha su helikoid i katenoid, a malo manje poznate primjere upoznat
¢emo u posljednjem poglavlju. Sfera 1 pseudosfera su primjeri ploha konstante zakrivlje-
nosti.

Definicija 1.2.10. Bilinearan funkcional II : T,S XT,S — R koji je simetrican i definiran
s
HE,,w,) =S8,1,) - w,
naziva se druga fundamentalna forma plohe S u tocki p € S. PridruZena kvadratna forma
1:7,5 >R
HH(v,) =S ,(vp) v,
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isto tako se naziva drugom fundamentalnom formom.

Zapisujemo drugu fundamentalnu formu u Karti x : U — R’. Neka je v, € T,S. Tada
postoji krivulja ¢ : I — § takva da za nju vrijedi da je ¢(0) = p,c’(0) = v,. Neka je
p = X(ug, vo). Krivulju ¢ mozemo prikazati u karti kao

c(t) = x(u(®), v(1)).
S obzirom da vrijedi
vy = ¢'(0) = X, (uo, vo)u' (0) + X, (ut, vo)v'(0),
moZemo pisati

H(v,) =S v,
=S p(Xu(U0, v0)) - X (ttg, vo) (@ (0))* + S (X, (U0, v0)) - X, (tto, vo)ut' (0)v'(0)
+X, (U0, V0) * S (X, (U0, v0))u (O (0) + S (X, (1o, o)) - X, (14, vo)(V'(0))>.

Definiramo funkcije L, M,N : U — R kao

L =S5 ,(x,(up, vo)) - X, (u0, Vo),
M =S ,(x,(uo, vo)) - X,(tt0, vo) = X, (0, Vo) - S p(X,(t40, v0)),

N =S (x,(u0, vo)) - X, (Uo, Vo).
Te funkcije L, M, N se nazivaju fundamentalnim veli¢inama drugog reda plohe S u karti x.

Propozicija 1.2.11. Imamo da je x : U — R? karta za plohu S, i E; F;G; L; M; N funda-
mentalne veli¢ine prvog i drugog reda s obzirom na kartu xX. Formule

_ LN - M?

~ EG-F?’
o EN —2FM +GL

 2EG-F?

(1.2)

(1.3)

tada vrijede za Gaussovu i srednju zakriviljenost.

Napomena. U nazivniku gornjih formula nalazi se izraz
W?:= EG - F* (1.4)

koji nazivamo Weingartenova funkcija.
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Neka je n(u, v) jedini¢ni vektor normale i neka su (£, F, G) te (L, M, N) fundamentalne
veli¢ine prvog odnosno drugog reda. Weingartenove jednadzbe nam daju prvu derivaciju
jedini¢nog vektora normale u tocki P izrazenu preko tangencijalnih vektora x,, i X,:

FM -GL FL-EM
n, = X, + X,,
EG - F? EG - F?
FN -GM FM - EN
n, = X, + X,.
EG — F? EG — F?

(1.5)

Definicija 1.2.12. Realan broj

S,(v,) v

k(vp) _ 2y p
Vp Y

nazivamo normalnom zakrivljenos¢u plohe S u tocki p u smjeru tangencijalnog vektora v,,.

Ako su vektori v,, w, kolinearni, onda imamo da su normalne zakrivljenosti plohe u
smjeru tih vektora jednake. Zaista, ako je v, = Aw,, tada je

S,(wp) - w, _ S,(vp) - v, B /lep(vp) "V

k = = =
(5) Wy Wy Av, - Ay, v, v,

= k(vp).



Poglavlje 2

Minimalne plohe

Kao $to smo ve¢ vidjeli u uvodnom poglavlju, Plateauov problem postavlja pitanje prona-
laska plohe minimalne povrSine ako imamo zadanu (zatvorenu) krivulju koja omeduje tu
plohu. S druge strane, u Definiciji [I.2.9 smo vidjeli da za neku plohu kazemo da je mini-
malna ako je njena srednja zakrivljenost u svakoj tocki jednaka nuli. Sada ¢emo pokazati
da su plohe ¢ija je srednja zakrivljenost jednake nuli upravo plohe koje rjeSavaju Plateauov
problem, tj. plohe minimalne povrSine.

2.1 Normalna varijacija i povrSina plohe

Prisjetimo se definicije povrSine plohe (ili dijela plohe) pomocu ploSnog integrala.

Definicija 2.1.1. Neka je S regularna ploha uR? i x : U — S regularna karta. Ako je Q
ogranicen podskup od U, tada je povrsina od X(Q) dana s:

A(X(Q)) = ff X % X, [| dudv. (2.1)
0

Koristeci definiciju koeficijenata prve fundamentalne forme, formulu za povrSinu moZemo
zapisati 1 na sljedeci nacin:

A(x(Q)) = ff X X x,|| dudv
0

= ff \/(Xu X Xv) ' (Xu X Xv) dudy
0

= ff \/(Xu : Xu)(xv : Xv) - (Xu : Xv)zdudv
0

= ff VEG — F? dudv.
0

(2.2)

16
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Zelimo istraziti kako se povrsina plohe mijenja s obzirom na male perturbacije, a naj-
jednostavnije perturbacije su perturbacije u smjeru okomitom na plohu, odnosno u normal-

nom smjeru. Odatle dolazi motivacija za sljedecu definiciju.

Definicija 2.1.2. Neka je x : U — R3 regularna karta i Q C U ogranicen skup. Neka je
h : Q — R diferencijabilna funkcija i € > 0. Nadalje, neka n oznacava jedinicno vektorsko
polje takvo da je n(u,v) okomito na x(u, v), za sve (u,v) € U. Tada je normalna varijacija

od x i Q, odredena s h, preslikavanje
X: (- x Q0 — R,

zadano s
X (u,v) = x(u, v) + th(u, v)n(u, v),

za(u,v)e Qite(—¢,¢&).

(2.3)

Iz prethodne definicije slijedi da je X’ karta za svaki ¢ takav da je —& < t < & za dovoljno

mali €.
Neka su
E®t) =X -X,
F(n) =X, X,
G(n) =X, -X!,

fundamentalne veli¢ine prvog reda za X'. Jasno je da vrijedi
E=EQ0), F=F©O0 1 G=G(),

dok je povrsina od X'(Q) dana s

A = f f VE®G(1) — F(1)? dudbv.
o

Lema 2.1.3. Vrijedi
A'(0)=-2 fth VEG — F? dudyv,

pri cemu H oznacava srednju zakrivljenost plohe S .

Dokaz. Deriviranjem (2.3)) po u i v dobivamo:

X! =x, + th,n + thn,,
X' = x, + th,n + thn,.

(2.4)

(2.5)
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Rac¢unamo,
E() =X, -X|
= (x, + th,n + thn,) - (X, + th,n + thn,)
= E + 2thx, - n, + O(#)
= E - 2thL + O(#%),
gdje smo koristili da je
L=-x,-n,.
Sli¢no se dobije da je
F(t) = F = 2thM + O(#%),
G(t) = G — 2thN + O(#).

Koristeci gornje izraze imamo:

EG(f) — F(t)* = (E — 2thL + O(t*))(G — 2thN + O(?)) — (F — 2thM + O(£*))?
= EG — F? = 2th(EN = 2FM + GL) + O(#*)
= (EG - F>)(1 - 4thH) + O(t%),

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili (I.3). Stoga je

VEG®) — F(1)* = V(EG — F?)(1 — 4thH) + O(?)
= VEG — F2+\/(1 - 4thH) + O(?)
= VEG — F(1 - 2thH) + O(%).

Uvrstavanjem prethodno dobivenog u (2.2), slijedi da je
A(r) = f f VEG - F2(1 - 2thH) + O(t*) dudv
0
= f f VEG - F? dudv - 2t f f hHVEG - F* dudv + O(t%).
0 0

Deriviranjem po ¢ te uvrstavanjem ¢ = 0, dobivamo da je

A'(0)=-2 ff hHVNEG - F?dudv. (2.6)
Q
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Teorem 2.1.4. Nekajex : U — R i Q C U ogranicen skup. Tada je x(Q) minimalna ploha
ako i samo ako je A’(0) = 0 za normalnu varijaciju od X i Q s obziromna h : Q — R.

Dokaz. Neka je ploha minimalna. Tada je po definiciji H = 0 pa uvrStavanjem u
(2.0) slijedi da je A’(0) = 0 za svaki A.

Obratno, neka je A’(0) = 0 za svaku derivabilnu funckiju 2 : Q — R i pretpostavimo
da postoji p € Q takav da vrijedi H(p) # 0. Odaberimo funckiju A takvu da je
h(p) = H(p), s tim da je h jednaka nuli izvan okoline od p na kojoj je hH > 0. No,
sada iz (2.6) slijedi da je A’(0) < O Sto je kontradikcija s pretpostavkom. S obzirom
da je p proizvoljna, dio plohe parametriziran s X je minimalan.
O

2.2 Weierstrass — Enneperova reprezentacija

Kada razmis$ljamo o proucavanju ploha, naj¢esce to povezujemo s diferencijalnom geome-
trijom. Medutim, plohama se mozemo baviti koriste¢i 1 kompleksnu analizu. Weierstrass—
Enneperova reprezentacija nam kaze da se bilo koja minimalna ploha moZe prikazati pomocu
kompleksne holomorfne funkcije.

Za pocetak se prisjetimo pojmova iz kompleksne analize koji ¢e nam biti potrebni.

Definicija 2.2.1. Za funkciju f : Q — C kaZemo da je holomorfna ako je derivabilna i ako
Jje njena derivacija f' je neprekidna na Q. Za funkciju kazemo da je holomorfna u tocki zy
ako postoji okolina tocke zy na kojoj je f holomorfna.

Definicija 2.2.2. Neka je Q C C otvoren skup, a f : Q — C funkcija. KaZemo da je tocka
70 € Int Q = Q/9Q singularitet funkcije f ili da funkcija f ima u tocki zo singularitet, ako
u tocki zo funkcija f nije holomorfna ili uopce nije definirana u toj tocki.

Definicija 2.2.3. Za funkciju kaZemo da je meromorfna na otvorenom skupu Q c C ako
skup singulariteta nema gomiliste u Q) i ako su svi singulariteti ili uklonjivi ili polovi.

Sada ¢emo uvesti pojam izotermne parametrizacije.

Definicija 2.2.4. Neka je U C R? otvoren skup. Za parametrizaciju x : U — R? kaZemo
da je izotermna ako vrijedi

X, X, =X,-X, [ X,-%x,=0.
Vidimo da kod izotermne parametrizacije zapravo vrijedi

E=G 1 F=0
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stoga nije tesko vidjeti (koriste¢i formulu (I.3)) da je u tom slucaju srednja zakrivljenost

jednaka
N+ L

2E

Teorem 2.2.5. Ako je parametrizacija X izotermna, tada je

H =

Ax =x,, + X, = QEH)n.

Dokaz. Koristeéi rastave od x,,, 1 X,, po bazi {x,, X,, n} raCunamo:

(Bo B N (G G
X””+XW_(2EX” T “)+(2EX” T a “)
—(L+N)n
:2E(L+N)n
2E
= 2EHn.

Korolar 2.2.6. Ploha M sa izotermnom parametrizacijom X

x(u,v) = (x'(u, v), X (u, v), x> (u, v))

je minimalna ako i samo ako su x', x* i x> harmonijske funkcije.

Dokaz. Ako je M minimalna ploha, tada je H = 0 pa prema Teoremu [2.2.5] vrijedi
Ax = (2EH)n =0,

tj. x!, x> i x> su harmonijske funkcije. Obratno, ako su x!, x* i x> harmonijske funkcije,
tada je
Ax=x,,+Xx, =0

pa je prema Teoremu [2.2.5]
(2EH)n = 0.

S obzirom da je n normalni jedini¢ni vektor i £ = x, - X, # 0, tada mora vrijediti da je
H = 0 pa je M minimalna ploha. O

Korisno je prebaciti se iz standardnih koordinata u, v € R?> u kompleksne koordinate z i
z. Njihova veza dana je sljedec¢im formulama:

Z=u+1iv,
Z=u-—1iv,
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M_Z+Z
2_’
, ot
20

Nadalje mozemo definirati i kompleksne derivacije

o _1(d9 .0 9 _1(9 .0
0z 2\ou Yov )’ 0z 2\ou Yov )’

Definicija 2.2.7. Kompleksna derivacija parametrizacije x : U — R? je dana s

0 1
a—’z‘ = 300 = ix,). @.7)
Definiramo funkciju
o0x
¢ = (¢1, 92, ¢3) 1= 5 (2.8)
Z
Nije tesko za vidjeti da vrijedi
47 + 5+ ¢3) = X, - X, — X, - X, — 2iX, - X, = E = G — 2iF. (2.9)
Propozicija 2.2.8. Parametrizacija x : U — R? je izotermna ako i samo ako vrijedi
¢7+¢5+ ¢35 =0. (2.10)

Dokaz. Znamo da je parametrizacija izotermna ako vrijedi E = G 1 F = 0 pa tvrdnja
propozicije slijedi iz (2.9). ]

Korolar 2.2.9. Neka je x parametrizacija plohe M i neka je ¢ = g—’z‘ takva da je ¢* = 0.
Tada je ploha M minimalna ako i samo ako je ¢ holomorfna funkcija.

Dakle, zaklju¢ujemo da svaku minimalnu plohu mozemo opisati holomorfnom funkci-
jom @ = (&1, >, 3) za koju vrijedi ¢* = 0. Jedan od nadina da konstruiramo takvu funkciju
¢ je da uzmemo holomorfnu funkciju f i meromorfnu funkciju g za koje vrijedi da je fg>
holomorfna i definiramo:

| |
b1 = 3f1=). 2 = %f(l +8), ¢ = fg.

Teorem 2.2.10 (Weierstrass-Enneperova reprezentacija). Ako je f holomorfna na domeni
D, g meromorfna na D i fg* holomorfna na D, onda je minimalna ploha definirana para-
metrizacijom

X(z,2) = (x'(2,2), ¥(2,2), ¥'(2.2)
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gdje je
d@D=Re [ f01- )z
x*(z,7) = Re f if(1 + g dz,

x*(z,7) = Re f 2fgdz.

22
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Poglavlje 3
Helikoid i katenoid

Iako su matematicari otkrili niz minimalnih ploha, dva imena ipak najvise iskacu: helikoid
1 katenoid. Osim $to imaju neka posebna svojstva, one se koriste 1 u arhitekturi.

3.1 Helikoid

Helikoid je uspravna pravcasta ploha koju generira pravac koji ortogonalno sijece neku os,
jednoliko rotira oko te osi te se istovremeno jednoliko giba u smjeru te osi. Uz ravninu,
helikoid je jedina pravCasta minimalna ploha koja je parametarski odredena jednadzbama
koje glase:

x(u,v) = avcosu,
y(u,v) = avsinu, 31
z(u,v) = bu, 3.1

(u,v) € R%,a>0,b#0.
Napomena. Krivulja dana parametarskim jednadZbama
x(u) = acosu,y(u) = asinu,z(u) = bu,u € R,a>0,b # 0

zove se kruzna zavojnica polumjera a i parametra b. Tu krivulju opisuje tocka na usprav-
nom kruznom valjku koja jednoliko kruZi oko njegove osi i istovremeno se jednoliko giba u
smjeru te osi.

Pokazat ¢emo da je srednja zakrivljenost helikoida jednaka nuli. Kako bi to pokazali,
prvo trebamo izracunati fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda.

23



POGLAVLIJE 3. HELIKOID I KATENOID 24

Fundamentalne veli¢ine prvog reda su
E = a*V* + b,
F =0,
G =d°,

dok su fundamentalne veli¢ine drugog reda

L=0,
ab
M=—
Va*v? + b?
N =0.

Znamo da vrijedi (formula (1.3)))

_EN-2FM+GL
 2(EG-F?)

idaje EG — F? # 0 pa je dovoljno pokazati da je EN — 2FM + GL = 0. Iz dobivenih
veli¢ina vidimo da je uistinu H = 0.
Glavne zakrivljenosti ki 1 k, helikoida u tocki T (u, v) su
a
k2=t

Teorem 3.1.1. Osim ravnine, jedina pravéasta minimalna ploha u R? je helikoid.

Dokaz. Neka je x(u,v) = a(u)+vw(u) parametrizacija pravcaste plohe u R? gdje je a(u) di-
ferencijabilna krivulja, a w(u) diferencijabilno vektorsko polje jedini¢ne duljine, tj. ||[w(u)|| =
1. Nadalje, izaberimo u tako da je ||w’(u)|| = 1. Funkcija

dx(u,v) |
du

poprima minimum u to¢ki u = —a’(u) - w’(u). Ako definiramo

Bu) = au) — (@' (u) - W' (u)ww),

= [l () + ww @Il

e |

slijedi da

y(u,v) = Bu) + vw(u)
zapravo oS jedna parametrizacija zadane pravcaste plohe x(z, u). Lako se vidi da vrijedi da
je

B'(u) - w'(u) =0.
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-4

-2

g

Slika 3.1: Helikoid

Uocimo da je tangencijalna ravnina u tockama koje pripadaju krivulji 3, razapeta s §'(u) 1
w(u), dok je w’(u) jedini¢na normala na tu ravninu. Fundamentalne veli¢ine prvog i drugog
reda za y su:

E=@ +w)- (8 +w) =8 -8+,

F=p" w,

G=1,
1

L:B(,B"-,B’xw+v(ﬁ"-w’xw+w”-ﬁ’><w)+v2(w”-w’Xw)), (3.2)
1

M:BW,'ﬁ,XW,

N =0,

gdje je D = [ly, X y,ll-
Sada ¢emo pretpostaviti da je pravcasta ploha minimalna. Iz jednakosti H = 0, odnosno
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EN -2FM + GL

3EG - ) = 0 imamo

BB xw=20B -wWw B xw)+vB -w xw+w B xw)+vVWw -w xw)=0.

S obzirom da ova jednadzba vrijedi za svaki v, postoje tri rjeSenja:

BB xw=2B" -ww B xw)=0, (3.3)
B -wxw+w”-B xw=0, (3.4)
w’ew xw=0. (3.5)

Kako znamo da 8’ i w razapinju tangencijalni prostor, identitet (3.3) povlaci da je normalna
komponenta vektora 5" zapravo 2(8 - w)w’ i onda mozemo zapisati

B’ =aif +aw+ 2B -ww, (3.6)

pri ¢emu su a; i a, skalarne funkcije. Kako je w’-w’ = 1, slijedi da je w” - w’ = 0, §to znaci
da je w” tangencijalni vektor pa ga zapisujemo kao

’

w” = a8 + asw,

gdje su a3 i a4 skalarne funkcije. Nadalje, imamo 8- w’ x w # 0 pa (3.3) povlaci da je
az = 01w” = aqw. StoviSe, s obzirom da je w’ - w = 0, deriviranjem dobivamo

O=w"w+w  -w=w"-w+1l,
iz Cega slijedi
w’ = —w. (3.7)
Ako ubacimo (3.6) i (3.7) u (3.4), dobit cemo da je a; = 018" = ayw + 2(8 - ww'.
Deriviranjem izraza 8 - w = 0, dobivamo

Oz(ﬂ,'W),:ﬁ/,'W+Bl'W,:a2

nakon ¢ega se dobije 8 = 0.
Sazetak cijelog raCuna nam govori:

e Krivulja B je pravac jer je f” = 0 pa moZemo postaviti S(u) = (0,0,au + b) za
konstante a, b.

e Kako je /- w = 0, mozemo staviti w(u) = (cos ¢(u), sin p(u),0) gdje je ¢ glatka
funkcija. Primijetimo ovdje dajew - w = 1.
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e Krivulja w rotira konstantnom brzinom jer je w’-w’ = 1. Stoga moZemo uzeti ¢(u) =

+u + ¢, gdje je c konstanta.

Dakle,
y(u,v) = B(u) + vw(u) = (vcos(xu + ¢), vsin(xu + c), au + b).

Kako je a # 0 (jer smo pretpostavili da ploha nije ravna), zakljucak je da smo dobili
parametrizaciju helikoida. O

3.2 Katenoid

Katenoid je minimalna ploha koja nastaje rotacijom lancanice. Osim ravnine, to je jedina
rotacijska minimalna ploha. U ravnini yz lanCanica je zadana parametarskim jednadZbama:

y(v) = acosh K,z(v) =v,veR,a #0,
a

te se ona rotira oko z osi i tako nastaje katenoid. On je parametarski odreden s jednadZzbama
koje glase:

v
x(u,v) = acosh — cos u,
a

Vo
y(u,v) = acosh P sin u, (3.8)

Z(u,v) = v,
(u,v) e [-m,n] xR,a # 0.

Pokazimo sada da je srednja zakrivljenost katenoida jednaka 0. Za fundamentalne veliCine
prvog reda vrijedi

E = a® cosh? (X) ,

a
F=0,
G = cosh? (K) ,
a
a za fundamentalne veli¢ine drugog reda
L= -a,
M =0,
1
N=—-.
a



POGLAVLIJE 3. HELIKOID I KATENOID 28

Slika 3.2: Katenoid

Isto kao Sto smo pokazali za helikoid, pokazat ¢emo i za katenoid, to jest ako vrijedi da je
EN —2FM + GL = 0 tada vrijedi 1 H = 0. Kada uvrstimo dobivene veli¢ine, vidimo da je
zaista H = 0.

Glavne zakrivljenosti k; i k, katenoida u tocki 7'(u, v) su

Teorem 3.2.1. Rotacijska ploha M koja je minimalna, leZi u ravnini ili u katenoidu.

Dokaz. Neka je x karta ¢ija je slika sadrzana u M i neka je @ = (¢, ) generatrisa. Tada je
x zadano kao

X(u,v) = (¢(v) cos u, p(v) sinu, Y(v)),
pri ¢emu vrijedi da je x : (0, 27) X (a, b) — R3. Postoje 3 slucaja:

1. Funkcija ¢’ je uvijek nula. To znaci da je ¢ konstanta Sto povlaci da je o horizontalni
pravac te da je M dio ravnine koja je okomita na os rotacije.

2. Funkcija ¢’ nikad nije 0. Tada po teoremu o inverznoj funkciji ¢ ima inverz y!.
Definiramo

at) = a@ (1) = (h(1), 1)
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gdje je h = ¢ o ™! i novu kartu y zadanu kao
y(u,v) = (h(v) cos u, h(v) sinu, v).

S obzirom da je & reparametrizacija od «, slijjedi da x 1 y imaju istu sliku. Sada
je dovoljno pokazati da je rotacijska ploha y dio katenoida. Iz formula za glavne
zakrivljenosti plohe dobijemo:

X L 1
T ———
E  pvh?+1
(3.9)
k B N B hl/
PTG e p
Iz pretpostavke da je H = 0 i (3.9), slijedi da & mora zadovoljavati diferencijalnu
jednadzbu
R'h=1+h"
Da bi rijesili tu diferencijalnu jednadzbu, moramo je prvo zapisati kao
2R 2K
1+m2  h'

Integriranjem obiju strana dobivamo
log(1 + A"?) = log(h?) — log(c?)

za neki ¢ # 0. Primjenom eksponencijalne funkcije dobivamo

n\2
1+h?*= (—) ,
c
a ovakve diferencijalne jednadzbe prvog reda mogu se zapisati i kao
h/c 1

VR -1 €

Sada moZemo integrirati obje strane i dobiti

h v
arccosh— = - + b.
c ¢

To znaci da je rjeSenje diferencijalne jednadzbe

h(v) = ccosh v + b,
c

pa je M dio katenoida.
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3. U nekim tockama vrijedi da je ¢’ = 0, a u nekim vrijedi suprotno. Ovaj slucaj je
zapravo nemogué. Pretpostavimo da je ¥'(vp) = 0, ali ¥’(v) > 0 za v < v,. Prema
2. slucaju generatrisa je lancanica za v < vy Ciji je nagib fz— Takoder, ¥'(vy) = 0
implicira da je nagib beskonacan u vy. To je nemoguce jer je generatrisa graf funkcije

cosh.

3.3 Heltocat

Heltocat je uredena familija minimalnih ploha H(7),t € [0, 3] koje Cine izometricnu de-
formaciju od helikoida do katenoida odakle je i dobila ime (HELicoid TO CATenoid).
Heltocatove parametarske jednadzbe glase:

x(u,v) = sintcoshvcos u + cos ¢ sinh v sin u,

y(u,v) = sintcoshvsinu — cos ¢t sinh v cos u,

V4
0,=|.
)

Zat = 0, funkcija daje helikoid koji je definiran izrazom 3.1) (a = 1,b = 1),azat =3
funkcija prelazi u katenoid koji je zadan izrazom (3.8)(a¢ = 1). Fundamentalne veli¢ine
prvog reda za H(t) su:

z(u,v) = ucost+vsint, (3.10)

(u,v) e [-m,m] xR, t €

E = cosh®v,
F=0,
G = cosh® v.

Glavne zakrivljenosti ove familije minimalnih ploha k; i k; u tocki T'(u, v) su
kip == sech? v.

Za Heltocat nam je vaZan i jedan teorem koji nam govori o vezi izmedu helikoida 1
katenoida. Naime, lokalna izometrija je preslikavanje medu plohama koje cuva mjerenja na
plohama. Takvo preslikavanje ¢e savijati plohe, ali ¢e unutarnja udaljenost medu to¢kama
ostati ista.

Lema 3.3.1. Neka je x : U — R”" regularna injektivna karta i neka jey : U — R" bilo
koja karta. Tada
ds> = E,du* + 2F .dudv + G .dv*
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Slika 3.5: Deformacija iz helikoida u katenoid
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ds; = Eydi’ + 2Fdudv + G,dV*
oznacavaju induciranu Riemannovu metriku na X i y. Tada je preslikavanje
p=yox 1:x(U)— y(U)
lokalna izometrija ako i samo ako
ds* = dsi .
Teorem 3.3.2. Helikoid i katenoid su lokalno izometricni.

Dokaz. Neka su E(t), F(t) i G(t) fundamentalne veliine prvog reda od H(z). Kao §to smo
ve¢ napisali, znamo da vrijedi:

E(f) = cosh’v = G(1), F(t) = 0.
Funkcije E(t), F(f) i G(t) su konstantne po z. Rezultat sada slijedi iz Leme [3.3.1] O

Helikoid i katenoid nemaju samopresijecanja, ali svaka ploha H(¢) za koju je ¢ takav
da 0 <t < n/2 ima. Pri deformaciji helikoida u katenoid, asimptotske krivulje helikoida
postupno postaju krivulje zakrivljenosti katenoida. Isto tako, helikoid i katenoid zadani su
dvjema krivuljama; helikoid je zadan spiralom, a katenoid kruZznicom. Neka je @ parame-
trizacija zavojnice, a y parametrizacija kruZnice:

a(u) = (sinh 1 sinu, —sinh 1 cosu, u),0 < u <2n
v(u) = (cosh 1 cosu,cosh1sinu,1),0 <u <2rx

Sada imamo da je duljina zavojnice

27
f ll’ (w)|| du = 27w Vsinh® 1 + 1,
0
dok je duljina kruZnice
271
f Il (w)|| du = 2m cosh 1.
0

S obzirom da su iste duljine, zaklju¢ujemo da je preslikavanje zavojnice u kruZnicu izome-
tri¢no.

3.4 Primjene u arhitekturi

Iako se na prvu moZzda ne €ini tako, minimalne plohe su neizostavni dio arhitekture di-
ljem svijeta. Ono Sto je njihova najveca prednost jest jedinstven dizajn popracen uStedom
materijala buduci da ¢e njihova povrSina biti manja nego od neke druge plohe. Vrijedi
napomenuti i da minimalne plohe nisu naj¢es¢i pojam u arhitekturi s obzirom na to koliko
mogu biti neprakti¢ne za izgradnju krova ili fasade neke gradevine.
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Helikoid

Helikoid je vjerojatno najpoznatija minimalna ploha, a i najrasprostranjenija u arhitekturi.
Svakakve varijacije helikoida moZzemo vidjeti svakodnevno, a najceS¢e u obliku stubista.
Spiralne stepenice, kako bi ih neki nazvali, imaju prednost u odnosu nad obi¢nim stepe-
nicama po tome Sto se moZe uStedjeti viSe prostora u prostoriji u kojoj se nalaze takve
stepenice.

Slika 3.6: Stepenice u obliku helikoida

Minimalne mreze

Kada govorimo o natkrivanju gradevina, minimalne plohe su svakako nesto Sto mnogi mo-
derni arhitekti razmatraju i to iz viSe razloga. Kao $to je navedeno, osim uStede materijala
koju gradevinska tvrtka tro$i na izgradnju krova, isto tako imamo primjere krovova gdje se
koriste minimalne mreZe kako bi se smanjila naprezanja. Minimalna mreZa je koncept koji
sluzi kao aproksimacija minimalne plohe. Buduc¢i da je gotovo nemoguce natkriti dvoranu,
stadion ili nekakav slian objekt koriste¢i pravu minimalnu plohu (srednja zakrivljenost
joj je jednaka nuli), arhitekti koriste minimalne mreZe kako bi minimizirali naprezanje i
duljinu uzadi mreZe. Takav koncept koristi se za natkrivanje mnogih stadiona i gradevina,
a neki od njih su i Olimpijski stadion u Miinchenu i bivsa Kongresshalle u Berlinu.
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Slika 3.7: Olimpijski stadion u Miinchenu



Poglavlje 4

Ostale minimalne plohe

Osim helikoida i katenoida, postoji niz minimalnih ploha koje se otkrivaju 1 dan-danas. U
ovom poglavlju upoznat ¢emo se s nekim od njih.

4.1 Enneperova minimalna ploha

Enneperova minimalna ploha je samopresijecajuca ploha koju je otkrio Alfred Enneper
1864. godine. Ona je parametarski zadana s:

23
x(u,v) =u— 3 +w?,

3
y(u,v) =v-— % + u’y,

z(u,v) = uw> =2,

(u,v) € R%.

Strogo govoreci, ovo nije parametrizacija jer nije injektivna. Postoje samopresijecanja, ali
ako restringiramo (u, v) tako da leZe u dovoljno malim otvorenim skupovima, tada ¢e x biti
injektivna.

Lako se dobije da su fundamentalne veliCine prvog reda:

E=(1-u+V),
F =0,
G=(1-u*+vH)%

35
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Fundamentalne veli¢ine drugog reda Enneperove plohe su:

L=(+r
M =0,
N =r(1+r)

Glavne zakrivljenosti k; 1 k, u to¢ki T'(u,v) su

2

.
14+ u?+12

k1,2 =

Parametriziramo li Enneperovu minimalnu plohu kao u (2.1T)), dobit ¢emo da je f(z) =
1, 8(2) = z.

10

: =20
20

Slika 4.1: Enneperova minimalna ploha

4.2 Hennebergova minimalna ploha

Hennebergova minimalna ploha je neorijentabilna minimalna ploha za koju se smatra da
ju je otkrio Lebrecht Henneberg 1875. (po kome je i dobila ime), ali kasnije se ispostavilo
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da je Catalan ve¢ znao za tu minimalnu plohu. Parametarske jednadZbe te plohe su:

2
x(u,v) = 2sinhucosv — 3 sinh 3u cos 3v,

2
y(u,v) = 2sinhusinv + 3 sinh 3u sin 3v, (u, v),
z(u,v) = 2 cosh 2u cos 2v,
(u,v) € [0, +00) X [—m, 7].

Fundamentalne veli¢ine prvog reda Hennebergove minimalne plohe zadane su s:

E = 8 cosh?® u[cosh(4u) — cos(4v)],
F =0,
G = 8 cosh? u[cosh(4u) — cos(4v)],

dok su fundamentalne veli¢ine drugog reda:

L = —4 cos2vsinh 2u,
M = 4 cosh2usin2v,
N = 4 sinh 2u cos 2u.

Glavne zakrivljenosti Hennebergove minimalne plohe k; 1 k, u tocki T'(u, v) su

N sech® u
" 2+/2(coshdu — cos4v)

kl,2 =

Weierstrass—Enneperova reprezentacija za ovu plohu iznosi:

f@)=2(1-z7%,20 =z

Napomena. Sekans i sekans hiperbolni su funkcije za koje vrijedi:

1
seca = ,
cos @
1
secha =

cosha’

37
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Slika 4.2: Hennebergova minimalna ploha

4.3 Bourova minimalna ploha

Bourova minimalna ploha tre¢eg reda dana je parametarskim jednadZbama:

1
x(u,v) = ucosv — Euz cos 2u,

2

1
y(u,v) = —usinv — Eu sin 2v,

4 3
z(u,v) = §u3/2 cos Ev,

(u,v) €0,1] X [-2m, 2r].
Fundamentalne veli¢ine prvog reda ove minimalne plohe su:

E=1+u,
F=0,
G =1’ +1).
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Zapisat ¢emo i fundamentalne veli¢ine drugog reda:
3
L=—r'2cos>g,
r—'7cos 2¢
.3
M = +/rsin §¢’
3/2 3
N =r’*cos §¢.

Glavne zakrivljenosti Bourove minimalne plohe k; i k, u to¢ki T'(u, v) su

1

kip=t——.
T w2

Prema (2.T1)) funkcije f i g su:

f@ =18 = V.

=0.5 0.0 05 1.0

Slika 4.3: Bourova minimalna ploha

39
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4.4 Catalanova minimalna ploha

Ovu minimalnu plohu 1855. proucavao je francusko-belgijski matematic¢ar Eugene Cata-
lan, a njeno posebno svojstvo je da joj je cikloida geodezijska krivulja (krivulja koja naj-
kra¢im putem povezuje dvije tocke na plohi). Catalanova minimalna ploha parametrizirana
jes:

x(u,v) = u —sinucoshv,
y(u,v) =1 —cosucoshv,
u V
= ().
z(u, v) sin > sin >
(u,v) € R%.

Lako se dobije da su fundamentalne veli¢ine prvog reda Catalanove minimalne plohe:

E = 2 cosh? (;) (coshv — cos u),
F =0,
G = 2 cosh? (g) (coshv — cos u).

Fundamentalne veli¢ine drugog reda iznose:

L = —cosh Ev sin Eu,
M = cos ! sinh !

= —u -V,

2 2

1 1
N = cosh —vsin —u.
cosh 5 sin S u

Glavne zakrivljenosti Catalanove minimalne plohe k; i k, u tocki T'(u, v) su

sech? (%v)
2V2coshv—2cosu

k1,2 ==+

4.5 Scherkova minimalna ploha

Scherkova minimalna ploha otkrivena je 1834. godine i jedine poznate minimalne plohe
prije njenog otkrica bile su helikoid 1 katenoid. Ona je ujedno i1 jedina minimalna ploha koja
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10

o 's

Slika 4.4: Catalanova minimalna ploha

je translacijska (moZe se prikazati kao z = f(u) + g(v)) te je parametrizirana jednadzbama:

x(u,v) = u,
yu,v) =v,
cosu
zZ(u,v) =1In ,
Ccosv

U = {(u,v)|cosucosv > 0}.
Fundamentalne veli¢ine prvog reda Scherkove minimalne plohe su:
E=tan’u+ 1,
F = —tanutanv,
G =tan’v + 1.
Fundamentalne veli¢ine drugog reda Scherkove minimalne plohe iznose:
1

cos? u+/1 + tan? u + tan2 v)
M =0,

3 1

cos2v4/1 + tan® u + tan? v)

Glavne zakrivljenosti ove minimalne plohe k; i k, u tocki T (u, v) su
- Sec u secv
2 e ut anty
Ako promatramo Scherkovu minimalnu plohu odozgo, vidjet éemo da ona zapravo
izgleda kao Sahovska ploca s beskonac¢no mnogo polja.
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10

10

Slika 4.5: Scherkova minimalna ploha

B
2074 T

(=]

Slika 4.6: Scherkova minimalna ploha — ”pogled odozgo”
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Sazetak

Kao $to 1 sam naslov diplomskog rada kaZe, minimalne plohe klju¢ni su pojam ovog rada.
Taj pojam ne obraduje se temeljito u sklopu vecine matematickih programa diljem Hrvat-
ske, ali itekako ima svoju vaznost kroz povijest matematike. U ovom diplomskom radu,
najprije smo uveli osnovne pojmove iz teorije krivulja i ploha, a zatim smo se posvetili
minimalnim plohama i1 njithovim svojstvima, tj. pokazali smo da su minimalne plohe (one
Cija je srednja zakrivljenost jednaka nuli) upravo plohe minimalne povrSine. Takoder, uveli
smo i pojam izotermnih koordinata te smo izveli Weierstrass—Enneperovu reprezentaciju
minimalnih ploha. Navedena reprezentacija nam omogucuje generiranje minimalnih ploha
iz holomorfnih funkcija. Na kraju smo dali pregled nekih poznatijih minimalnih ploha, a
najvecu paznju smo posvetili helikoidu i katenoidu.



Summary

As we can see in the title, the key word of this thesis is minimal surfaces. That term is not
too thoroughly studied in the majority of mathematics programs in Croatia but it has been
very important throughout the history of mathematics. In the first part of this thesis, we
recalled most important definitions and results from the theory of curves and surfaces and
then we pointed out important properties regarding minimal surfaces. In another words,
it was proven that minimal surfaces (mean curvature is equal to zero) are surfaces with
the least area. We also introduced isothermal coordinates into our thesis after which we
derived Weierstras—Enneper representation of minimal surfaces. Mentioned representation
allows us to generate minimal surfaces from holomorphic functions. In the end, we gave
an overview of some well-known minimal surfaces with emphasis on the two most famous
minimal surfaces, helicoid and catenoid.
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