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Uvod

Pascalov trokut je beskonacna trokutasta tablica prirodnih brojeva koja pocinje brojem
1 na vrhu trokuta i koja se sastoji od horizontalnih nizova brojeva.

Horizontalni nizovi brojeva nazivaju se redovi, a pocetni red, koji sadrzi samo jedinicu,
oznac¢avamo kao nulti red. Ostale brojeve konstruiramo u odnosu na brojeve prethodnog
reda, tako da sa svakim novim redom ostane ’jednakostrani¢na” trokutasta struktura bro-
jeva. Svaki broj dobijemo kao zbroj brojeva dva susjedna broja iz prethodnog reda, uzevsi
u obzir da su svi brojevi izvan trokuta nule.

Konstrukcija Pascalovog trokuta je vrlo jednostavna, a zbog raznih zanimljivih svoj-
stava moZe se koristiti u mnogim podrucjima matematike, na primjer, u kombinatorici,
vjerojatnosti, algebri ili teoriji brojeva. Pascalov trokut dobio je ime po francuskom ma-
temati¢aru Blaise Pascalu, iako su ovaj numericki trokut poznavali i koristili mnogi mate-
maticari stotinama godina prije Pascalovog vremena.

Najpoznatija primjena Pascalovog trokuta je odredivanje binomnih koeficijenta (Z) ura-
zvoju potencije binoma. Takoder, elementi Pascalovog trokuta odreduju i broj kombinacija
k-tog razreda u n-¢lanom skupu. U ovom diplomskom radu bavili smo se proucavanjem
svojstava Pascalovog trokuta. Promotrimo li zbrojeve elemenata svakog retka moZemo
uociti potencije broja 2. Potencije broja 11 takoder uoavamo promatrajuci redove Pas-
calovog trokuta. Uz redove, moZemo promatrati 1 dijagonale Pascalovog trokuta, gdje
uoCavamo figurativne brojeve. Na drugoj dijagonali tako uocavamo trokutaste brojeve, a
na trecoj dijagonali tetraedarne brojeve. Posebno je zanimljivo $to se u ovom numerickom
trokutu mogu uociti iracionalni brojevi. Eulerovu konstantu e nalazimo promatrajuéi pro-
dukte elemenata odgovarajucih redova, a broj m zbrojimo 1i reciprone vrijednosti druge
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dijagonale uz promjenu predznaka nakon svaka dva ¢lana. Jedan od najpoznatijih nizova u
matematici, Fibonaccijev niz, nalazimo promatrajuci blage dijagonale Pascalovog trokuta,
a obojimo li sve neparne brojeve u Pascalovom trokutu, dobit ¢emo jedan od najpoznatijih
fraktala, odnosno trokut Sierpinskog. Pascalov se trokut moze primijeniti i za raCunanje
niza racionalnih aproksimacija iracionalnih kvadratnih korijena. Osim raznih svojstava
Pascalovog trokuta, naveli smo i primjer zadataka s matematicke olimpijade, u kojem se za
rjeSavanje problema koristi Pascalov trokut.



Poglavlje 1

Pascalov trokut

1.1 Povijest Pascalovog trokuta

Pascalov trokut dobio je ime po francuskom filozofu, matematicaru, fizicaru, izumi-
telju 1 piscu Blaise Pascalu (1623-1662). U jednom od svojih najpoznatijih djela Traité
du triangle arithmétique (1653), prvi je ujedinio i objasnio upotrebu numeri¢kog trokuta.
Prikazao je trokut okrenut za 45° u odnosu na nacin kako ga danas prikazujemo, odnosno
kao na sljedecoj slici.
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Slika 1.1: Numericki trokut iz djela Traité du triangle arithmétique, slika preuzeta iz [17]]

Djelo je objavljeno 1664. nakon njegove smrti, a francuski je matematicar Pierre Raymond
de Montmort zasluzan $to je Pascalov trokut imenovan po Pascalu. Montmort je 1708. u
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svojem djelu o primjeni ideja u vjerojatnosti, Essay d’analyse sur les jeux de hazard (Ana-
liza igara na srecu), upotrijebio izraz "Table de M. Pascal pour les combinaisons”, u prije-
vodu tablica gospodina Pascala za kombinacije. Nakon njega, De Moivre 1730. potvrduje
taj naziv u djelu Miscellanea Analytica (Razna analitika) i numericki trokut naziva “Tri-
angulum Arithmeticum Pascalianum”, Sto u prijevodu znaci Pascalov aritmeticki trokut, a
upravo je pod tim imenom poznat i danas.

Stotinama godina prije Pascalovog vremena mnogi su matematicari poznavali i koristili
ovaj numericki trokut. Prvi je prikaz Pascalovog trokuta dao kineski matematicar Yang Hui
u 13. stoljecu gdje navodi da je za njega saznao iz djela Jia Xiana iz 11. stoljeca.

W 2 # x & &

|
awlw}s g d&éiw&f %&ilvﬁ&%

Slika 1.2: Yanghuijev trokut, slika preuzeta iz [20]

Yang Hui ga je nazvao tabli¢nim sustavom za otkljucavanje binomnih koeficijenata. Na
slici[I.2]prikazan je Yanghuijev trokut, koji je u Kini i danas zadrZao taj naziv.

Takoder, u 11. stoljecu se Pascalov trokut pojavio i u Perziji, gdje je o njemu pisao
perzijski matematicar Omar Khayyam, no zbog jednostavnosti numerickog trokuta nije
poznato jesu li ova otkri¢a neovisna.

U Europi se Pascalov trokut prvi put spominje u 13. stoljecu, u djelu De arithmetica
Jordanusa de Nemorea. Najranije poznate verzije tog djela ne sadrZze sliku numerickog
trokuta, stoga se smatra da se ipak prvi put, u tiskanom obliku, pojavljuje 1527. na naslov-
noj stranici knjige o aritmetici njemackog autora, matematicara Petrusa Apianusa. Zatim,
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redom se pojavljuje u nizu radova europskih matematic¢ara; M. Stifel (1544.), J. Scheubel
(1545.), M. Peletier (1549.), N. F. Tartaglia (1556.), R. Bombelli (1572.) i W. Oughtred
(1631.), objavljenih prije Pascalove rasprave. Usprkos tome, ne moZe se osporiti da ovaj
numericki trokut zasluZuje nositi Pascalovo ime jer je upravo on u svom djelu sistemati-
zirao 1 dokazao razli€ita svojstva trokuta koja su ve¢ bila poznata, Cesto koristeci princip
matematicke indukcije. Pri tome je otkrio nova svojstva, a u nekoliko dodataka pokazao
je primjenu artimetickog trokuta u proucavanju figurativnih brojeva, proSirenju binomnih
koeficijenata, kombinatorici i teoriji vjerojatnosti.

1.2 O Pascalovom trokutu

Neka je n € Ny i dy,dy,d>, . ..,d, proizvoljan konacan niz realnih brojeva. Pomocu
njega formiramo novi konacan niz brojeva s, sy, 82, . . . , Sy, Sp+1 Na sljedeéi nacin
so = d,
Sk =di +di, (1<k<n), (1.1)
Sn1 = dy.

Kazemo da je novi niz izveden od pocetnog niza prema Pascalovom pravilu. U nas-
tavku ¢emo Cesto pojam ,,niz” koristiti za ,konacan niz”, bez spominjanja rijeci ,.konacan”.
Na primjer, ako uzmemo da je pocetni niz 2,0, -2, tada je novi niz 2,2, -2,-2, iz ko-
jeg mozemo, ponovno koriste¢i prethodne relacije, formirati novi niz i tako nastaviti be-
skonacno puta ¢ime dobivamo fablicu nizova

2,0,-2
2,2,-2,-2
2,4,0,-4,-2

2,6,4,-4,-6,-2
2,8,10,0,-10,-8,-2
2,10,18,10,-10,-18,-10,-2

Opisat ¢emo i dokazati tri svojstva koja je Blaise Pascal otkrio i zapisao u svojoj raspravi.
Prije toga ¢emo spomenuti propoziciju i korolar koji daju karakteristike nizova formiranih
pomocu jednadzbi (I.1).

Propozicija 1.2.1. Neka je n € Ny. Neka je niz brojeva sy, s1, ..., Sy,+1 dobiven iz nekog
pocetnog niza brojeva dy, d,, . . . ,d, koristec¢i Pascalovo pravilo.
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1. Zbroj elemenata dobivenog niza dvostruko je veci od zbroja elemenata pocetnog

niza.
2. Ako je pocetni niz brojeva dy, d,, . . ., d, simetrican, tada je i niz sg, Sy, ..., Sys1 Sime-
trican.
Napomena. Neka je n € Ny. KaZemo da je niz brojeva ay, ay,...,a, simetrican ako za
svaki k, 0 < k < n, vrijedi
ay = ay—g.
Dokaz.
1. Za niz brojeva sy, sy, . . ., S,+1 prema jednadzbama (I.1)), imamo sljedece jednakosti:

So+S1+S+...+Ss,+S=dy+(do+d)+(d+d)+...+(d-1+d,)+d, =
=2-(dy+d+...+d,).

2. Trebamo pokazati da vrijedi
Sk = Sm+1)-k
zasvaki k, 0 < k <n+1. Zak = 01k = n+ 1 jednakost slijedi direktno iz

pretpostavke da je pocetni niz simetrian, odnosno dy = d, i jednadzbi (I.T]) prema
kojima je so = dy 1 5,1 = d,, pa vrijedi jednakost sy = s,.1. Za 1 < k < n dobivamo

Sk = di—y +di = dy_g—1) + dy—ic = dipry—k + dis1y-k1-1 = Anr1)-k-1 + A1)k = S 1)-k
§to smo 1 tvrdili. O

Promotrimo sada niz koji se sastoji od jednog elementa, jedinice i nazovimo taj niz
nulti Pascalov niz. 1z njega izvedemo novi niz pomocu jednadzbi (I.1]) koji predstavlja
prvi Pascalov niz tablice. Zatim na isti nacin dobijemo svaki sljede¢i niz pomocu prethod-
nog. Ovakve transformacije svakom idu¢em nizu dodaju jedan element viSe, tako da n-ti
Pascalov niz sadrzi n + 1 elemenata. Primjenom propozicije na ovaj slu¢aj imamo
sljedeci korolar.

Korolar 1.2.2. Za Pascalove nizove vrijedi:
1. Zbroj svih elemenata u n-tom Pascalovom nizu jednak je 2".

2. Svi Pascalovi nizovi su simetricni.
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Dokaz. Prema prvoj tvrdnji propozicije zbroj je elemenata u svakom novom nizu
duplo veéi od prethodnog, a zbroj elemenata po&etnog niza je 1 = 2°. Sada matemati¢kom
indukcijom slijedi prva tvrdnja. Druga tvrdnja proizlazi iz druge tvrdnje iste propozicije
jer se simetri¢nost nasljeduje iz prethodnog niza, a pocetni je niz, o€ito, simetri¢an niz. 0O

Pocevsi od nultog, Pascalove nizove stavimo u tablicu tako da se svaki element no-
vog niza nalazi izmedu elemenata prethodnog niza ¢iji zbroj daje upravo vrijednost tog
elementa. Tako dobivenu beskonacnu tablicu brojeva, prikazanu na slici|l.3|nazivamo Pas-
calov aritmeticki trokut ili krace Pascalov trokut. Elementi upisani u tablicu vizualno Cine
jednakostranic¢an trokut jer sve tri stranice trokuta imaju jednak broj elemenata. Kazemo
da je Pascalov trokut simetri¢an s obzirom na “’simetralu” kuta iz vrha nultog reda, Sto je
direktna posljedica druge tvrdnje da su svi redovi Pascalovog trokuta simetri¢ni.

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1267 715 286 78 13 1

Slika 1.3: Pascalov aritmeticki trokut

Konstruiranje Pascalovog trokuta moguce je i bez zasnivanja na jednadzbama (I.1).
Pascalov trokut je jednostavno beskona¢na numericka tablica trokutastog oblika, gdje dvije
stranice sadrZe jedinice, a ostali elementi su generirani kao zbroj dva najbliZza elementa,
lijevog i desnog, u nizu iznad. Za svojstva koja je Pascal u svom djelu naveo promatramo
Pascalov trokut pravokutno, odnosno zarotiran ulijevo za 45°. Dakle, sadrzi jednice u
prvom retku i stupcu, a svi ostali elementi su nastali kao zbroj broja koji se nalazi u istom
retku lijevo od njega i broja u prethodnom redu koji je direktno iznad njega. Tako zapisana
tablica izgleda ovako
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— e e e
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Propozicija 1.2.3. Za elemente u Pascalovom trokutu vrijedi

1. Svaki element A u tablici jednak je zbroju svih elemenata prethodnog reda, pocevsi
od prvog broja pa sve do broja iznad elementa A. (Slika

2. Svaki element A u tablici jednak je zbroju svih elemenata prethodnog stupca, pocevsi
od prvog broja pa sve do broja lijevo od elementa A. (Slika

3. Za svaki element A u tablici vrijedi da je broj A-1 jednak zbroju svih elemenata pret-
hodnih redova i stupaca, ne ukljucujuci stupac i red koji sadrZe element A. Elementi
tih stupaca i redova tvore pravokutnik, kao Sto je prikazano na slici

(a) (b) (©)

Slika 1.4: Tri svojstva Pascalovog trokuta

Dokaz. Prvo svojstvo ¢emo dokazati pomocu matematicke indukcije. Drugo svojstvo se
dokazuje analogno, a dokaz treCeg svojstva slijedi iz prethodna dva. Redove i stupce u
prikazanom trokutu poc¢injemo oznacavati u lijevom gornjem kutu, brojeéi od nule. Vri-
jednost elementa u n-tom retku i m-tom stupcu oznatavamo s AJ'.

Sada prvo svojstvo moZemo zapisati kao

AT =A%+ A+ A (1.2)
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Zam = 0 imamo A% = A2—1 jer su prema definiciji trokuta svi elementi prvog stupca
jedinice, ¢ime smo provjerili bazu indukcije. Pretpostavimo da za neki k € N jednakost

(I.2) vrijedi, to jest
Ab =AY+ AL+ AR (1.3)

Koriste¢i induktivnu pretpostavku pokazimo da tvrdnja vrijedi 1 za k + 1. Buduci da je
svaki element zbroj elemenata iznad i lijevo od njega, vrijedi Af*! = A} + A1 1z (T3)
dobivamo Af*! = Ak + A1 =AY 4+ Al 4+ +AF 4+ A Prema principu matematicke
indukcije tvrdnja vrijedi za svaki k € N.

Drugo svojsto, to jest A” = A" + A" 4+ .+ A"! dokazujemo analogno dokazu
prvog svojstva, provodeci matematicku indukciju po n, odnosno retcima tablice.

Treée svojstvo moZemo zapisati kao

A — 1= A+ Ay +... + A+
+ AV AL+ AT (1.4)
+AY + A+ A

Prema prvom svojstvu vrijedi da je
AO Al Am—l _ Am—l
otAy+.. +HAY =ATT,

AV+ AL+ .+ AT = A
(1.5)

A+ A AT = A
a kad uvrstimo jednadzbe u jednadzbu (1.4)) dobivamo
A" — 1 =AM Ay A
Prema drugom svojstvu je
AT AT AT = A AT = A,

¢ime smo dokazali 1 trece svojstvo. O



Poglavlje 2

Pascalova operacija

Pascalov trokut ¢emo nastaviti promatrati u obliku kako ga danas poznajemo, odnosno
u obliku jednakostrani¢ne trokutaste tablice prikazane na slici U nastavku ¢emo zato
elemente Pascalovog trokuta oznaciti s T,’j, n>0,k=0,1,2,...,n, pri Cemu T,’,‘ predstav-
lja k-ti element u n-tom Pascalovom nizu.

Tp
T
T, T3
T3 Ty T3 Ts

Na primjer, T) = 1, T2 = 10, T¢, = 1716, §to se razlikuje od dosadasnjih oznaka gdje je
A) =1, A2 =21, A%, =27132.
Fiksirajmo sada k te promatrajmo sljedeéi niz
T T Teon Tz T -

To je “dijagonalni niz” paralelan lijevoj stranici Pascalovog trokuta, a kako je Pascalov
trokut simetri¢an, takav niz postoji i s druge strane koji je paralelan desnoj stranici trokuta.
Taj niz brojeva u pravokutnom prikazu odgovara k-tom stupcu 1 k-tom retku, takoder brojeci
od nule.

Koristeci ove oznake za elemente Pascalovog trokuta, definirat éemo Pascalovu opera-
ciju, koju ¢emo kasnije primijeniti za rjeSavanje jednog zadatka koji se pojavio na mate-
matickog Olimpijadi. Ovako nazvana operacija ne spada u skupinu standardnih operacija
poput zbrajanja, mnozZenja, negacije i sli¢no.

10
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Za elemente T* vrijedi

7o =1,
T, =T =1, n>0..., (2.1)
T, =T+ T n>0k=1,2.3,....n

Nadalje, definiramo T* = 0 za sve k < 01 k > n, pa imamo sljedeéi pro§ireni niz

Ty =1,
Ts=0, k#0, (2.2)
T, =TK'+TY n>0, ke

Navedeni odnosi omogucéuju nam graficki prikaz generiranja Pascalovog trokuta. Raz-
motrimo beskonac¢nu tablicu nula rasporedenih u redove na sljedeci nacin

....0000....
00000

....0000....
00000....

Pretpostavimo da sad jednu od nula u po¢etnom redu zamijenimo jedinicom. Ovom pro-
mjenom ¢emo dobiti Pascalov trokut koji pocinje upravo iz vrha gdje smo stavili tu jedi-
nicu. Dakle, sada imamo

....00100....
001100

....01210....
013310....

Za proizvoljne n i k mozemo odrediti 7% tako da zapisujemo tablicu dok ne dodemo do
trazenog retka i stupca. Bududéi da bi to dugo trajalo, mozemo iskoristiti jednadzbe (2.1))
te u kona¢no mnogo koraka izraCunati trazeni broj. Iako do rjeSenja dolazimo u kona¢nom
broju koraka, taj broj koraka raste Sto su n 1 k veci Sto takoder ne bi bio brz izraCun.
Racunanje broja T* nazivamo Pascalovom operacijom. Pascalova operacije je definirana
zasven > 0, 0 < k < n, odnosno ako prosirimo definiciju po (2.2)) tada je definirana
zan,k € Z, n > 0. U idu¢im odlomcima ¢emo pokazati kako povezujemo Pascalovu
operaciju s binomnim koeficijentima te s brojem kombinacija nekog skupa.
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2.1 Binomni koeficijenti i Pascalov trokut

Promotrimo potencije binoma 1 + x, pocevsi od eksponenta 0

1+x)°=1,
1+x)"'=1+x,
(1+x)?=14+2x+x°,
(1+x)°=1+3x+3x%+x°,
(1+x)*=14+4x+6x>+4x> + x*

Opéenito, za bilo koji nenegativni cijeli broj n vrijedi
(1+2x)" =ag+a1x+ x> +a3x° + ... + a,x",

gdje su koeficijenti ay, a,,a,,...,a, neki prirodni brojevi, pri ¢emu je ap = a, = 1. S
obzirom da ¢emo promatrati razliCite n, koeficijenti polinoma trebaju imati i oznaku n, pa
¢emo pisati

(1+x)" =d) +dix+d3x* +dix’ +...+a'x". (2.3)

k

Koeficijente u razvoju polinoma (1 + x)", koji se nalaze uz x*, nazivamo binomnim koefici-

Jjentima. Povecamo li eksponent za 1 imamo

A+x" =al™ +ai ' x+a' P +di e+ dt X+ at (2.4)
pri ¢emu je opet ag = a,,; = 1. Sada (1 + x)"*! moZemo zapisati kao
1 +x)"™ =1+ %" + x). (2.5)

Kad raspiSemo desnu stranu jednadzbe (2.5) imamo sljedece jednakosti
2 3
(1+x)"(1+x)=(ayg+ajx+ax" +ayx’ +...+ax")(1+x)
=dy+dix+ax +dix + .+ X+
n n. 2 n.3 n n n . n+l
+apx +ajx" +ayx’ + ...+ a, X'+ ax' (2.6)
2 k

=ag+(ag+a)x+ (@] +ay)x" + ...+ (a_, +a)x +

+oH(d +dD)X +alxt

Iz 2.4) i slijedi

n+l _ n

dy = dy,

n+l n n

a, =a,_,+a, k=12,...,n,
n+l _ n

an+1 - an‘
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Prema ovim jednadzbama uocavamo kako smo koeficijente razvoja polinoma za ekspo-
nent n + 1 zapravo dobili iz koeficijenata razvoja za eksponent n prema Pascalovoj ope-
raciji. Bududi da se koeficijenti za razvoj polinoma s eksponentom 0 podudara s nultim
Pascalovim nizom, svi sljedeéi koeficijenti u razvoju polinoma ¢e se podudarati s pri-
padaju¢im Pascalovim nizovima. Stoga, mozemo zakljuciti da je @ definiran samo za
k=0,1,2,...,nte da vrijedi

al =Tk

Dakle, binomni koeficijenti u rastavu izraza (1 + x)" grade Pascalov trokut. Jednadzbu (2.3)
mozemo zapisati kao

A+x)" =T+ T x+ T2xX* + ...+ T + .+ T

Binomne koeficijente a; obi¢no zapisujemo kao (Z), dakle

(1+x)" = (g) + (Y)x + (’;)f + (;l)x3 +o+ (Z)x @2.7)

a za prvih nekoliko binomnih koeficijenata je

8
g

) -
g B -

0o G B -
o (- G B 0

Generaliziramo li gornji raCun, imamo sljedecu jednakost

n

(x+y)'=> (Z)X”‘ky"

k=0

za sve x,y € Rin € Ny. Ovu jednakost nazivamo binomni poucak ili binomni identitet, a
jednakost (2.7) jedna je od varijanti binomnog poucka.
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2.2 Kombinacije i Pascalov trokut

Neka je zadan skup koji ima n elemenata. Promatramo njegove podskupove koji imaju
k elemenata, pri cemu je 0 < k < n. Svaki k-Clani podskup skupa od n elemenata nazivamo
kombinacija k-tog razreda u n-clanom skupu. Ukupan broj svih kombinacija k-tog razreda
u n-¢lanom skupu ozna¢imo s C. Neka je C, broj svih podskupova n-¢lanog skupa, dakle

C,=C’+C+C2+...+C"
Zelimo odrediti brojeve C, i Ck. Ocito je
cl=Cr=1, (2.8)

to jest za bilo koji n-Clani skup samo jedan njegov podskup ima 0 elemenata i samo jedan
njegov podskup ima n elemenata. Nadalje, vrijedi

ck=cr*, (2.9)

odnosno za svaki n-Clani skup je broj njegovih k-Clanih podskupova jednak broju njego-
vih (n — k)-Clanih podskupova. To slijedi iz Cinjenice da je komplement k-Clanog skupa
jedinstveno odreden i ima n — k elemenata. Takoder, dokazat ¢emo da vrijedi

Ct, =Cl+Ch (2.10)
Neka je M proizvoljni (n + 1)-Clani skup. Broj svih njegovih k-¢lanih podskupova je C* .
Odaberimo jedan element skupa M i ozna¢imo ga s a. Zatim, ozna¢imo s X broj onih
k-Clanih podskupova koji sadrze a, a s Y broj onih k-¢lanih podskupova koji ne sadrze a.
Vrijedi

Ck =X+7Y.

Svaki A € M takav da je a € A je u jednoznacnoj korespondenciji s A\{a} € M\{a}. Zato
je X = C*!. Nadalje, za A C M vrijedi da a ¢ A ako i samo ako je A € M\{a}. Zato je
Y = CX. Iz (2.10) slijedi da se niz
) Cn+l

0 1 2
C (jn+l’(jn+1 o n+l

n+l°

moze dobiti iz niza
0 ~1 2 n
c,.Cc,.C,....C

n

prema Pascalovoj operaciji. Budu¢i da za n = 0 vrijedi da je Cj = 1, §to se podudara s
prvim uvjetom Pascalove operacije moZemo zakljuciti da je

ck =Tk (2.11)
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Dakle,
Co=1

V=1 C}=1
=1 C,=2 C5=1,
Ci=1 C}=3 C5=3 Ci=1
Cl=1 C,=4 Ci=6 C;=6 C;=1

Buduéi da vrijedi C¥ = &, odnosno C¥ = (Z) binomni koeficijent (Z) oznadava i broj
kombinacija k-tog razreda u n-¢lanom skupu.

Veza s faktorijelama

Izrazimo elemente Pascalovog trokuta pomocu faktorijela. Sjetimo se da je za n € N
n=1-2-3-4-...-n,
a dogovorno je definirano 0! = 1. Zam > 010 < g < m ozna¢imo

m!

J = —
" T (2.12)
Vrijedi
0!
0 _ _
0 — - 1)
0!-0!
) . - (2.13)
Fo=orm =t Fn= o =1
Nadalje,
FFU 4 PR = ! P
" k=D -(n—k+ D! k- (n—-k)!
n! n!
"m—lﬂ-m—kﬂxn—k+n+Xk—nbk-m—kﬂ
_ n! , 1 +1 (2.14)
k-=D!"mn—k! \n—k+1 &k
n! n+1 (n+1)!

T k=D -k k- i—k+1) k-(n+l1-k
= F*

n+l1*
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Iz 2.13) i (2.14) zakljucujemo da je F), = T,, to jest

m!

L — (2.15)
g!-(m—q)!
Jednadzbu (2.15) mozemo skratiti s (m — ¢)! pa dobivamo da je
m=1) ... (m-(g—1
TZ:m (m—-1) (m—(q ))' (2.16)
1-2-3-...-¢q

Dakle, izraz za binomni koeficijent, ali 1 broj kombinacija k-tog razreda u n-¢lanom skupu
moZemo racunati kao

Ck=

n

(n) n! _n-(n—l)-...'(n—(k—l)). 2.17)

k)" k =k 1-2-3-... -k



Poglavlje 3

Svojstva Pascalovog trokuta

Pascalov trokut ima razna zanimljiva svojstva, a neka od njih ¢emo razmotriti u ovom
poglavlju. Podijelit cemo ih nekoliko skupina.

3.1 Osnovna svojstva

Pod osnovna svojstva ubrajamo i svojstva propozicije koje je Pascal dokazao u
svome djelu. lako su svojstva prikazana za zarotirani Pascalov trokut ne¢emo ih posebno
navoditi buduc¢i da smo ih ve¢ ranije dokazali. Sli¢no bismo dokazali i za trokut kakav
trenutno promatramo.

Osna simetrija

Medu prvim pravilnostima koje se mogu uociti na Pascalovom trokutu jest simetrija
lijeve i desne strane trokuta. Pri tome srednji stupac trokutastog prikaza zamisljamo kao
os simetrije. Ovo svojstvo vrijedi zbog korolara u kojem smo dokazali da su svi
Pascalovi nizovi simetri¢ni pa je time 1 Pascalov trokut simetrian.

17
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Prirodni brojevi

U Pascalovom trokutu odmah se moze uociti i niz prirodnih brojeva na prvoj dijago-
nali. Za svaki k € N,k > 0, k-ta dijagonala Pascalovog trokuta je niz T}, Tt,T5,T%, . ..
Uocimo da je nulta dijagonala konstantni niz 1,1, 1,..., dok prva dijagonala predstavlja
niz prirodnih brojeva. Prva dijagonala pocinje jedinicom i poveéava se za jedan u svakom
novom redu te tako redom dobijemo prirodne brojeve.

Potencije broja 2

Zbrajanjem elemenata u redovima Pascalovog trokuta dobivamo redom potencije broja
2. Ovo svojstvo Pascalovih nizova smo ve¢ spomenuli 1 dokazali u korolaru

1 = 20
1 + 1 = 2!
1 + 2 + 1 = 27
1 + 3 + 3 + 1 = 23
1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 24
1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 2
1 + 6 + 15 + + 15 + 6 + 1 = 26

20

Potencije broja 11

Osim potencija broja 2, promatrajuci redove vidimo uzorak potencija broja 11. Ako
brojeve u prva Cetiri reda promotrimo kao znamenke nekog broja, uo€avamo da se radi
upravo o potencijama broja 11. Zaista,
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1 1=11°
I 1 11=11
1 2 1 121 = 112
1 3 3 1 1331 =11°

1 4 6 4 1 14641 = 114

U sljedecim redovima imamo viSeznamenkaste brojeve, pa ¢emo ih interpretirati drugacije.
To moZemo na dva nacina. Promotrimo peti redak Pascalovog trokuta

15101051

Prvi nacin je prenoSenje znamenki jedno mjesto ulijevo ako je broj viSeznamenkasti, pri
¢emu se prenosSenje moze dogoditi i nekoliko puta. Peti redak bi €itali 1(5+ 1)(0+1)051 =
161051 = 11°. Drugi na¢in je mjesni zapis broja

1-10°+5-10*+10-10°+10-10+5-10' +1-10° = 100000+50000+10000+1000+50+1 = 161051.

Ovo svojstvo slijedi iz binomnog poucka, jer je

11" = (10 + 1) = (8)10” + (’11)10"-l + (’;)10"-2 P (nf 1)10l + (Z)

Za prvih nekoliko n-ova imamo

10+ 1)° =1 =1
10+ D'=1-10+1-1 =11
10+1)>=1-10>+2-10+1 =121
10+1)°=1-10*+3-10>+3-10+ 1 = 1331
10+ 1D)*=1-10*+4-10°+6-10>+4-10+ 1 = 14641
(10+1P°=1-10°+5-10*+10-10°+10- 10> +5- 10+ 1 =

= 100000 + 50000 + 10000 + 1000 + 50 + 1 = 161051

Umjesto zapisa broja u dekadskom brojevnom sustavu moZemo promatrati i zapise u
nekom drugom brojevnom sustavu. Za svaki b € Nin € N vrijedi

n o_ n n n n—1 n n—-2 n 1 n
b+1) _(O)b +(1)b +(2)b +...+(n_1)b +(n)

Na primjer, promatrajmo bazu b = 3. Tada je
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1 (1)3:1-30:1:40
11 (11);=1-3"+1-3°=3+1=4=4
1 2 1 (121);=1-32+2-3"+1-3'=9+6+1=16=47

U ovom slucaju, uz prijenos znamenaka, treba paziti i na odabranu bazu. Primjerice, pro-
motrimo tre¢iredak 1 3 3 1. Najprije Clanove prikaZemo u sustavu s bazom 3 pa imamo
1 10 10 1. Sada prenosimo znamenke ulijevo pa dobijemo (2101);, a zatim racunamo.

1 3 3 1 (2101);=2-3>+1-324+0-3' +1-3°
=54+9+0+1=064=4°

1 4 6 4 1 (100111);=1-3+0-3*+0-33+1-3*>+1-3"4+1.3°
=243+0+0+9+3+1=25=4*

Omyjer dvaju susjednih ¢lanova

Omjer bilo koja dva susjedna ¢lana u Pascalovom trokutu jednak je omjeru broja ¢lanova
do prvog i broja ¢lanova od drugog susjeda. Na primjer, za osmi red i neka dva para susjeda
imamo

1 8 28 56 70 56 2 1
18 2856705628 8 1

¥ T ==z

4 70
1 8 70 56 28 8 1 3
\ J\ J
Y Y —=7
3
Iskazimo i dokazimo ovu tvrdnju.
Korolar 3.1.1. Za sve n,k € N vrijedi
" k+1
Tk+1 = n— k
Dokaz. Dokaz provodimo direktno,
n n!
Ty k] kl(n - k)! _kk+Dn—k-1! k+1

T’11c+1_( " ) n! T kKlm-k-Din—-k)  n-k

k+1 (k+1D)!(n—-k-1)!
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Dakle, tvrdnja vrijedi. O

Zbroj kvadrata ¢lanova n-tog reda

Zbroj kvadrata ¢lanova n-tog reda jednak je srednjem Clanu 2n-tog reda. Promotrimo
zbrojeve kvadrata nekoliko redova Pascalovog trokuta.

1 3 3 1 12+32+32+12=20

I 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
I 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 210 120 45 10 1

Dokazimo da ovo vrijedi i opcenito.

Korolar 3.1.2. Za sve n,k € Ny vrijedi
DT =Ty, 3.1)
k=0

Dokaz. Kako je T,’f = (Z) za sve n, k € Ny, trebamo dokazati da je

26 ()

k=0

Zbog simetri¢nosti Pascalovog trokuta (Z) = (nf k) ovo je ekvivalentno s
‘ 2
224 =) e
e n-— n

Zamislimo skup od 2n kuglica, koji se sastoji od n bijelih kuglica i n crnih kuglica. Biramo
li njih n od ukupnog broja, broj takvih podskupova je (Zn”), odnosno desna strana jednakosti.
S druge strane, ako imamo k bijelih kuglica u podskupu od n odabranih kuglica, tada ¢e
biti n — k crnih kuglica. Broj svih takvih moguc¢nosti je upravo lijeva strana jednakosti, tj.

o (D)20) -
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Kvadrat kao zbroj susjeda

Ako odaberemo bilo koji broj s prve dijagonale, kvadrat tog broja bit ¢e jednak zbroju
susjeda koji se nalaze na drugoj dijagonali, desno od njega i ispod. Slikovito moZemo za-
misliti jednakostranic¢an trokut okrenut vrthom prema dolje, u kojem vrijedi kvadrat gornjeg
lijevog vrha trokuta jednak je zbroju ostala dva vrha.

1
I 1
1
1 3 1
1 4 6 4 1 42=6+10=16
1 5 10 10 5 1
1 20 15 6 1

17 35 35 21 7 1

Korolar 3.1.3. Za sve n > 2 vrijedi

n n+l1*

(1}) =12+ 7

Dokaz. Za svaki n € N imamo

2412, =0+ ntl} _n-w-1) @+D-n_ (n? — n) + (n* + n)
2 2 1-2 1-2 5
2n*  , (n 2 2
:7:’1 :(]) :(Tn) >
¢ime smo dokazali uoceno pravilo. _

Prosti broj i njegovi viSekratnici

Ako je prvi ¢lan u redu, prost broj p, tada su svi ¢lanovi tog reda, osim prvog i zadnjeg,
viSekratnici broja p. Drugim rije¢ima, ako je p prost broj, tada su svi TI’§ zak=1,2,...,p—
1 viSekratnici broja p. Neka je p prost broj. Za k € {1,2,..., p — 1} vrijedi

py__ p
k]~ k\p -k

Promotrimo posebno djeljivost brojnika 1 nazivnika. Buducida je k € {1,2,...,p -1}, a
timeip—ke{l,2,...,p— 1}, prosti faktori nazivnika k!(p — k)! su najvise p — 1, iz Cega
zakljuCujemo da nazivnik nije djeljiv s p. S druge strane, brojnik p! je djeljiv s p pa je
prema tome i cijeli razlomak djeljiv s p.
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Davidova zvijezda

Oko bilo kojeg broja u Pascalovom trokutu, pocevsi od prve dijagonale, mozemo oznaciti
sve njegove susjede koji tvore Davidovu zvijezdu, odnosno dva trokuta, kao $to je prika-
zano na sljedecoj slici. Za oznacene trokute vrijedi da je umnozak brojeva vrhova jednog
trokuta jednak umnosku brojeva vrhova drugog trokuta.

1 1
201
3>3 1
1 4 6 4 1
1 510 10 5 1
1 6 1520 15 6 1
1 7 2135 35 21 7 1

1

Iskazimo i dokaZimo ovu tvrdnju.

Teorem 3.1.4. Za sve n, k € N vrijedi

k—1 k+1 k
Tn—l ’ Tn - T

n+1

_ 7k k—1 k+1
- Tn—l ' Tn - T

n+l-

Dokaz. Dokaz provodimo direktno. Lijeva strana prethodne jednakosti je jednaka

(n—l).( n ).(n+l)_ (n-1)! . n! . (n+1)!
k1) \k+1) Uk TG 1=kt D! G D i—k—D! K-t 1—R)!
) (n=Dl-nl-(n+1)

T kDK -G+ D) k=Dl -(n—R) - (n—k+ D!’

dok je desna strana jednaka

(n—l. n .n+1)_ (n-1)! . n! . (n+1)!

k) \k=1) st T =1=0! G-l i—k+ D! G+ Dl -t 1—k=1)!
3 mn=D!-n-(n+1)
TR kD k=Dl -(=R) - (n—k+ D)

Dakle, tvrdnja vrijedi. m|
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Hokejaska palica

Pogledajmo jo$ jedno vizualno zanimljivo svojstvo Pascalovog trokuta. Krenemo li
od bilo koje jedinice s desnog ruba i spustamo se po dijagonali do bilo kojeg mjesta u
Pascalovom trokutu, a zatim ’skrenemo’ dolje desno tako da dobijemo hokejasku palicu,
zbroj elemenata do tog mjesta bit ¢e jednak upravo broju na tom mjestu. U Pascalovom
trokutu to izgleda ovako

1
1 1
1 2
1 3 1
1 4 4 1
1 5 10 5 1 l1+6+21 =28
1 6 15 15 6 1 T2+T+T; =Ty

1 7 21 35 35 21 7 1
I 8 28 56 70 56 28 8 1

Zbog simetri¢nosti Pascalovog trokuta, analogno vrijedi i ako krenemo s lijevog ruba Pas-
calovog trokuta.

Teorem 3.1.5. Za sve n,k € Ny, n > k vrijedi
Dorf=TH (3.4)
i=k

Dokaz. Ako ¢lanove Pascalovog trokuta prikaZzemo pomocu binomnih koeficijenata tada

je jednakost (3.4) ekvivalentna s
(i) (n+1
= . 3.5
2= =
Dokaz provodimo matemati¢kom indukcijom po n. Ako je n = k tada vrijedi

n . k .

k k+1 1
Z l _ Z 1 _ 1= + _ n+ ’
—i\k)  —\k k k+1 k+1

¢ime smo provjerili bazu indukcije. Pretpostavimo da (3.5) vrijedi za neki n € N te
dokazimo da vrijediizan + 1. Imamo

S-S0 G-

Prema principu matemati¢ke indukcije tvrdnja teorema vrijedi. m|
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3.2 Geometrijska svojstva

Figurativni brojevi

U Pascalovom su trokutu posebno zanimljivi figurativni brojevi, to jest brojevi koji
predstavljaju broj tocaka koje se mogu pravilno rasporediti unutar pravilnih poligona, npr.
trokutasti, ¢etverokutni, peterokutni, Sesterokutni i opéenito n-terokutni brojevi. Promo-
trimo trokutaste brojeve, brojeve koji tvore jednakostrani€an trokut. Kre¢emo od jedne
tocke, zatim ispod dodamo dvije tocke, nakon toga tri tocke u donji red i tako nastavljamo.
Slika [3.1] prikazuje nekoliko prvih trokutastih brojeva. MoZemo primijetiti kako se ovi

o
@ ©0
o @0 00
@) 0 00 0000
@ ON© 0o 000 0000
1 3 6 10 15

Slika 3.1: Trokutasti brojevi

brojevi nalaze na drugoj dijagonali Pascalovog trokuta.

Ako niz trokutastih brojeva oznacimo s 7, tada je

T, =1

T,=T/+2=1+2=3
T:=T,+3=1+2+3=6
T,=T:+4=1+2+3+4=10

T,=T,.1+n=1+2+3+4+5+...+n
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ZakljuCujemo da je n-ti trokutasti broj jednak zbroju prvih n prirodnih brojeva

< 1
T,,:Zi:n(n; ) aeN.
i=1

Dakle, trokutasti brojevi se podudaraju s drugom dijagonalom Pascalovog trokuta. Prema

tome,
n+1
Tn :( 2 ) Tlf+l

Treca dijagonala sadrzi tetraedarne brojeve, 1,4, 10,20, 35, ... Ti brojevi predstavljaju
niz parcijalnih suma trokutastih brojeva. Geometrijski, oni predstavljaju pravilno raspo-
redene kugle po bridovima, stranama i unutraSnjosti tetraedra, kao na slici @ Oznac¢imo

Slika 3.2: Tetraedarni brojevi

li tetraedarne brojeve s P, tada je

Kada uvrstimo izraze za trokutaste brojeve, dobijemo opcéu formulu za raCunanje tetraedar-
nih brojeva.

P_ZTk_Zk(k+1) k1k+k (Zkz Z)

1 n(n+1)(2n+1)+n(n+1) _nn+Dn+2) (n+2 _ 3
_5 6 2 - 6 - 3 — T2
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Nadalje, u Pascalovom trokutu moZemo uociti i Sesterokutne brojeve, 1, 6, 15,28, 45, .. .,
koji se geometrijski mogu rasporediti po stranama 1 unutraSnjosti pravilnog Sesterokuta.
Svaki Sesterokutni broj je ujedno i trokutasti pa ih nalazimo na dijagonali trokutastih bro-
jeva. Svaki drugi ¢lan druge dijagonale je i Sesterokutni broj. Opéa formula za Sesterokutne
brojeve je §,, = n(2n — 1). UoCimo da je

=2 -n=nC2n-1)=8,.

) 2n 2n(2n—1) 4n*>-2n
T: = = =
a2 2 2

Catalanovi brojevi

Catalanovi brojevi predstavljaju niz prirodnih brojeva koji se javljaju u mnogim kombi-
natornim problemima, primjerice problem rukovanja, problem putova u cjelobrojnoj mrezi,
problem zagrada, problem binarnih stabala i slicno. Prvih nekoliko Catalanovih brojeva je

1,1,2,5,14,42,132,429, 1430, 4862, . ..

Oznacimo li Catalanove brojeve s C,, op¢i €lan niza Catalanovih brojeva jednak je C, =

2n
% Catalanovi brojevi u Pascalovom trokutu nisu odmah uocljivi, a mozemo ih dobiti kao
razliku susjednih elemenata u odabranim stupcima. MoZemo promatrati razlike ¢lanova

obojanih rozom ili plavom bojom.

I Co=1=1
1
1 2 Ci=1=2-1=1
1 3
1 4 6 4 1 C, = —6-4=2
1 5 10 1
1 6 15 20 15 6 1 C; = =20-15=5
1 7 21 35 7 1

I 8 28 56 70 56 28 8 1 (4= =70-56=14

Iskazimo 1 dokazimo tvrdnju.

Korolar 3.2.1. Za n > 0 u Pascalovom trokutu vrijedi
C, =15~ T3

Dokaz. Dokaz provodimo direktno,

Zn)_( 2n )_ (2n)! (2n)! _ (2n)! (1 1 )

n) \n+1) " nnl T G+ D=0 aln-D! \n n+l

-1yt =
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2n
@)t 1 e 1 ()
T nln-1D! nn+1) nln! n+l n+1

Dakle, tvrdnja vrijedi. O

Zanimljivo je da je povijesno najstariji kombinatorni problem, koji je doveo do ot-
kri¢a Catalanovih brojeva, geometrijski problem triangulacije konveksnog n-terokuta, od-
nosno broj nacina na koje je moguca maksimalna dekompozicija koveksnog n-terokuta na
n — 2 trokuta. Lako zaklju¢ujemo da je potrebno povuci n — 3 dijagonale koje se ne si-
jeku da bismo n-terokut triangulirali. Za trokut, postoji samo jedan nacin triangulacije.
Za Cetverokut, moZemo povuci jednu dijaganalu na dva nacina pa postoje dva nacina, za
peterokut 5 nacina, Sesterokut 14 nacina i tako dalje. Tada za svaki n-terokut, n > 2 vrijedi
da je broj nacina triangulacije jednak C,_,, pri ¢emu je definirano da broj triangulacija za
duzinu iznosi 1. Triangulacija nekoliko prvih n-terokuta je prikazana na slici

IS S\ N R\ '\\, NN N
~ \ / N\ / \ L\ £\
A A\ AR VAN A wr A Sw
N Py \ /X
7 \ ANV RN\VARN \

/ \ N N N AN NN /NN
\ / \ L / \ \ \ \

VP Xd ) & > < YN &N

7 N7 NS 1SS NATA\RVASNY

Slika 3.3: Triangulacija n-terokuta za n = 3,4,5,6

Trokut Sierpinskog

Obojimo li sve neparne brojeve u Pascalovom trokutu, dobit ¢emo trokut Sierpinskog,
jedan od najpoznatijih primjera fraktala. Tako obojani Pascalov trokut vidimo na slici |3.4
preuzetoj s [[1]. Dokaz da Pascalov trokut modulo 2 zaista konvergira trokutu Sierpinskog
izostavljamo zbog duljine i kompleksnosti. Dokaz za ovo svojstvo se moZe naci u [2]
Opcenito, ovu tvrdnju mozemo generalizirati tako da promatramo Pascalov trokut modulo
3, modulo 4, odnosno, modulo r, r € N. Tada dobivamo razne oblike fraktala.
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Slika 3.4: Trokut Sierpinskog u Pascalovom trokutu

3.3 Brojevin, e, n"

Broj x

Promotrimo ponovno drugu dijagonalu Pascalovog trokuta. Ve¢ smo spomenuli da
ona sadrZi trokutaste brojeve, a sada pokaZimo da pomocu njih moZemo dobiti broj r iz
Pascalovog trokuta. Druga dijagonala sadrzi brojeve 1, 3,6, 10, 15,21, 28, ... Zbrojimo li
njihove reciprocne vrijednosti uz promjenu predznaka nakon svaka dva ¢lana dobit ¢emo
m — 2, odnosno, vrijedi:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

TTrEIt3TE T 0 1521 28 %6455 66 787

2_|_1_|_11 1+1+1 1 1+1+1 1 1+
T = —_— - - —  — 4 — - — - — -y
1 3 6 10 15 21 28 36 45

Ovu tvrdnju ¢emo dokazati.

Teorem 3.3.1. Za elemente Pascalovog trokuta vrijedi

+00 1+ 2
(-1)'+Ls]
=2+
2
T +00 (_1)k
Dokaz. Prikazimo broj 7 pomoc¢u Leibnizove formule, — = . Ovaj red ¢emo
4 H2k+1

transformirati do reda koji se pojavljuje u tvrdnji teorema. Kako bismo jasnije izloZili
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ideju dokaza, transformacije ¢emo provoditi na prvih nekoliko ¢lanova niza umjesto na
opéem Clanu, a precizni i potpuni dokaz se provodi na slican nacin.

Rel&iA

—4
d 2k + 1

:2+21—%+%—%+%—£+
1 3 5 7 9 11
_2+21 1+1 +1 1+1+1 1+1 1 1+1 1+
- 1 2 2 3 4 4 5 5 6 6 7 1 '
PP 1 1+1 1 1 1 1 1+1 1+1 1 1 1
- 1 2)°\2 3/ 3 4/ \4 5] \5 6/ \6 7) \7 8/ '~
e . 1 1 ..
Primijenimo li jednakost — — dobijemo

n n+l n@n+l)

—2+21+1 ! 1+1+l
B 1-2 23 34 4.5 5.6 6-7 '

N 2 N 2 2 2 N 2 N 2
1-2 23 3.4 4.5 5.6 6-7

1 1 1 1 1 1

=2

¢ime smo dokazali teorem. O
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Broj e

Promotrimo produkte svih elemenata u istom redu Pascalovog trokuta. Neka je P,
produkt ¢lanova n-tog reda. Za svaki n > 0 vrijedi

n

n . n! w71 T I
PFH(JZLIWZW’) IR

k=0
(3.6)
1 e 51
— (n!)n+1 . _ . _ — (n!)n+l . _2
l;)[ k! 1]:0[ k! 1{:01 (k")
n+1 1 n—1 1
. _ n 2 . _ n .
Tada je P,1 = ((n + D)™™ - 1:0[ 758 iP, =((n-1DH- 1(:01 e Omjer produkata
dvaju uzastopnih redova je
n+1 1 n 1 1
((n + 1)!)*2 ((n+ 1)Hr+2 .
1 l;)[ (k!)? _ lk:)[ (k)? ((n+ D)? _
P, o o1
(n!)n+l . - (n!)n+1 . -
1,:0[ (k1)? lk—ol (kD)2
_((m+ DY ) -(n+ 1) (n+ 1)
@Yt @hrend ol
Tada je
Pn _ nn—l _ nn—l ‘n _ n
Py (n=1D! (m-D!'n n!
Promotrimo sada omjer ta dva omjera, to jest
Py (I’l + 1)"
Pn _ n! _ n+1 !
P, n" \ n '
Pn—l n!
Opcenito, vrijedi da je
o (n+1\" 1y
lim =lim|{l+—-| =e.
n—o0 n n—oo n
Dakle, moZemo zakljutiti lim 22521 = ¢, pri ¢emu su P,_y, Py, Pyyy produkti elemenata

n—oo n

odgovarajuéih redova.
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Broj n"

Promotrimo prvu dijagonalu, odnosno, spustimo se po prvoj dijagonali do nekog ¢lana,
recimo do Cetvrtog reda, tj. broja 4. Pomnozimo li brojeve s dijagonale i brojeve u tom
redu pocevsi od odabranog ¢lana te ako ih podijelimo s umnoskom elemenata prethodnog
reda, dobit ¢éemo broj 4*. U Pascalovom trokutu to izgleda ovako

1-2-3-4-( ) _ 4!-( ) _ g4
3-3-1 =7~ 331 °

I 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Teorem 3.3.2. Za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi da je

1, L on

1)

k=1 k
Dokaz. Promotrimo prvo izraz [Tj., ;). Buduéi da je () = 1, vrijedi [Ti_, (;) = [Tj-o (})-
Prema (3.6) sada imamo

n

= 1

k=0

Py =((n—-DY"-

Uvrstimo li dobivene izraze u pocetnu jednadzbu dobijemo

n n—1

n n+ - 1 i+ ! !
n!-]_[(k) n! - (n!) ‘-QW (n) 2'(;fL!)z'lk:O[(k!)2

k=1

n—1

n-1 . Tl =
ﬂ( ; ) ((n= 1) ];)[W ((n= 1)) lk—o[W

k=1
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__ @y _@-Dy
(=D ~ (=D’ |

3.4 Daljnja svojstva

Fibonaccijevi brojevi

Fibonaccijev niz je jedan od najpoznatijih nizova u matematici. Prisjetimo se, ovaj
niz zapocinje s dvije jedinice, a zatim ostale ¢lanove dobijemo zbrajanjem prethodna dva
Clana. Prema tome, ako je (F,) Fibonaccijev niz, tada je

Fy=1,
Fr=1,
F,=F,+F,, n>3.

Fibonaccijev niz u Pascalovom trokutu dobivamo zbrajanjem clanova na blagim dijago-
nalama. Blaga dijagonala krece od T?, a dalje se svaki put pomi¢emo jedan red iznad i
jedan ¢lan udesno, sve dok ne dodemo do kraja trokuta. Drugi nacin je da Pascalov trokut
zapiSemo kao pravokutni trokut te zbrajamo ¢lanove na njegovim dijagonalama.

20 15 6 1
213535217 1

Zelimo dokazati da su zbrojevi ¢lanova na blagim dijagonalama zaista Fibonaccijevi
brojevi.

Teorem 3.4.1. Zbroj elemenata na (n — 1)-oj blagoj dijagonali Pascalovog trokuta jednak
Jje n-tom Fibonaccijevom broju, odnosno vrijedi

L[]
F, = T;];—l—k'
k=0
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Dokaz. Clanove Pascalovog trokuta zapisujemo kao binomne koeficijente, to jest
L]
n—1-k
Fw:EZ( . ). (3.7)
k=0
Dokaz provodimo matemati¢kom indukcijom. Za n = 1 imamo

Lli_i-k (o
SRR

k=0

Lo 1
el

k=0
¢ime smo provjerili bazu indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N jednakost (3.7)) vrijedi
za sve k < n + 1. Posebno, vrijedi

2] 2]
Fn _ Z (n—llc—k)’ Fn+1 _ Z(n;k)

k=0 k=0

azan=2

Koriste¢i induktivnu pretpostavku pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 2. Kako je F,,, =
F, + F,,1, trebamo dokazati da je

L"51J(n+1-k)_L J(n-1-k)+m(n-k)
k=0 k k=0 k k=0 k

Razlikujemo slucajeve kada je n paran i1 kada je n neparan. Prvo pretpostavimo da je n

paran. Tada je [%IJ = [gJ =2 [”;le =2 — 1. Imamo da je

-1

L"ZJ(n_1_k)+L“(n_k): _1(n—1—k)+i(n—k)
k k=0 k k=0 k k=0 k

k=0

e, : n—k : n—k
= [supstitucija: k :k+1]:Z v 1 I

k=1 k=

N (n—k n Zg n—k :
= = 1

k=1

SIS

g

+
(=]
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Svojstvo Pascalovog trokuta: n+1 N (n—k+1 S (n—k+1
1)+ ()= () BIUPARZ IS ko)
k=1 k)~ \ & k=1 k=0
Pretpostavimo sada da je n neparan.Tada je ["%J = [gJ = % 1 [%J = nle Sli¢no kaoiu
prvom slucaju imamo
L”(n-1-k)+ L& (n—k)_ z (n— 1 —k)+ Z (n—k)
k=0 k T\ k k=0 k o\ k
-k -k
= [supstitucija: k' =k + 1] = (n’ 1) + (n L )
=\ - k=0
n=1 =1
22k 6 2
=AU 0f &S\ k
G-k (n—k Svojstvo Pascalovog trokuta:
=1+1+ + = |/ n\ _ (ntl
el AUl k (0)+ () =(7)
nel) (B Sfn-k+1) & (n—k+1
- 0 + n+l + k = k ’
2 k=1 k=0
Prema principu matemati¢ke indukcije tvrdnja teorema je dokazana. O

Zbroj parnih (neparnih) ¢lanova

Sada ¢emo raCunati zbroj svih parnih ¢lanova u nekom redu te zbroj svih neparnih
¢lanova. Promotrimo prvo parne ¢lanove, a zatim i neparne ¢lanove sedmog reda.

l 20 15 1 6 15 6
17 35 35 21 1 1 7 21 35 21 7

Vizualno odmah moZemo uociti da je zbroj svih parnih ¢lanova, odnosno svih neparnih

Clanova sedmog reda jednak zbroju svih ¢lanova prethodnog, odnosno Sestog reda Pasca-
lovog trokuta. IskaZimo i dokaZimo tu tvrdnju.
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Teorem 3.4.2. Za svaki n € Ny vrijedi

n+1 n+1 "
S0 2 ()
paran neparan

Dokaz. Bududi da svaki ¢lan Pascalovog trokuta sudjeluje u nastanku dva ¢lana sljedeceg
reda, Clana ispod sebe lijevo 1 €lana ispod sebe desno, zaklju€ujemo da ¢e svi parni ¢lanovi,
ali 1 svi neparni Clanovi biti sastavljeni od svih ¢lanova prethodnog reda. To znaci da
je zbroj svih parnih ¢lanova, odnosno svih neparnih ¢lanova jednak zbroju svih ¢lanova
prethodnog reda. Razlikujemo dva slucaja.

1. slucaj: Ako je n + 1 neparan, tada je

n+1 n+1 n+1
g = + +
k 0 2
k

paran

; (l’l-]ic-l):(l’l-i-l)_i_(l’l;l)_'_

R N R R e

2. slucaj: Ako je n + 1 paran, tada je

SO

te

neparan



POGLAVLIJE 3. SVOJSTVA PASCALOVOG TROKUTA 37

Pascalov trokut i Pellovi brojevi

Promotrimo tablicu brojeva slicnu Pascalovom trokutu. Zapocinjemo s brojem 1, a
zatim popunjavamo redove tablice tako da je svaki ¢lan zbroj tri broja iznad njega, gdje su
brojevi izvan trokuta nule. Za prvih nekoliko redova takav trokut izgleda ovako

n=0:

n=1:

n=2: 1 1

n=3: 1 5 5

n=4: 1 7 13

n=>5: 1 9 25 25 1
n==6: 1 11 41 63 41 11 1

Neka je a, zbroj svih ¢lanova u n-tom redu ovog trokuta. Redom imamo
ag = 1, ay :2, ar :5, as = 12, ay :29, ds :70, ag = 169,

Ovaj niz Cini upravo niz Pellovih brojeva, a prije nego to dokazemo, objasnit ¢emo Sto su
Pellovi brojevi.

Pellovi brojevi su ¢lanovi niza prirodnih brojeva koji predstavljaju redom nazivnike
najbliZe racionalne aproksimacije iracionalnog broja V2. Opéenito, kazemo da je raci-
onalni broj § najbliza racionalna aproksimacija broja V2 ako za svaki racionalni broj o

a_

b
razlomcima =, 2, £, —= ..., a Pellovi brojevi su 1,2,5,12,29,... Ovaj niz raste ekspo-

nencijalno i to proporcionalno srebrnom omjeru. Srebrni omjer je omjer u kojem duzinu
dijelimo na tri dijela; na dva dulja dijela jednakih duljina i jedan kraci dio za koje vrijedi
da je omjer duljine cijele duzine i duljeg dijela jednak omjeru duljeg i kraceg dijela. Ova
konstanta iznosi 1 + V2 = 2.414213.... Pellovi brojevi se koriste za formiranje Pitagorine
trojke, odnosno duljine stranica pravokutnog trokuta sa stranicama cije su duljine prirodni
brojevi. U tom slu€aju pravokutni trokut je priblizno jednakokracan, to jest katete se raz-
likuju za 1, npr. (3,4,5), (20,21,29), (119,120, 169), (696, 697,985), ..., gdje su duljine
hipotenuze Pellovi brojevi. Pellovi brojevi su definirani rekurzivnom relacijom

&iji je nazivnik b manji ili jednak g, vrijedi |2 - V2| < |¢— V2|. Te aproksimacije zapoginju

Py =1,
P1:2,
Pn:2'Pn—1+Pn—2’ n>2.

Teorem 3.4.3. Za svaki n > 0 vrijedi a, = P,.
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Dokaz. Ako promatramo n-ti red u trokutu konstruiranom na pocetku ovog pododjeljka,
svaki Clan (n — 1)-og reda je sudjelovao dva puta u nastanku ¢lanova promatranog n-tog
reda: prvi put za ¢lan lijevo ispod sebe, a drugi put za ¢lan desno ispod sebe. Prema kons-
trukciji ovakvog trokuta, ¢lanovi (n — 2)-og reda su sudjelovali jednom direktno za ¢lanove

na mjestima ispod sebe. Neka su Ag, A,11, ..., Al elementi u n-tom redu ovog trokuta.

an=ZAﬁ:A2+A,11+A§+...+Aﬁ+...+AZ‘1+AZ
k=0
=AY+ (AL AL A ) (AL A2 AL )+

n—1 n—1

k-1 k k—1 n-2 n—1 n-2 n—1
+A A A AT A AT A

n n

=2-A0 +2-A 2 A2 42 AT AY A+ AT

n
— 0 0 0 0 1 n-2
=2-A,_ +A,_+...+A _D+A ,+A, L+ ... +ATS

=2-a,_1+ a,.
Bududi da je ap = 11 a; = 2, prema rekurzivnoj definiciji Pellovih brojeva vrijedi
an = Pl’l’

¢ime smo dokazali tvrdnju. O

Racunanje aproksimacije za V2

Pascalov trokut se moze primijeniti za raunanje niza racionalnih aproksimacija ira-
cionalnih kvadratnih korijena, odnosno broja /s, gdje s € N nije kvadrat nekog broja.
Ovu primjenu éemo dokazati za broj V2, a analogno se dokazuje i za bilo koji broj
\/s. Za svaki prirodni broj n i potenciju binoma (1 + \/§)n iz binomnog poucka slijedi

da (1 + \/Q)n =a, + V2b,, gdje su a, i1 b, neki prirodni brojevi. Iz jednakosti
A1 + \/ib,m = (1 + \/E)Wrl
=(1+ V2)(1+ V2)
= (1+ v2)(a, + V2b,)
= (a, +2b,) + V2(a, + b))
imamo da je a,,; = a, + 2b,, b, = a, + b,. Nadalje, vrijedi

an

Ape1  Gn +2b, 2

= a X
bn+l a, + bn B, +1
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Zelimo pokazati da, ako je # aproksimacija broja V2, tada je Z—: jos bolja aproksimacija
broja V2.

m+2n

Korolar 3.4.4. Neka je ° aproksimacija broja V2, tada Jje =

V2.

Dokaz. Nekaje = > V2, odnosno % = V2(1 + €) zaneki € > 0. Tada je
2 T+2 2(1 2 2-1
m+2n V2(1 +€) + \5(1_( V2 ])

% jos bolja aproksimacija

m+n_—+1 V2(1 + € + 1 V24 1+ v2e)©
Vrijedidaje V2—1< V2+ 1+ V2¢ ajerje 1 < V2 < 2 slijedi da je % < 1 paimamo
da je
v2-1 1
V2+1+vV2e 5
Zakljucujemo da je == "”2" < V2idaje ’j;:zn" \/§| < |% - \/§|, ¢ime smo dokazali tvrdnju.
O

Sada Zelimo pokazati povezanost s Pascalovim trokutom pa promotrimo binomni te-
orem. Prema binomnom teoremu imamo

(1+V3) = (g)+(’;)ﬁ+(’;)z+(’;)m+(z)zz+(’51)22ﬁ+...
[l ) )
a=(o)+ 2o+ 2]+ n=(i) e i) 2 (e 0w

Iskazimo 1 dokazimo sljedeci teorem.

|+ V2

Dakle,

Teorem 3.4.5. Neka su a,, b, definirani kao u (3.8). Tada je

an+1 _ ap + 2bn
bn+1 a, + bn

Dokaz. Dokaz provodimo direktno.
n+1 n+1 n+1
+2 +2° +
w0 )23 )21
bn+1_n+1+2n+1+22n+1+
1 3 5




POGLAVLIJE 3. SVOJSTVA PASCALOVOG TROKUTA 40

primienimer(" )<, )« )
)20 B0
o) () +2{)+ ()]« )+ )
o) (1) 2a) ~(a) - (6) -

(;)+(':)+2(';)f é(z)+25(z)+22(’;)+---

O R e R P
o))+ <)) 215)

a, + 2b,
a,+b,’

+ 22 ...

+2 + 22 +...

+2-

+

¢ime smo dokazali tvrdnju teorema. O

Na primjer, za 6. razlomak, odnosno 6. red Pascalovog trokuta imamo

0 1 2 3
6 20 6 -2° + -2+ -2 4+ -2 99

6.2 + 20.20 ¥ 6.22 0

Ovu tvrdnju moZemo generalizirati za niz aproksimacija broja +/s, za s € N koji nije
kvadrat nekog broja tako Sto potencije broja 2 zamijenimo s potencijama broja s.



Poglavlje 4

Jedan zadatak s matematicke olimpijade

U ovom poglavlju ¢emo pomocu Pascalove operacije rijesiti jedan zadatak. Tijekom
VIII. moskovske olimpijade 1945. godine, sudionicima devetih i desetih razreda predstav-
ljen je sljedeci zadatak

Dana je cestovna mreZa kao na slici Iz pocetne tocke A krece 2'°% [judi, tako da
jedna polovica ljudi nastavlja u | smjeru, a druga polovica u m smjeru. Dolazeci na prvo
krizanje svaka grupa se dijeli na dvije podgrupe tako da polovica ide u | smjeru, a druga

polovica u m smjeru. Tako se nastavljaju dijeliti na svakom kriZanju. Koliko ljudi dolazi
na svako od kriZanja u tisucitom redu?

TON

Slika 4.1: Cestovna mreza

Treba primijetiti kako trenutno nismo sigurni postoji li rjeSenje problema. Ne znamo
je 1i promet ljudi prema uputama zadatka uopée mogué. Ako na neko krizanje stigne

41
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neparan broj ljudi daljnje dijeljenje mora stati. Zato je nuZan i dovoljan uvjet da na svako
kriZzanje prvih tisu¢u redova, pocevsi od 0. do 999., dode paran broj ljudi. Stoga, prvo treba
dokazati da je taj uvjet ispunjen. RaskriZje koje se nalazi u n-tom retku i k-tom mjestu
nazvat ¢emo (n, k). RaskriZja u nekom redu brojimo od nultog mjesta pocevsi s lijeva na
desno. Broj ljudi na raskriZju (n, k) ozna¢imo s HX. Dakle, u n—tom redu redom imamo
oznake HY, H!, H?, H3, ..., H'™', H" kao §to je prikazano na slici[4.2]

0. red
1. red
2.red

3. red

n. red

(n+1).red

0 1 k n n+1
Hpg Hpia Hyyq Hpyq Hpii

Slika 4.2

Buduci da jo§ ne znamo postoji li rjeSenje problema kao niti postoji li broj HX za svaki
k,n € [0,1000], prvo trebamo pokazati da oni postoje. Prema uvjetu zadatka znamo da
postoji

Hy =2""%. (4.1)

Odredimo vezu izmedu brojeva H:, k € [0,n] i H* |, k € [0,n + 1] uz pretpostavku da
svi brojevi postoje. Pokazat ¢éemo da, ako svi brojevi H* postoje i parni su, tada postoje
1 svi brojevi H,’j .- Promotrimo raskrizja i dijelove ceste koja povezuje redove ni (n + 1).
Svakom raskrizju je pridruzen odgovarajuci broj koji predstavlja koliko je ljudi stiglo na
raskrizje. Broj H? predstavlja broj ljudi koji su stigli na raskrizje (n, 0) koji se dijeli na dva
jednaka dijela (slika[4.2). Prva polovica odlazi raskrizje (n + 1,0), pa vrijedi

HO

H | = 7 (4.2)
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Druga polovica broja H? dolazi na raskrizje (n + 1,1), gdje se sastaje s polovicom ljudi
koja dolazi iz raskriZja (n, 1), odnosno polovicom broja H!. Dakle,

., H)+H,
H,  =——F7—. (4.3)

n+l 2

Opcenito, broj ljudi koji su dosli krizanje (n + 1, k) je zbroj polovice ljudi koji su napustili
k=1 k

krizanje (n,k — 1), i polovice koja je napustila krizanje (n, k), odnosno 7" Sto se vidi
iz slike Dakle vrijedi

Hk =" n, 1<k <n. (44)

Konacno, broj ljudi koji dolazi na krizanje (n + 1,n + 1) jednak je polovici ljudi koji su
napustili krizanje (n, n) pa je

Hl’l
Hy = =5t (4.5)

1z jednadzbi (@.T)) — (.5) dokazat éemo da rjeSenje problema postoji. Prvo uoc¢imo da iz
(4.2) — @.5)) slijedi da, ako za neki n postoje svi brojevi

H, H, H, H, ..., H"", H"
u n-tom redu i djeljivi su s 2a, onda postoje i svi brojevi

H3 H" 1 H"

n+l> 0o n+l° n+l

H2

n+1°

Hl

n+l°

HO

n+1

u (n+1)-vom redu i djeljivi su s a. Zaista, pretpostavimo da brojevi H°, H!, H?, H>, ..., H'™', H"
postoje 1 da su djeljivi s 2a, tada postoje prirodni brojevi

0 1 2 3 n—1 n
M°, M, M2, M3, .., MY, M

za koje vrijedi

H° = 2aM’,
H! =2aM,,
H) =2aM,.
Prema jednadzbama (4.2) — (.9) slijedi
0 H, _ 2aM, 0
Iiﬁ+l = _E_ = 2 = aA4#’
H'+ HY 2aMS! + 2aM*
H,];.lz n2 no_ anz an:a(Mf,_l'i'Mﬁ)’ 1Sk§n,
n+1 H;Z ZCZMZ n
H — aM
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$to dokazuje tvrdnju da brojevi H° Vs HL H? |, H2+1’ ..., H"|, H"  postojeida su
djeljivi s a. S obzirom na pocetni uvjet zadatka da u nultom redu postoji jedinstven broj
Hy = 2'"% koji je djeljiv s 2'°%, svi brojevi u prvom redu HY, H| takoder postoje i djeljivi

su s 2°%. Zatim, svi brojevi u drugom redu
12
H), H,, H;

2998

postoje i djeljivi su s . Nastavljamo do 999. reda, u kojem brojevi

Hoogs Hogos »- - Hago
postoje i djeljivi su s 2. Konacno, postoje i brojevi 1000. reda, koji predstavlja rjeSenje

problema,
0 1 1000
Hioo0> Higoos »---» Higoo-

Mozemo zakljuditi kako odnosi jednadzbi (4.2)) — (4.5)) garantiraju da rjeSenje problema
postoji te pokazuju kako iz niza brojeva

0 1 2 3 -1
H, H, 6 H, 6 H, ... 6LH ',H,
dobivamo brojeve
0 1 2 3 n—1 n
Hn+1’ HrH—l’ Hn+1’ Hn+1’ i Hn+l’ Hn+1

Uzastopnom primjenom ovih relacija, pocevsi od nultog reda, mogli bismo izracunati sve
vrijednosti H* za svako raskrizje do tisu¢itog reda. Takvih raskriZja ukupno ima 501501.
Racunajuci brojeve tisucitog reda, dobili bismo rjeSenje problema. Racun za nekoliko
prvih redova izgleda ovako

H(()) — 1000
0 ig _ 1000 9 i ig _ 1000 _ 99
L) 2 L) 2
0 0 1 1
o Ht 2999 o g H’ + H! 2999 4 0999 g i _ 2999 _ s
272 T 2 2 2 2 L) 2
0 0 1
HO_H 2_2997 H1:H2+H2:2998"‘2999:3.2997
) 2 3 2 2
Sada ¢emo pokazati kako pomocu Pascalove operacije izraziti brojeve H,’j Neka je
1
71 = ———H1 (4.6)

m 21000-m m?
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odnosno
Hi = 2'00-mz4 (4.7)
zam=0,1,2,...,1000, g =0,1,2,...,m.

Iz @.1) i (4.06) slijedi
1

Zy = T L1000 = (4.8)
Zamijenimo sada jednadzbe @.2)), (¢.3) i (4.4)) izrazom (4.7). Iz (¢.2) imamo
21000-(+1) 70 _ 21000170
n+1 2 ’
to jest
Z), =2, (4.9)
Iz (.4) slijedi
1000-(n+1) 1 _ 2100z}
n+1 2 ’
to jest
VARIEV A (4.10)

Naposljetku, iz (4.3)) slijedi

1000—-n7k-1 1000-n 7k
2 Z,7 +2 zZ,

21000—(n+ 1 )Zk

n+1 — 2 ’
to jest
Zk =7+ 78 (4.11)

Iz jednadzbi @I)-@I1) slijedi da je svaki red Z°,,,Z! ,...,Z"! zan = 0,1,...,999,

nastao iz prethodnog reda, a buduéi da se pocetni red Z) = 1 podudara s prvim uvjetom
Pascalove operacije, zaklju¢ujemo da je

Z4 = T?

Dakle,zam =0,1,...,1000, ¢ =0,1,...,m vrijedi
Hi = 2'0%0-mTd, (4.12)
Za trazeno rjeSenje problema je m = 1000 pa je rjeSenje pocetnog problema
H ;Iooo = T?ooo’

odnosno, broj ljudi koji dolaze na svako krizanje tisucitog reda odgovara redom ¢lanovima
tisuéitog reda Pascalovog trokuta. Mozemo zakljuciti da su brojevi (1%00), (10100), (10200), e (1000
redom brojevi osoba koji dolaze na kriZanja u tisuéitom redu.

1000
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo konstrukciju Pascalovog trokuta i njegova
svojstva. U prvom smo poglavlju dali povijesni prikaz nastanka i tijeka proucavanja Pas-
calovog trokuta. U drugom poglavlju definirali smo Pascalovu operaciju pomocu koje smo
prikazali dvije najpoznatije primjene Pascalovog trokuta: binomne koeficijente i kombi-
nacije. Nakon toga, u tre¢em smo poglavlju opisali i dokazali razna zanimljiva svojstva
Pascalovog trokuta. Svojstva smo podijelili u nekoliko skupina. Prva skupina su osnovna,
lako uocljiva, svojstva Pascalovog trokuta. Drugoj skupini pripadaju zanimljivi brojevi i
poznati iracionalni brojevi koje nalazimo proucavajuci elemente Pascalovog trokuta. Treca
skupina predstavlja svojstva povezana s geometrijom. Naposljetku, zadnjoj skupini pripa-
daju netrivijalna svojstva Pascalovog trokuta. U zadnjem smo poglavlju pokazali kako se
Pascalova operacija moZe koristiti pri rjeSavanju problemskih zadataka na primjeru zadatka
s matematicke olimpijade.



Summary

In this thesis, we studied the construction of the Pascal triangle and its properties. In
the first chapter, we give a historical overview of the origin and course of the study of the
Pascal triangle. In the second chapter, we defined Pascal’s operation by which we pre-
sented the two most famous applications of the Pascal triangle: binomial coefficients and
combinations. After that, in the third chapter, we described and proved various interesting
properties of the Pascal triangle. We divided the properties into several groups. The first
group are the basic, easily noticeable, properties of the Pascal triangle. The second group
includes interesting numbers and well-known irrational numbers that we find by studying
the elements of Pascal’s triangle. The third group represents properties related to geome-
try. Finally, the nontrivial properties of the Pascal triangle belong to the latter group. In the
last chapter, we showed how Pascal’s operation can be used to solve problem tasks on the
example of a task from the Mathematical Olympiad.
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