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Uvod

Tok fluida u prirodi uvijek prati najefikasniji moguci put, a samo gibanje se moZe opisati
matematickim modelima. Proucavanje gibanja fluida kroz Supljine u zemlji, ili na samoj
povrsini ima veliku vaznost u tehni¢kim disciplinama kao $to su naftno inZenjerstvo, hidro-
logija, agronomija,.. Tok koji se proucava moze sadrZavati razliCite kemijske komponente,
ili pak biti sastavljen od razlicitih fluida, koji se medusobno mogu i ne moraju mijesati.

U ovome radu je uveden model dvofaznog toka kroz poroznu sredinu te je opisana
metoda konacnih volumena za njegovo numericko rjeSavanje. Pritom je rad organiziran na
sljedeci nacin. U prvom poglavlju je definirana porozna sredina te je dan njen opis, kao
1 jedno karakteristicno svojstvo. Zatim je uveden tok fluida u poroznoj sredini sa svojim
karakteristicnim svojstvima.

U drugom poglavlju je uvedena jednadZba sacuvanja mase na mikroskali. Jer je u pro-
ucavanju porozne sredine zastupljena makroskala, dan je i oblik jednadZbe na makroskali.
Pomocu nje moZemo predvidjeti transport mase unutar sustava.

U tre¢em poglavlju je opisan Darcyjev zakon koji povezuje gradijent tlaka sa prividnom
makroskopskom brzinom. On predstavlja konstitutivni zakon na makroskali te su stoga u
ovome poglavlja opisana makroskopska svojstva fluida i porozne sredine koju promatramo.

Pomocu jednadZbe sacuvanja mase te Darcyjevog zakona, Cetvrto poglavlje uvodi dvo-
fazni tok nemjesSivog fluida. Model se sastoji od Sest jednadzbi i Sest nepoznanica koje se
zatim reformuliraju u dvije parcijalne diferencijalne jednadzbe s dvije nepoznanice. Zatim
je izvedena Buckley-Leverettova jednadzba koja predstavlja pojednostavljeni tok fluida u
jednoj dimenziji (horizontalnoj). Za potpuni opis matematickog modela potrebno je navesti
rubne i pocetne uvjete te su stoga i oni spomenuti.

Peto poglavlje opisuje numeriku koja se koristi kod rjeSavanja uvedenog matematic-
kog modela. Za prostornu diskretizaciju se koristi metoda kona¢nih volumena, a ovdje su
opisane neke od njezinih verzija (TPFA, MPFA te Box metoda). Vremenska diskretizacija
podrazumijeva diferenciju unazad. Nakon odabira diskretizacijske tehnike, primjenom IM-
PES algoritma matematicki model se rjeSava efikasno te zahtjeva manje memorije raCunala
od drugih metoda.

U Sestom poglavlju su opisane tri numericke simulacije od razli€itih dvofaznih nemje-
Sivih modela. Simulacije su napravljene u programskoj biblioteci DuMu*.



Poglavlje 1

Fluid u poroznoj sredini, osnovna
svojstva

1.1 Opis sustava

Definicija. Faza je tekudina, kruta tvar ili plin koja je od druge krutine, tekucine ili plina
odvojena prepoznatljivom granicom.

Definicija. Poroznost je prisutnost Supljina ili pukotina unutar materijala. Porozna sre-
dina je svaki materijal koji odlikuje poroznost. Domena sastavljena od Supljina koje su
fluidu na raspolaganju za gibanje se zove porni prostor.

Zbog velike razlike u karakteristicnim dimenzijama pornog prostora i domene u kojoj pro-
matramo gibanje fluida, postoje dvije razlicite prostorne skale: mikroskopska i makroskop-
ska. U makroskopskom modelu svaka tocka predstavlja volumen koji je dovoljno velik da
sadrzi ¢vrstu fazu te fluid u pornom prostoru. Taj se volumen zove reprezentativni elementarni
volumen, REV. Velicina REV-a se odabire tako da su prosjecne vrijednosti neosjetljive na
male promjene u veli¢ini REV-a, a variraju u vremenu i prostoru.

S obzirom na to da poroznost varira s poloZajem, ako skup Q(x) predstavlja REV u
tocki x, poroznost je izraZena kao:

1
—1- dx, 1.1
¢ QX)) fmx) ¥ (1.

gdje je |€2(x)| volumen od (x).
Vidimo da je poroznost karakteristicna za cijeli uzorak, ali ne pruza informaciju kako
je porni volumen distribuiran u uzorku.
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Porozna sredina predstavlja specifican skup fizickih svojstava Sto je razlikuje od opcih
viSefaznih sustava. Najznacajniji od ovih su zahtjevi da postoji viSe od jedne faze unutar
odredenog kontrolnog volumena, da jedna od njih bude relativno nepomicna kruta tvar te
da je barem jedna od ovih faza fluid. Nadalje, porozna sredina zahtjeva da ¢vrsta faza bude
povezana te da sadrzi viSestruko povezani prostor dostupan fluidu, tj. da je porni prostor
kontinuiran. Struktura pornog prostora unutar krute tvari treba biti takva da postoje putevi
koji povezuju sve regije sustava. Za fluid to predstavlja moguénost prolaska od jedne loka-
cije do druge unutar porozne sredine.

Napomena. Za poroznu sredinu, brzina ¢vrste faze, v¥, u odnosu na granicu sustava mora
biti znacajnije manja od brzine fluida koji protjece kroz taj porozni sustav. Dalje ¢e se po-
drazumijevati da je ¢vrsta faza potpuno nepomicna, tj. v¥ = 0. Takoder, precizna definicija
"povezanosti" krute faze nije moguca.

U ovome radu promatramo poroznu sredinu u kojoj dva razli¢ita fluida ispunjavaju Citav
porni prostor te se takav tok zove dvofazni tok. Opcenito se faza obiljezava oznakom: «.
Takoder, unutar svake pore postoji dobro definirana granica koja separira fluide pa je tok
fluida nemjesiv. Standardni primjeri nemjesivih sustava su sustavi nafta-voda te voda-zrak.

1.2 Koncept zasi¢enja

Definicija. Zasicenje fluida a-faze u uzorku volumena porozne sredine €2, u oznaci s“, je
dano izrazom: : o
Y= — dx = —, 1.2
YT ). T o (1.2)
gdje je Q" volumen pora u uzorku, a Q% volumen fluida a-faze u uzorku. Za volumen pora
vrijedi Q" = Q\ Q°.

Ako za uzorak uzmemo cijelu poroznu sredinu, dobit ¢emo prosjecnu vrijednost zasicenja
sredine u bilo kojem vremenskom trenutku. Zasicenje uzima vrijednosti iz intervala [0,1];
gdje O predstavlja da nema fluida u uzorku, a 1 da je sve ispunjeno s fluidom. Nadalje,
poroznost podrucja kroz koje prolazi fluid a-faze je dana sa:

e’ = s%. (1.3)

1.3 Koncept tlaka i povrSinske napetosti

U dvofaznom nemjeSivom toku na granici izmedu dva fluida djeluje sila koja ne dozvoljava
njihovo medusobno mijesanje, a ovdje Ce se opisati na primjeru sustava voda-zrak. Stoga su
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na makroskali u svakoj tocki prostora prisutne vodena i plinovita faza fluida te se promatra
interakcija izmedu njih.

Objasnjenje interakcija izmedu fluida i krutine lezi u molekularnoj strukturi fluida te
nacinu na koji se ta struktura odnosi na molekule koje su na povrSini krutine. Ploha koja
odvaja fluid a-faze od krutine se oznaCava sa: as. Kada bi za primjer uzeli vodu, njene
molekule se medusobno privlace. Ali, na granici kapljice unutraSnje sile nisu u ravnotezi s
vanjskim privla¢nim silama te je rezultat toga modifikacija strukturnog rasporeda molekula
na povrsini kapi. Povecanje povrSine zahtjeva da privlacne sile molekula budu savladane.
Promjena u energiji ima vrijednost ydA, gdje je A povrSina. Za plohu izmedu 2 razlicita
fluida y oznacava medufaznu napetost, a u slucaju plohe izmedu fluida i njegove pare y
oznacava povrSinsku napetost te ima jedinicu sile po jedini¢noj duljini, ili energije po jedi-
ni¢noj povrsini.

Kada se voda u cijev¢ici nalazi u ravnotezi, tada mora postojati ravnoteZa medu silama
koje djeluju na plohi izmedu vodene i plinovite faze. Prisutne sile su tlak zraka, koji
djeluje na konkavnoj strani plohe, vodeni tlak, koji djeluje na konveksnoj strani plohe te
medufazna napetost, koja djeluje kao tangenta na povrSinu. Fluid na konkavnoj strani, u
ovome slucaju zrak, se zove nevlazeci fluid jer je manje privlacan krutini od drugog fluida.
Svojstva nevlazeceg fluida ¢e imati indeks » pa se tako njegov tlak oznacava sa p,. Fluid sa
konveksne strane plohe, u ovome slucaju voda, se naziva vlaZeci fluid jer vise vlazi krutinu.
Sli¢no, svojstva vlaZeceg fluida sadrZavaju indeks w, stoga se njegov tlak oznacava sa p,,.
Sile koje djeluju na plohi separacije izmedu vlaZeCe 1 nevlazece faze, wn, ukljucuju
tlakove fluida te povrSinsku napetost. Prilikom prolaska kroz plohu wn, tlak trpi skok koji
je odreden Young-Laplaceovim zakonom. Taj zakon je izrazen sljede¢im jednadZbama:
2y 2 1 1
Pn—DPw="—" — =75 +t—,
7 r= R R
gdje je r* srednji radijus zakrivljenosti plohe wn, a R; i R, glavni radijusi zakrivljenosti
plohe wn.
Kapilarni tlak, p., je definiran kao razlika tlakova u vlaze¢em i nevlazecem fluidu, t;.

DPc = Pn — Pw-

(1.4)

Definicija. Za fluid a-faze, @ € {w,n}, kut izmedu plohe wn i plohe as definira se kao
kut vlaZenja, 6. Ako je kut za fluid a-faze manji od 90°, kazemo da je taj fluid vlazeci; u
suprotnome je nevlazeci.

U eksperimentima s uranjanjem kapilarnih cijev¢ica u vodu, primjeceno je da ¢e se voda
povudi na vecu visinu S§to je cijev€ica uza. To pokazuje da je kapilarni tlak na granici
izmedu vode i zraka veci u uzim cijev€icama. Stoga, ako u poroznoj sredini inicijalno is-
punjenoj vlazeCom fazom, krene ulaziti nevlazeca faza, ona ¢e prvo prodriti u pore veceg
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dijametra. Ovo se dogada jer je u manjim porama kapilarni tlak, koji je potrebno savladati,
veci. Na makroskopskoj perspektivi se moze zakljuciti da ¢e opadanjem zasi¢enja vlazece
faze, 5", makroskopski kapilarni tlak, p., postajati veéi.

Kako na makroskali nema granice izmedu razli¢itih faza, u svakoj to¢ki makroskopskog
kontinuuma postoje tlakovi vlaZeée i nevlaZeCe faze. Oni predstavljaju srednje vrijednosti
tih tlakova po unaprijed odredenom volumenu koji sadrZi obje faze. Kapilarni tlak je na
makroskali prikazan kao funkcija zasicenja vlaZece faze te vrijedi

Pc(8") = pn — P (1.5)

Tlak u nevlaZzeCem fluidu je uvijek veci nego u vlaZe€em pa slijedi da je kapilarni tlak
pozitivnha monotona padajuca funkcija.

Iz eksperimenta sa uranjanjem cijevCice je takoder zakljuceno da ¢e se voda uvijek
popeti na istu razinu neovisno o tome koliko je duboko cijev¢ica uronjena. Situacija je
drugacija ako se dijametar cijev€ice mijenja njenom duZinom. Tada visina rasta vode ovisi
o tome koliko je duboko uronimo te jeli se u cijevcici odvija proces ocjedivanja (istiskiva-
nja vlazeée faze nevlazeCom), ili obrnuti proces viazenja. Ova dva procesa Ce dati razlicite
krivulje za p. i 5", odnosno krivulja kapilarnog tlaka pokazuje histerezu. Histereza opisuje
razli¢ito ponasanje procesa koji ovisi o smjeru u kojem se proces odvija. Razlika se ovdje
dogada jer manje pore kontroliraju ocjedivanje, dok vece kontroliraju vlaZzenje. Tako za
istu vrijednost s*, kapilarni tlak je veci u slucaju ocjedivanja.

Potpuno istiskivanje jedne od dviju faza nije u potpunosti moguce, a to krajnje zasice-
nje faze koja se istiskuje nazivamo rezidualnim zasi¢enjem, s*" 1 s™". Na primjer, u procesu
ocjedivanja vlaZeca faza nece biti potpuno istisnuta nevlazeCom vec e jedan dio te faze
ostati prisutan u obliku tankog sloja fluida oko zrnaca porozne sredine i1 slobodnih kap-
ljica. Krivulja kapilarnog tlaka u tocki s"” ima vertikalnu asimptotu. Uobicajeno je uvesti
reducirana zasicenja [3|:

— s — s —

R T (1o
koja se uvijek nalaze izmedu 0 i 1 te zadovoljavaju s* + s" = 1. Kapilarni tlak se esto
definira kao funkcija reduciranog zasiéenja.

Takoder, da bi u poroznu sredinu potpuno ispunjenu vlaze¢om fazom uopée mogla uci
nevlaZeéa faza, potrebno je savladati ulazni tlak, p,, — p,,, koji moZe biti strogo pozitivan.
Ulazni tlak ovisi o najveéem dijametru pore jer su tu efekti kapilarnog tlaka najmanji. Kod
procesa vlazenja, tj kada je s = 0, ulazni tlak nije potrebno savladati.

Medu najpoznatije parametarske modele koji se primjenjuju u sustavima voda-plin ulaze
Brooks-Coreyev i van Genuchtenov model kapilarnog tlaka.
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Van Genuchtenov model kapilarnog tlaka je dan formulom:
w 1 5~ l/m n
Pes™) = —(s" " = nhn, (1.7)

gdje je n = 2,.,5 1 m = 1-1/n. Sljedeci je Brooks-Coreyev model koji je zadan preko
ulaznog tlaka, a glasi:
Pe(s”) = pe(s™)4, (1.8)

gdjeje 4> 0.



Poglavlje 2

Jednadzba saCuvanja mase

2.1 Uvod

Modeliranje fizickih pojava najkorisnije je kada se temelji na opisu temeljnih procesa koji
proizvode promatrano ponasSanje, a ne na korelacijama promatranih podataka. Ako su
procesi dobro opisani, moZe se predvidjeti kako €e sustav reagirati kada je podvrgnut dru-
gacijim uvjetima. Jedan od takvih principa je sacuvanje mase koji pokazuje da se masa ne
stvara i ne unistava. Zakon sacuvanja mase govori da je za svaki kontrolni volumen Q,
brzina promjene mase u njemu jednaka brzini ulaska i brzini izlaska mase iz njega. Tako je
model dvofaznog nemjesivog toka zasnovan na jednadZbama sacuvanja mase, Darcyjevoj
jednadzbi te dodatnim relacijama koje upotpunjavaju skup jednadzbi potrebnih za rjeSenje
sustava.

U kontrolnom volumenu masa moZe biti samo unesena 1 iznesena fizickim transportom,
te proizvedena i konzumirana s kemijskom reakcijom. Te koli¢ine trebaju biti u ravnoteZzi
jedna s drugom, a ukupni "efekt" se opisuje akumulacijom mase, $to je ukupna promjena
mase po jedinici vremena.

Ako je Q dio kontinuuma, onda je njegova masa dana izrazom

m(Q) = f pdx,
Q

gdje je p gustoca mase po jedinici volumena. Brzina promjene mase u Q je stoga dana
izrazom: % fQ pdx. Za potrebu izraza brzine ulaska i izlaska mase iz kontrolnog volumena
uvode se sljedece oznake: Neka je n jedini¢na vanjska normala na granicu kontrolnog vo-
lumena koja se oznacava sa 0Q2. Granica J€2 se moZe rastaviti na uniju 0Q = Q" U 0Q",
gdje je 0Q* dio granice kroz koji masa napusta volumen, a 9Q~ kroz koji ulazi u volumen.
Promatra li se komad ravne plohe orijentirane vektorom normale n i povrSine S u fluidu

koji se giba konstantnom brzinom v, brzina mase koja prolazi kroz plohu je jednaka pv-nS'.
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Slijedi da je brzina ulaska mase u Q jednaka: — fBQ‘ pv - ndS, a brzina izlaska mase iz Q
dana sa: fam PV -nds.

Formulacija jednadZbe sacuvanja mase prikazana na mikroskali u integralnoj formi po-

prima oblik:
d
E‘f,odx+‘[9 pv-ndS =0, (2.1)
Q Q

gdje je dS povrsinski element ruba domene. Za daljnji raspis ove jednadZbe se primjenjuje
Teorem o divergenciji.

Teorem 2.1.1. (Teorem o divergenciji) Neka je Q0 C R" dovoljno glatka domena. Tada za
svako glatko vektorsko polje F vrijedi:

fdidex:f F -ndS, (2.2)
Q aQ

gdje je n jedinicna vektorska normala na 0.

Primjenom jednadzbe (2.2)) na (2.1)), te zamjenom varijable F = pv slijedi izraz:

0,
f (—p + div(pv)) dx = 0, 2.3)
o\ 0t
a kako je domena Q proizvoljna, dobivamo jednadZbu kontinuiteta:
0,
a—f + div(pv) = 0. 2.4)

Napomena. Dane jednadZbe vrijede na mikroskali, a potrebno ih je proSiriti na makro-
skalu.

2.2 Perspektiva na makroskali

U proucavanju porozne sredine je zastupljena makroskala, ¢ija je karakteristi¢na veliCina
reda od desetak do par stotina dijametara jedne pore. Pristup za dobivanje makroskopskih
varijabli podrazumijeva usrednjavanje mikroskopskih varijabli na volumenu kojem Zelimo
dobiti makroskopske veliCine, tj. na REV-u. Sve makroskopske varijable su funkcije vre-
mena i makroskopskih koordinata koje lociraju srediSte REV-a. Tako osim usrednjavanja
varijabli, trebaju se usrednjiti i njihova vremenska te prostorne derivacije. Radi pojednos-
tavljenja, u ovome radu se zanemaruje vremensko usrednjavanje. Za prostorno usrednja-
vanje se koristi teorem koji se oslanja na teorem o divergenciji.
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Napomena. Ako fazu koju promatramo oznacimo sa @-faza, njen volumen unutar REV-
a je oznacen sa 0Q“. Granica a-faze sastoji se od dvije razliite vrste povrSina. Prva je
ploha izmedu a-faze i ostalih faza te se nalazi u unutra$njosti 6Q2, oznacena sa S, za
a # . Drugi dio granice je na vanjskoj strani REV-a gdje je, matematicki gledano, a-faza
u kontaktu sa @-fazom, te se ta povrSina oznacava sa 0.5 “*.

Teorem 2.2.1. (Teorem prostornog usrednjavanja) Za svako dovoljno glatko vektorsko po-

lje F:
1
+) o fs Pl mods (2.5)

Bra

1

|
— | divFdQ, = div,|— | FadQ
5Q )y, TR AY [59 fmp, g

gdje je n, je jedinicna vanjska normala a-faze u REV-u. Oznaka F|, predstavlja da je u
sumaciji, preko svih ploha izmedu a-faze i drugih faza, F evaluiran samo u a-fazi na plohi.

Kada promatramo tok fluida u poroznoj sredini na makroskali, potrebno je uraCunati
prisutnost izvora i ponora fluida koji mogu do¢i od prisutnih utisnih i produkcijskih bu-
Sotina. PovrSina podrucja ponora je jako mala te se njegovo djelovanje promatra na tocki
makroskale. Unato¢ tome, brzina protoka mase u toj tocki je dovoljno velika te su koli¢ine
fluida koji ude, ili napusti sustav znatne.

U jednadZbama saCuvanja mase je stoga potrebno uraCunati prijenos mase iz/u sustav
kroz izvore i ponore. Makroskopska brzina a-faze, v*, u nekoj tocki x reprezentativnog
volumena je dana formulom:

1
V(x) = “(y)d 2.6
v (X) e x] fg a(xl)v (y)dy, (2.6)

gdje je v* mikroskopska brzina a-faze. Sada poduzim matematickim izratunom koji se
moze pronaci u [[/]] dobivamo jednadZbu saCuvanja mase za a-fazu na makroskali:

a(gap oz) : a a5d . (04 104
S+ divep V) = ;‘1 0%,0%5(x — x"), 2.7)

gdje je Ny je broj ponora i izvora u sustavu, QF, je volumen u jedinici vremena koji je uSao
u a-fazu na lokaciji X", 5(x — x") je Diracova delta funkcija na lokaciji x".



Poglavlje 3

Darcyjev zakon

Svojstva fluida

VaZna svojstva fluida su: gustoéa (p), tlak (p), dinamicka viskoznost (i) te temperatura
(T). Ove veli¢ine je potrebno usrednjiti na REV-u zbog opisa fizikalnog procesa na makro-
skali. Takoder, iako ih definiramo kao svojstva fluida, ona nisu nezavisna jedna od drugih,
a jednadZbe koje ih povezuju se zovu jednadzbe stanja. Jednadzbe stanja se obicno izvode
eksperimentalno, a primjenjive su na sustav koji se nalazi u ravnoteZi, ili kada su odstupa-
nja od ravnoteze "mala". Tako je eksperimentalno utvrdeno da gustoca fluidne a-faze ovisi
o tlaku 1 temperaturi, a viskoznost fluida o tlaku.

Napomena. Mikroskopska dinamicka viskoznost (i) je koeficijent proporcionalnosti iz-
medu posmi¢nog naprezanja i brze deformacije. Na makroskali bi u* bila prosjek od u
u a-fazi unutar REV-a. Ipak, ovako definirana makroskopska dinamicka viskoznost ne
predstavlja koeficijent proporcionalnosti izmedu makroskopskog posmi¢nog naprezanja te
makroskopske brzine deformacije. Stoga se za u® obi¢no uzima vrijednost dinamicke vi-
skozosti u slobodnom fluidu.

Napomena. Kako je Citav sustav u ravnoteZi, makroskopska temperatura (7) se uzima
za konstantu.

Uz dani opis makroskopskih svojstava fluida mozemo prijeéi na opis Darcyjevog zakona,
osnovnog konstitutivnog zakona na makroskopskoj skali.

Opis Darcyjevog zakona. Propusnost

Istrazivanja francuskog inZenjera Henryja Darcyja su eksperimentalno dovela do Darcye-
vog zakona, ili Zakona filtracije [S]. Eksperimenti su ukljucivali potpuno ispunjen pije-

10
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skom spremnik, duljine L i povrSine presjeka A, kroz koji je protjecala voda. Pritom su
manometri bili prikljuceni na oba kraja promatranog spremnika.

Mjerena je brzina volumnog protoka vode, Q, te su promatrane razlike u piezometar-
skim razinama (h = pﬂg + z) unutar manometra. Ako su izmjerene piezometarske razine na
vrhu 1 dnu spremnika jednake, tj. h1=h2, znaci da nema protoka vode. Kada je hl > h2
tok je nizvodan, a u slu€aju Al < h2 tok je uzvodan.

Eksperimenti su doveli do sljedeceg izraza:

hl —h2

7
gdje je Q volumetrijski protok vode, a K hidraulicka vodljivost. Hidraulicka vodljivost je
mjera lakoée s kojom fluid moZe prolaziti kroz porni prostor te je sigurno strogo veca od
nule. Sada se izraz Q/A definira kao Darcyjeva brzina, q.

Za poroznu sredinu se pretpostavlja da je izotropna ako je hidraulicka vodljivost jed-
naka u svim smjerovima. Tada se tok fluida pojavljuje u smjeru gradijenta piezometarske
razine, Sto je generalizacija izraza te je q = —KVh. Raspisom slijedi:

0 =KA (3.1

K 9
q=-—(Vp+pges). (3.2)
124
Iz Darcyjevih istrazivanja je naposljetku izveden Darcyjev zakon dan jednadZzbom:
1 \
q= —;k‘ (Vp - pg), (3.3)

gdje je k* intrinzi¢na propusnost.
Intrinzi¢na propusnost je svojstvo porozne sredine dobiveno eksperimentalnim istraZi-
vanjima te je vezano uz hidrauli¢ku vodljivost na sljedeéi nacin:

K= Kpg (3.4)

U
Kako je intrinzi¢na propusnost opéenito simetrican pozitivno definitan tenzor, iz prethodne
relacije slijedi da je 1 hidraulicka vodljivost u najopcenitijem obliku simetri¢an pozitivho
definitan tenzor. Nadalje, kako voda prolazi kroz spremnik ispunjen pijeskom, efektivna
povrsina protoka je zapravo povrSina poprecnog presjeka A pomnoZena s poroznosti &.
Brzina fluida je stoga dana izrazom:

-_ 0
== 3.5
V= (3.5)
Sto daje vezu makroskopske sa Darcyjevom brzinom:
q=é&v. (3.6)

Darcyjeva brzina stoga predstavlja prividnu makroskopsku brzinu.



Poglavlje 4

Dvofazni tok nemjesivog fluida

Modeliranje toka dva nemjeSiva fluida zahtjeva da za svaku fazu imamo jednadZbu sacuva-
nja mase. Zasicenje fluida se mijenja "malo" kroz vrijeme, ali relativne koliCine svake faze
se mogu znatnije mijenjati. Na primjer, jedna od faza moZe prvo u potpunosti ispunjavati
prostor pora te onda iS¢eznuti.

Pretpostavlja se da w-faza vlazi krutu tvar, dok je n-faza nevlazeéa. Kod nekih hete-
rogenih krutina, jedna od faza fluida mozZe biti vlazeca na jednom dijelu te nevlazeéa na
drugome, ali to se u ovome radu nece proucavati. Unutar REV-a, povrSina Cvrste faze (s)
moze imati kontakt s obje fluidne faze. Svaka fluidna faza, uz interakciju s ¢vrstom fazom,
djeluje i s drugom fluidnom fazom te se to djelovanje uzima u obzir pri opisivanju sustava.

Za dvofazni sustav, koristeci relaciju (1.3)), jednadZbe saCuvanja mase primijenjene na w i n
fazu su izraZene redom jednadzbama:

a(s"ep™)

Nw
o T div(s"gp"Vv") = V; P Onox —x") (4.1)

o[ - sMep] | I ST

% +div[(1 = s")gp"V'] = ZpWQW(S(x -x"), 4.2)
g w=1

tj. generalni oblik za a-fazu je jednak:

0(s%ep®)

Nw
P div(s®gp"V") = v; o5 0% e(x —x") (4.3)

Koristeéi jednadZbu (3.6), Darcyjeva brzina za a-fazu je dana kao q* = V", a primjenom
relacije (T.3) slijedi q* = s%&v®. Supstitucijom Darcyjeve brzine u (&3], eliminira se
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nepoznanica v* te generalni oblik jednadzbe sacuvanja mase za @-fazu poprima oblik:

8( s¥e pa) Nw
—— Hdiv(ta) = ) o 0o - x"). (4.4)
t
w=1
Unatoc tome Sto je Darcyjev zakon izveden za jednofazni tok, moZemo pretpostaviti da
u viSefaznom toku svaki fluid reagira jednako. Uvodi se nova funkcija relativna propusnost,

k¢ ,, koja ovisi o zasiCenju (s") te vrijedi:

0<k%(s") < 1. (4.5)

Kada su obje faze prisutne, suma relativnih propusnosti je ¢esto manja od 1. Takoder,
ako dode do smanjivanja jedne od faza njena relativna propusnost pada prema nuli. To
odgovara ¢injenici da je faza mobilnija Sto je prisutnija u poroznoj sredini.
U nevlazecoj fazi, k", pokazuje histerezu, dok je ista u vlaZeCoj fazi zanemariva. Ovaj
nedostatak histereze kod k!’ govori da tanki sloj vlazeCe faze koji je ostao nakon ocjediva-
nja moze omoguciti biv§im putevima toka fluida da budu obnovljeni kada njegovo zasi¢enje
poraste. S druge strane, Cinjenica da je k', veca kod ocjedivanja w faze nego pri njenom
vlaZenju, implicira da se veci dio faze n prilikom vlaZenja zarobi te se proces ponovnog
povezivanja dogada ubrzo nakon preokreta protoka. Za dano zasienje, s", relativne pro-
pusnosti dviju faza nisu simetricne, odnosno: k7, >k, . Do asimetrije dolazi jer se
vlaZeca faza preferencijalno nalazi u manjim porama.
Kao i funkcija kapilarnog tlaka, tako se i relativne propusnosti najéesée zadaju kao
funkcije reduciranog zasi¢enja. Najpopularniji parametarski modeli koji se primjenjuju u
sustavima voda-zrak su Brooks-Coreyev i van Genuchtenov. Van Genuchtenove relativne
propusnosti su zadane formulama:

w
rel|gw

ko) = Vo [1—a ="y, (4.6)
K5y = V1= [1 =", 4.7)

gdje je n=2,...,5 1 m=1-1/n, dok su Brooks-Coreyeve relativne propusnosti dane formu-
lama: -
Kis)=s"", (4.8)
— 2
K (s)=(1-5")2(1—-5s""), 4.9)

gdje je 1>0.

Darcyjev zakon za dvofazni tok je sada dan jednadZbama:

sw

k
Q" = - (T - 0"g), (4.10)
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sn
n

q' = _E(Vpn -0'8), (4.11)
gdje je k™ = k2 K’, @ = w,n. Razlika ovih jednadzbi i one za jednofazni tok je zamjena
intrinzi¢ne propusnosti k* sa k**. Dodatna oznaka, a, oznaCava ideju da Ce prividna intrin-
zi¢na propusnost za svaku fazu u dvofaznom strujanju ovisiti i o svojstvima drugog fluida,
te Cinjenici da njegova prisutnost smanjuje raspoloZivi prostor za protok te faze.

S ovime je zavrSen izvod generalnih jednadzbi modela dvofaznog toka nemjesivog fluida:

0(s"ep") &
——— +div(p"q") = V; oL oL s(x —x") 4.12)
o(s"gp™) &
—— — +div(p'q") = WZ; Py Qlys(x — x") 4.13)
w ksw w
q = o (Vpw —p"g) (4.14)
n ksn n
q = —#—n(Vpn -0'8) (4.15)
Pe(s") = pp— Py (4.16)
s =1 (4.17)

4.1 Reformulacija modela

Za nestlacivi fluid, sustav jednadzbi (4.12)-(@.17) se reducira na sustav dvije parcijalne
diferencijalne jednadzbe s dvije nezavisne nepoznanice p, i s*. Tada je p" = p"(p,),p" =
0" (py) = p"(p,—p(s")), a e moze biti izrazena preko varijabli p, 1 p.(s"). Dalje se koriste
oznake p = p,i§ = s".

Kada je porozna sredina kruta, £ = &(x), te kada su gustoca i viskoznost fluida kons-
tantne, situacija se dodatno pojednostavljuje. Ako se u jednadzbama @.12) i (4.13) desna
strana definira redom s funkcijama F\,(p, S), F,(p,S), tada one uz dana pojednostavljenja
poprimaju oblik:

EN
s—r +divg” = Fu(p.S)/p" (4.18)

oS
- 85 +divq" = F.(p,S)/p" (4.19)
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Totalna brzina, ¢, se definira kao zbroj Darcyjevih brzina vlazece i nevlazece faze, tj.
q' = q" + q". Koristeéi (4.17) za totalnu brzinu slijedi:

divq' = F,,/p" + F,/p" (4.20)

Uvrstavanjem jednadzbi (@.14)) i (4.15) u (4.18) te (#.19) imamo:

aS kSW
e— +div (— (Vpw —pwg)) = Fy/p" (4.21)
ot u”
S k™
—&e— +div (——(Vp - p”g)) =F,/p" (4.22)
ot o
Zbog jednostavnijeg zapisa se uvode mobilnosti fluida. Mobilnosti fluida su funkcije:
k(S k(S
Au(S) = M A,(S) = M (4.23)
w Nl’l
a ukupna mobilnost je:
AS) = 4,(5) + 2,(5). (4.24)

Uz dana pojednostavljenja, zbroj jednadzbi (.21)) i (4.22) daje elipticku jednadZbu tlaka:
div[K’(4,(Vp. + p"g) + 4,0"g — AVp)] = F,,/p" + F,/p", (4.25)

dok se jednadzba (d.21)) pretvara u paraboli¢ku jednadZbu zasic¢enja, tipa konvekcija-difuzija:
65 . A w w
eort div(k’A,,(p"g = V(p — po)) = Fu/p". (4.26)

Model dvofaznog toka nemjesivog fluida je sada dan sustavom .23) i (4.26).

4.2 Izvod Buckley-Leverettove jednadzbe

Jedan od pristupa modeliranja dvofaznog nemjeSivog fluida koristi posebna pojednostav-
ljenja koja vode Buckley-Leverettovoj jednadzbi. Glavna stavka ovog pristupa je ta Sto se
problem formulira u terminima toka jedne faze (vlazece), dok dinamika druge faze (nev-
laZzece) nije potpuno zanemarena. Tok fluida se promatra u jednoj prostornoj dimenziji te
se domena toka nalazi u horizontali. Za intrinzi¢nu permeabilnost se stoga uzima da je
konstantna skalarna vrijednost. Pretpostavljamo da u sustavu nema izvora niti ponora.
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Definicija. Djelomicni tok f,, @ € {w, n}, je funkcija koja odreduje frakcijski volumetrijski
protok jedne faze pod danim gradijentom tlaka u prisutnosti druge faze, izraZzen kao:
A(s") An(5")

fw(sw) = /l(SW) > fn(sw) = /l(SW) .

Derivacija jednadzbe zahtjeva da se razmotre djelomicni doprinosi Darcyjevoj brzini od
svake faze. Nakon toga ¢e se koncept djelomi¢nog toka koristiti u izvedbi Buckley-Leverettove
jednadzbe. U osnovi, Buckley-Leverettove jednadZba je prikaz jednadzbe toka za fazu vla-
Zenja u obliku udjela svake brzine faze koja doprinosi toku.

Za tok u horizontali, Darcyjev zakon za w i n faze je dan jednadZbama:

kskwlap
W Te W 4.27
q o ox (4.27)
k’k, 10p
(R -t 4.28
q o ox (4.28)

Iz jednadZbe se moZe eliminirati tlak koriste¢i relaciju p,, = p, — pe,

kskwl 6[) ap i
wo D (ZPn ZPe) 4.29
1 7k ( ox  Ox (4.29)
Sljedece se eliminira a;; u jednadzbama (@.28) i (4.28) tako da se dobije izraz:
L (q"w"  q"w"\ _ Opc
— - = . 4.30
ke ( Krer ke dx (330

Sada je ukupna brzina u horizontali dana zbrojem Darcyjevih brzina za svaku fazu, a oz-
nacava se sa
g =q"+q" (4.31)

Uz pretpostavku da je kapilarni tlak jednak nuli, djelomicni tok a-faze je dan relacijom:
q"=f'q" (4.32)

Kako pojednostavljeni sustav ne sadrzi izvore i ponore, jednadZbe saCuvanja mase za vla-
Zecu i nevlazecu fazu na makroskali u horizontali su jednake:

(s"gp™) N " q") _0 d(s"ep™) N op"q") _
ot ox ’ ot 0x

Za ukupnu brzinu slijedi da zadovoljava jednadZbu dq'/0x = O te je stoga ¢' = ¢'(t). Zavis-
nost totalne brzine o vremenu je posve odredena rubnim uvjetom pa je totalna brzina time

0. (4.33)
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u potpunosti odredena. U nastavku se promatra slucaj kada je totalna brzina konstantna.
Ako se varijable €1 p" takoder pretpostave konstantnima, za @ = w supstitucija jednadZbe

(4.32) u prvu jednadzbu od (@.33) daje:

gos” df”
_ — = O’ 434
q' ot 0x ( )
Iz Cega koriStenjem pravila ulancavanja slijedi Buckley-Leverettova jednadzba:
g o0s” dfvos”
—— 4 — =0, 4.35
q' ot ds” Ox ( )

koja predstavlja primjer nelinearnog hiperboli¢kog zakona sacuvanja.

Prilikom numerickog rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi hiperbolickog tipa,
za uvjet konvergencije se Cesto koristi Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) uvjet. Preciznije,
upotrebljava se kod primjene eksplicitnih shema za rjeSavanje vremenske integracije u nu-
merickoj analizi. Princip koji stoji iza CFL uvjeta je da, na primjer, ako se val kojem Zelimo
izraCunati amplitudu u ekvidistantnim diskretnim vremenskim koracima, krece preko dis-
kretne prostorne mreZe, tada to trajanje kretanja mora biti manje od vremena putovanja
vala na susjedne tocke mreZe.

4.3 Rubni uvjeti

Matematicki model do sada opisan nije u potpunosti zavrSen bez postavljenih rubnih i po-
Cetnih uvjeta. Stoga, neka je 9Q granica porozne sredine, koja moze biti sastavljena od
disjunktnih dijelova I';,i = 1,2, .., n u slu€aju razli¢itih rubnih uvjeta na razli¢itim dijelo-
vima granice. Tada je

6Q:F1UF2U---UFn, FiﬂFj:(Z) Za l;é]

Ukoliko na dijelu granice zadajemo vrijednosti dviju nezavisnih varijabli, npr. p, i 5",
tada smo zadali Dirichletov rubni uvjet.
Za nepropusni dio granice se zadaje Neumannov rubni uvjet u obliku:

q, n=0,

qn'nzo’

gdje je n vanjska jedini¢na normala na rub domene.
Neumannov rubni uvjet se takoder zadaje ako je kroz dio granice poznat protok obje
faze:

P'q, -n=g,,
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pnqn ‘N =gy,

gdje su g, 1 g, poznate vrijednosti.

Napomena. Rubni uvjeti Dirichletovog i Neumannovog tipa se mogu po prilici i kom-
binirati. Na primjer, pri infiltraciji vode u podzemlje kroz povrSinu zemlje moZe nam biti
poznata brzina ulaska vode u tlo, dok se za tlak pretpostavi da je atmosferski.

Za razmotriti je ostao jo§ dio granice gdje fluidi ulaze, ili izlaze iz porozne sredine, a
zove se granica porozne sredine. Rubni uvjeti na tome dijelu zahtijevaju da tlakovi obiju
faza budu neprekidni, a ako samo jedan fluid prolazi kroz granicu taj je uvjet odmah za-
dovoljen. Kako su izvan porozne sredine oba fluida pod istim tlakom, da bi fluidi mogli
istovremeno prolaziti kroz granicu porozne sredine potrebno je da njihov kapilarni tlak na
tome rubu bude jednak nuli, Sto odreduje zasiCenje. Zasicenje u kojem se kapilarni tlak
ponistava je s = 1 — s’ pa konacni rubni uvjet poprima oblik:
s < s = (p"q,-n=0ilip"q, -n =0).

Ukoliko je granica porozne sredine ulazna promatramo slucaj utiskivanja fluida. Uti-

skivanje vlazeéeg fluida je opisano Neumannovim rubnim uvjetom:

p'q, -m=g, <0,

p'q,-n =0,

te sli¢no za utiskivanje nevlazeceg fluida imamo:
w —
P qw "= 0’

p'q, - m< g,

Konac¢no, ako je domena inicijalno zasi¢ena nevlazecim fluidom, onda za rubni uvjet na
izlaznoj granici stavljamo Dirichletov rubni uvjet: s = 0. Ovaj uvjet prestaje vrijediti kada
kroz izlaznu granicu krene izlaziti vlazeci fluid. U suprotnome, ako je domena inicijalno
zasi¢ena vlaze¢im fluidom, prikladni Dirichletov uvjet na izlaznoj granici je dan sa: s" =
s". U situaciji kada kroz izlaznu granicu istovremeno izlaze obje faze, nuzan je uvjet
s* = s". Dok je s < s vlaze¢i fluid se nakuplja na granici, ali ne prolazi kroz nju. Kada
je postignuto kriticno zasi¢enje moze poceti izlaziti zajedno s nevlaze¢im fluidom, a to je
opisano unilateralnim rubnim uvjetom:

w

s <5 q, nx>20, (s"-s")q, -n)=0.
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Numericki postupak rjeSavanja modela

Numericka metoda za rjeSavanje sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi ukljucuje
diskretizaciju problema, koji ima beskona¢no mnogo stupnjeva slobode, kako bi se doslo
do diskretnog problema, koji ima kona¢no mnogo stupnjeva slobode i moze biti kompju-
terski rijeSen. Postoje implicitni i eksplicitni nacini rjeSavanja problema, a u ovome radu ¢e
se primijeniti oba pristupa za rjeSavanje sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (PDJ)
drugog reda.

5.1 Metoda konacnih volumena

Prvi korak u rjeSavanju modela strujanja fluida je izbor 1 generacija mreze na prostornoj
domeni. Ovaj korak je medu najvaznijima jer nepravilan izbor mrezZe direktno utjece na
kvalitetu dobivenih rezultata. NajceSc¢e koriStene metode su: Metoda konac¢nih volumena
te Metoda konacnih elemenata, a u ovoj sekciji se opisuje prva. MreZu stoga ¢ine kon-
trolni volumeni, a sve diskretne vrijednosti unutar volumena se racunaju u njegovom cen-
tru. Jer se na svakom kontrolnom volumenu nepoznata funkcija aproksimira konstantnom,
konacna aproksimacija je po dijelovima konstantna funkcija.

Dva volumena su susjedna ako dijele zajednicku stranicu (ili dio stranice), ali ne i kada
dijele samo zajednicki brid (za d = 3) ili zajednicki vrh. Buduéi da je tok koji ulazi u za-
dani volumen identi¢an onome koji izlazi iz susjednog volumena, metoda je konzervativna.
Prenosivost, t, izmedu dva susjedna konacna volumena mjeri kojom lako¢om fluid prolazi
izmedu njih.

Za domenu Q c R d € {2,3} s granicom I' = 9Q, opis Metode kona¢nih volumena ée

19
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se izvesti nad elipti¢kim problemom:

div(-AVu) =g, uQ
(=AVu)-n =vy, naly (5.1)

u =up, nalp,

gdje je A = A(x,u) simetricni, pozitivno definitni tenzor drugog reda (npr. propusnost),
u = u(X) nepoznanica te ¢ = g(X,u) prijenos mase kroz izvore i ponore. Mreza M je
rezultat podjele domene Q na n, kontrolnih volumena K c Q te vrijedi Q = UgcpK. Za
sve razli¢ite volumene K, L vrijedi K N L = (.

Sada je potrebno integrirati prvu jednadzbu iz (5.1)) preko kontrolnog volumena K te pri-
mijeniti Teorem o divergenciji:

f(—AVu)-ndS :fqu, (5.2)
oK K

gdje je n je vanjska jedini¢na normala na dK. Kvaliteta aproksimacije integrala ovisi o
finoc¢i mreZe, odnosno veli€ini i broju kona¢nih volumena te o koriStenima shemama dis-
kretizacije relevantnih fizikalnih veli¢ina. Rezultat diskretizacije je prevodenje skupa dife-
rencijalnih jednadzbi u velik broj algebarskih jednadzbi.

Granica kontrolnog volumena JdK se dijeli na konacan broj dijelova o C dK td. o =
K N L, gdje je L susjedni volumen. Zamjenom fluksova za njihove aproksimacije, tj.
Fgo, = f(r (=AxVu) - ndl', gdje je Ak vrijednost od A unutar kontrolnog volumena K,
iz (5.2) slijedi:
> Fro = vol(K)gx, YK € M, (5.3)
oCoK
gdje je Fg, diskretni fluks koji prolazi kroz dio granice (o), a gk srednja vrijednost funk-
cije g na volumenu K. Ova jednadZba predstavlja tipicnu formulaciju za Metodu konac¢nih
volumena, a sheme se razlikuju u aproksimacijama ¢lana (AxVu) - n. Ovdje ¢emo spome-
nuti dvije aproksimacije: TPFA (Two-point flux approximation) i MPFA-O (Multi-point
flux approximation).

Zbog simetri¢nosti tenzora Ag, izraz (AxVu) - n se moze zapisati kao Vu - Agn, Sto

odgovara usmjerenoj derivaciji od u u konormalnom smjeru. TPFA metoda koristi dekom-
poziciju konormale, tj.:

_ L _
Agng, = tgodigo +dg,, ko = )
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dxos = ANk — txodi o, (5.4)

gdje je tx - prenosivost kroz o, dx » = X, —Xg te d;odfm = 0. Sli¢no se radi i za konormalu
An; ., gdje je L kontrolni volumen.

xk dx, |Xe XI,
K ol— L
nK,r:r

Slika 5.1: Susjedni volumeni K i L sa presjekom o

Koriste¢i uvedene notacije, za svaki K i o sada vrijedi:
Vu - AKnK,O. = l'K’o-Vl/I : d[(,o- +Vu- d;io. (55)

U TPFA shemi se ortogonalni ¢lan s desne strane zanemaruje, a to rezultira gubljenjem
konzistencije kod mreZza koje nemaju stranice u smjeru koordinatnih osi. Koriste¢i aprok-
simaciju Vu - dg, = u, — ug, diskretni fluksevi za stranicu o s povrSinom m(o) su dani
sljede¢im jednadZbama:

FK,O' = _m(o-)lk,(r(u(r - MK), FL,O’ = _m(o-)tL,O'(u(T - ML)- (56)
Primjenom konzervativnost lokalnih flukseva, tj. Fg, + Fr, = 0, slijedi:

_ IkolUk tILoUL

o= 5.7
! tK,O' + tL,O' ( )
Sada se (5.6) moZe zapisati kao:
IkolLo IkolLo
Fro = m@)—"=—(ux —us), Froy=m@)—"=—(u —ug). (58
tK,(r Lo Ko Lo
Diskretni fluksevi poprimaju opéeniti oblik:
Fro= ) f,un, (5.9)

NESK,U'
gdje je Sk, skup svih susjednih volumena od K, a za prenosivosti vrijede sljedeci odnosi:

IkolL, IkolL,
N o=mlo)——="—, tk =-m(c)—T=". (5.10)
’ tK,O' + tL,(r ’ tK,O' + tL,o-
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Ako je zbog neortogonalnosti mreze zadnji ¢lan u (5.5)) razli¢it od nule, za aproksima-
ciju fluksova koristi se metoda MPFA. U ovoj shemi, dualna mreZa se stvara povezivanjem
baricentara Celija s baricentrima ruba volumena (za d = 2), ili s baricentrima rubova i
vrhova volumena (za d = 3). Ovako se svaki kontrolni volumen dijeli na podkontrolne
volumene K" (Slika[5.2). Analogno, svaki rub volumena se dijeli na podrubove o. Dalje
se opisuje samo dvodimenzionalni sluca;.

Slika 5.2: Dio mreZe Cetverokuta te podrucja koja se koriste za rekonstrukciju gradijenta

Generalizacija u odnosu na TPFA metodu se sastoji u tome da pretpostavimo kako je rje-
Senje u svakom subkontrolnom volumenu afina funkcija. Stoga je konacno rjeSenje po
dijelovima konstantna funkcija te je potrebno zamijeniti pravi gradijent. Diskretni gradi-
jent od subkontrolnog volumena K", u oznaci: Vg’u, je konstruiran tako da kona¢na shema
bude konzistentna:

- 1 |uer —uk T
Vpu =Dy, [u ! MK] , za Dg = [Xo-\lf — Xk Xgy xxl', (5.11)
oy
3

a jer je konstantan po subvolumenu mora zadovoljavati uvjete:

K K’
Vou- (Xor — Xg) = Uy — Ux, Vou- (Xoy — XK) = Uey — UK. (5.12)
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Diskretni fluks preko o] iz volumena K sada postaje:
Fror = —m(@)AKVE u- Ny (5.13)
UvrStavanjem diskretnog gradijenta slijedi:
Fio = m(0)Dii Agng g - € (ug — ) + m(o))Dgl AxDg o - (g — ), (5.14)

Na analogan nacin se aproksimiraju i ostali fluksevi te dobivamo jednadzbe koje opisuju
konzervativnost sheme:
Fror+ Frer =0,
Fxoy + Fue; =0, (5.15)
FL’O'E + FM’O'E =0.

Time dobivamo linearan sustav dimenzije 3x3, oblika AuJY = Bu, gdje suu, = [u,, Uy, uJ;]T
novo uvedene nepoznanice (koje se sada mogu eliminirati), te se fluks moZe u potpunosti
izraziti preko varijable u = [ug, uz, uy]".

Box metoda

Jedna od verzija Metode konacnih volumena je Box metoda, ili Metoda kona¢nih volumena
centrirana u vrhovima. Ona spaja prednosti Metode konacnih volumena (MKV) te Metode
kona¢nih elemenata (MKE). Opis metode ée se izvr$iti nad jednadzbom (5.2)), za d=2.

Domena Q je prvo diskretizirana na pripadnu MKE mreZu, koja se sastoji od ¢vorova v;
te elemenata E; [2]. Zatim se oko svakog vrha v;, spajanjem centara elemenata koji sadrze
v; s poloviStima stranica koje izlaze iz vrha v;, stvara kontrolni volumen B;. Kontrolni
volumeni konstruirani na ovaj nacin ¢ine jednu mreZzu domene te dualnu mrezu na domeni
Q (Slika . MKE mreZa dijeli kontrolni volumen B; na subkontrolne volumene bf.‘, aT;
oznacava skup svih subkontrolnih volumena ¢vora v;. Sa efj je oznacen presjek volumena
bk te b’J‘. ,a |ef.‘j| je duZina pripadnog dijela granice subkontrolnog volumena. Za svaki i, skup
svih ef.‘j se oznacava s &;.

Za svaki vrh v; unutar mreze sada vrijedi:

-3 [ avuenas = 3 [ qax (5.16)
k. L

ef.‘jES[ ei/ LeT;
ek e dini ) e
dije je nj‘ ; edini¢na vanjska normala na stranicu f !

Potrebno je primijetiti da u formulaciji (5.16) stranice subkontrolnih volumena prolaze
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MKV mreza

MKE mreza 1
\ N

————le e ————— = e e

B

————t o —_—

Slika 5.3: Diskretizacija box metode, d=2 [2]]

kroz unutraSnjost elemenata primarne mreZe, a ne po njihovim granicama. Za konstantni
koeficijent A po elementima primarne mreZe, na stranici ef.‘j C E; imamo:

f AVu-nidS = AgVulg - njlef], (5.17)
ek

i

gdje smo iskoristili da je Vu|x poznat na svakom elementu E i raCuna se iz raspisa rjeSenja
po baznim funkcijama. U slucaju simplicijalne (trokutaste) mreZe taj je gradijent konstan-
tan, a u slucaju pravokutne mreze on se moZe aproksimirati svojom vrijednoséu u centru
stranice. Takoder, vrijedi da je svojstvo konzervativnosti aproksimativnog fluksa trivijalno
zadovoljeno.

Integral s desne strane u formulaciji (5.16) se sada aproksimira na sljede¢i nacin:

> f qdx ~ vol(B)q(i), (5.18)
LeT; VL

¢ime je zavrena aproksimacija jednadzbe (5.2)).

Box metoda reprezentira rjeSenje pomocu P; elemenata na simpleksima ili Q; elemenata na

cetverokutima i heksaedrima. Konacno rjeSenje je stoga na primarnoj mreZi reprezentirano
kao neprekidna funkcija.
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5.2 IMPES algoritam

Najpoznatija metoda rjeSavanja dvofaznog nemjesivog toka je IMPES algoritam (IMplicit
Pressure Explicit Saturation). Osnovna ideja ove klasi¢ne metode je odvajanje izraCuna
tlaka od izracuna zasiCenja [1]. Tako se u svakom vremenskom koraku jednadzba tlaka
rjeSava prva implicitnim pristupom, a zatim jednadZba zasi¢enja eksplicitno koristeci do-
bivene vrijednosti tlaka:

divIk (ST S )+p" @)+ A (S)p"g=AS VP )] = Fo(p"™ ', 8™ [p" +F,(p"*, S™) /"
(5.19)

+ div(k°4,(8")(p"g = V(P! = p(S™) = Fu(p™', 8" /p" (5.20)

n

or
gdje n u eksponentu varijabli S, p oznaCava n-ti vremenski sloj na kojem se rjeSavaju jed-
nadzbe. Metoda je ucinkovita te zahtjeva manje memorije racunala od drugih pristupa.
Glavna pretpostavka je da e gradijent kapilarnog tlaka biti dovoljno malen te se stoga
nece mijenjati puno kroz vrijeme.

Za prostornu diskretizaciju jednadzbi (5.19) te (5.20) se primjenjuje neka od metoda
konacnih volumena. Dobiveni sustav e biti spreman za rjeSavanje tek nakon aproksimacije
vremenske derivacije zasi¢enja vlazeCe faze. Vremenska diskretizacija ukljucuje podjelu
promatranog intervala J = (0, T], T > 0, na neku njegovu particiju. Preciznije, za pozitivni
broj N, 0 = * < ! < ... < ¥ = T je jedna particija vremenskog intervala J. Sada
aproksimacija ¢lana €8S " /0¢" u vremenu " diferencijom unazad iznosi:

asn Sn+l —Sn
“om T A
gdje je Ar" duZina n-tog vremenskog koraka.

&

(5.21)

Klasi¢ni IMPES algoritam prvo odreduje inicijalne uvjete nepoznanica p° i S° u sva-
kome ¢voru mreze. Vremenski korak je varijabilan te se odabire netom prije raCunanja
zasicenja, a ovisi o Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) uvjetu. Dalje se na svakom kontrol-
nom volumenu, uz dano zasiéenje S”, p"*! racuna implicitno iz linearnog sustava jednadzbi
za tlak, a nakon njega se novo zasicenje S™*! eksplicitnom metodom dobiva iz jednadZbe
za zasienje. Treba pripaziti da prilikom racunanja vremenski korak bude dovoljno malen
jer stabilnost eksplicitno dobivenog zasi¢enja ovisi o njemu.

Cesta izratunavanja implicitnog sustava mogu znatno povecati vrijeme potrebno za iz-
racun konacnog rjeSenja. Kako je za stabilnost eksplicitne metode bitan mali vremenski
korak, a implicitna metoda je stabilna neovisno o njemu, moguce je odvojiti vremenske
korake potrebne za rjeSavanje jednadzbi. Stoga se za izraCun tlaka koriste veci vremenski
koraci, a za izracun zasienja manji. U ovakvome algoritmu nakon Sto se zasiCenje izra-
cunalo eksplicitno, onoliko puta koliko njegovi vremenski koraci stanu u vremenski korak
odreden za izraCun tlaka, tlak se moZe opet racunati s novim zasi¢enjem.



Poglavlje 6

Numericke simulacije

DuMu* je programska biblioteka za simulaciju toka fluida i transporta supstanci kroz po-
roznu sredinu. Tehnicki gledano DuMuX je modul biblioteke Dune koja predstavlja jedan
programski okvir za simulacije inicijalno rubnih zadaca za parcijalne diferencijalne jed-
nadZzbe. Prikazane simulacije su napravljene s verzijom 3.2 DuMu” biblioteke. KoriStena
dvodimenzionalna strukturirana mreZa za raCunanje rjesSenja je svugdje bila: YaspGrid.

6.1 Primjer1

Dvofazni nemjeSivi tok dan sustavom ({.12))-(@.17) oznaCavamo sa 2p. Za vlazecu fazu je
zadana nestlaciva voda, a nevlazecu trikloretilen (C, HCl;). Obje faze su tekude te nestla-
¢ive. Trikloretilen je industrijsko otapalo te predstavlja primjer tekucine koja se ne mijesa
1 ne otapa u vodi, a ima gustocu mase vecu od vode. Takve su tekucine potencijalni za-
gadivaci podzemnih voda i obi¢no se nazivaju DNAPL (eng. Dense Non-Aqueous Phase
Liquid).

Reformulacijom jednadZbi sustav se moZe svesti na dvije parcijalne diferencijalne jed-
nadZbe s nepoznanicama: p,, s”, ili p,,, s*. U DuMu*-u su kao nepoznanice zadani p,, 1 s",
ali se to moZe promijeniti u kodu.

Promatramo 2p izotermalni model pa je temperatura konstantna varijabla te postavljena
na: 293.15K (20°C). Takoder, za poroznost je uzeta vrijednost £ = 0.4, a gustoce su pos-
tavljene na p" = 1000 [kg/m?], p" = 1460 [kg/m?].

Za domenu je uzet pravokutnik dimenzija 6m x 4m, Q = (0,6)x(0,4), te je sredina
inicijalno u potpunosti zasi¢ena vlazeCom fazom. Hidrostatski tlak se, ovisno o poziciji
unutar domene, inicijalno nalazi u intervalu [100613 Pa, 138627 Pa]. Na vertikalnim stra-
nama domene su postavljeni Dirichletovi uvjeti za hidrostatski tlak, te zasienje s" = 0.
Nevlazedi fluid se utiskuje na gornjoj strani pravokutnika izmedu 2m< x <3m s brzinom

26
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0.04 [kg/(m**s)]. Ostatak gornje granice te donja su nepropusne pa je zadan homogeni
Neumannov rubni uvjet. Za krivulju kapilarnog tlaka je uzeta regularna Van Genuchtenova
krivulja. Takoder, domena je nehomogena te se unutar samog pravokutnika nalazi blok,
na poziciji (1,4)x(2,3), koji ima drugacije parametre kapilarne krivulje od materijala van
njega.

Parametri za Van Genuchtenovu kapilarnu krivulju van bloka su: @ = 0.0037, n = 4.7.
Rezidualna zasi¢enja van bloka su: s = 0.05, s = 0, te je propusnost materijala jed-
naka: 4.6e-10 [m?*]. S druge strane, parametri za Van Genuchtenovu kapilarnu krivulju
unutar bloka su: @ = 0.00045, n = 7.3. Za rezidualna zasicenja vrijedi: s"" = 0.18, s = 0,
te je propusnost materijala unutar bloka ne$to manja: K = 9.05e-12 [m?].

JednadZbe za tlak i zasicenje se sada diskretiziraju nekom od metoda kona¢nih volu-
mena za prostornu diskretizaciju te implicitnhom Eulerovom metodom za vremensku dis-
kretizaciju. Pocetni vremenski korak je Dtinitial = 100 [s], krajnje vrijeme simulacije je
2,5 sata te je zadana mreZa sa Celijama (48, 32). Jer se model u vremenu rjeSava implicitno,
metoda je stabilna te nema potrebe za ogranicenjem maksimalnog vremenskog koraka.

X Auxis

Slika 6.1: Zasi¢enje nevlazece faze, t=9000 [s], TPFA metoda

Koristenjem metode TPFA, za rijeSiti sustav nelinearnih jednadZzbi pomoc¢u Newtonove
metode, potrebno je napraviti 128 iteracija. Izracun je trajao 5.633 [s] na jednome proce-
soru.

Iz slike [6.1] je vidljiva promjena zasicenja nevlazece faze. Kako se sustav nalazi u po-
drucju sile teZe, utisnuti nevlazeci fluid se pocinje spustati prema dolje. Kapilarni tlak pri
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prijelazu iz vanjskog dijela u unutrasnji blok treba biti neprekidan pa dolazi do diskontinu-
iteta u zasi¢enju vlazecCe faze. Kako nevlazeca faza dolazi do bloka s manjim kapilarnim
tlakom od onog koji se nalazi u bloku, materijal unutar bloka se ponasa nepropusno. Stoga
se nevlazeéa faza nakuplja na gornjoj granici bloka te dio na kraju zaobilazi i nastavlja se
spustati prema donjoj nepropusnoj granici.

Krivul je kapilarnog tlaka
BOOO T T T T T T T

T
vanjski
unutarnji

5000 A

4000 - 1

3000 1

Pa

2000 - 1

1000 K

Slika 6.2: Kapilarne krivulje unutar 1 van bloka

Sa primijenjenom MPFA metodom se dobije isto rjeSenje, ali situacija je drugacija kod
Box metode. Iako je Box metoda izracunala rjeSenje, ono nije realno. Naime, po slici[6.3]bi
se trebalo zakljuciti kako drugi materijal ipak nije nepropusan jer nevlazeca faza uspijeva
pro¢i kroz njegovu gornju granicu.
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Slika 6.3: Zasi¢enje nevlazece faze, t=9000 [s], Box metoda

Diskontinuitet u zasicenju vlazece faze predstavlja problem Box metodi jer ona repre-
zentira zasi¢enje kao neprekidnu po dijelovima afinu funkciju. Kada numericki prikazu-
jemo model, granica izmedu materijala treba pasti na granicu izmedu elemenata. U Box
metodi, nodalne tocke padaju na tu granicu, za razliku od TPFA i MPFA metode gdje se
nalaze u centrima elemenata. Stoga je potrebno uvesti odredene korekcije unutar koda,
opisane u [4].

Nakon uvedenih promjena u inicijalnome kodu, iz slika[6.4]i[6.5]je opet vidljiva nepro-
pusnost materijala unutrasnjeg bloka prema vodi.

Slika 6.4: ZasiCenje nevlazece faze, t=2460 [s], Box metoda sa korekcijom inicijalnog
koda
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S_napl

Slika 6.5: Zasicenje nevlazece faze, t=9000 [s], Box metoda sa korekcijom inicijalnog
koda

U tablici[6.1] su prikazani neki od dobivenih rezultata nakon odradenih simulacija, koje
su gore opisane.

| * | TPFA | MPFA | BOX |
CPU vrijeme izracuna [s] 5.633 22.002 | 13.011
broj iteracija 128 128 304
maksimalni vremenski korak || 3679.02 | 3679.02 | 3884.45

Tablica 6.1: Usporedba prostornih diskretizacija za rjeSavanje inkompresibilnog 2p modela
koji koristi V-G kapilarne krivulje

Iz tablice [6.1]je sada vidljivo kako MPFA i TPFA metoda koriste isti broj Newtonovih
iteracija te imaju jednak maksimalni vremenski korak. Ipak, TPFA metoda se pokazuje
viSestruko brzom te stoga i u¢inkovitijom. Box metodi je potreban veci broj iteracija za
izraCun rjesenja, ali se pokazala brzom od MPFA metode.

Takoder, moguce je zamijeniti van Genuchtenove kapilarne krivulje s Brooks-Coreyevim
kapilarnim krivuljama. Za pripadnu konverziju izmedu parametara koriste se jednadZbe
opisane u [6]. Sada za unutrasnji blok imamo parametre: A = 6.309, p, = 1.76¢€3 [Pa]; dok
su za vanjski blok konvertirani parametri jednaki: A = 3.697, p, = 1.84¢2 [Pa].

Uz produZeno vrijeme trajanja simulacije (5,55 sati), krajnje zasienje je vidljivo na
slici
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S_napl

Slika 6.6: Zasi¢enje nevlazece faze, t=2e4 [s], TPFA metoda

Kao i prije, u tablici 6.2 prikazani su neki od rezultata opisane simulacije. TPFA i
MPFA metode opet dijele broj Newtonovih iteracija te maksimalni vremenski korak, ali se
ovaj put koriStenje Box metode pokazalo najbrzim.

\ * | TPFA [ MPFA | BOX |
CPU vrijeme izracuna [s] 7.288 16.592 6.830
broj iteracija 167 167 173
maksimalni vremenski korak || 2325.33 | 2325.33 | 2744.25

Tablica 6.2: Usporedba prostornih diskretizacija za rjeSavanje inkompresibilnog 2p modela
koji koristi B-C kapilarne krivulje

6.2 Primjer 2

U ovome primjeru se promatra eksplicitni transportni model zadan linearnom zadadom.
Vlazecu i nevlaZecu fazu predstavljaju dva nemjeSiva fluida sa istim svojstvima. Inicijalno
je domena zasi¢ena nevlaze¢om fazom. Kroz lijevu granicu se utiskuje vlazeci fluid brzi-
nom v = le-5 [m/s] te se gibanje ulaznog fronta nastavlja odvijati stalnom brzinom. Kako
je tok stacionaran, a vrijedi da su tlak i brzina obrnuto proporcionalni, slijedi da je i tlak
konstantan (p = 1e5 [Pa]). Fluidi su gustoée 1000 [kg/m?] te viskoznosti u =1e-3 [Pa*s].
Unutar cijele domene je kapilarni tlak jednak nuli, kao i rezidualna zasi¢enja obje faze.
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Za domenu je uzet pravokutnik dimenzija 300m x 60m, tj. © =(0,300)x(0,60). Gornja i
donja granica domene su nepropusne te je tu zadan homogen Neumannov rubni uvjet, dok
je na lijevoj granici zadan Dirichletov rubni uvjet (s = 1). Na desnoj granici je slobodno
istjecanje (eng. outflow) te fluid kroz nju okomito prolazi konstantnom brzinom i tlakom,
stoga nije potrebno zadavati rubne uvjete. Uz dodatne parametre: & = 0.2, k* = le-7 [m?]
te T = 283.15 [K] (10°C), jednadzba zasicenja (5.20) se sada rjeSava eksplicitno.

Pocetno rjeSenje za eksplicitnu metodu je: s* = 0, a vremenski korak je konstantan
kroz cijelu simulaciju (1e5 [s]). Krajnje vrijeme trajanja simulacije je 69.44 dana, a zadana
mreza ima 200 Celija na horizontalnoj linij te 12 Celija na vertikalnoj. Za rjeSenje problema
s jednim procesorom je bilo potrebno 120 iteracija te vrijeme od 3.928 [s].

wetfing saturation

Slika 6.7: Zasicenje vlazece faze, t=0 [s]
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Slika 6.8: ZasiCenje vlazece faze, t=1e6 [s]

l 1.0e+00
—08

wetfing saturation

Slika 6.9: ZasiCenje vlazece faze, t=4.3e6 [s]
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Slika 6.10: Zasicenje vlaZece faze, t=6e6 [s]
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6.3 Primjer 3

Ovaj primjer proucava utiskivanje nestlacive vode s lijeve granice domene u domenu za-
si¢enu nevlazeCom tekuc¢inom. Nevlazeca tekucina ima ista svojstva kao i nestlaciva voda
koja predstavlja vlazecu fazu, a faze su nemjeSive. Tok nije stacionaran te stoga ni kapilarni
tlak nije zanemaren. Sada je uz jednadZzbu zasicenja potrebno rijesiti i jednadZbu tlaka, a za
to se koristi IMPES algoritam. Nepoznanice koje trazimo su: s" te p,, a za pocCetne vrijed-
nosti su odabrane: s* = 0.2, p, = 0. Zadana rezidualna zasi¢enja su: s*" = 0.2, s = 0.2.

Domenu predstavlja pravokutnik dimenzija 300m x 60m, tj. Q =(0,300)x(0,60). Jer su
gornja i donja granica nepropusne, za obe jednadzbe je zadan homogen Neumannov rubni
uvjet na njima, dok je Dirichletov rubni uvjet (p, = 2e5, s = 0.8) zadan na ulaznoj, lijevoj
granici. Na desnoj granici je slobodno istjecanje, a za jednadzbu tlaka je zadan Neumannov
rubni uvjet (flux = 3e-4 [kg/(m?*s)]).

Za kapilarnu krivulju se koristi Brooks-Coreyev model, a dani parametri su: p, = 0
[Pa], 4 = 2. Uz dodatne parametre za poroznost (¢ = 0.2), intrinzi¢nu propusnost (k* =
le-7) te CFL uvjet (postavljen na 0.95), model se rjeSava pomocu IMPES algoritma. Po-
¢etni vremenski korak Dtlnitial = 100 [s], a krajnje vrijeme trajanje simulacije je 9.67¢e7 [s]
(1111.111 dana). Za mrezu s 270 ¢elija na horizontalnoj stranici te 54 ¢elije na vertikalnoj,
algoritmu je potrebno 1246 iteracija za rijeSiti problem. Vrijeme rjeSavanja je iznosilo:
479.932 [s].
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Slika 6.11: Zasicenje vlazece faze, t=0 [s]
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Slika 6.12: Zasicenje vlaZece faze, t=9.28e6 [s]
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Slika 6.13: Zasicenje vlaZece faze, t=5.48e7 [s]
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Slika 6.14: Zasic¢enje vlaZece faze, t=9.67e7 [s]

Iz slika je vidljivo kako se rjeSenje zasicenja sastoji od vala razrjedenja (ili "lepeze") te
Soka. Rankine-Hugoniotovim uvjetom se opisuje odnos izmedu stanja s obje strane Soka
te se s njim odreduju njegova visina i brzina. Sama brzina prostiranja vala je konstantna te
predstavlja brzinu Soka.

Ovakvo ponasanje je predvideno Buckley-Leverettovom teorijom, uz korigiranu prisut-
nost malog kapilarnog tlaka.
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Sazetak

U diplomskome radu je uveden model dvofaznog toka kroz poroznu sredinu te je opisana
metoda konac¢nih volumena za njegovo rjeSavanje. U prvom poglavlju je opisana porozna
sredina te su uvedena osnovna svojstva toka fluida koji njome prolazi. U drugom poglav-
lju je uvedena jednadzba saCuvanja mase na makroskali pomocu koje mozemo predvidjeti
transport mase unutar sustava. U treCem poglavlju je opisan Darcyjev zakon te makro-
skopska svojstva fluida i porozne sredine. Uparivanjem jednadZbe saCuvanja mase te Dar-
cyjevog zakona, Cetvrto poglavlje uvodi dvofazni tok nemjeSivog fluida. Takoder, u istome
poglavlju je izvedena 1D Buckley-Leverettova jednadZzba. Peto poglavlje se bavi opisom
moguéih numerickih nacina rjeSavanja uvedenog modela. Preciznije, za metodu konac¢nih
volumena opisane su neke od njezinih verzija (TPFA, MPFA te Box metoda). Nakon oda-
bira jedne od njih, koristenjem IMPES algoritma model je moguée efikasno rijesiti. Sesto
poglavlje pruza rezultate te opis tri numericke simulacije od razli¢itih dvofaznih nemjesivih
modela. Simulacije su napravljene u programskoj biblioteci DuMu*.



Summary

In this thesis, a model of two-phase flow through a porous medium is introduced and the
finite volume method for its solution is described. The first chapter describes the porous
medium and introduces the basic properties of the fluid flow that passes through it. In
the second chapter, the mass conservation equation on the macroscale is introduced, by
which we can predict the transport of mass within the system. The third chapter describes
Darcy’s law and some additional macroscopic properties of fluids and porous media. Using
the mass conservation equation and Darcy’s law, the fourth chapter introduces a two-phase
flow of an immiscible fluid. Also, the 1D Buckley-Leverett equation is derived in the same
chapter. The fifth chapter deals with the description of possible numerical ways for solving
the introduced model. More precisely, for the finite volume method some of its versions
(TPFA, MPFA and Box method) are described. After selecting one of them, using the
IMPES algorithm the model can be solved efficiently. The sixth chapter provides the re-
sults and a description of three numerical simulations from different two-phase immiscible
models. Simulations were made in the program library DuMu*.
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