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Uvod

Geometrijski algoritmi poceli su se znacajnije proucavati u kasnim 70-im godinama pros-
log stoljeca. Brz i uspjesan napredak u njihovom stvaranju mozemo pripisati velikoj koli-
¢ini raznih geometrijskih problema. S druge strane, dobiveni algoritmi koriste se u infor-
matickim sustavima - racunalna grafika, geografski informacijski sustav (GIS), robotika 1
sli¢no - gdje igraju vaznu ulogu u funkcioniranju sustava u cjelosti.

U proslosti, mnogi geometrijski problemi bili su rijeSeni neefikasnim i matematicki
kompliciranim algoritmima koje je bilo teSko implementirati. Danas postoje razliciti pris-
tupi rjeSavanju tih problema te su razvijene razliCite tehnike koje su pojednostavile i po-
boljsale prijasnje pokuSaje rjeSavanja problema. Mi ¢emo se u ovom radu baviti s nekoliko
modernih algoritama koji rjeSavaju odredene geometrijske probleme.

Za dobro razumijevanje rada, potrebno je poznavanje osnovnih pojmova iz geometrije.
Takoder, pretpostavljamo da je Citatelj upoznat s oblikovanjem i analizom algoritama, upo-
trebom veliko O notacije (eng. big-O notation), razliitim algoritamskim tehnikama poput
sortiranja, binarnog pretrazivanja te strukturama podataka poput vektora, lista, binarnih
stabala 1 sli¢no.

Prvo poglavlje pruza nam uvod u razumijevanje nacina pohranjivanja toCaka, pretraZi-
vanja raznih raspona te takoder uvodimo dvije nove strukture: kd-stablo i quadtree. Nove
strukture ¢emo implementirati te primjerom pokazati njihovo koriStenje, a sluze nam za
pohranjivanje skupa dvodimenzionalnih tocaka.

Drugo poglavlje nastalo je u svrhu pokazivanja primjene quadtree-a kao strukture po-
dataka koja nam moze uvelike olak3ati rjeSenje konkretnog problema. Mi se ovdje speci-
ficiramo na jednu upotrebu quadtree-a, a to je kreiranje triangulacija. Pokazujemo kako
prilagodavamo izgradnju quadtree-a za potrebe naSeg problema te implementiramo cijeli
algoritam triangulacije.



Poglavlje 1

Algoritmi za upite pravokutnih raspona

U danaSnjem dobu gdje su nam informacije nadohvat ruke, podaci su srZ rada svih apli-
kacija 1 portala s raznim informacijama. Kako su informacije sve dostupnije, podaci se
moraju na neki nacin pohraniti. Baze ovdje rjeSavaju problem, no one pohranjuju sve
podatke. Da bismo dobili samo dio koji nas zanima, podatke moramo nekako filtrirati,
odnosno postaviti upite (eng. queries) na bazu. Upitom dobivamo odredeni skup podatka
koji zadovoljava restrikcije samog upita. Taj skup Cesto mozZzemo reprezentirati geome-
trijski. Isprva se moZe Ciniti da baze nemaju veze sa geometrijom, no jedan redak u bazi
(ili jedan dobiveni rezultat upita) moZe se interpretirati kao tocka u viSedimenzionalnom
prostoru. Isto tako, viSe redaka interpretiramo kao skup tocaka u prostoru.

Za primjer navedenog razmisljanja, promotrimo bazu podataka za osobnu administra-
ciju, odnosno bazu koja sadrzi informacije o zaposlenicima proizvoljne imaginarne tvrtke.
Potrebne informacije su podaci o imenu, prezimenu, datumu rodenja, placi, broju djece i
sli¢no. TipiCan upit moZe zahtijevati ispis svih zaposlenika rodenih izmedu 1970. 1 1975.
godine, ¢iji je raspon mjesecne place izmedu $3 000 i $4 000. Kako bismo ovo reprezen-
tirali kao geometrijski problem, svakog zaposlenika predstavljamo pomocu jedne tocke.
Prva koordinata tocke je cijeli broj dobiven formulom

10000 X godina + 100 X m jesec + dan

koja predstavlja datum rodenja. Druga koordinata je cijeli broj koji predstavlja mjeseCnu
placu zaposlenika. Uz ove koordinate, u pripadnom objektu tipa focka koji opisuje poje-
dinog zaposlenika pohranjujemo i ostale podatke poput imena, adrese i slicno, no te infor-
macije ne gledamo na koordinatnim osima jer nam nisu relevantne za dani primjer upita.
Upit na bazu koji trazi sve zaposlenike rodene izmedu 1970. 1 1975. godine s mjesec-
nom placom u rasponu izmedu $3 000 i $4 000 mozemo prikazati kao sljedeci geometrijski
upit: TraZimo sve to¢ke u dvodimenzionalnom prostoru ¢ija se prva koordinata nalazi u
rasponu izmedu 19 700 000 i 19 759 999, a druga koordinata izmedu 3 000 i 4 000. Drugim
rijeCima, Zelimo pronaci sve toCke u pravokutniku zadanih dimenzija - vidi sliku|[l.1

2
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Sto ako Zelimo napraviti upit koji sadrZi i informaciju o broju djece zaposlenika? U
tom slucaju, svakog zaposlenika reprezentiramo pomocu tocke u trodimenzionalnom pros-
toru. Prve dvije koordinate tocke su iste kao i u prethodnom slucaju (prva oznacava datum
rodenja, a druga placu). Treca koordinata je broj koji predstavlja broj djece zaposlenika.
Zadani upit glasi: traZimo sve zaposlenike rodene izmedu 1970. 1 1975. godine, Ciji je
raspon mjesecne place izmedu $3 000 i $4 000 te koji imaju barem dvoje, a najvise Ce-
tvero djece. Odgovor na dani upit je skup svih tocaka koje se nalaze u kvadru dimenzija
[19700 000, 19 759 999] x [3000,4 000] x [2,4]. Geometrijski prikaz moZemo vidjeti na
slici [I.21

ProSirivanjem navedenog razmiSljanja, dobivamo naputak za kreiranje upita s vise po-
trebnih informacija. Ukoliko Zelimo odgovor na upit koji sadrzi n validnih informacija,
tada transformiramo retke pohranjene u bazi u tocke n-dimenzionalnog prostora. Uko-
liko Zelimo dobiti odgovor na upit koji ima zadani raspon za odredenu informaciju, tada
transformiramo retke u skup tocaka koje leZe u n-dimenzionalnom tijelu definiranom odre-
denim dimenzijama. Takav upit nazivamo upit pravokutnog raspona (eng. rectangular

range query).

salary
°
°
] L G. Ometer
b born: Aug 19, 1974
4,000(-----. . .- . e - . salary: $3,500
° o* °
° ° °
3,0000- .-l
L : :
° ) e
L e °
: : )
®.
. [ ]
' ‘ date of birth
19,700,000 19,759,999

Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.1 iz [2]

Slika 1.1: Geometrijski prikaz jednostavnog upita na bazu
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4,000

.......

3,000}

19,700,000 19,759,999

Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.1 iz [2]]

Slika 1.2: Geometrijski prikaz upita s viSe informacija

1.1 Pretrazivanje jednodimenzionalnog raspona

Pretrazivanje jednodimenzionalnog raspona ukljucuje pretrazivanje skupa tocaka u jedno-
dimenzionalnom prostoru, tj. skupa realnih brojeva. Upitom jednodimenzionalnog pravo-
kutnog raspona zapravo trazimo toc¢ke unutar intervala [x, x’].

Neka je P = {p1, p2, ..., pn} skup toCaka s realnom koordinatom te [x, x'] zadani in-
terval. Zelimo pronaéi sve tocke skupa P koje pripadaju spomenutom intervalu. Naivnim
algoritmom prolazimo kroz listu (ili niz) u kojoj su pohranjene sve tocke te provjeravamo
pripada li to¢ka na odredenoj poziciji liste naSem intervalu. Kako prolazimo kroz cijelu
listu, sloZenost naivnog algoritma je upravo O(n) gdje je n kardinalitet skupa P. Za pre-
traZivanje viSedimenzionalnog raspona postoji viSe algoritama, no mi ¢emo izdvojiti onaj
koji upotrebljava balansirano binarno stablo. Vratimo se ponovo na pretrazivanje jednodi-
menzionalnog raspona. Neka je 7 balansirano binarno stablo koje gradimo na rekurzivan
nacin: sortiramo pocetni skup te mu odredimo medijan. Ukoliko skup sadrzi paran broj
tocaka, za medijan uzimamo poziciju [n/2] gdje je n ukupan broj to¢aka skupa. Tocku na
poziciji medijana pospremimo u korijen stabla te skup podijelimo na dva dijela. Prvi dio
skupa, nazovimo ga firstSet, sadrzi tocke od pocetka skupa do pozicije medijana (uklju-
¢ivo), dok drugi dio skupa (secondSet) ukljucuje tocke od pozicije medijana (iskljucivo)
do kraja vec sortiranog skupa tocaka. Kako gradimo balansirano binarno stablo, firstSet
predstavlja tocke koje Ce biti pohranjene u lijevom podstablu, a secondSet tocke koje Ce
se nalaziti u desnom podstablu. Na isti nacin, odredimo medijan skupa firstSet 1 toCku na
poziciji medijana pohranimo u korijen lijevog podstabla te podijelimo firstSet na dva dijela
Cije Ce tocke graditi lijevo, odnosno desno podstablo korijena lijevog podstabla. Analogni
postupak radimo 1 za skup secondSet. Postupak ponavljamo sve dok kardinalitet skupa
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kojeg dijelimo nije jednak jedan, odnosno dok nije preostala samo jedna tocka. U tom
slucaju, preostalu tocku napravimo listom stabla i zavrSavamo izgradnju stabla. Konacni
rezultat izgradnje stabla moZemo vidjeti na slici [I.3] pri ¢emu zasad moZemo ignorirati
razli¢ito obojane ¢vorove stabla.

Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.1 iz [2]

Slika 1.3: Pretrazivanje 1-dimenzionalnog raspona pomocu binarnog stabla traZenja

Vratimo se na pretraZzivanje jednodimenzionalnog raspona pomocu binarnog stabla 7.
Neka je P idalje pocetni skup tocaka te [x, x"] zadani interval. Listovi stabla 7~ su tocke za-
danog skupa P poredane na nacin da ih rekurzivni obilazak stabla redom lijevo podstablo —
korijen — desno podstablo obilazi uzlazno sortiranim redoslijedom. Unutarnji ¢vorovi sa-
drze razdjelne vrijednosti koje pomazu u traZzenju rjeSenja (njihovu ulogu ¢emo detaljnije
objasniti u nastavku). Oznacimo sa v ¢vor u kojem je pohranjena vrijednost x, koja dijeli
pretragu na dva podstabla. Tada lijevo podstablo ¢vora v sadrzi sve tocke manje ili jednake
vrijednosti x,, a desno sve tocke strogo vece od x,. Cilj nam je pronaéi tocke skupa P
koje se nalaze u intervalu [x, x"]. Nalazimo ih na sljede¢i nacin: Neka su u 1 ¢’ listovi koji
oznacavaju kraj pretrazivanja, tj. listovi koji pripadaju redom najmanjem ("najlijevijem") i
najvecem ("najdesnijem") elementu od P iz [x, x’]. Tada su traZene tocke u intervalu [x, x’]
zapravo listovi izmedu vrijednosti ¢ i ¢ pri ¢emu su i same vrijednosti pohranjene u y iy’
moguci kandidati pretrage. Dajemo primjer koji reprezentira navedeno razmisljanje.

Neka je P := {3,10, 19,23, 30, 37,49, 59, 62,70, 80, 89, 100, 105}, te zadani interval u
kojem Zelimo pronaci tocke [18,77]. Proucavajudi sliku [I.3] trebamo pronadi sve tocke
koje su pohranjene u tamnosivo obojanim listovima te tocku koja je pohranjena u listu u
svijetlosive boje. Kako slika[I.3] nagovijesta, traZene tocke su listovi odredenih podstabla
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na putevima traZzenja. Ta podstabla su oznacena tamno sivom bojom, dok su putevi traze-
nja obojani svijetlo sivom bojom. Preciznije, korijeni podstabla koje odabiremo su ¢vorovi
koji se nalaze izmedu dva puta traZenja te Ciji se roditelji nalaze na istom putu traZenja
koji obuhvaca razdjelni ¢vor v,. Kako bismo pronasli spomenute ¢vorove na putu trazenja,
prvo trebamo odrediti razdjelni ¢vor v, nakon Cega se pretraga dijeli na dva puta traze-
nja. TraZeni algoritam implementiran je metodom OdrediRazdjelniCvor te ju navodimo u
nastavku:

Algorithm 1: OdrediRazdj elniévor(‘T, x,x")
Input: Stablo 7 te dvije vrijednosti x, x’ takve da je x < x’
Output: Cvor v (razdjelni &vor) gdje se pretraga dijeli na dva puta traZzenja, ili list
gdje pretraga zavrSava

v « root(T")
while v nije list i vrijedi (X' < x, ili x > x,) do

if X' < x, then

‘ v« le(v)
else

L v « rc(v)

return v

A N B W N =

3

Algoritam kao ulaz prima stablo 7~ te dvije vrijednosti x, x" za koje vrijedi x < x’. U
¢vor v pohranjujemo korijen stabla 7. Ukoliko vrijedi tvrdnja da v nije list te je vrijednost
od X’ manja od x, ili vrijednost od x strogo veca od x,, izvrSava se while petlja. Unutar
while petlje, ako je desna vrijednost x” manja ili jednaka vrijednosti u ¢voru v, tada u ¢vor
v pohranjujemo lijevo dijete ¢vora v, odnosno kako je naznaceno u algoritmu /c(v). Ako
vrijedi uvjet x > x,, tada u ¢vor v pohranjujemo desno dijete ¢vora v. Kada nije zadovoljen
niti jedan uvjet while petlje, algoritam vraca ¢vor v.

Za primjer rada algoritma, pogledajmo stablo 7 koje se sastoji od korijena s vrijednosti
150 prikazanog na slici [I.4] te vrijednosti x = 18 i x’ = 77. Na pocetku, u ¢voru v se
nalazi referenca na korijen ulaznog stabla 7~. Kako ¢vor v nije list i zadovoljen je barem
jedan uvjet (u ovom slucaju samo prvi), ulazimo u while petlju. Prvi uvjet (77 < 150) je
zadovoljen, stoga u varijablu v spremamo referencu na lijevo dijete ¢vora v s vrijednoséu
49. Cvor v i dalje nije list, no sada nije zadovoljen niti jedan uvijet while petlje (77 nije
manje ili jednako od 49, niti 18 nije strogo vece od 49). Dosli smo do kraja algoritma,
odnosno pronasli smo razdjelni ¢vor nakon Cega se potraga za naSim Zeljenim toCkama u
intervalu grana na dva dijela. Pronadeni ¢vor je na slici[I.4] oznacen crvenim obrubom.

Primjer kada vrijedi uvjet x > x, oznacen je na slici[I.5] Na pocetku, ponovno ulazimo
u while petlju, no ovaj put ne vrijedi prvi uvjet nego drugi (18 > 8). Zbog navedene razlike,
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Slika 1.4: Algoritam OdrediRazdjelniCvor, slu¢aj x’ < x,, pri éemu je interval pretraZiva-
nja [x, x'] = [18,77]

u ¢vor v pohranjujemo referencu na desno dijete ¢vora v s vrijednosti 49. Ostatak izvodenja
algoritma je isti kao u prethodno navedenom primjeru.

Slika 1.5: Algoritam OdrediRazdjelniCvor, slucaj x > x,, pri ¢emu je interval pretraZivanja
[x,x'] = [18,77]
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Sada, kad nam je poznati razdjelni ¢vor, poCinjemo traZiti tocke prema vrijednosti x,
odnosno x’. Na svakom ¢voru gdje put pretrazuje lijevo podstablo, zapiSemo tocke iz svih
listova desnog podstabla (jer se to podstablo nalazi izmedu dva puta traZenja). Sli¢no,
kada trazimo toCke prema vrijednosti x’, zapiSemo tocke iz svih listova lijevog podstabla u
slucaju gdje put pretrazuje desno podstablo. Na kraju, provjeravamo vrijednosti listova u
kojima je pretraga zavrSila jer one takoder mogu biti dio zadanog intervala.

Cijeli postupak pretrazivanja jednodimenzionalnog raspona opisan je u Algoritmu 2.
Taj algoritam koristi pomo¢nu funkciju DohvatiPodstablo(v) ¢iji pseudokod ne navodimo,
a koja prijavljuje sve listove koji se nalaze u podstablu ¢iji je korijen upravo ulazni ¢vor.
Vizualni prikaz izvodenja algoritma moZemo vidjeti na slici[I.6]

root(7T)

/

u

the selected subtrees

Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.1 iz [2]

Slika 1.6: Algoritam PretraZivanjeJednodimenzionalnogRaspona, v,,;; oznaCava razdjelni
¢vor za interval pretraZivanja [u, u']

Promotrimo sloZenost upravo navedenog algoritma. U obzir ¢emo uzeti ukupan broj
tocaka n te broj tocaka k koje pripadaju zadanom intervalu. Metoda DohvatiPodstablo
ima linearnu sloZenost u ovisnosti o broju to¢aka koje vraca jer prolazimo cijelim pod-
stablom i vraamo sve listove tog podstabla. Iz ovog slijedi da je sloZenost svih poziva
metode DohvatiPodstablo upravo O(k). Preostali ¢vorovi koje posjeéujemo nalaze se na
putu pretraZivanja izmedu x 1 x’ te se u njima zadrZzavamo u konstantnom vremenu. Ti
putevi imaju duljinu najviSe log(n), stoga je ukupna sloZenost u tim ¢vorovima O(log n).
Iz svega navedenog slijedi da algoritam PretraZivanjeJednodimenzionalnogRaspona ima
sloZenost O(logn + k).

Usporedimo sloZenost Algoritma 2 i naivnog algoritma. U najgorem slucaju sve tocke
pripadaju zadanom intervalu, odnosno k = n, stoga sloZenost Algoritma 2 iznosi O(n).
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Algorithm 2: PretraZivanjeJednodimenzionalnogRaspona(7, [x, x])

Input: Binarno stablo 7 i interval [x, x’]
Output: Lista L svih to¢kaka koje se nalaze u stablu 7, a pripadaju intervalu
[x, x']
1 v, « OdrediRazd jelniCvor(T , x, x")
2 if v, je list then
3 if v, € [x, x'] then

4 ‘ L.insert(v,)
5
6 else
/* Kre¢i se po putu prema x i dodaj u listu tocaka L sve
tocke podstabla koje se nalaze desno od puta traZzenja. */
7 v« lc(v,)
8 while v nije list do
9 if x < x, then
10 L.insert(DohvatiPodstablo(rc(v)))
11 v« le(v)
12 else
13 L v« re(v)

14 if v € [x, x'] then

15 ‘ L.insert(v)

16
/* Kre¢i se po putu prema x’ i dodaj u listu tocaka L sve

tocke podstabla koje se nalaze lijevo od puta trazenja. */

17 v « re(v,)

18 while v nije list do

19 if x > x, then

20 L.insert(DohvatiPodstablo(lc(v)))
21 v« rc(v)

22 else

23 L v« lc(v)

24 if v € [x, x'] then
25 ‘ L.insert(v)
26

27 return Listu tocaka L
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Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.2 iz [2] Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.2 iz [2]]
Slika 1.7: Tocka u ravnini i 2- Slika 1.8: Podjela skupa P vertikal-
dimenzionalni interval u kojem leZzi nom linijom na dva podskupa

Istu sloZenost ima i naivni algoritam pa ovdje ne moZemo uociti napredak. No, ukoliko
postoje tocke koje ne pripadaju zadanom intervalu, sloZenost Algoritma 2 ima prednost
nad naivnim algoritmom.

1.2 Kd-stablo

Pretrazivanje jednodimenzionalnog raspona ima svoje prednosti, no problemi koji zahtije-
vaju viSedimenzionalno pretraZivanje puno su raSireniji. Jedan primjer takvog visedimen-
zionalnog pretraZivanja je problem pretraZivanja 2-dimenzionalnog pravokutnog raspona.
Neka je P ponovo skup tocaka, ali ovaj put neka su tocke dvodimenzionalne. Upitom dvo-
dimenzionalnog pravokutnog raspona na skupu P traZimo tocke koje pripadaju skupu P,
a istovremeno se nalaze u pravokutniku odredenih dimenzija [x, x'] X [y, '], pri ¢emu su
x,x',y,y € R. ToCka p = (py, py) se nalazi u pravokutniku [x, x'] X [y, y’] ako i samo ako
vrijedi p, € [x,x'] 1 py € [y,y’'] kako je 1 prikazano na slici

MoZemo reci da se upit 2-dimenzionalnog pravokutnog raspona sastoji od dva upita
1-dimenzionalnog pravokutnog raspona, jednog po x-koordinati danih tocaka, a drugog po
y-koordinati.

U prethodnom poglavlju, koristili smo odredenu strukturu podataka za upite pravokut-
nog raspona - binarno stablo pretraZivanja. Sada Zelimo generalizirati tu strukturu za upite
2-dimenzionalnog pravokutnog raspona. U tu svrhu, promotrimo rekurzivnu definiciju bi-
narnog stabla traZzenja: skup (jednodimenzionalnih) to¢aka razdvojimo na dva podskupa
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priblizno iste veliCine. Jedan skup sadrzi sve tocke Cija je vrijednost manja ili jednaka
razdjelnoj vrijednosti, dok drugi sadrZi sve tocCke Cija je vrijednost strogo veca. Razdjelna
vrijednost pohranjena je u korijenu stabla, dok su podskupovi rekurzivno pohranjeni u li-
jevo i desno podstablo.

U dvodimenzionalnom slucaju, tocke imaju dvije vrijednosti: x-koordinatu i y-
koordinatu. Dakle, prvo dijelimo skup po x-koordinati, zatim po y-koordinati, pa ponovo
po x i tako dalje. Dajemo precizniji postupak u nastavku. Zadani skup P dijelimo
vertikalnom linijom ¢ (dakle po x-koordinati) na dva podskupa pribliZzno iste veli¢ine. U
korijen stabla pohranjujemo vertikalnu liniju ¢, dok podskup P, s, koji sadrzi tocke koje se
nalaze lijevo od vertikalne linije (i na vertikalnoj liniji) £ pohranjujemo u lijevo podstablo,
a podskup P, koji sadrzi sve toCke koje se nalaze desno od linije ¢ pohranjujemo u
desno podstablo (vidi sliku[T.8). U lijevom djetetu korijena podijelimo skup Py, na dva
podskupa horizontalnom linijom. Sve tocke koje se nalaze ispod ili na horizontalnoj
liniji spremamo u lijevo podstablo lijevog djeteta, dok sve tocke koje se nalaze iznad
horizontalne linije stavljamo u desno podstablo istog djeteta. Lijevo dijete takoder
pohranjuje i samu horizontalnu liniju. Sli¢no, skup P, takoder dijelimo horizontalnom
linijom na dva podskupa koji su pohranjeni u lijevo i desno podstablo desnog djeteta. Kod
unuka pocetnog ¢vora, ponovno dijelimo skupove vertikalnom linijom. Opdcenito, skup
dijelimo vertikalnom linijom u ¢vorovima ¢ija je dubina paran broj, dok u ¢vorovima
neparne dubine skup dijelimo horizontalnom linijom. Na slici [[.9 moZemo vidjeti podjelu
pocetnog skupa i odgovarajuée binarno stablo. Takvo stablo nazivamo kd-stablo (eng.
kd-tree). Opcenito, to je binarno stablo u kojem je svaki list k-dimenzionalna tocka.
Unutarnji ¢vorovi dijele skup na dva podskupa u ovisnosti o vrijednosti pohranjenoj u
¢voru, te ostatku pri dijeljenju dubine tog ¢vora s k. U upravo opisanom razmatranju, dan
je primjer 2-d stabla. Danas izvorni naziv nije toliko u upotrebi pa umjesto 2-d stabla
jednostavno koristimo naziv 2-dimenzionalno kd-stablo.

Implementacija kd-stabla

Kd-stablo implementiramo u programsku jeziku C++ te krajnji rezultat testiramo na slu-
¢ajno generiranim skupovima dvodimenzionalnih to¢aka. Detaljnu implementaciju navo-
dimo u nastavku.

Kako bismo efikasno implementirali kd-stablo, koristimo pomoc¢ne strukture. Jedna
od takvih struktura je Range koja reprezentira raspon, odnosno dvodimenzionalni interval
[x1, x2] X [y1,y2] u kojem traZimo tocke.

struct Range

{
double x1, x2, yl, y2;



POGLAVLIJE 1. ALGORITMI ZA UPITE PRAVOKUTNIH RASPONA 12

141
ls 07
®
[ ]
P4 s P9
o
P10
13 P2
@
—— p7 Uy
g pi °
® P8
P3
£y Pe
by b

Izvor: Preuzeto iz cjeline 5.2 iz [2]]

Slika 1.9: Tocke u ravnini i pripadno kd-stablo

Range(double, double, double, double);
virtual ~Range();

}s

Nadalje, struktura koja reprezentira dvodimenzionalnu toCku zove se Point. Sastoji se
od dvije vrijednosti x 1 y koje predstavljaju x 1 y koordinatu. Struktura Point sadrZi me-
todu isInRange koja odreduje nalazi li se tocka u zadanom rasponu. Tu provjeru radimo
tako da usporedujemo vrijednosti koordinata s vrijednostima rubova zadanog intervala re-
prezentiranog varijablom tipa Range.

struct Point

{
double x, y;

Point();
Point (double, double);
virtual ~Point();

bool operator==(Point);
bool isInRange(Range *);
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bool Point::isInRange(Range *range)

{
if (this->x <= range->x2 && this->x >= range->x1 && this->y <=
— range->y2 && this->y >= range->yl)
{
return true;
}
return false;
}

Iduca vazna struktura je Region koja se sastoji od Cetiri varijable py, p,, p3 1 p4 pomocu
kojih ¢emo definirati raspon toCaka stabla. Ukoliko su sve vrijednosti definirane dobivamo
pravokutnik (koji nije zatvoren sa svih strana, tj. ne sadrZi Citav njegov rub), no ukoliko
nisu, struktura predstavlja podskup ravnine ograni¢en pravcima. TocCka se nalazi unutar
regije (koja je reprezentirana strukturom Region) ukoliko je njena x-koordinata veca od x-
koordinate varijable p; i manja od x-koordinate varijable p,, no ako je x-koordinata jednaka
barem jednoj x-koordinati pripadnih varijabli, onda gledamo y-koordinatu. Y-koordinata
mora biti strogo veca od y-koordinate varijable p;, te manja ili jednaka od varijable p,.
Analogno vrijedi za varijable p3 i p4 no tamo gledamo prvo po y-koordinati, a zatim po x-
koordinati. Na taj nacin dobivamo pravokutnik ¢ije sve stranice nisu nuZno zatvorene. Na
primjer, neka su definirane samo vrijednosti p, i p;. Tada je nasa struktura zapravo pod-
skup ravnine koji obuhvaca sve tocke ¢ija je x-koordinata manja od x-koordinate tocke p,.
Ukoliko su x-koordinate jednake, onda ravnina sadrZzi sve tocke €ija je y-koordinata manja
ili jednaka y-koordinati tocke p,. Kako varijabla p; nije definirana, tada ne postoji mini-
malna vrijednost za x-koordinatu, stoga ona moZe biti proizvoljna. Isto tako, kako je defi-
nirana varijabla ps, ravnina obuhvaca sve tocke Cija je y-koordinata veéa od y-koordinate
tocke p;. Takoder, ukoliko su y-koordinate jednake, onda ravnina obuhvaéa tocke Cija je
x-koordinata strogo vec¢a od x-koordinate tocke p;. Ponovno, varijabla p, nije definirana
pa ne postoji gornja granica za y-koordinatu tocaka koje pripadaju danoj ravnini.

struct Region

{
Point *pl, *p2, *p3, *p4;
Region();
Region(Point *, Point *, Point *, Point *);

virtual ~Region();

bool isContainedInRange(Range *);
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bool intersectsRange(Range *);

}s

Navedena struktura ima dvije metode koje odreduju je li regija sadrZzana u nekom 2-
dimenzionalnom intervalu, te sijecCe li regija zadani interval. Za odredivanje je li regija sa-
drZana u dvodimenzionalnom rasponu sluzi metoda isContainedInRange. U toj metodi
provjeravamo jesu li sve Cetiri varijable definirane. Ukoliko barem jedna nije, regija nije
sadrzana u intervalu (jer regija nije ograni¢ena barem s jedne strane). Ako su sve varijable
definirane, onda usporedujemo granice intervala sa x 1 y koordinatama tocaka py, ps, ps3 1
ps. Metoda intersectsRange sluzi za provjeru presjeka sa zadanim intervalom. Regija
sijeCe interval ako podskup ravnine definiran regijom ima presjek s podskupom ravnine
definiranim intervalom. Ukoliko niti jedna od Cetiri varijable nije definirana, onda regija
predstavlja cijelu ravninu pa takoder i sijeCe zadani interval. Upravo opisana struktura
omogucit ée nam efikasno pohranjivanje vertikalnih, odnosno horizontalnih linija.

Iduéa pomo¢éna struktura je struktura Node koja predstavlja &vor stabla. Cvor se sastoji
od pokazivaca na lijevo i desno dijete (varijable left i right), vertikalne, tj. horizontalne
linije tipa Region (varijabla 1ine) te same vrijednosti tocke (varijabla point). Linija
¢vora sadrzi informaciju u kojem se rasponu mogu nalaziti tocke podstabla Sto olakSava
pretraZivanje samog stabla. U ovoj strukturi postoje dva konstruktora od kojih jedan kao
argument prima varijablu tipa Point koja sluzi za inicijalizaciju vrijednosti tocke. Drugi
konstruktor ne prima argumente te on postavlja obje koordinate tocke na NaN, odnosno
vrijednosti tocke u tom slucaju nisu definirane. U oba konstruktora se sve Cetiri vrijednosti
varijable 1ine postavljaju na NaN.

struct Node

{
Node *left, *right;
Point *point;
Region *line;

Node();
Node (Point);
virtual ~Node();

}s

Nasa definicija kd-stabla sastoji se od korijena stabla, metoda za kreiranje i pretrazi-
vanje stabla, te metode za dohvacanje toCaka iz listova stabla. Definicija koristi navedene
strukture, a samo kreiranje kd-stabla ostvarujemo primjenom rekurzivne metode.

class KDTree

{
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Node *root;

public:
KDTree(std: :vector<Point>);
virtual ~KDTree();

// Getter
Node *getRoot()
{
return root;
}
// Setter
void setRoot(Node *Vv)
{
root = v;
}

Node *buildKDTree(vector<Point>, vector<Point>, Region®*, int);
std: :vector<Point> searchKDTree(Node *, Range *);
std: :vector<Point> reportSubtree(Node *);

}s

Sada nam je cilj konstruirati 2-dimenzionalno kd-stablo Sto éemo ostvariti primjenom
metode pod nazivom buildKDTree. Metoda prima Cetiri argumenta, a vraca korijen kre-
iranog kd-stabla. Prva dva argumenta su skupovi, tre¢i argument predstavlja granice po-
mocu kojih kreiramo liniju, a cetvrti argument je broj koji nazivamo diskriminator (eng.
discriminator). Prvi skup Cine tocke od kojih Zelimo izgraditi kd-stablo te su sortirane
uzlazno po x-koordinati. Sli¢no, drugi skup sacinjavaju iste toCke kao i prethodni skup,
samo su ovaj put sortirane uzlazno po y-koordinati. Tre¢i argument su granice koje su
reprezentirane pomo¢nom strukturom Region, tj. sadrZe Cetiri vrijednosti: lijevu granicu
po X, desnu granicu po x, te lijevu i desnu granicu po y. Te Cetiri vrijednosti su reprezen-
tirane strukturom Point te su koordinate toaka inicijalizirane na NaN. Cetvrti argument
je nenegativan cijeli broj koji oznacava dubinu rekurzije, odnosno dubinu korijena stabla u
rekurzivnom pozivu metode. Taj broj nam je vazan jer on oznacava trebamo li skup dijeliti
vertikalnom ili horizontalnom linijom. Na pocetku algoritma, diskriminator je jednak nuli.

Node *KDTree: :buildKDTree(const std::vector<Point> xSortedPoints, const
— std::vector<Point> ySortedPoints, Region *boundaries, const int depth)

{
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if (xSortedPoints.size() == 1)
{

return new Node(xSortedPoints.front());

int median = std::ceil(static_cast<double>(xSortedPoints.size()) / 2);

Node *node = new Node();
node->1line = boundaries;

std: :vector<Point> xPointsLeft;
std: :vector<Point> xPointsRight;

std: :vector<Point> yPointsLeft;
std: :vector<Point> yPointsRight;
int subsetSizeCounter = 0;

Region *leftChildBoundaries;
Region *rightChildBoundaries;

if (depth % 2 == 0)

{
node->point = new Point(xSortedPoints[median - 1].x,
— xSortedPoints[median - 1].y);

xPointsLeft.assign(xSortedPoints.begin(), xSortedPoints.begin() +
— median);

xPointsRight.assign(xSortedPoints.begin() + median,

— xSortedPoints.end());

for (int i = 0; i < ySortedPoints.size(); ++i)

{

if (ySortedPoints[i].x <= xSortedPoints[median - 1].x &&

— subsetSizeCounter != median)

{
yPointsLeft.push_back(ySortedPoints[i]);
subsetSizeCounter++;

}

else

{

yPointsRight.push_back(ySortedPoints[i]);
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}

leftChildBoundaries = new Region(boundaries->pl, node->point,
— boundaries->p3, boundaries->p4);

rightChildBoundaries = new Region(node->point, boundaries->p2,
— boundaries->p3, boundaries->p4);

}
else
{
node->point = new Point(ySortedPoints[median - 1].x,
— ySortedPoints[median - 1].y);
yPointsLeft.assign(ySortedPoints.begin(), ySortedPoints.begin() +
— median);
yPointsRight.assign(ySortedPoints.begin() + median,
— ySortedPoints.end());
for (int i = 0; i < xSortedPoints.size(); ++1)
{
if (xSortedPoints[i].y <= ySortedPoints[median - 1].y &&
— subsetSizeCounter != median)
{
xPointsLeft.push_back(xSortedPoints[i]);
subsetSizeCounter++;
3
else
{
xPointsRight.push_back(xSortedPoints[i]);
}
}
leftChildBoundaries = new Region(boundaries->pl, boundaries->p2,
— boundaries->p3, node->point);
rightChildBoundaries = new Region(boundaries->pl, boundaries->p2,
— node->point, boundaries->p4);
3

node->left = buildKDTree(xPointsLeft, yPointsLeft, leftChildBoundaries,
— depth + 1);
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node->right = buildKDTree(xPointsRight, yPointsRight,
— rightChildBoundaries, depth + 1);

return node;

Metoda na pocetku provjerava ukoliko dobiveni skup toCaka sortiranih po x-koordinati
sadrzi samo jednu tocku (skup tocaka sortiranih po y-koordinati ima istu veli¢inu jer sadrZi
iste tocke) te ako je navedeni uvjet istinit, metoda vra¢a novokreirani ¢vor u kojem je
pohranjena vrijednost preostale tocke skupa. Ako skupovi sadrze vise od jedne tocke, u
varijablu median pohranjujemo medijan definiran formulom [7/2], pri ¢emu je n veli¢ina
skupa xSortedPoints koji je isti kao veli¢ina skupa ySortedPoints. U varijablu 1ine
spremamo dobivenu varijablu boundaries iz argumenta funkcije, a ta varijabla predstavlja
u kojem rasponu ¢e se nalaziti toCke podstabla ¢iji korijen (node) upravo kreiramo.

Dobiveni skup tocaka dijelimo vertikalnom, odnosno horizontalnom linijjom u ovis-
nosti o dubini rekurzije koju predstavlja varijabla depth. Ukoliko je depth parna,
skup toCaka dijelimo vertikalnom linijom, a u suprotnom slucaju skup dijelimo hori-
zontalnom linijom. Pogledajmo slucaj dijeljenja skupa vertikalnom linijom. U va-
rijablu node->point kreiranog ¢vora pohranjujemo tocku koja se nalazi na indeksu
medijan niza skupa xPointsSorted. Neka skup xPointsLeft sadrzi sve tocke sor-
tirane po x-koordinati pocetnog skupa xSortedPoints koje se nalaze do medijana
(isklju¢ivo), a xPointsRight sve tocke od medijana (ukljucivo) do kraja zadanog
skupa. Isto tako, skupovi yPointsLeft i yPointsRight sadrZe iste tocke kao skupovi
xPointsLeft i xPointsRight, samo su tocke sortirane po y-koordinati. Nadalje, odre-
dujemo raspon tocaka djece koji pohranjujemo u varijablama leftChildBoundaries i
rightChildBoundaries. Obje spomenute varijable sadrZe isti raspon kao i trenutni ¢vor
roditelj, no taj raspon se profinjuje ovisno o varijabli node->point. Kako lijevo dijete
sadrzi sve tocke Cija je x-koordinata manja od x-koordinate tocke node->point (u slucaju
jednakosti gledamo relaciju < na y-koordinatama), tada varijabla leftChildBoundaries
ima isti raspon kao i ¢vor roditelj, samo je desna granica za x-koordinatu (varijabla p,)
upravo varijabla node->point. Analogno, kako desno dijete sadrZi sve toCke Cija je x-
koordinata veca ili jednaka x-koordinati varijable node->point (u slucaju jednakosti x-
koordinati, desno dijete sadrZi sve toCke Cija je y-koordinata strogo veca od y-koordinate
varijable node->point), varijabla rightChildBoundaries sadrzi takoder isti raspon
kao 1 roditeljski ¢vor, samo je lijeva granica za x-koordinatu (varijabla p;) upravo tocka
node->point.

U slucaju dijeljenja horizontalnom linijom, varijabla depth je neparan broj, te je raz-
matranje analogno upravo navedenom, samo se sada u obzir uzima y-koordinata 1 skup
sortiran po y-koordinati.
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Na kraju, gradimo lijevo podstablo metodom buildKDTree te joj kao parametre
proslijedujemo kreirane skupove xPointsLeft, yPointsLeft, leftChildBoundaries
te varijablu depth uvecanu za jedan. Rezultat izgradnje lijevog stabla je korijen
te ga pohranjujemo u varijablu left koja reprezentira lijevo dijete trenutnog Cvora.
Analogno gradimo desno podstablo (sa skupovima xPointsRight, yPointsRight,
rightChildBoundaries te brojem depth + 1) ¢iji ¢vor pohranjujemo u varijablu right
koja predstavlja desno dijete Cvora.

Kako je ve¢ ranije navedeno, metoda buildKDTree prima dva sortirana skupa prema
x 1y koordinati. Opdéenito, toCke skupa P na pocetku nisu nuzno sortirane redom koji
zahtijeva gore opisana procedura te postoji mogucnost generiranja tocaka s identi¢nim x
1y koordinatama. Kako bi sprijeCili dupliciranje i unaprijed sortirali proizvoljan skup
toCaka, obavljamo pripremu prije samog poziva metode buildKDTree. Tu pripremu ra-
dimo u konstruktoru stabla tipa KDTree koji kao argument prima proizvoljni skup tocaka
points. Prvo sortiramo dobiveni skup prema x-koordinati (u ¢emu nam pomaze funkcija
sortByX), zatim uklanjamo duplikate iz njega te kreiramo drugi skup _points koji je
identi¢an upravo modificiranom skupu points. Nadalje, skup _points sortiramo prema
y-koordinati, a uklanjanje tocaka nije potrebno jer ne sadrzi duplicirane tocke. Varijabla
plane predstavlja raspon u kojem se nalaze tocke stabla koje upravo kreiramo, a kako smo
na pocetku kreiranja, raspon je neogranicen i predstavlja cijelu ravninu. Pozivamo metodu
buildKDTree s navedenim varijablama te rezultat pohranjujemo u varijabli root ¢ime
zavrSava izgradnja kd-stabla.

KDTree: :KDTree(std: :vector<Point> points)

{

std: :sort(points.begin(), points.end(), sortByX);

points.erase(std: :unique(points.begin(), points.end()),

— points.end());

std: :vector<Point> _points = points;

std: :sort(_points.begin(), _points.end(), sortByY);

Region *plane = new Region();

this->root = KDTree::buildKDTree(points, _points, plane, 0);
}

bool sortByX(const Point &a, const Point &b)
{

if (a.x == b.x)

{
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return a.y < b.y;

}

return (a.x < b.x);

Analizirajmo vrijeme potrebno za izgradnju kd-stabla. Ukoliko skup sadrzi samo jednu
tocku, vraca se novo kreirani ¢vor te sloZenost cijelog algoritma iznosi O(1). Ako al-
goritam prima viSe toCaka, sloZenost je ve¢a. Kako unaprijed imamo sortirane skupove
toCaka, medijan moZemo pronaci u konstantnom vremenu. Nadalje, konstruiranje novih
sortiranih lista potrebnih za dva rekurzivna poziva moze se izvrSiti u linearnom vremenu.
Ukoliko je diskriminator paran, u skup xPointsLeft pohranjujemo tocke od pocetka
skupa xSortedPoints do medijana Sto se izvrSava u linearnom vremenu. Analogno vri-
jedi i za skup xPointsRight. Kako bismo rasporedili tocke u skupove yPointsLeft i
yPointsRight, prolazimo kroz skup ySortedPoints u linearnom vremenu te u ovisnosti
o vrijednost y-koordinate varijable ySortedPoints[median - 1], pohranjujemo tocke
u ranije spomenute skupove. Analogni postupak se provodi u slucaju kada je diskriminator
neparan. [z svega navedenog, dobivamo:

T - {0(1), n=1
O(n) +2T([n/2]), n>1,

odnosno

{a, n=1
T(n) =
b-n+2T(n/2]), n>1,

gdje su a i b konstante. Ova rekurzija dobro je definirana za svaki n € N, no teze se rjeSava
zbog izraza [n/2]. Ukoliko promatramo samo slucajeve u kojima je n potencija broja 2,
rekurzija postaje:

a, I’lzl
Tn) = .
b-n+2T(n/2), n>1,n=2%k>0.

Supstitucijom #, = T(n) = T(2*) dobivamo:
lk:2'lk_1+b'2k,
¢ime smo dobili nehomogenu rekurziju oblika:

Ayt +ay—1  t—1 + ...+ Ay " by, = bllc . pdl(k) + bg . pdz(k) + ...+ b]; . pd,(k).
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Ovdje su b; medusobno razliCite konstante, a p4,(k) polinomi zadani u varijabli k stupnja d;.
Detalji su opisani u [4]. Ovakva rekurzija moZe se homogenizirati te dobivena homogena
rekurzija ima karakteristi¢énu jednadZbu oblika:

(A X"+ Ay - X" 4 it ag) - (x=b)IT L (x = b))t = 0.
Iz upravo opisanog moZemo dobiti nasu karakteristi¢nu jednadZbu koja glasi
(x=2)-(x=2)=0,

odnosno
(x=2)?2=0.

Opce rjesenje je:
Iy = Cq ‘2k+C2'k'2k,

gdje su ¢ 1 ¢, konstante. Vratimo li u termin od n izraz k = log, n, dobivamo:
T(n)=cy-n+cy-n-log,n.

Odavde zakljucujemo T'(n) = O(n - log n), Sto vrijedi u sluc¢aju kada je n potencija broja 2.
Ovaj rezultat mozemo generalizirati pod odredenim uvjetima tako da vrijedi za svakin € N.
TraZeni uvjeti su da 7'(n) mora biti asimptotski rastuca te f(n) = n - logn glatka funkcija.
Prvi uvjet mozemo dokazati indukcijom, dok je za drugi uvjet dovoljno dokazati da je
f(n) 2-glatka. Detalji i primjeri ovakvih dokaza mogu se naci u [4]]. 1z svega prikazanog,
dobivamo da je sloZenost izgradnje kd-stabla jednaka O(n - log n), Vn € N.

Kako bismo odredili prostornu sloZenost, primijetimo da svaki list stabla pohranjuje
jednu tocku, tj. imamo ukupno rn listova. Kd-stablo je binarno stablo stoga svaki list
1 unutarnji ¢vor koristi O(1) memorije iz Cega slijedi da je ukupna prostorna sloZenost
upravo O(n).

Pretrazivanje kd-stabla

Kako smo ve¢ najavili, jedan od ciljeva nam je pretraziti kd-stablo, odnosno pronaci tocke
koje pripadaju odredenom rasponu. U svakom rekurzivhom pozivu prilikom kreiranja sta-
bla, linijom dijelimo ravninu na dva dijela te jedan dio tocaka pohranjujemo u lijevo, a
ostatak u desno podstablo. 2-dimenzionalni interval koji oznacava koje se tocke nalaze
u podstablu smo pohranili u varijablu 1ine ¢vora stabla, a proizvoljna tocka se nalazi u
podstablu ako i samo ako se nalazi u granicama tog intervala. Algoritam pretraZivanja kd-
stabla posjecuje samo one ¢vorove €iji interval sijeCe zadani raspon. Ako se interval ¢vora
node u potpunosti nalazi u zadanom rasponu, onda sve tocke podstabla od node pripadaju
rasponu te ih pridodajemo rezultatu algoritma. U slucaju da smo dosegnuli list stabla,
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provjeravamo spada li toCka pohranjena u listu u zadani raspon. Navedeni algoritam im-
plementiramo metodom searchKDTree koja prima ¢vor stabla koje pretraZzuje te raspon
range koji predstavlja zatvoreni pravokutnik [x;, x,] X [y, y.].

std: :vector<Point> KDTree: :searchKDTree(Node *node, Range *range)

{

std: :vector<Point> points;

if (node->left == NULL && node->right == NULL)

{
if (node->point->isInRange(range))
{
points.push_back(*node->point);
ks
return points;
}

Region *region = node->line;

if (region->isContainedInRange(range))

{
std: :vector<Point> subtreePoints = reportSubtree(node);
points.insert(points.end(), subtreePoints.begin(),
— subtreePoints.end());

3

else if (region->intersectsRange(range))

{

std: :vector<Point> subtreePointsLeft =
— searchKDTree(node->left, range);
std: :vector<Point> subtreePointsRight =
— searchKDTree(node->right, range);

points.insert(points.end(), subtreePointsLeft.begin(),
— subtreePointsLeft.end());
points.insert(points.end(), subtreePointsRight.begin(),
— subtreePointsRight.end());



POGLAVLIJE 1. ALGORITMI ZA UPITE PRAVOKUTNIH RASPONA 23

return points;

Na samom pocetku metode, provjeravamo je li ¢vor list, odnosno ima li djecu. Uko-
liko nema, metodom isInRange utvrdujemo pripada li njegova tocka zadanom rasponu
range. U slucaju da ¢vor nije list, dohvaéamo raspon tocaka koji on sadrzi te ga po-
hranjujemo u varijablu region. Ako je raspon sadrZan u range, tada dohvaéamo sve
tocke listova stabla metodom reportSubtree. U slucaju da raspon sijeCe range, rekur-
zivno dohva¢amo rezultantne tocke istoimenom metodom u dva poziva. Kao argumente,
rekurzivnim metodama proslijedujemo ¢vor koji reprezentira lijevo/desno dijete, zajedno
sa zadanim rasponom range. Za provjeru sadrZi li range raspon trenutnog ¢vora, od-
nosno postoji li presjek, pomazu nam ve¢ spomenute metode isContainedInRange te
intersectsRange.

Za dohvacanje svih toCaka podstabla sluzi nam rekurzivna metoda reportSubtree.
Metoda implementira algoritam koji se krece po stablu, pronalazi sve listove te vraca tocke
pohranjene u njima kao rezultat. Na pocetku, provjeravamo jesmo li dosli do lista te uko-
liko jesmo, vraéamo tocku koja je pohranjena u njemu. Zatim istoimenom metodom tra-
Zimo listove lijevog djeteta i rezultat pridruZujemo skupu veé pronadenih tocaka points.
Isti postupak radimo i za desno dijete te na kraju vraéamo sve pronadene tocke.

std: :vector<Point> KDTree: :reportSubtree(Node *node)

{

std: :vector<Point> points;

if (node->left == NULL && node->right == NULL)
{

points.push_back(*node->point);

return points;

auto leftPoints = reportSubtree(node->left);
points.insert(points.end(), leftPoints.begin(),
— leftPoints.end());

auto rightPoints = reportSubtree(node->right);
points.insert(points.end(), rightPoints.begin(),

— rightPoints.end());

return points;
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Navedena razmiSljanja mogu se generalizirati na ve€e dimenzije. Tada ¢vorovi sadrze
k-dimenzionalne toCke, pri Cemu je k dimenzija prostora Cije stablo Zelimo kreirati, a pre-
traZivanje se provodi na sli¢an nacin kao u 2-dimenzionalnom slucaju.

Promotrimo sada sloZenost pretraZivanja kd-stabla. Ukoliko stablo sadrzi samo jednu
tocku, algoritam vraca traZenu toCku te je sloZenost konstantna. Ako stablo sadrzi
viSe toCaka, potrebna je detaljnija analiza. Otprije nam je poznata sloZenost metode
reportSubtree te ona iznosi O(k) pri ¢emu je k ukupan broj vracenih to¢aka podsta-
bla. Ovime smo odredili sloZenost metode u ¢vorovima ¢ije su regije u potpunosti sa-
drzane u zadanom intervalu. Preostaje nam odrediti broj ¢vorova koji nisu dio metode
reportSubtree. Za svaki takav ¢vor v, zadani pravokutni raspon range sijece regiju od
v, odnosno presjek postoji, no regija ¢vora nije u potpunosti sadrzana u rasponu. Kako bi-
smo analizirali broj takvih ¢vorova, potrebno je odrediti broj regija presjecenih bilo kojom
vertikalnom linijom. Tako ¢emo dobiti gornju granicu broja regija presjecenih lijevom, od-
nosno desnom stranicom zadanog pravokutnog raspona. Broj regija presje¢enih gornjom,
odnosno donjom stranicom raspona moZemo dobiti na slican nacin (gledanjem horizon-
talne linije).

Neka je [ proizvoljna vertikalna linija te neka je 7 kd-stablo s n ¢vorova u Cijem ko-
rijenu prvo pohranjujemo vertikalnu liniju. Neka je /(root) linija pohranjena u korijenu
kd-stabla. Linija [ sijeCe ili regiju lijevog djeteta, ili regiju desnog djeteta korijena stabla,
ali nikako oboje. Isto tako, linija / sijeCe obje regije djece presjeCenog djeteta. Na primjer,
ako [ sijeCe regiju lijevog djeteta, onda sijecCe i obje regije djece lijevog djeteta jer lijevo
dijete ima pohranjenu horizontalnu liniju u ¢voru. Definirajmo 7' (n) kao broj svih regija
kd-stabla koje sijeCe [. Kako bismo napisali rekurziju za T'(n), moramo oti¢i dvije razine
nize u stablu jer gledamo ¢vorove koji imaju pohranjenu vertikalnu liniju. Svaki od Cetiri
¢vora na razini 2 stabla sadrzi n/4 toCaka, pri cemu se korijen inicijalnog ¢vora nalazi na
razini 0. (Preciznije, svaki ¢vor je podstablo koje sadrzi najviSe [[n/2]/2] = [n/4] to-
Caka, ali to ne utjeCe na konacni rezultat.) Regije dva od Cetiri ¢vora su presjecene, stoga
rekurzivno odredujemo broj presjeCenih regija u tim podstablima. Takoder, / sijeCe regiju
korijena i regiju jednog djeteta koje ima pohranjenu horizontalnu liniju, zbog ¢ega imamo
konstantu 2 u dobivenoj rekurziji:

o {0(1), n=1
2+2T(n/4), n>1.

Supstituiramo n = 2* te dobivamo rekurziju
T(2% =2 + 272",
gdje je k > 2. Uz oznaku 1, = T(2*) = T(n) slijedi,

th =2+ 269,
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odnosno
e — 2t = 2.

Karakteristi¢na jednadzba glasi:
(¥ =2)-(x=1)=0,

{.
(x=V2)- (x+V2)-(x-1) = 0.

Opce rjesenje rekurzije je
Cr- (\/z)k +C (—\/z)k +C3 - 1%,

Vracajuci n, dobivamo

T(n) =c¢;-Vn+c-Vn+cs,

¢ime dobivamo T'(n) = O@Gn). Ta tvrdnja vrijedi za svaki n € N uz zadovoljene uvjete da
je T(n) asimptotski rastuca, te f(n) =+/n glatka funkcija ¢iji se detalji dokazivanja mogu
naci u [4].

Na sli¢an naCin dobivamo da ista sloZenost vrijedi i u slucaju horizontalne linije. Na-
ime, neka je [ proizvoljna horizontalna linija, a 7 kd-stablo s n ¢vorova u ¢ijem korijenu
prvo pohranjujemo vertikalnu liniju. 7'(n) ovaj puta definiramo kao broj svih regija kd-
stabla koje sijeCe /. Ponovo moramo oti¢i dvije razine niZze kako bismo obuhvatili ispravne
¢vorove. Isto tako, linija [ sijeCe regiju korijena te regije oba djeteta (radimo u korijenu ver-
tikalnu podjelu, no / je horizontalna linija stoga sijeCe obje regije). Zbog svega navedenog,
rekurzija glasi:

T - {0(1), n=1
3+2T(n/4), n>1,

te se rjeSava na nacin koji je slican prethodno opisanom postupku gdje je / bio vertikalna li-
nija, a konacni rezultat je identi¢an. 1z svega dobivenog slijedi da je sloZenost pretraZivanja
kd-stabla upravo O(\/n + k).

Kao $to smo mogli primijetiti u upravo navedenom objasnjenju, varijablu £ dobivamo
zbog Cinjenice da moramo pronadi i vratiti sve tocke u navedenom rasponu. U slucaju
da bismo trebali vratiti samo broj to¢aka u rasponu (ne i stvarne tocke), tada bi sloZenost
iznosila samo O@n). U tom slu¢aju bismo u svakom ¢voru pohranili broj koji oznacava
koliko listova stablo ima, stoga bismo tu informaciju dohvacali u konstantnom vremenu.
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1.3 Quadtree

Iduca struktura koju promatramo je quadtree. Quadtree je stablo Ciji unutarnji ¢vor ima
tocno Cetiri djeteta, a svaki ¢vor predstavlja kvadrat. Ukoliko ¢vor ima djecu, tada nji-
hovi kvadrati odgovaraju podjeli roditeljskog kvadrata na Cetiri kvadranta, iz ¢ega moZzemo
vidjeti podrijetlo naziva stabla. Odavde moZemo primijetiti kako listovi stabla zajedno for-
miraju subdiviziju roditeljskog ¢vora. Takvu subdiviziju nazivamo quadtree subdivizija
(eng. quadtree subdivision), a primjer moZemo vidjeti na slici[I.10] Djeca korijena imaju
oznake NE, NW, SW i SE koje nagovijeStavaju koji kvadrant im pripada. NE oznacava
sjeveroistoCni kvadrant (eng. north-east quadrant), NW sjeverozapadni (eng. north-west
quadrant), SW jugozapadni, a SE jugoistocni kvadrant.

NE NW SW SE

Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.2 iz [2]

Slika 1.10: Quadtree i pripadna subdivizija

Quadtree subdivizijom dobivamo manje kvadrate. Struktura kvadrata prikazana je na
slici Svaki kvadrat ima Cetiri vrha koji se nazivaju vrhovi kuta (eng. corner verti-
ces), skraéeno kutevi. Duzine koje spajaju kuteve kvadrata nazivamo stranice kvadrata
(eng. sides of squares). Rubovi subdivizije koji pripadaju nekom kvadratu zovu se rubovi
kvadrata (eng. edges of the square), stoga stranica kvadrata sadrZi barem jedan, a moze
sadrzavati i viSe rubova. KaZemo da su dva kvadrata susjedna (eng. neighbors) ukoliko
dijele rub.

Kao 1 kd-stablo, quadtree sluZi za pohranu tocaka ravnine. U ovom slucaju, podjela
kvadrata na Cetiri dijela dogada se sve dok kvadrat sadrzi viSe od jedne toCke. Neka je 7
quadtree te P skup tocaka unutar kvadrata o := [x,, x/ ] X [ys, Y. ].

Ako je |P| < 1, tada se quadtree sastoji od samo jednog lista u kojem je pohranjen skup
P 1 kvadrat 0. Ukoliko skup P sadrzi viSe toCaka, definiramo srediSnju toc¢ku s koordina-
tama X,z == (Xo + X,)/2 1 Ymia = Vo +¥,.)/2 te 0znaimo sa oyg, Oyw, Osw 1 05 Cetirl
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— ~ ONW ONE
side
—0> '> Ymid
} edge osw ¥®  Osp
Xmid
corner Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.2 iz [2]
Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.2 iz [2] Slika 1.12: Subdivizija kvadrata 1
pripadnost tocaka pojedinom kva-
Slika 1.11: Dijelovi kvadrata drantu

kvadranta kvadrata o~. Definiramo skupove toc¢aka za pripadne kvadrante:
Pyg ={p = (Pxpy) € P Px> Xmia & Py > Ymia ),

PNW 3:{17:: (px,py)eplpxsxmid & py>ymid}»
Psw ={p:=pop) €EP|px < Xpia & Py =< Ymial
Pseg={p=popy) €EP|px>Xnia & Py < Ymial

Quadtree se sada sastoji od korijena v u kojem je pohranjen kvadrat o kojeg ¢emo
oznaditi sa o(v). Nadalje, v ima Cetvero djece:

NE-dijete je korijen quadtree-a za skup to¢aka Py unutar kvadrata oy,

NW-dijete je korijen quadtree-a za skup toCaka Pyy unutar kvadrata oy,

SW-dijete je korijen quadtree-a za skup toCaka Pgy unutar kvadrata oy,

SE-dijete je korijen quadtree-a za skup toaka Py unutar kvadrata ogg.

KoriStenje operatora <, < 1 > u definiciji skupova Pyg, Pyw, Psw 1 Psg odreduje ko-
jem kvadrantu pripadaju tocke na rubovima subdivizije. Na ovaj nacin, vertikalne linije
pripadaju lijevim, a horizontalne linije donjim kvadrantima kao §to moZemo vidjeti na slici
12

Quadtree je rekurzivno definiran iz ¢ega dobivamo rekurzivan algoritam za njegovu
izgradnju: podijelimo kvadrat na Cetiri manja kvadranta, particioniramo skup to¢aka na
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skupove za odredeni kvadrant, te rekurzivno izgradimo quadtree za svaki kvadrant s njego-
vim pripadnim skupom tocaka. Rekurzija staje kada je kardinalitet zadanog skupa tocaka
strogo manji od dva. Primijetimo kako kvadrat ne mora biti zadan na pocetku algoritma.
U tom slucaju, izraCunamo dimenzije najmanjeg kvadrata koji sadrzi sve tocke dobivenog
skupa tocaka.

Implementacija strukture Quadtree

Uz vec¢ definirane strukture koje smo koristili u implementaciji kd-stabla, definirat ¢emo
jos§ jednu pomo¢nu strukturu pod nazivom QuadData koja ¢e nam olakSati implementaciju
strukture Quadtree. Navedena struktura pohranjuje informacije specifi¢ne za svaki ¢vor
stabla, poput dimenzije kvadrata te tocku u kvadratu (ukoliko kvadrat sadrzi tocku). Struk-
tura ima dva konstruktora. Prvi konstruktor prima dva argumenta od kojih je jedan tipa
Point i sluZi za pohranjivanje tocke, a drugi je pokaziva¢ na Range i pomocu njega inicija-
liziramo kvadrat ¢vora stabla. Drugi konstruktor prima samo jedan argument, tj. pokazivac
na Range te su koordinate tocke postavljene na NaN. Prvim konstruktorom definiramo
potrebne informacije za list stabla, dok drugim definiramo informacije za unutarnji ¢vor.
Struktura sadrzi metodu findMiddlePoint koja vraéa tocku u sredini kvadrata.

struct QuadData

{
Point *point;
Range #*square;
QuadData(Point, Range *);
QuadData(Range *);
virtual ~QuadData();
Point findMiddlePoint();
};
Point QuadData::findMiddlePoint ()
{
double xMid = (this->square->x1 + this->square->x2) / 2;
double yMid = (this->square->yl + this->square->y2) / 2;
return Point(xMid, yMid);
}

Sada smo spremni za implementaciju strukture Quadtree. Definiramo novu klasu
QuadTree koja predstavlja korijen stabla te sadrZi nekoliko varijabli od kojih je jedna tipa
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QuadData. Ona pohranjuje informacije o kvadratu korijena stabla te ukoliko se u tom kva-
dratu nalazi samo jedna tocka, ona je takoder pohranjena u varijabli data. Nadalje, kao
Sto je navedeno u definiciji quadtree-a, klasa sadrZi i Cetiri varijable NE, NW, SW, SE koje
predstavljaju djecu korijena stabla te varijablu parent kojom oznacavamo roditeljski ¢vor
kojem trenutni ¢vor pripada. Klasa sadrzi jedan konstruktor, nekoliko getter-a i setter-a, te
metode Cije ¢emo funkcionalnosti opisati u nastavku.

class QuadTree

{
QuadData *data;
QuadTree *NE, *NW, *SW, *SE;
QuadTree *parent;

public:

QuadTree(std: :vector<Point>, Range *, QuadTree *);
virtual ~QuadTree();

// Getter
QuadData *getData()
{
return data;
}
// Setter
void setData(QuadData *v)
{
data = v;
}
QuadTree *getNE(Q)
{
return NE;
}

QuadTree *getNW(Q)
{

return NW;

}



POGLAVLIJE 1. ALGORITMI ZA UPITE PRAVOKUTNIH RASPONA 30

QuadTree *getSWQ)

{
return SW;
}
QuadTree *“getSEQ)
{
return SE;
}

void divideNode(std: :vector<Point>);
QuadTree *findNorthNeighbor(QuadIree *);
QuadTree *findSouthNeighbor(QuadTree *);
QuadTree *findEastNeighbor(QuadTree *);
QuadTree *findWestNeighbor(QuadTree *);
void balanceQuadtree();

std: :1ist<QuadTree *> getAllLeaves();
bool isSubdivisionNeeded(QuadTree *);
bool hasLargerSquare(Range *);

}s

Rekurzivno kreiranje quadtree-a odvija se pomocu konstruktora koji prima tri argu-
menta. Skup tocaka iz kojih gradimo quadtree dobivamo u prvom argumentu, drugi ar-
gument predstavlja kvadrat u kojem se nalaze tocke te treéi predstavlja pokaziva¢ na ro-
diteljsko stablo. Na pocetku, u varijablu this->parent spremamo dobiveni roditeljski
¢vor, a zatim provjeravamo kardinalitet dobivenog skupa to¢aka. Ukoliko taj skup sadrzi
samo jednu tocku, dosli smo do kraja rekurzivnog algoritma za kreiranje quadtree-a te po-
hranjujemo toc¢ku i dobiveni kvadrat u varijablu this->data. Kako viSe nema dijeljenja
kvadrata, sve vrijednosti djece trenutnog ¢vora postavimo na NULL. Ukoliko je skup tocaka
prazan, tada smo takoder doSli do kraja rekurzivnog algoritma, no ovaj puta ne pohranju-
jemo toc¢ku, odnosno nase trenutno stablo predstavlja list bez tocke. Ako skup tocaka sadrzi
dvije ili viSe toCaka, potrebno je podijeliti dobiveni kvadrat na Cetiri dijela te rekurzivno
kreirati quadtree za svako dijete. Prvo, u varijablu this->data pohranjujemo kvadrat za
trenutno stablo te pozivamo metodu divideNode koja obavlja upravo spomenutu podjelu.

QuadTree: :QuadTree(std: :vector<Point> points, Range *square,
— QuadTree *parent)

{

this->parent = parent;

if (points.size() == 1)
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{
this->data = new QuadData(points.front(), square);
this->NE = NULL;
this->NW = NULL;
this->SW = NULL;
this->SE = NULL;
return,
}
if (points.size() == 0)
{
this->data = new QuadData(square);
this->NE = NULL;
this->NW = NULL;
this->SW = NULL;
this->SE = NULL;
return;
3

this->data = new QuadData(square);

this->divideNode(points);

Metoda divideNode dijeli trenutni kvadrat stabla na Cetiri manja kvadrata, partici-
onira skup toCaka za pripadne kvadrate te svakom djetetu pridjeljuje vrijednost dobivenu
kreiranjem novog quadtree-a sa pripadnim skupom tocaka, kvadratom i roditeljskim sta-
blom. Na pocetku, definiramo tocku u sredis$tu kvadrata pomocu veé¢ spomenute metode
findMiddlePoint. Zatim, pomoc¢u metode partitionPoints ¢ije implementacijske de-
talje izostavljamo, rasporedimo tocke dobivenog skupa points na skupove tocaka za svaki
od Cetiri kvadrata. Takoder, definiramo dimenzije svakog od cetiri kvadrata pomocu vari-
jable middlePoint te u this->data->point pohranjujemo to¢ku koja ima nedefinirane
koordinate ¢ime naznacujemo da se radi o unutrasnjem ¢voru, a ne listu stabla. Na kraju,
svakom djetetu pridjeljujemo vrijednost dobivenu kreiranjem novog quadtree-a sa pripad-
nim argumentima. Na primjer, this->NE ¢e postati novi quadtree koji obuhvaca sve tocke
navedene u pointsNE, kvadrat mu je definiran varijablom squareNE, a roditeljsko stablo
je upravo ono ¢iju podjelu trenutno radimo.
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void QuadTree::divideNode(std: :vector<Point> points)
{
Point middlePoint = this->data->findMiddlePoint();
std: :vector<Point> pointsNE;
std: :vector<Point> pointsNW;
std: :vector<Point> pointsSW;
std: :vector<Point> pointsSE;
partitionPoints(middlePoint, points, pointsNE, pointsNW,
— pointsSW, pointsSE);

Range *squareNE = new Range(middlePoint.x,

— this->data->square->x2, middlePoint.y,

— this->data->square->y2);

Range *squareNW = new Range(this->data->square->x1,

— middlePoint.x, middlePoint.y, this->data->square->y2);
Range *squareSW = new Range(this->data->square->x1,

— middlePoint.x, this->data->square->y1l, middlePoint.y);
Range *squareSE = new Range(middlePoint.x,

— this->data->square->x2, this->data->square->yl,

— middlePoint.y);

this->NE = new QuadTree(pointsNE, squareNE, this);

this->NW = new QuadTree(pointsNW, squareNW, this);
this->SW = new QuadTree(pointsSW, squareSW, this);
this->SE = new QuadTree(pointsSE, squareSE, this);

this->data->point = new Point();

Kako bismo konstruirali quadtree, potreban nam je samo skup toCaka. U metodi
prije kreiranja stabla izbacimo duplicirane tocke (ukoliko one postoje) te izraCunamo
najmanji kvadrat koji sadrzi sve tocke iz zadanog skupa. U tome nam pomaZe metoda
computeSquare koja vraca takav kvadrat. Sada imamo sve potrebne argumente za kons-
truktor klase QuadTree. Naravno, u inicijalnom pozivu roditeljski ¢vor ima vrijednost
NULL.

Range *“computeSquare(std::vector<Point> &points)
{

if (points.size() == 0)

{

return new Range();
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}

double xMin
double xMax
double yMin
double yMax

points. front().x;
points.front().x;
points.front().y;
points.front().y;

for (const auto &value : points)

{
if (value.x < xMin)
{
xMin = value.x;
ks
if (value.x > xMax)
{
xMax = value.x;
}
if (value.y < yMin)
{
yMin = value.y;
}
if (value.y > yMax)
{
yMax = value.y;
}
}

double lengthX
double lengthY

xMax - xMin;
yMax - yMin;

if (lengthX > lengthY)

{

return new Range(xMin, xMax, yMin, yMin + lengthX);
}
else
{

return new Range(xMin, xMin + lengthY, yMin, yMax);
}
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Primjenom upravo opisanih metoda na deset slucajno generiranih tocaka, dobivamo
quadtree koji moZemo vidjeti na slici[I.13]

Slika 1.13: Quadtree

Promotrimo sada sloZenost izgradnje quadtree-a. Jedina operacija koju bismo trebali
detaljnije pogledati unutar jednog rekurzivnog poziva jest podjela zadanog skupa tocaka na
Cetiri skupa toCaka za svaki kvadrant (ostale operacije izvode se u konstantnom vremenu).
U metodi koja dijeli tocke zapravo prolazimo kroz zadani skup tocaka i, u ovisnosti o x-
koordinati 1 y-koordinati tocke, rasporedujemo to¢ku u pripadni kvadrant, odnosno u skup
toCaka za pripadni kvadrant. Podjela se odvija samo u unutarnjim ¢vorovima, a oni sadrze
dvije ili viSe tocaka. Stovise, kvadrati &vorova na istoj dubini medusobno su disjunktni i
njihovom unijom dobivamo pocetni, inicijalni kvadrat. Zaklju¢ujemo da je ukupan broj
toCaka na odredenoj dubini koje pripadaju unutarnjim ¢vorovima najvise n iz Cega slijedi
da je sloZenost quadtree izgradnje upravo O(d - n), gdje je d dubina stabla.

Takoder, uoCimo da je dubina stabla za skup toCaka P najviSe log(s/c) + 3/2, gdje
je ¢ najmanja udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke skupa P te s duljina duZine stranice
incijalnog kvadrata koji sadrZi P. Naime, kada se spustimo razinu niZe, sa ¢vora na njegovo
dijete, duljina odgovarajuce stranice kvadrata se prepolovi iz Cega slijedi da je duljina
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stranice kvadrata ¢vora na dubini i jednaka s/2". Najvecu udaljenost izmedu tocaka u
kvadratu moZemo izradunati kori§tenjem dijagonale kvadrata koja iznosi sV2/2' za kvadrat
¢vora na dubini i. Kako svaki unutarnji ¢vor stabla ima najmanje dvije tocke u kvadratu
te je minimalna udaljenost tocaka jednaka ¢, dubina i unutarnjeg ¢vora mora zadovoljavati
nejednakost

s-\/§/2i > c.

Iz nejednakosti slijedi
i <log(s-V2/c) = log(s/c) + 1/2.

Iz ¢injenice da je dubina quadtree-a za jedan ve¢a od maksimalne dubine unutarnjeg ¢vora,
dobivamo da je dubina stabla jednaka upravo log(s/c) + 1/2 + 1 =log(s/c) + 3/2.

Cesto koristena metoda na strukturi quadtree je metoda traZenja susjeda. Zadan nam
je ¢vor v (zapravo referenca na stablo u nasem slucaju) i smjer koji moze biti sjever, jug,
istok, zapad. Oznalimo sa o(v) kvadrat od v. Metoda pokusava pronaci susjedni ¢vor v/
takav da je o(v') susjedni kvadrat kvadratu o(v) te da se v i v’ nalaze na istoj dubini. Ako
takav Cvor ne postoji, onda nastoji pronaci najdublji ¢vor Ciji je kvadrat susjedan kvadratu
o(v). Postoji moguénost da niti takav ¢vor ne postoji i to se dogada u slucaju da je rub
kvadrata ¢vora v sadrZan u rubu inicijalnog kvadrata te tada algoritam vra¢a NULL.

U ovisnosti o smjeru u kojem Zelimo pronaci susjeda, implementirali smo trazenje
u Cetiri zasebne metode. Te metode su findNorthNeighbor, findSouthNeighbor,
findEastNeighbor i findWestNeighbor. Mi ¢emo objasniti findNorthNeighbor,
tj. objasnit ¢emo traZenje sjevernog susjeda zadanog ¢vora, a ostale metode se izvode na
sli¢an nadin. Metoda prima samo jedan argument node i to je upravo referenca na ¢vor Ciji
susjedni kvadrat Zelimo pronaéi. Ukoliko je node korijen zadanog stabla na kojem pozi-
vamo metodu, tada vraéamo NULL. U varijablu parentTree spremamo roditeljsko stablo
od varijable node. Ukoliko je node upravo SW dijete od parentTree, tada je sjeverni
susjed parentTree->NW. Isto tako, ukoliko je node jednak parentTree->SE, tada je tra-
Zeni susjed varijabla parentTree->NE. U slucaju da je node jednak parentTree->NW
ili parentTree->NE, tada Zelimo pronaci sjevernog susjeda od roditeljskog ¢vora jer Ce
jedno njegovo dijete biti trazeni rezultat. U varijablu northNeighbor spremimo sjevernog
susjeda od parentTree. Ukoliko on ne postoji, znaci da je gornji rub od kvadrata varija-
ble node zapravo dio ruba inicijalnog kvadrata cijelog quadtree-a te njegov sjeverni susjed
ne postoji. Ukoliko je northNeighbor list, tada vracamo njega jer je on najdublji ¢vor
koji se nalazi sjeverno od node. U slucaju da northNeighbor ima djecu, tada vraéamo
northNeighbor->SW ako je node jednak parentTree->NW, ili northNeighbor->SE u
sluc¢aju da je node sjeverozapadno dijete svog roditelja.

QuadTree *QuadTree: :findNorthNeighbor(QuadTree *node)

{
if (node == this)
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{
return NULL;

}

QuadTree *“parentTree = node->parent;

if (parentTree->SW == node)
{

return parentTree->NW;
}
if (parentTree->SE == node)
{

return parentTree->NE;
}

QuadTree *northNeighbor = this->findNorthNeighbor (parentTree);

if (northNeighbor == NULL || (northNeighbor->NE == NULL &&
— northNeighbor->NW == NULL && northNeighbor->SW == NULL &&
— northNeighbor->SE == NULL))

{

return northNeighbor;
}
else if (node == parentTree->NW)
{

return northNeighbor->SW;
}
else
{

return northNeighbor->SE;
}

Na slici [I.14) moZemo vidjeti zadani ¢vor obojan Zutom bojom te sve njegove susjede.
Sjeverni susjed obojan je crvenom bojom, juzni plavom, isto¢ni zelenom, a zapadni rozom
bojom.

U svakom pozivu, sloZzenost metode findNorthNeighbor iznosi O(1) ukoliko izuz-
memo rekurzivne pozive. Oznacimo sa d dubinu stabla. Korijen stabla ima dubinu jednaku
nuli. Svakim rekurzivnim pozivom, dubina argumenta snizi se za jedan. Iz svega spome-
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Slika 1.14: Susjedi ¢vora zadanog Zutom bojom

nutog slijedi da sloZenost spomenute metode ovisi samo o dubini quadtree-a, tj. sloZenost
metode za pronalazak sjevernog susjeda iznosi O(d). Ista sloZenost vrijedi i za metode
findSouthNeighbor, findEastNeighbor te findWestNeighbor.

Promatranjem slike mozemo primijetiti kako quadtree moze biti poprili¢no ne-
uravnotezen. Zbog toga, veliki kvadrati mogu biti susjedi kvadratima koji su nekoliko
puta manji od njih. Ovo svojstvo je Cesto neZeljeno (pogotovo u kreiranju triangulacija,
¢ime se bavimo u idu¢em poglavlju) pa se pojavila potreba za kreiranjem balansiranog
quadtree-a (eng. balanced quadtree).

Implementacija balansiranog quadtree-a

KaZemo da je subdivizija quadtree-a balansirana ako se duZine rubova svaka dva susjedna
kvadrata razlikuju najviSe za faktor 2. Quadtree je balansiran ukoliko ima balansiranu
subdiviziju. Svaka dva lista balansiranog quadtree-a, Ciji su kvadrati susjedni, mogu se
razlikovati najviSe za jedan u dubini stabla.
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Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.2 iz [2]

Slika 1.15: Nebalansirani quadtree

Unato¢ mozda nepovoljnom rasporedu toCaka, moguce je dobiti balansirano stablo.
Dijeljenjem kvadrata ¢ija je dubina bitno manja od susjednog kvadrata, postupno uravno-
tezujemo stablo te smanjujemo razlike u dubini, odnosno balansiramo stablo.

Prije opisivanja implementacije balansiranog quadtree-a, navodimo metodu
getAllLeaves kojom dohvadamo sve listove stabla. List prepoznajemo po tome
Sto nema definiranu djecu, odnosno varijable NE, NW, SW i SE postavljene su na NULL. Uko-
liko je ¢vor list stabla, stavljamo ga u listu svih listova pod nazivom leaves te istoimenu
listu vraéamo. U suprotnom, pronalazimo sve listove koje sadrze djeca trenutnog stabla.
Njihove pronadene listove takoder dodajemo u leaves te ju vraéamo kao konac¢ni rezultat.

std::list<QuadTree *> QuadTree::getAllLeaves()
{

std::1list<QuadTree *> leaves;

if (this->NE == NULL)

{
leaves.push_back(this);
return leaves;

}

auto leavesNE = this->NE->getAllLeaves();
leaves.insert(leaves.end(), leavesNE.begin(), leavesNE.end());
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auto leavesNW = this->NW->getAllLeaves();
leaves.insert(leaves.end(), leavesNW.begin(), leavesNW.end());

auto leavesSW = this->SW->getAllLeaves();
leaves.insert(leaves.end(), leavesSW.begin(), leavesSW.end());

auto leavesSE = this->SE->getAllLeaves();
leaves.insert(leaves.end(), leavesSE.begin(), leavesSE.end());

return leaves;

Balansirani quadtree kreiramo u metodi balanceQuadTree iz vel postojeceg
quadtree-a. Na pocetku dohvacamo sve listove koje sadrzi ve¢ kreirani (nebalansirani)
quadtree te ih pospremamo u leaves. Dokle god je lista leaves neprazna, provodimo
sljedeci postupak: uzmemo list koji se nalazi na pocetku liste 1eaves, pohranimo ga u va-
rijablu leaf te ga izbacimo iz leaves. Zatim provjeravamo trebamo li podijeliti kvadrat
lista na manje dijelove pomocu metode isSubdivisionNeeded. Ta metoda provjerava
graniCi li leaf barem s jednim kvadratom ¢ija je duljina ruba manja ili jednaka Cetvrtini du-
ljine ruba kvadrata varijable 1leaf. Ukoliko takav kvadrat postoji, isSubdivisionNeeded
vraca true. Naime, ako je subdivizija potrebna, 1eaf postaje korijen novog quadtree-a sa
Cetiri djeteta, a novokreirana djeca su zapravo listovi. Isto tako, ako je leaf sadrzavao
tocku, odredeno dijete ima pohranjenu tocku u skladu s dimenzijama kvadrata. Sva Cetiri
djeteta ubacimo u leaves te pronademo sve susjede varijable 1leaf. Za svakog pronade-
nog susjeda provjerimo pomoéu metode hasLargerSquare treba li on sada biti podijeljen.
Susjed treba biti podijeljen u slu¢aju da mu je duzina ruba kvadrata bila veéa od duzine ruba
kvadrata varijable leaf (prije subdivizije). U tom slu€aju, kvadrat od varijable leaf sada
smo podijelili na Cetiri manja, stoga se duZine susjednih kvadrata razlikuju barem za faktor
4 §to je nedopustivo u balansiranom stablu. Ako takav susjed postoji, ubacimo ga u listu
leaves te postupak ponavljamo dokle god ona sadrzi listove.

void QuadTree::balanceQuadtree()

{

std: :list<QuadTree *> leaves = this->getAllLeaves();

while (leaves.size())

{
QuadTree *leaf = leaves.front();
leaves.pop_front();
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if (this->isSubdivisionNeeded(leaf))
{

std: :vector<Point> points;
if (!std::isnan(leaf->getData()->point->x))
{
points.push_back(*leaf->getData()->point);
}

leaf->divideNode(points);

leaves.push_back(leaf->NE);
leaves.push_back(leaf->NW);
leaves.push_back(leaf->SW);
leaves.push_back(leaf->SE);

QuadTree *northNeighbor = this->findNorthNeighbor(leaf);
QuadTree *southNeighbor = this->findSouthNeighbor(leaf);
QuadTree *eastNeighbor = this->findEastNeighbor(leaf);
QuadTree *westNeighbor = this->findWestNeighbor(leaf);

if (northNeighbor &&
— northNeighbor->hasLargerSquare(leaf->getData()->square))

{
leaves.push_back (northNeighbor) ;

}
if (southNeighbor &&
— southNeighbor->hasLargerSquare(leaf->getData()->square))

leaves.push_back(southNeighbor) ;

if (eastNeighbor &&
— eastNeighbor->hasLargerSquare(leaf->getData()->square))

leaves.push_back(eastNeighbor) ;

if (westNeighbor &&
— westNeighbor->hasLargerSquare(leaf->getData()->square))

{
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leaves.push_back(westNeighbor);

Objasnimo detaljnije isSubdivisionNeeded koju smo koristili u kreiranju balansira-
nog stabla. Metoda odlucuje trebamo li rastaviti kvadrat na Cetiri manja kvadrata. Zadani
kvadrat trebamo rastaviti ukoliko grani¢i s kvadratom ¢ija je duljina stranice manja ili jed-
naka Cetvrtini duljine stranice zadanog kvadrata. Pretpostavimo da je duljina kvadrata sa
sjeverne strane kvadrata zadanog ¢vora jednaka Cetvrtini duljine zadanog kvadrata. NasSa
metoda traZi sjevernog susjeda zadanog ¢vora. Ukoliko on postoji te ima jugoistocno ili
jugozapadno dijete koje nije list, tada zadani kvadrat grani¢i s manjim kvadratom c¢ija je
duljina jednaka Cetvrtini ili manje duljine stranice zadanog kvadrata te je subdivizija po-
trebna. Primjer takvog slu¢aja moZemo vidjeti na slici [I.16] Kvadrat kojemu je potrebno
napraviti subdiviziju oznacen je Zutom bojom. Njegov sjeverni susjed prikazan je zelenom
bojom. Sjeverni susjed ima jugoistocno dijete koje nije list (sadrZi djecu) stoga rastav-
ljamo pocetni kvadrat, a podjela na manje kvadrate prikazana je tockastim linijama. Slican
postupak se primjenjuje u sluaju kada se manji kvadrati nalaze s juZne, istocne, odnosno
zapadne strane.

bool QuadTree::isSubdivisionNeeded(QuadTree *node)

{
QuadTree *northNeighbor this->findNorthNeighbor(node);
QuadTree *southNeighbor = this->findSouthNeighbor (node);
QuadTree *eastNeighbor = this->findEastNeighbor(node);
QuadTree *westNeighbor = this->findWestNeighbor(node);

if ((northNeighbor && northNeighbor->SW &&

— northNeighbor->SW->NE) || (northNeighbor &&
— northNeighbor->SE && northNeighbor->SE->NE))
{

return true;

}

if ((southNeighbor && southNeighbor->NW &&

— southNeighbor->NW->NE) || (southNeighbor &&
— southNeighbor->NE && southNeighbor->NE->NE))
{

return true,;
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3
if ((eastNeighbor && eastNeighbor->NW && eastNeighbor->NW->NE)
— || (eastNeighbor && eastNeighbor->SW &&
— eastNeighbor->SW->NE))
{
return true;
}
if ((westNeighbor && westNeighbor->NE && westNeighbor->NE->NE)
— || (westNeighbor && westNeighbor->SE &&
— westNeighbor->SE->NE))
{

return true;

}

return false;

SloZenost isSubdivisionNeeded ovisi samo o metodama za traZenje susjeda jer sve
ostalo su provjere uvjeta. Znamo da sloZenosti metoda za traZzenje susjeda iznose O(d),
stoga je sloZenost metode isSubdivisionNeeded jednaka O(d).

Posljednja potrebna metoda za kreiranje balansiranog stabla koju ¢emo opisati je
hasLargerSquare. Metodu pozivamo na ¢voru koji predstavlja korijen quadtree-a te mu u
argumentu proslijedujemo drugi quadtree s ¢ijim kvadratom Zelimo usporedivati. Ukoliko
je duljina stranice pocetnog kvadrata veca od duljine stranice kvadrata stabla dobivenog u
argumentu, metoda vraca true. U suprotnom, hasLargerSquare vra¢a false. Metoda
samo usporeduje duljine stranica kvadrata stoga je njena sloZenost konstantna.

bool QuadTree::hasLargerSquare(Range *square)

{
if ((this->getData()->square->x2 - this->getData()->square->x1)
— > (square->x2 - square->x1))
{

return true;

}

return false;
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Slika 1.16: Primjer subdivizije kvadrata

Primjenom svega navedenog, pozivom metode balanceQuadtree dobivamo balansi-
rani quadtree, a primjer moZemo vidjeti na slici Originalna subdivizija prikazana je
punom linijom, a profinjenje potrebno za balansiranost tockastom linijom.

Analizirajmo sada sloZenost izgradnje balansiranog stabla i ukupan broj ¢vorova. Do-
kazujemo da balansirana verzija ima ukupno O(m) ¢vorova te je slozenost izgradnje jed-
naka O(d - m), pri ¢emu je d dubina stabla, a m ukupan broj ¢vorova inicijalnog quadtree-a.
Oznacimo sa 7 quadtree, a njegovu balansiranu verziju sa 7. Balansirano stablo dobi-
jemo iz pocetnog quadtree-a tako da zamijenimo odredene listove s unutarnjim ¢vorovima
koji sadrze Cetiri lista. To ¢emo ostvariti na nacin da podijelimo odredeni list na Cetiri di-
jela, odnosno kreiramo Cetiri nova podstabla koji predstavljaju listove. Dokazat ¢emo da
je za dobivanje balansirane verzije potrebno maksimalno 8m takvih podjela. Kako jedna
podjela povecava ukupan broj ¢vorova (unutarnjih i listova) za Cetiri, slijedi da balansirano
stablo ima O(m) ¢vorova.

Nazovimo kvadrate u 7~ starim kvadratima, a kvadrate koji se nalaze u 7, alineiu 7
novim kvadratima. Pretpostavimo da moramo podijeliti kvadrat o~ (stari ili novi) u procesu
dobivanja balansiranog stabla. Kvadranti od o moZzda trebaju dalje biti podijeljeni, ali to
gledamo zasebno. Ovdje samo pratimo porast broja ¢vorova za Cetiri u slucaju podjele
kvadrata o~. Uskoro ¢emo dokazati da je barem jedan od 8 kvadrata iste veliCine koji
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Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.2 iz [2]

Slika 1.17: Quadtree i1 njegova balansirana verzija

okruzuju o stari kvadrat. Podjelu kvadrata o povezujemo s jednim od tih starih kvadrata.
Svaki takav stari kvadrat, odnosno svaki ¢vor 7~ s kojim smo ga povezali, sudjeluje u
najviSe osam podjela, stoga je ukupan broj podjela najvise 8m kako smo 1 tvrdili.

Sada dokazujemo da je svaki kvadrat, koji se dijeli u procesu balansiranja, okruZen
barem jednim starim kvadratom od 8 kvadrata iste veli€ine. Pretpostavimo suprotno, od-
nosno neka je o najmanji kvadrat koji nije okruZen niti jednim starim kvadratom od osam
kvadrata iste veliCine. Kako o~ mora biti podijeljen, on mora biti susjedan kvadratu Cija je
duljina stranice manja od polovine duljne stranice kvadrata . Neka je o’ kvadrat ¢ija je
duljina tocno jednaka polovini duljine stranice od o te o’ sadrzi mali kvadrat koji uzrokuje
podjelu kvadrata o (slika [[.18)). Po pretpostavci je o’ sadrzan u novom kvadratu, stoga
je i on sam novi kvadrat iz ¢ega slijedi da je morao biti podijeljen u procesu balansiranja.
Primijetimo da su svi kvadrati koji okruzuju o’ novi jer su ili sadrZzani u kvadratima koji
okruzuju o (a takvi kvadrati su novi), ili su sadrzani u o (koji se dijeli u procesu balansira-
nja). 1z ovoga slijedi da je o’ manji kvadrat od o, takoder se dijeli u procesu balansiranja te
su svi kvadrati koji ga okruzuju novi. Time smo dobili kontradikciju s naSom pretpostav-
kom, stoga iz svega navedenog dobivamo da je svaki kvadrat koji se dijeli okruzen barem
s jednim starim kvadratom. Iz svega navedenog dobivamo da je maksimalan broj podjela
listova u procesu balansiranja manji ili jednak 8m.

Preostaje nam dokazati da je sloZenost izgradnje balansiranog stabla jednaka O(d - m).
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Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.2 iz [2]

Slika 1.18: Inicijalni kvadrat o i osam kvadrata iste veli¢ine koji ga okruZuju

SloZenost koju ima svaki ¢vor u slucaju dijeljenja na kvadrante jednaka je O(d) Sto dobi-
vamo iz sloZenosti metode isSubdivisionNeeded, getAllLeaves i metoda za trazenje
susjeda koje traju O(d) te metoda divideNode (metoda samo podijeli kvadrat na Cetiri ma-
nja, ne ulazi dublje u rekurziju) i hasLargerSquare cije su sloZenosti konstantne. Kako
je svaki ¢vor tretiran u algoritmu samo jednom te je ukupan broj ¢vorova O(m), slijedi da
je sloZenost izgradnje balansiranog stabla jednaka O(d - m).



Poglavlje 2

Generiranje triangulacija

Dosad smo opisali dvije razliCite strukture: kd-stablo i quadtree. Te strukture imaju razli-
Cite primjene, a mi ¢emo se posvetiti primjeni quadtree-a. Jedna od primjena quadtree-a
je pohranjivanje slika. Slike Cesto imaju dijelove odredene veli¢ine koje sadrZe istu boju.
Quadtree moZe pohraniti informaciju o boji dijela slike u jednom ¢voru jer svaki ¢vor sa-
drzi dimenzije kvadrata (u ovom slucaju dimenzije dijela slike koji sadrzi istu boju). To je
jednostavnije i brZze nego da se informacija o svakom pikselu slike pohranjuje u dvodimen-
zionalnom nizu, odnosno matrici.

Iduéa primjena je u brzom dobivanju unije/presjeka dviju slika. Imamo dvije slike u
binarnom obliku te Zelimo dobiti njihovu uniju (eng. overlay). Binarne slike sadrze samo
dvije boje: crnu i bijelu. Unijom dobivamo sliku u kojoj je piksel crne boje ukoliko barem
jedna slika ima crni piksel na lokaciji koju proucavamo. Ako preformuliramo, piksel u
rezultantnoj slici je bijele boje ako i samo ako je odgovarajuci piksel u objema ulaznim
binarnim slikama bijele boje, inace je piksel obojan u crno. Umjesto da obavljamo ope-
raciju piksel po piksel, uniju/presjek moZemo efikasnije izracunati upotrebom quadtree-a
Ciji ¢vor moZe pohranjivati vise piksela odjednom. Za dvije ulazne slike napravimo od-
govarajuée quadtree-eve te paralelnim prolaskom kroz njih gradimo rezultantni quadtree
koji odgovara rezultantnoj slici, odnosno uniji dviju ulaznih binarnih slika. Na slican nacin
dobivamo i presjek binarnih slika.

Vise o ostalim primjenama quadtree-a i popratnim algoritmima moZemo pronaci u [3l],
a mi se ovdje specijaliziramo za koriStenje quadtree-a u generiranju triangulacija, odnosno
mreZa koje se sastoje od trokuta. Opcéenito, mreza (eng. mesh) geometrijskih oblika dobiva
se podjelom geometrijskog prostora na diskretne oblike, a primjer moZemo vidjeti na slici
[2.1] Postoji visSe razli¢itih vrsta mreZa, a one ovise o nacinu na koji dijelimo prostor.

Gotovo svi elektri¢ni uredaji sadrZe elektronicke sklopove koji kontroliraju njihovo
funkcioniranje. Ti sklopovi (otpornici, VLSI sklopovi i slicne komponente) smjeSteni su
na tiskanoj plocici (eng. printed circuit board). Kako bismo dizajnirali tiskanu plocicu,

46
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Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.3 iz

Slika 2.1: Primjer triangulacije na tiskanoj plocici s komponentama

moramo odluciti kako ¢emo rasporediti komponente i kako ¢emo ih medusobno povezati.
Jedno od rjesenja za upravo opisani problem koristi kreiranje mreZa.

Mnoge se komponente na tiskanoj plocici zagrijavaju tijekom rada te zrace toplinu.
Kako bi plocica ispravno radila, zracenje topline mora biti unutar dopustene granice. Po-
prili¢no je teSko unaprijed predvidjeti hoée li zracenje topline uzrokovati probleme jer to
ovisi o relativnom rasporedu komponenti 1 njihovoj povezanosti. U proSlosti, trebao se
dizajnirati jedan raspored komponenti, zatim se eksperimentom provjeravalo je li zraCenje
topline u normalnim granicama te ukoliko nije, radio se alternativni dizajn plocice. Danas,
ovakvi se eksperimenti mogu simulirati. Kreiranje dizajna sada je automatizirano, stoga je
racunalni model tiskane ploCice brzo napravljen i spreman za simulaciju. Sve zajedno traje
puno krace od stvarnog kreiranja prototipa plocice i provodenja eksperimenata na njemu.

Prijenos topline izmedu razlicitih materijala na tiskanoj plocici je poprili¢no komplici-
ran proces. Kako bismo simulirali procese prijenosa topline, moramo koristiti aproksima-
cije koje koriste metodu konacnih elemenata (eng. finite element method). Takva metoda
prvo podijeli plo¢icu na viSe manjih regija, odnosno na viSe manjih elemenata. Ti elementi
su obicno trokuti ili Cetverokuti, a toplina koju emitira svaki element je unaprijed poznata.
Takoder, poznato je i kako susjedni elementi utjeCu jedni na druge. Sve opisano dovodi do



POGLAVLIJE 2. GENERIRANJE TRIANGULACIJA 48

velikog sustava jednadZzbi koji se rjeSava numericki.

Preciznost metode konacnih elemenata uvelike ovisi o mrezi: ukoliko je mreZza de-
taljnija, rjeSenje Ce biti preciznije. Negativna strana predetaljne mreZe jest da se vrijeme
racunanja numeriCkih procesa drasti¢no povecava s povecanjem broja elemenata. To tre-
bamo imati na umu te trebamo koristiti detaljnu mreZu samo u situacijama gdje je to zaista
potrebno (na primjer, na granicama regija razli¢itih materijala).

2.1 Uniformne i neuniformne triangulacije

Mi ¢emo promatrati sljedecu varijantu problema kreiranja mreZa: kao ulaz dobivamo kva-
drat (koji reprezentira tiskanu plocicu) u kojem se nalazi razliciti broj disjunktnih poligona
(komponenti). Ponekad se kvadrat zajedno s komponentama naziva domena (eng. domain)
mreZe. Vrhovi kvadrata su tocke (0,0), (0, U), (U,0) i (U, U) gdje je U = 2* pri ¢emu je
k prirodni broj. Pretpostavljamo da su vrhovi komponenti tocke sa cjelobrojnim koordi-
natama ¢ije su vrijednosti izmedu 0 i U (ukljucivo). Takoder pretpostavljamo da bridovi
komponenti imaju samo Cetiri razliCite orijentacije, tj. kut koji zatvara brid komponente sa
X-0s1 moZe imati samo vrijednosti 0°, 45°, 90° ili 135°.

Cilj nam je izraCunati triangulaciju (eng. triangular mesh) kvadrata, tj. subdiviziju
kvadrata na trokute s odredenim svojstvima koja ¢emo sada navesti, a njihovu vizualizaciju
moZemo vidjeti na slici[2.2] Zahtijevamo da triangulacija ima sljedeca svojstva:

e Triangulacija mora biti konformna (eng. conforming): vrh trokuta ne smije biti
unutras$nja tocka stranice nekog drugog trokuta.

e Triangulacija mora poStovati ulazne podatke (eng. respect the input): bridovi kom-
ponenti moraju biti sadrzani u uniji svih bridova trokuta.

e Triangulacija mora biti dobro oblikovana (eng. well-shaped): kut bilo kojeg trokuta

triangulacije ne smije biti niti prevelik niti premalen. Zahtijevamo da vrijednost kuta
bude izmedu 45° 1 90°.

e Triangulacija mora biti neuniformna (eng. non-uniformn): zahtijevamo da je mreza
detaljnija blizu rubova komponenti, a grublja kako se udaljavamo od komponente.
Time zadovoljavamo svojstvo da profinjujemo mreZu samo ukoliko situacija to zah-
tijeva.

Postoji viSe nacina kako moZemo podijeliti kvadrat i komponente unutar njega na tro-
kute. Jedan nacin je primjenom Delaunayjeve triangulacije Ciji se detalji mogu pronaci u
[2]. Primjenom Delaunayjeve trinagulacije moZemo dobiti kuteve trokuta koji su prema-
leni. Pogledajmo primjer na slici 2.3} Na pocetku definiramo kvadrat sa stranicom duljine
16. Unutar kvadrata nalazi se samo jedna komponenta koja je zapravo mali kvadrat sa
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not conforming
component

~ ' not well-shaped

doesn’t respect input

Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.3 iz [2]

Slika 2.2: Svojstva triangulacije

stranicom duljine 1. Mali kvadrat nalazi se u gornjem lijevom dijelu zadanog kvadrata, na
udaljenosti 1 od lijevog 1 gornjeg ruba zadanog kvadrata. Delaunayjevom triangulacijom
dobivamo triangulaciju koji nije dobro oblikovana, tj. sadrzi trokute ¢iji su kutevi manji od
5° kao Sto mozemo vidjeti na slici MoZe nam se Ciniti kako nikako ne mozemo dobiti
rezultat koji ¢e biti dobro oblikovan. No, za razliku od trokuta dobivenih Delaunayjevom
triangulacijom, trokuti dobiveni nekim drugim postupkom mogu imati vrh koji nije vrh za-
danog kvadrata ili vrh komponente. Dozvoljeno je dodavati tocke kako bismo dobili dobro
oblikovanu triangulaciju. Takve dodatne tocke nazivamo Steinerove tocke (eng. Steiner
points). U prethodno spomenutom primjeru, ako dodamo Steinerovu tocku na svaku po-
ziciju s cjelobrojnim koordinatama unutar zadanog kvadrata, dobit ¢emo triangulaciju koji
se sastoji samo od trokuta s kutevima od 45° i 90°, tj. dobit ¢emo dobro oblikovnu mrezu
koji moZemo vidjeti na lijevom dijelu slike 2.4] NaZalost, ovakva triangulacija ne zado-
voljava Cetvrto svojstvo, odnosno uniformna je (trokuti iste veliine nalaze se svugdje u
mreZi, ne postoji profinjenija mreZa blizu komponente, a grublja udaljavanjem od te iste
komponente), a mi Zelimo neuniformnu triangulaciju. Neuniformnu triangulaciju mozemo
dobiti ukoliko postupno povecavamo veli¢inu trokuta kako se udaljavamo od komponente,
a rezultat moZemo vidjeti na desnom dijelu slike[2.4] Ovim postupkom dobivamo znacajno
manji broj trokuta: na slici 2.4 uniformna mreza ima 512 trokuta, a neuniformna samo 52.
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Source: Preuzeto iz cjeline 14.3 iz [2]

Slika 2.3: Mesh dobiven Delaunayjevom triangulacijom

N

Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.3 iz [2]

Slika 2.4: Uniformna i neuniformna triangulacija

2.2 Primjena quadtree-a u triangulacijama

Kako bismo generirali triangulaciju koji zadovoljava sva Cetiri svojstva, koristit cemo qu-
adtree koji smo ve¢ implementirali. Prvi korak u dobivanju triangulacije bit ¢e konstruk-
cija quadtree-a na skupu poligona. NaSa dosadaSnja implementacija gradila je quadtree
na skupu tocaka, a ne na skupu poligona, stoga moramo prilagoditi algoritam za izgrad-
nju quadtree-a tako da podrzava skup poligona. Poligone ¢emo reprezentirati bridovima,
odnosno unijom bridova dobit éemo sve poligone koji predstavljaju komponente tiskane
ploc¢ice. Uvodimo novu strukturu Edge koja e reprezentirati brid poligona. Edge se sas-
toji od dvije varijable tipa Point, a to su dvije tocke koje oznacCavaju pocetnu tocku brida
(startPoint), odnosno zavrSnu to¢ku (endPoint) brida. Orijentacija brida vaZzna nam
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je samo kod kreiranja brida iz poligona, ali to ¢e biti opisano naknadno. Inace, njegova
orijentacija nije bitna, odnosno zamjenom varijabli startPoint i endPoint dobivamo
identican brid. Struktura se sastoji od jednog konstruktora koji inicijalizira vrijednosti va-
rijabli startpoint i endPoint te nekoliko metoda koje opisujemo u nastavku.

struct Edge

{
Point startPoint;
Point endPoint;

Edge(Point, Point);
virtual ~EdgeQ);

bool hasEqualVertex(Range *);
bool intersectsSquare(Range *);
bool isInInterior(Range *);

}s

Metoda hasEqualVertex provjerava ima li brid barem jedan isti vrh kao i kvadrat
tipa Range kojeg dobivamo u argumentu. Ukoliko postoji barem jedna zajednicka tocka,
metoda vraca true, a u suprotnom vraca false. Implementaciju metode izostavljamo,
a sastoji se od provjeravanja vrijednosti koordinata bridova s koordinatama toc¢ka vrhova
kvadrata.

Pomoc¢u metode intersectsSquare utvrdujemo postoji li presjek izmedu brida i kva-
drata tipa Range zadanog putem argumenta metode. Smatramo da presjek postoji ukoliko
brid dodiruje zatvara¢ zadanog kvadrata. Na pocetku, nalazimo minimalnu i maksimalnu
vrijednost x-koordinate brida te ih redom pospremamo u varijable xMin i xMax. Isti postu-
pak radimo za y-koordinatu, odnosno yMin sadrZi najmanju vrijednost y-koordinate brida,
a yMax najvecu vrijednost. Ukoliko je xMax strogo manja od varijable square->x1 (koja
predstavlja najmanju vrijednost x-koordinate kvadrata), tada se brid nalazi s lijeve strane
kvadrata te ga ne dodiruje, stoga vraamo false. Isto tako, ako je xMin strogo veca od
desne granice kvadrata po x-koordinati, tada se brid nalazi s desne strane zadanog kvadrata
te ponovo vracamo false. Analogno provjeravamo nalazi li se brid ispod, odnosno iznad
kvadrata te 1 u tim slucajevima vraéamo false. Ovdje se moZe dogoditi slucaj da brid ima
jednu istu koordinatu tocke kao i kvadrat, ali ipak ne dodiruje kvadrat, a primjer takvog
slucaja moZemo vidjeti na slici [2.5] Zasad bi napisani algoritam vratio vrijednost true,
odnosno vratio bi da presjek postoji. Zbog toga, prvo provjeravamo jesu li x-koordinate
bridova jednake. Ukoliko jesu, gledamo nalaze li se obje y-koordinate brida iznad ili is-
pod kvadrata. Ukoliko nisu jednake, raunamo jednadZbu pravca kroz dvije tocke koristeci
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AN

Slika 2.5: Primjer nepostojanja pre- Slika 2.6: Primjer brida koji se ne
sjeka brida i kvadrata nalazi u unutraSnjosti kvadrata

tocke brida. Jednadzba pravca koja sadrzi brid glasi y = a - x + b, pri ¢emu a i b izracu-
namo pomodu unaprijed poznatih formula iz matematike. Zatim racunamo y-vrijednosti za
x-koordinate vrhova zadanog kvadrata. Ukoliko su obje dobivene vrijednosti strogo manje
od square->y1, tada se kvadrat nalazi sasvim iznad brida te presjek ne postoji. Takoder,
ukoliko su obje dobivene vrijednosti strogo vece od square->y2, tada se kvadrat nalazi
ispod brida (slika [2.5) te presjek ne postoji. U svakom drugom slucaju koji nije naveden,
presjek postoji te intersectsSquare vraéa true.

bool Edge::intersectsSquare(Range *square)
{
int xMin, xMax;
int yMin, yMax;
if (this->startPoint.x >= this->endPoint.x)

{
xMax = this->startPoint.x;
xMin = this->endPoint.x;
3
else
{
xMax = this->endPoint.x;
xMin = this->startPoint.x;
3

if (this->startPoint.y >= this->endPoint.y)

{
yMax = this->startPoint.y;
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yMin = this->endPoint.y;

}
else
{
yMax = this->endPoint.y;
yMin = this->startPoint.y;
}
if (square->x1 > xMax || square->x2 < xMin)
{
return false;
}
if (square->yl > yMax || square->y2 < yMin)
{
return false;
}

double yRectLeft;
double yRectRight;

if (this->endPoint.x == this->startPoint.x)

{
yRectLeft = yMin;
yRectRight = yMax;

}
else
{
double a = (this->endPoint.y - this->startPoint.y) /
— (this->endPoint.x - this->startPoint.x);
double b = a * this->startPoint.x * (-1) +
— this->startPoint.y;
yRectLeft = a * square->x1 + b;
yRectRight = a * square->x2 + b;
3

if (square->yl > yRectLeft && square->yl > yRectRight)
{

53
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return false;

}

if (square->y2 < yRectLeft && square->y2 < yRectRight)
{

return false;

return true;

Zadnja metoda strukture Edge koju opisujemo je metoda isInInterior koja provje-
rava nalazi li se brid u unutrasnjosti kvadrata tipa Range zadanog argumentom. Algoritam
je sli¢an upravo opisanom za metodu intersectsSquare, ali uvjeti su drugaciji. Na po-
Cetku, ponovo nalazimo xMin, xMax, yMin te yMax brida. Ukoliko je xMax manji ili jednak
od square->x1, tada se brid nalazi s lijeve strane kvadrata te ili uopc¢e ne dodiruje kva-
drat, ili ga dodiruje samo na rubu. Nas zanima samo je li brid sadrZzan u unutrasnjosti
kvadrata, stoga u tom slucaju vraéamo false. Isto tako, ako je xMin veca ili jednaka
square->x2, tada se brid nalazi s desne strane kvadrata te ga moZda dodiruje samo u
rubu, stoga ponovo vraéamo false. Analogno radimo za varijable yMin i yMax. Isto kao
i u prethodnoj metodi, moze se dogoditi slucaj koji zasad nije pokriven u algoritmu te bi
vratio neto¢nu vrijednost. Na primjer, taj sluc¢aj se dogodi kada brid dodiruje samo jedan
vrh kvadrata i nista drugo (slika [2.6). Ponovo gledamo jesu li x-koordinate brida jednake
te, u slucaju da jesu, gledamo je li brid iznad ili ispod kvadrata. Ukoliko su x-koordinate
razlicite, odredujemo jednadzbu pravca kroz dvije tocke te u nju uvrStavamo x-koordinate
kvadrata. Ukoliko su dobivene vrijednosti manje ili jednake od square->y1, brid dodiruje
kvadrat u nekom od donjih vrhova kvadrata, stoga se ne nalazi u unutrasnjosti. Takoder,
ako su dobivene vrijednosti vece ili jednake od square->y2, tada brid dodiruje jedan od
gornjih vrhova kvadrata te nije sadrZan u unutraSnjosti, stoga isInInterior vraca false.
U svakom drugom slucaju, metoda vraca true.

bool Edge::isInInterior(Range *square)
{
int xMin, xMax;
int yMin, yMax;
if (this->startPoint.x >= this->endPoint.x)
{
xMax = this->startPoint.x;
xMin = this->endPoint.x;
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else

{
xMax = this->endPoint.x;
xMin = this->startPoint.x;

}

if (this->startPoint.y >= this->endPoint.y)
{

yMax = this->startPoint.y;
yMin = this->endPoint.y;
}
else
{
yMax = this->endPoint.y;
yMin = this->startPoint.y;
}
if (xMax <= square->x1 || xMin >= square->Xx2)
{
return false;
}
if (yMax <= square->yl || yMin >= square->y2)
{
return false;
}

double yRectLeft;
double yRectRight;

if (this->endPoint.x == this->startPoint.x)
{
yRectLeft = yMin;
yRectRight = yMax;
}
else
{
double a = (this->endPoint.y - this->startPoint.y) /
— (this->endPoint.x - this->startPoint.x);

55
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double b = a * this->startPoint.x * (-1) +
— this->startPoint.y;

yRectLeft = a * square->x1 + b;
yRectRight = a * square->x2 + b;
}

if (square->yl >= yRectLeft && square->yl >= yRectRight)
{

return false;

}

if (square->y2 <= yRectlLeft && square->y2 <= yRectRight)
{

return false;

}

return true;

Opisali smo strukturu koja predstavlja bridove, a sada ¢emo objasniti kako dobivamo
poligone te kako iz njih kreiramo bridove.

Informacije o poligonima i samim dimenzijama kvadrata dobivamo iz datoteke (pri-
mjer [2.1). U prvom redu datoteke zadana je dimenzija kvadrata, te pretpostavljamo da je
taj broj oblika 2, gdje je k pozitivni cijeli broj. Nadalje, ¢itamo vrhove poligona koji su za-
pisani u obliku (x,y). Vrhovi su popisani na nacin da opisuju poligon u smjeru suprotnom
od kazaljke na satu. Kada smo dosli do kraja poligona, ¢itamo znak # koji oznacava po-
Cetak drugog poligona, odnosno oznacava da su u datoteci nadalje zapisani vrhovi drugog
poligona.

Gledajudi primjer [2.1] u prvom redu ¢itamo dimenzije kvadrata ([0, 8] X [0, 8]). Zatim
¢itamo vrhove prvog poligona (koji je zapravo kvadrat), dolazimo do simbola # te Citamo
vrhove drugog poligona (poligon je trokut). Navedene poligone moZemo vidjeti na slici
7

Kako bismo iz navedene datoteke dobili bridove poligona, koristimo pomoénu me-
todu pod nazivom prepareEdges. Ta metoda kao argument prima datoteku u upravo
opisanom obliku, te referencu na cijeli broj u koji bude pohranjena gornja/desna granica
kvadrata, a vraca skup bridova svih zadanih poligona. Na pocetku, definiramo skup pod
nazivom edges koji ¢e sadrzavati bridove poligona. Prolazimo datotekom i Citamo retke
dok ne dodemo do kraja datoteke. Ukoliko redak ne sadrzi simbol #, znaci da Citamo di-
menziju kvadrata ili vrh poligona. U slucaju da ne postoji znak zareza u retku, tada se
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Listing 2.1: Datoteka s poligonima

(1,1)
(4.1)
(4.4)
(1.4)

(5.5)
(7.5)
(6.6)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 X-0s

Slika 2.7: Poligoni

u retku nalazi dimenzija kvadrata ¢iju vrijednost pohranimo u varijablu boundary dobi-
venu u argumentu metode. Takoder, naznac¢imo da ¢itamo novi poligon, odnosno varijablu
isNewPolygon postavimo na true te Citamo iduci redak datoteke. U slucaju da se u retku
nalazi vrh poligona, tada Citamo x i y koordinate vrha te ih redom pospremamo u varija-
ble firstCoordinate i secondCoordinate. Od tih koordinata kreiramo tocku point
tipa Point. Ukoliko je upravo kreirana tocka prvi procitani vrh poligona, tada pohranimo
tu tocku u varijablu startPolygonPoint (jer ¢e nam ta tocka biti potrebna za kreiranje
zadnjeg brida, odnosno kada pro¢itamo zadnji vrh poligona, moramo ga spojiti s po¢etnom
tockom tog istog poligona), stavimo da je point prvi vrh brida, odnosno startPoint =
point te ozna¢imo da smo procitali prvi vrh poligona, stoga ¢e iduéi vrh pripadati istom
poligonu (isNewPolygon = false). Ako kreirana tocka nije prvi procitani vrh poligona,
tada kreiramo brid edge koji ima jedan vrh u upravo kreiranoj tocki point, a drugi vrh
je tocka koja je kreirana u prethodnom retku i pohranjena u varijablu startPoint. No-
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vokreirani brid dodamo u skup svih bridova edges te aZuriramo zadnju procitanu tocku,
odnosno pripremimo da je vrh novog brida koji ¢e se kreirani nakon Citanja iduceg retka
jednak zadnjoj kreiranoj tocki (startPoint = point).

Ukoliko redak sadrzi simbol #, zna¢i da smo dosli do kraja prvog poligona i iduc¢a toc¢ka
¢e biti vrh novog poligona. Tada kreiramo zadnji brid koji ima vrhove u prvom proc¢itanom
vrhu poligona (startPolygonPoint) te zadnjoj kreiranoj tocki pohranjenoj u varijabli
startPoint. Dodamo kreirani brid u edges te oznacimo pocetak Citanja novog poligona
(isNewPolygon = true).

Ako smo dosli do kraja datoteke, tada nemamo vise novih poligona za procitati, no
moramo kreirati i pohraniti zadnji brid poligona. U prethodnom retku procitali smo zadnji
vrh poligona te ga sad moramo spojiti s prvim pro¢itanom vrhom tog istog poligona. Kre-
irani brid dodamo u edges Cime algoritam zavrSava, a skup svih kreiranih bridova edges
predstavlja povratnu vrijednost metode prepareEdges.

std: :vector<Edge> prepareEdges(std::ifstream &file, int &boundary)
{

std::string line;

std: :vector<Edge> edges;

int firstCoordinate, secondCoordinate;

bool isNewPolygon = false;

Point startPolygonPoint;

Point startPoint;

while (std::getline(file, line))
{
if (line.compare("#") != 0)
{
std: :wstring::size_type position =
— line.find_first_of(',");

if (position == std::string: :npos)

{
boundary = std::atoi(line.c_str());
isNewPolygon = true;
continue;

}

firstCoordinate = std::atoi(line.substr(l, position -
- 1D.c_str());
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secondCoordinate = std::atoi(line.substr(position + 1,
— line.length() - 1).c_str(Q));
Point point(firstCoordinate, secondCoordinate);

if (isNewPolygon)

{
startPolygonPoint = point;
startPoint = point;
isNewPolygon = false;
}
else
{
Edge edge(startPoint, point);
edges.push_back(edge);
startPoint = point;
}
3
else
{
Edge edge(startPoint, startPolygonPoint);
edges.push_back(edge) ;
isNewPolygon = true;
}
}
if (!file)
{
Edge edge(startPoint, startPolygonPoint);
edges.push_back(edge);
3

return edges;

Kako bi naSa triangulacija bila zanimljivija, kreirali smo primjer s malo komplicira-
nijim komponentama ¢ija se motivacija i dodatni primjeri mogu naci u [1]. Ovaj primjer
Gesto ée biti spomenut u nastavku pa ga moZemo nazvati finalni primjer. Citanjem datoteke
koja sadrzi spomenute kompliciranije komponente 1 koriStenjem metode prepareEdges
dobivamo rezultat koji moZemo vidjeti na slici [2.8]
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Slika 2.8: Zadane komponente

Sada moZemo iz zadanih komponenti dobiti sve bridove, no i dalje nismo prilago-
dili dosadasnju implementaciju quadtree-a kako bi ona podrzavala skup bridova umjesto
skup toc¢aka. U c¢voru stabla smo u varijabli data tipa QuadData pohranjivali kvadrat i
tocku ukoliko postoji tocka koja pripada spomenutom kvadratu. Sada mijenjamo strukturu
QuadData tako da podrzava bridove. Umjesto varijable point tipa Point, sada pohranju-
jemo skup bridova koji sijeku kvadrat naveden u varijabli square. Konstruktor strukture
takoder je prilagoden skupu bridova, dok su svi ostali dijelovi strukture ostali isti.

struct QuadData

{
std: :vector<Edge> edges;
Range *square;

QuadData(std: :vector<Edge>, Range *);
QuadData(Range *);
virtual ~QuadData();

Point findMiddlePoint();
}s

Dosadasnja implementacija quadtree-a imala je konstruktor ¢iji je prvi argument bio
skup tocCaka te je bio definiran na iduéi nacin: QuadTree(std: :vector<Point>, Range
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*, QuadTree *). Kriterij za zaustavljanje rekurzije bio je kardinalitet skupa tocaka, tj.
ako je skup sadrzavao strogo manje od dvije toCke, rekurzija nije ulazila u novu dubinu.
Nas Zeljeni konstruktor za bridove ima oblik: QuadTree(std: :vector<Edge>, Range
*, QuadTree *), a kriterij za zaustavljanje je takoder potrebno prilagoditi. Rekurzija se
zaustavlja ukoliko kvadrat ne sijece niti jedan brid komponente (u argumentu tada dobi-
jemo prazan skup bridova jer niti jedan brid ne sijeCe kvadrat), ili ako stranica kvadrata
ima jedini¢nu duljinu. Podrazumijevamo da komponenta sijeCe kvadrat i u slucaju ako
stranica kvadrata sadrZi rub komponente, tj. ne gledamo samo presjek brida i unutras$njosti
kvadrata nego dozvoljavamo i dijeljenje rubova. Novi kriterij zaustavljanja garantira nam
da ¢e mreza biti neuniformna, odnosno bridovi komponenti bit ¢e okruzeni kvadratima sa
stranicama jedini¢ne duljine, a veli¢ina kvadrata ¢e se postupno povecavati udaljavanjem
od bridova komponenti.

QuadTree: :QuadTree(std: :vector<Edge> edges, Range *square, QuadTree
— *parent)

{

this->parent = parent;

if ((square->x2 - square->x1) == 1)

{
this->data = new QuadData(edges, square);
this->NE = NULL;
this->NW = NULL;
this->SW = NULL;
this->SE = NULL;
return;

3

if (edges.size() == 0)

{
this->data = new QuadData(square);
this->NE = NULL;
this->NW = NULL;
this->SW = NULL;
this->SE = NULL;
return;
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this->data = new QuadData(edges, square);
this->divideNode(edges);

Takoder je potrebno prilagoditi metodu divideNode. Ta metoda je u dosadasnjoj im-
plementaciji dijelila zadani skup to¢aka na skupove tocaka za svaki kvadrat pomoc¢u me-
tode partitionPoints. Sada definiramo novu metodu partitionEdges koja ¢e dijeliti
zadani skup bridova na skupove bridova za svaki kvadrat. Nademo srediSnju tocku kva-
drata ¢vora kojeg dijelimo te pomocu nje kreiramo kvadrate za svako dijete ¢vora. Za svaki
brid provjerimo sijece li kvadrat djeteta, te ukoliko presjek postoji, dodamo brid u skup bri-
dova za odredeno dijete. Uo¢imo kako u ovoj metodi jedan brid moZe presijecati kvadrate
razliite djece dok se u metodi preparePoints tocka mogla nalaziti samo u jednom kva-
dratu djeteta. Razlog pripadanja jednog brida u viSe razliitih kvadrata leZi u Cinjenici da
stranica kvadrata moZe sadrZzavati brid, stoga dva susjedna kvadrata mogu sadrzavati isti
brid.

void partitionEdges(QuadData *data, std::vector<Edge> edges,

— std::vector<Edge> &edgesNE, std::vector<Edge> &edgesNW,

— std::vector<Edge> &edgesSW, std::vector<Edge> &edgesSE)

{
Point middlePoint = data->findMiddlePoint();
Range *squareNE = new Range(middlePoint.x, data->square->x2,
— middlePoint.y, data->square->y2);
Range “squareNW = new Range(data->square->x1, middlePoint.x,
— middlePoint.y, data->square->y2);
Range *squareSW = new Range(data->square->x1, middlePoint.x,
— data->square->yl, middlePoint.y);
Range “squareSE = new Range(middlePoint.x, data->square->x2,
— data->square->yl, middlePoint.y);

for (auto : edges)
{
if (edge.intersectsSquare(squareNE))
{
edgesNE.push_back(edge);
3

if (edge.intersectsSquare(squareNW))

{
edgesNW.push_back(edge) ;



POGLAVLIJE 2. GENERIRANJE TRIANGULACIJA 63

}

if (edge.intersectsSquare(squareSW))
{ edgesSW.push_back(edge) ;

}

if (edge.intersectsSquare(squareSE))
{ edgesSE.push_back(edge);

}

Sada je nova implementacija quadtree-a spremna za poligone. U naSem finalnom pri-
mjeru, kvadrat ima dimenzije [0, 32] x [0, 32] te pozivom konstruktora dobivamo sljedeée
stablo: pocetak procesa prikazuje slika [2.8 koja predstavlja komponente za koje gradimo
quadtree. Na slici[2.9/moZemo vidjeti prvu podjelu kvadrata, dok slike[2.10]- 2.12]predstav-
ljaju daljnje podjele kvadrata. Slika [2.13] predstavlja konacan rezultat, odnosno quadtree
kreiran na temelju zadanih poligona.

| [
— L

Slika 2.9: Prva podjela
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Slika 2.10: Druga podjela

Slika 2.11: Treca podjela

Tvrdimo da unutra$njost svakog kvadrata u rezultantnoj quadtree subdiviziji moze
imati presjek s bridom komponente samo na jedan nacin: presjek je dijagonala kvadrata.
Uistinu, kvadrati koji imaju presjek (u unutraSnjosti ili rubu) s bridovima komponente
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Slika 2.12: Cetvrta podjela

Slika 2.13: Zavr$na podjela

65
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Izvor: Preuzeto iz cjeline 14.3 iz [2] Source: Preuzeto iz cjeline 14.3 iz [2]
Slika 2.14: Kvadrat koji uzrokuje Slika 2.15: Povezivanje Steinerove
loSe oblikovanu triangulaciju toCke s ostalim vrhovima

imaju stranice jedini¢ne duljine te vrhovi komponenti imaju cjelobrojne koordinate. Zbog
toga, unutrasnjost kvadrata ne moze biti presjecena vertikalnom ili horizontalnom linijom
te je presjek s bridom koji ima kut vrijednosti 45° ili 135° upravo dijagonala. MoZemo po-
misliti kako trebamo dodati dijagonale onim kvadratima ¢ija unutra$njost nema presjek s
bridom komponente kako bismo dobili validnu triangulaciju. Takva triangulacija ¢e posto-
vati ulazne podatke, bit ¢e dobro oblikovana te neuniformna. Nazalost, takav triangulacija
nece biti konformna. Ovome moZemo doskoditi na nac¢in da uzmemo u obzir i vrhove
na stranicama kvadrata koji nastaju quadtree subdivizijom kada radimo trokute triangula-
cije, no time dolazimo do drugog problema: ukoliko kvadrat ima viSe vrhova na stranici,
odnosno ako stranica sadrzi viSe rubova drugih kvadrata, tada triangulacija viSe nece biti
dobro oblikovana, odnosno trokuti nece imati dozvoljene kuteve kao §to moZemo vidjeti
na slici 2.14

Kako bismo izbjegli upravo navedene probleme u dobivanju validne triangulacije, ba-
lansirat ¢emo quadtree prije negoli napravimo triangulaciju. Tada moZemo na jednostavan
nacin generirati triangulaciju koja je dobro oblikovana jer ¢e se susjedne stranice kvadrata
razlikovati u duljini najvise za faktor 2. Kvadratima koji nemaju vrhove drugih kvadrata u
unutras$njosti stranica te koji nemaju presjek niti s jednim bridom komponente rastavimo
na trokute na nacin da kvadratu dodamo dijagonalu. Dijagonalu dodajemo i kvadratima
koji imaju presjek s bridom komponente. Preostali su kvadrati koji imaju vrhove drugih
kvadrata u unutrasnjosti stranice (tocnije, imaju vrh to¢no na sredini stranice) te ne sadrze
brid komponente. Njima dodajemo Steinerovu tocku u sredinu kvadrata i poveZemo ju sa
svim ostalim vrhovima, odnosno s vrhovima kvadrata i vrhovima na sredini stranica (slika
[2.15). Na ovaj nacin smo dobili trokute koji imaju samo kuteve od 45° i 90°.

Metoda za balansiranje stabla (balanceQuadtree) ostaje ista kao u prvotnoj imple-
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mentaciji, samo mijenjamo jedan mali dio implementacije koji se tie pozivanja metode
divideNode. Metodu divideNode sada zovemo s argumentom koji sadrzi skup bridova
pa cijeli novi redak izgleda: leaf->divideNode(leaf->getData()->edges), a izba-
cimo sve vezano uz varijable koje su ukljucivale tip Point.

Pozivanjem metode balanceQuadtree naizgradenom quadtree-u iz finalnog primjera
dobivamo balansirani quadtree koji moZemo vidjeti na slici[2.16]

Slika 2.16: Balansirani quadtree s poligonima

2.3 Implementacija generiranja triangulacija

Rijesili smo sve probleme koji su uzrokovali dobivanje nevalidne triangulacije, stoga smo
sada spremni za implementaciju generiranja validne triangulacije. Kako triangulaciju do-
bivamo rastavljajuci kvadrate na trokute, kreiramo novu strukturu Triangle koja ¢e pred-
stavljati trokute u triangulaciji. Struktura se sastoji od tri toCke koje predstavljaju vrhove
trokuta dobivenog podjelom kvadrata te nam njihov redoslijed nije bitan. Triangle je
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jednostavna struktura koja se sastoji od destruktora i samo jednog konstruktora koji inici-
jalizira vrhove trokuta.

struct Triangle

{
Point firstPoint;
Point secondPoint;
Point thirdPoint;
Triangle(Point, Point, Point);
virtual ~Triangle(Q);

};

Konac¢no dolazimo do strukture pod nazivom Mesh koja ée predstavljati generiranu tri-
angulaciju. Struktura se sastoji od niza trokuta, odnosno niza varijabli tipa Triangle.
Takoder, struktura sadrZi nekoliko metoda koje ¢e nam olaksati samo generiranje. Obje
metode addDiagonal dodaju dva trokuta u niz triangles, ali se razlikuju u nacinu na
koji se dijagonala kreira. addDiagonal (Edge, Range*) kreira dijagonalu u kvadratu
¢ija je unutrasnjost presjeCena nekim bridom te uzima u obzir orijentaciju brida, dok
addDiagonal (Range*) dodaje dijagonalu uvijek na isti nacin. Preostale dvije metode
¢emo opisati kasnije.

struct Mesh

{
std: :vector<Triangle *> triangles;
void addDiagonal (Edge, Range *);
void addDiagonal (Range *);
void connectSteiner(Point, Range *, Neighbor);
void addTriangle(Point, Range *, Neighbor);
virtual ~Mesh();

};

Prvo opisujemo metodu koja dodaje dijagonalu kvadratu ¢ija je unutraSnjost presjeCena
bridom. Metoda uzima u obzir nacin na koji je brid orijentiran tako da kvadrat ne bi bio
pogresno trianguliran kao na slici Na slici, brid sijece kvadrat iz gornjeg lijevog kuta
prema donjem desnom kutu (puna linija), dok je kvadrat trianguliran u obrnutom smjeru,
odnosno napravljena je dijagonala ¢iji su vrhovi u donjem lijevom i gornjem desnom kutu
(toCkasta linija). Kako se to ne bi dogodilo, provjeravamo orijentaciju brida. Na pocetku,
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napravimo Cetiri toCke koje predstavljaju vrhove kvadrata. Tada, u ovisnosti o orijentaciji
brida, kreiramo dva trokuta te ih na kraju dodajemo u niz triangles.

void Mesh: :addDiagonal (Edge edge, Range *square)

{

Point firstPoint(square->x2, square->y2);
Point secondPoint(square->x1, square->y2);
Point thirdPoint(square->x1, square->yl);
Point fourthPoint(square->x2, square->yl);

if ((edge.startPoint.y >= edge.endPoint.y && edge.startPoint.x

—

—

{

else

>= edge.endPoint.x) || (edge.startPoint.y <= edge.endPoint.y
&& edge.startPoint.x <= edge.endPoint.x))

Triangle *firstTriangle = new Triangle(firstPoint,
— secondPoint, thirdPoint);

Triangle *secondTriangle = new Triangle(firstPoint,
— thirdPoint, fourthPoint);
this->triangles.push_back(firstTriangle);
this->triangles.push_back(secondTriangle);

Triangle *firstTriangle = new Triangle(firstPoint,
— secondPoint, fourthPoint);

Triangle *secondTriangle = new Triangle(secondPoint,
— thirdPoint, fourthPoint);
this->triangles.push_back(firstTriangle);
this->triangles.push_back(secondTriangle);

Druga addDiagonal metoda dodaje dijagonalu kvadrata uvijek na isti nacin, tj. vrhovi

dijagonale nalaze se u donjem lijevom i gornjem desnom kutu. Isto kao i u prethodnoj
istoimenoj metodi, na poCetku kreiramo tocke koje predstavljaju vrhove kvadrata. Zatim
kreiramo dva trokuta u skladu s dijagonalom te ih dodamo u niz triangles.

void Mesh::addDiagonal (Range *square)

{

Point firstPoint(square->x2, square->y2);



POGLAVLIJE 2. GENERIRANJE TRIANGULACIJA 70

Slika 2.17: Pogre$no trianguliran kvadrat

Point secondPoint(square->x1, square->y2);
Point thirdPoint(square->x1, square->yl);
Point fourthPoint(square->x2, square->yl);

Triangle *firstTriangle = new Triangle(firstPoint, secondPoint,
— thirdPoint);

Triangle *secondTriangle = new Triangle(firstPoint, thirdPoint,
— fourthPoint);

this->triangles.push_back(firstTriangle);
this->triangles.push_back(secondTriangle);

Zadnje dvije metode strukture uzimaju u obzir Steinerovu tocku, a to je tocka koja se
nalazi u sredini kvadrata. Te dvije metode razlikuju se u broju trokuta koje kreiraju. Naime,
connectSteiner kreira dva trokuta, dok addTriangle dodaje samo jedan

Metoda connectSteiner prima tri argumenta. Prvi predstavlja Steinerovu tocku,
drugi oznaCava kvadrat koji trianguliramo, a tre¢i naznaCava susjeda €iji rub uzimamo u
obzir. Opisat ¢emo slucaj kada treci argument predstavlja sjevernog susjeda. U tom slu-
¢aju gledamo gornju stranicu kvadrata, odnosno stranicu koju dijelimo sa sjevernim susje-
dom. Kreiramo tri tocke: leftPoint oznacava gornji lijevi vrh kvadrata, rightPoint
oznacava gornji desni vrh kvadrata, dok middlePoint predstavlja tocku koja se nalazi na
sredini gornje stranice kvadrata. Zatim kreiramo dva trokuta od kojih svaki ima dva vrha
u toCkama steinerPoint i middlePoint, dok je treci vrh razliCit (jedan trokut ima treci
vrh u tocki leftPoint, dok drugi trokut u rightPoint). Primjer navedenog moZemo vi-
djeti na slici[2.18] Analogno radimo trokute kada tre¢i argument predstavlja nekog drugog
susjeda.
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void Mesh::connectSteiner(Point steinerPoint, Range *square,

—

{

Neighbor neighbor)

if (neighbor == NORTHNEIGHBOR)

{
Point leftPoint(square->x1, square->y2);
Point middlePoint(steinerPoint.x, square->y2);
Point rightPoint(square->x2, square->y2);
this->triangles.push_back(new Triangle(leftPoint,
— steinerPoint, middlePoint));
this->triangles.push_back(new Triangle(steinerPoint,
— rightPoint, middlePoint));

}

if (neighbor == SOUTHNEIGHBOR)

{
Point leftPoint(square->x1, square->yl);
Point middlePoint(steinerPoint.x, square->yl);
Point rightPoint(square->x2, square->yl);
this->triangles.push_back(new Triangle(leftPoint,
— steinerPoint, middlePoint));
this->triangles.push_back(new Triangle(steinerPoint,
— rightPoint, middlePoint));

}

if (neighbor == EASTNEIGHBOR)

{
Point upperPoint(square->x2, square->y2);
Point middlePoint(square->x2, steinerPoint.y);
Point lowerPoint(square->x2, square->yl);
this->triangles.push_back(new Triangle(upperPoint,
— steinerPoint, middlePoint));
this->triangles.push_back(new Triangle(lowerPoint,
— middlePoint, steinerPoint));

}

if (neighbor == WESTNEIGHBOR)
{

Point upperPoint(square->x1, square->y2);

71
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Slika 2.18: Trokuti nastali metodom Slika 2.19: Trokuti nastali metodom
connectSteiner u slucaju sjever- addTriangle u slucaju sjevernog
nog susjeda susjeda

Point middlePoint(square->x1, steinerPoint.y);
Point lowerPoint(square->x1, square->yl);
this->triangles.push_back(new Triangle(upperPoint,
— middlePoint, steinerPoint));
this->triangles.push_back(new Triangle(lowerPoint,
— steinerPoint, middlePoint));

Zadnja metoda strukture Mesh je metoda addTriangle. Ona takoder prima tri argu-
menta te oni imaju iste uloge kao i u metodi connectSteiner: prvi argument predstav-
lja Steinerovu tocku, drugi predstavlja kvadrat koji trianguliramo, a treci susjeda Ciji rub
uzimamo u obzir. Metodu ¢emo opet objasniti na primjeru sjevernog susjeda. Naime,
kreiramo dvije tocke, odnosno leftPoint koja predstavlja gornji lijevi vrh kvadrata te
rightPoint koja oznacava gornji desni vrh kvadrata. Zatim kreiramo trokut koji ima
vrhove u upravo napravljenim tockama 1 Steinerovoj tocki dobivenoj putem prvog argu-
menta, a primjer moZemo vidjeti na slici [2.19] Takav trokut dodamo u niz svih trokuta
triangles. Na slican nacin kreiramo i dodajemo trokut u sluc¢aju drugih susjeda.

void Mesh::addTriangle(Point middlePoint, Range *square, Neighbor
— neighbor)
{
if (neighbor == NORTHNEIGHBOR)
{
Point leftPoint(square->x1, square->y2);
Point rightPoint(square->x2, square->y2);
this->triangles.push_back(new Triangle(leftPoint,
— middlePoint, rightPoint));
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}

if (neighbor == SOUTHNEIGHBOR)

{
Point leftPoint(square->x1, square->yl);
Point rightPoint(square->x2, square->yl);
this->triangles.push_back(new Triangle(leftPoint,
— middlePoint, rightPoint));

}

if (neighbor == EASTNEIGHBOR)

{
Point upperPoint(square->x2, square->y2);
Point lowerPoint(square->x2, square->yl);
this->triangles.push_back(new Triangle(upperPoint,
— middlePoint, lowerPoint));

}

if (neighbor == WESTNEIGHBOR)

{
Point upperPoint(square->x1, square->y2);
Point lowerPoint(square->x1, square->yl);
this->triangles.push_back(new Triangle(upperPoint,
— lowerPoint, middlePoint));

}

Zavrsili smo s implementacijom strukture Mesh te nam je preostalo implementirati al-
goritam za generiranje triangulacija. Kako bismo to ostvarili, dodajemo dvije metode u ve¢
implementiranu klasu QuadTree.

class QuadTree

{
public:

Mesh generateMesh();
bool hasOnlyVertices(QuadTree *);
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Slika 2.20: Kvadrat obojan Zutom Slika 2.21: Kvadrat obojan Zutom
bojom sadrzi samo vrhove na svo- bojom sadrZi i susjedove vrhove na
jim stranicama svojim stranicama

Metoda hasOnlyVertices provjerava ima li ¢vor u stablu kvadrat koji sadrZzi samo
vrhove na svojim stranicama. Preciznije, metoda vraca true samo ako susjedi zadanog
¢vora nemaju djecu (slika[2.20). U slucaju da susjedi imaju djecu, tada susjed sadrzi manje
kvadrate, stoga zadani kvadrat sadrZi vrh manjeg kvadrata na svojoj stranici. Na slici
mozZemo vidjeti zadani kvadrat obojan Zutom bojom. On ima zapadnog susjeda koji ima
djecu, odnosno na stranici koja povezuje gornji lijevi i donji lijevi vrh nalazi se vrh kvadrata
istone djece zapadnog susjeda. U ovom slucaju, metoda vraca false. Implementacijske
detalje metode izostavljamo te se posvecujemo algoritmu za generiranje triangulacija, od-
nosno metodi generatelMesh.

Metoda generatelMesh prvo definira triangulaciju (koji se sastoji od prazne liste tro-
kuta) te iz postojeceg stabla (stabla na kojem je pozvana metoda generatelMesh) kreira
balansirano stablo. Zatim u listu leaves pohranimo sve listove stabla. Dokle god je lista
leaves neprazna, radimo sljedeci postupak: uzmemo list 1eaf na pocetku liste te ga izba-
cimo iz 1eaves. Inicijaliziramo varijablu addedDiagonal na false kako bismo naznacili
da zasad kvadratu lista 1eaf nismo dodali dijagonalu, tj. da joS nismo triangulirali kvadrat.
Za svaki brid koji sijeCe kvadrat lista 1leaf provjerimo da li brid sijeCe dijagonalno kvadrat,
odnosno da i je brid sadrZzan u unutrasnjosti kvadrata. Ukoliko je brid stvarno sadrZan u
unutras$njosti, brid predstavlja dijagonalu kvadrata stoga trianguliramo kvadrat uzimajuéi
u obzir orijentaciju brida. To radimo pomocu ve¢ opisane metode addDiagonal s dva
parametra. Time smo triangulirali kvadrat lista leaf, stoga prelazimo na idudi list liste
leaves. Ukoliko niti jedan brid lista 1eaf ne sijeCe unutraSnjost kvadrata, provjeramo
ima li kvadrat samo vrhove na svojim stranicama. U slu€aju da ima, dodajemo dijagonalu
kvadratu, odnosno trianguliramo kvadrat na dva trokuta pomoc¢u metode addDiagonal s
jednim parametrom. Ako kvadrat ima viSe od Cetiri vrha na svojim stranicama, tada defi-
niramo varijablu steinerPoint koja predstavlja Steinerovu tocku te u varijablu square
pohranjujemo kvadrat lista 1eaf. Nalazimo sve susjede C¢vora (lista leaf) te se pitamo:
ako odredeni susjed ima djecu, odnosno ako se na stranici kvadrata koju kvadrat dijeli
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sa susjedom nalazi viSe od dva vrha, tada kreiramo trokute na nacin da ih poveZzemo sa
Steinerovom tockom i tockom na sredini dijeljene stranice kvadrata. Ukoliko se na di-
jeljenoj stranici nalaze samo dva vrha, tada kreiramo samo jedan trokut pomoc¢u metode
addTriangle. Na kraju, kada je lista leaves prazna, vratimo varijablu mesh, odnosno
sve trokute koje smo kreirali iz kvadrata listova stabla.

Mesh QuadTree: :generateMesh()
{
Mesh mesh;
this->balanceQuadtree();

std::list<QuadTree *> leaves = this->getAllLeaves();

while (leaves.size())

{
QuadTree *leaf = leaves.front();
leaves.pop_front();
bool addedDiagonal = false;

for (auto : leaf->getData()->edges)
{
if (edge.isInInterior(leaf->getData()->square))
{
mesh.addDiagonal (edge, leaf->getData()->square);
addedDiagonal = true;
break;
}
ks
if (!addedDiagonal)
{
if (this->hasOnlyVertices(leaf))
{
mesh.addDiagonal (l1eaf->getData()->square);
}
else
{

QuadTree *northNeighbor =
— this->findNorthNeighbor(leaf);
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QuadTree *southNeighbor =

— this->findSouthNeighbor(leaf);
QuadTree *eastNeighbor =

— this->findEastNeighbor(leaf);
QuadTree *westNeighbor =

— this->findWestNeighbor(leaf);

Point steinerPoint =
— leaf->getData()->findMiddlePoint();
Range “square = leaf->getData()->square;

if (northNeighbor && northNeighbor->getNE())
{
mesh.connectSteiner(steinerPoint, square,
— NORTHNEIGHBOR);

h

else

{
mesh.addTriangle(steinerPoint, square,
— NORTHNEIGHBOR) ;

3

if (southNeighbor && southNeighbor->getNE())
{
mesh.connectSteiner(steinerPoint, square,
— SOUTHNEIGHBOR);

}

else

{
mesh.addTriangle(steinerPoint, square,
— SOUTHNEIGHBOR);

}

if (eastNeighbor && eastNeighbor->getNE())

{
mesh.connectSteiner(steinerPoint, square,
— EASTNEIGHBOR);

}

else
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{
mesh.addTriangle(steinerPoint, square,
— EASTNEIGHBOR);

}

if (westNeighbor && westNeighbor->getNE())

{
mesh.connectSteiner(steinerPoint, square,
— WESTNEIGHBOR);

}

else

{
mesh.addTriangle(steinerPoint, square,
— WESTNEIGHBOR);

}

return mesh;

Pozivanjem metode generateMesh na dobivenom stablu iz naseg finalnog primjera,
dobivamo triangulaciju koji moZemo vidjeti na slici [2.22]

Ovime smo dovrsili proces generiranja triangulacija. U naSem primjeru, triangulaciju
smo generirali na komponentama koje su bile zadane nizom bridova. Naravno, kompo-
nente mogu biti zadane 1 na drugaciji naCin te se tada implementacija generiranja prila-
godava. Takoder, kreirali smo triangulaciju na dvodimenzionalnim komponentama, no
postoje i algoritmi za generiranje na trodimenzionalnim.

Generiranje triangulacija, ili mreZa sa razli¢itim geometrijskim oblicima, koristi se u
raznim podrucjima stoga postoje specifiéni zahtjevi u samom procesu generiranja. Mo-
Zemo razlikovati strukturirane i nestrukturirane mreze. Strukturirane obi¢no izgledaju po-
put deformiranih mreza, odnosno oblici koji ¢ine jednu mreZu mogu biti razliciti, dok se
nestrukturirane sastoje od trokuta ili ¢etverokuta (finalni primjer sastojao se od nestruktu-
rirane mreze). Takoder, neke mreZe ne moraju zadovoljavati sva Cetiri svojstva koja smo
naveli na pocetku poglavlja. Ovisno o problemu koji se rjeSava, zahtijevaju se odredena
svojstva. Isto tako, kutevi trokuta mogu biti razlicite veli¢ine. Postoje problemi u kojima
su dozvoljene vrijednosti kuteva trokuta samo izmedu 45° 1 90° (kao u naSem primjeru), ali
ima i problema gdje mogu imati drugacije veliCine, ili samo postoji zahtjev da im veli€ina
ne smije biti veca od 90°.
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Slika 2.22: Generirana triangulacija

Proucavaju se i triangulacije gdje se Zeli minimizirati broj trokuta, odnosno pokuSava
se kontrolirati gusto€a triangulacije. Glavni zahtjev na dobivenu triangulaciju jest svojstvo
da je mreza gusca na interesantnim podrucjima, a rijeda na mjestima koja nisu vaZna za
proucavanje. Zbog postojanja takvog zahtjeva, nastao je algoritam u kojem korisnik defi-
nira funkciju koja odlucuje je 1i mreZa dovoljno profinjena. Takoder, trokuti u spomenutom
algoritmu moraju imati kuteve izmedu 30° 1 120°.

Postoje joS brojne primjene mreza, odnosno triangulacija, i razni algoritmi za nji-
hovo generiranje, no mi smo ovdje opisali jednu: raspodjela komponenti i njihovo po-
vezivanje na tiskanoj plocici. U tom rjeSavanju, baza nam je bila quadtree koji smo
putem balansirali. Sve strukture koje smo koristili, klase raznih stabala, implementa-
cije algoritama te pomoc¢ne metode, mogu se pronaci u repozitoriju na linku: https:
//github.com/koines/Geometric-data.


https://github.com/koines/Geometric-data
https://github.com/koines/Geometric-data
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Sazetak

Podatke koji sadrZe informacije o geometriji, poput koordinata toc¢ka, duZina, poligona i
sli¢no, moZemo u raunalu pohraniti na viSe nac¢ina. U ovom radu proucavali smo strukture
podataka koje nam, uz kompaktno pohranjivanje odgovarajué¢ih geometrijskih objekata,
omogucavaju efikasno izvodenje raznih upita nad pohranjenim skupom. Jedna od takvih
struktura je kd-stablo, odnosno binarno stablo €iji listovi reprezentiraju k-dimenzionalne
tocke. To je struktura ¢iji unutarnji ¢vor dijeli zadani skup to¢aka na dva podskupa pri-
blizno jednake veliCine te spomenute podskupove pohranjuje u djecu ¢vora sve dok skup
ne sadrzi samo jednu tocku. Proucavali smo pohranjivanje 2-dimenzionalnih tocaka te pre-
traZzivanje kd-stabla, odnosno kako moZemo za zadani 2-dimenzionalni interval efikasno
pronaci sve toCke koje pripadaju spomenutom intervalu.

Druga struktura koju smo istrazivali u radu je quadtree. To je struktura sli¢na kd-stablu,
no svaki njen unutarnji ¢vor ima to¢no Cetiri djeteta. Takoder, svaki ¢vor predstavlja kva-
drat, te su kvadrati djece zapravo particionirani roditeljski kvadrat na Cetiri dijela, stoga
quadtree ima veliku primjenu u pohranjivanju geometrijskih podataka. Skup pocetnih ge-
ometrijskih podataka (tocaka, bridova, ...) moZe biti nepovoljan, odnosno dva susjedna
kvadrata mogu imati znacajne razlike u veli€ini stranice kvadrata. To neZeljeno svojstvo
rijesili smo balansiranjem quadtree-a. U balansiranom quadtree-u, duljine duZina stranica
susjednih kvadrata razlikuju se najvise za faktor 2, odnosno svaka dva susjedna ¢vora raz-
likuju se najviSe za jedan u dubini.

Balansirani quadtree koristili smo u generiranju triangulacija, odnosno podjeli geome-
trijskog prostora na trokute. Kreirali smo triangulaciju na dvodimenzionalnim poligonima
Cija je mreza trokuta guséa oko poligona, a rijeda udaljavanjem od njih. Triangulaciju smo
generirali podjelom kvadrata balansiranog quadtree-a na trokute uzevsi u obzir blizinu za-
danih poligona.

Svu implementaciju spomenutih struktura podataka i pripadnih algoritama, napisali
smo u programskom jeziku C++.



Summary

Data which contains information about geometry, such as coordinates of points, line seg-
ments, polygons and others, can be stored in a computer in several ways. In this thesis,
we studied data structures that, along with the compact storage of appropriate geometric
objects, enable us to efficiently perform various queries over the stored set. One of the
structures with mentioned properties is kd-tree which is a binary tree which contains leaves
that represent k-dimensional points. It is a structure whose internal node divides a given
set of points into two subsets of approximately equal sizes. Those subsets are stored as left
and right child of the node which performs the division. Set of points is divided as long
as it contains more than one point. We studied storing 2-dimensional points and kd-tree
search, that is, how can we efficiently find all points that belong to the given 2-dimensional
interval.

Second structure that we studied was quadtree. Quadtree is a structure similar to a kd-
tree, but each of its internal nodes has exactly four children. Also, each node represents
a square and the children’s squares are actually partitioned parent square in four parts, so
the quadtree has great application in storing geometric data. A set of initial geometric
data (points, edges, ...) can be unfavorable. For example, two adjacent squares can have
significant differences in their size. We solved this unwanted feature by balancing the
quadtree. In a balanced quadtree, the lengths of the line segment representing one side of
the adjacent squares differ at the most by factor 2, that is, every two adjacent nodes differ
by at most one in depth.

We used balanced quadtree to compute triangular mesh, that is, we divided geometric
space into triangles. We performed computation on two-dimensional polygons and the
constructed mesh was fine near the edges of the polygons and coarse further away from
them. Mesh was generated by square triangulation of the nodes in the balanced quadtree.

Implementation of the mentioned data structures and algorithms was done using C++
programming language.
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