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Ovaj rad posvecujem svojoj obitelji i prijateljima koji su mi tijekom ci-
gelog studiranja davali beskrajnu podrsku uw svakom smislu te rijeci. Hvala
svim mojim cimericama sto su mi uljepsale dane i noc¢i studentskog zZivota te
kolegicama s PMF-a s kojima sam najuise dijelila znanje, stres, srecu i tugu
u napetim kolokvijskim tjednima. Ne znam kako bih izdrZala bez vas. Hvala
dragom mentoru Vedranu Kréadincu na konstruktivnim savjetima, idejama,
strpljivosti, trudu © uloZenom vremenu pri pisanju ovog rada. Hvala mom An-
toniju na neizmjernoy ljubavi i podrsci u svim sretnim i onim mangje sretnim
trenucima mog studiranja. Hvala svima Sto ste vjerovali u mene.



1 Uvod

U ovom radu opisat ¢emo nekoliko matematickih paradoksa i njihovu pri-
mjenu u nastavi matematike u osnovnoskolskom i srednjoskolskom obrazo-
vanju. U svakom poglavlju proucit ¢emo po jedan paradoks. Najprije ¢emo
objasniti paradoks o krumpiru koristenjem formule za relativni maseni udio,
ali i jednostavnom primjenom postotnog racuna. Zenonov paradoks o Ahi-
leju i kornjaci pomoci ¢e nam u shva¢anju pojma geometrijskog reda i nje-
gove konvergencije. Podsjetit ¢emo se pojma geometrijskog niza te pokazati
kako s ucenicima pomocu vizualne reprezentacije izvesti formulu za sumu
beskonacno mnogo ¢lanova zadanog geometrijskog niza. Prisjetit ¢emo se
temeljnih pojmova iz vjerojatnosti pa prouciti koliko ljudi treba da bi vje-
rojatnost dvostrukog rodendana bila veéa od 50%, a za koliko osoba ¢e ta
vjerojatnost biti gotovo 100%. Diskutirat ¢emo o najboljem odabiru pri su-
djelovanju u igri na sreéu koja se odvijala u televizijskom kvizu Let’s make
a deal 70-ih godina proslog stolje¢a gdje ¢e nam biti potrebna uvjetna vjero-
jatnost, formula potpune vjerojatnosti i Bayesova formula, a pomo¢i ¢e nam
i crtanje vjerojatnosnog stabla. Saznat ¢emo kako odabrati kuvertu ako nam
netko ponudi dvije kuverte takve da jedna ima dvostruko vise novca u odnosu
na drugu. Problem 100 zatvorenika dat ¢e nam priliku za primjenu (ciklickih)
permutacija te koristenje digitalnih matematickih alata. Paradoks Gabrielo-
vog roga, poznat jos kao slikarov paradok, podsjetit ¢e nas kakve veli¢ine ima
smisla usporedivati, a kakve ne.

Svaki od navedenih paradoksa moze pronaci svoje mjesto na redovnoj ili
dodatnoj nastavi matematike, ovisno o uzrastu i potrebama ucenika. Osmis-
lit ¢emo zadatke i aktivnosti analogne paradoksima koji ¢e nam pomoci pri
motiviranju ucenika za usvajanje odgovarajucih nastavnih sadrzaja i budenje
znatizelje o slozenijim matematickim konceptima, ali i ponavljanje naucenog.



2 Paradoks o krumpiru

Paradoks o krumpiru je zadatak o masi krumpira prije i poslije susenja, a
pitanje glasi ovako:

Imamo 100 kg krumpira koji su svjeze izvadeni iz tla, a takav
krumpir sastoji se od 99% vode i 1% suhe tvari (pretpostavka
za potrebe zadatka). Krumpir je ostavljen preko noéi te se zbog
susenja sada sastoji od 98% vode. Kolika je nova masa krumpira?

Prije nego izracunamo odgovor na pitanje, probajmo pogoditi $to bi mogao
biti. Ne uzimajuéi u obzir da je rije¢ o paradoksu (pa samim tim oc¢ekujemo
iznenadujuéi odgovor), mogli bismo pretpostaviti da je masa zanemarivo ma-
nja, recimo za 1% izgubljene vode. No, nova masa ipak je znatno manja od
pocetne.

Neka je vg = 0.99 pocetni relativni udio vode, a so = 0.01 pocetni relativni
udio suhe tvari. Relativni udjeli vode i suhe tvari u svakom trenutku u zbroju
daju 1, tj. v+ s = 1. Oznac¢imo s M, pocetnu masu krumpira, tada je
My = 100 kg, a s mg pocetnu masu suhe tvari; mg = 0.01-100 = 1 kg. Vazno
je naglasiti da se masa suhe tvari ne mijenja, pa ¢e nakon suSenja takoder
biti m = 1 kg. Relativni udio sastojka definiran je kao omjer mase sastojka
1 mase smjese pa imamo:

mo

SOZMO<:>mOZSO'M0,
5§ = % < m=s-M.
Budu¢i da je mg = m, izjednacavanjem i koriStenjem uvjeta v +s = 1
dobivamo:
SO’M():S'M<:>(1—U0)M0:(1—U)M
1 —
M= -——"n,
1—v
Uvrstavanjem vg = 0.99,v = 0.98, M, = 100 imamo:
1-0.99 0.01
M=———-100 = —— - 100 = 50 kg.
1-0.98 0.02 s

Izracunali smo da je nova masa krumpira upola manja, odnosno iznosi 50 kg.
Smanjenjem relativnog udjela vode za samo 1% (s 99% na 98%) izgubili
smo ¢ak 50% pocetne mase! Ovo je jedan od mnogih slucajeva u kojem
nas postotni rac¢un iznenaduje. Odgovor na ovo pitanje mogli smo dati i na
jednostavniji nacin koji ¢emo objasniti u aktivnosti prilagodenoj za nastavni
sat.



2.1 Na satu matematike: Paradoks krumpira ili para-
doks postotnog racuna?

Ucenici se s postotnim rac¢unom prvi put susrecu u sedmom razredu osnovne
skole nakon Sto nauce rjesavati linearne jednadzbe, zatim ponovno u pr-
vom ili drugom razredu srednje skole, ovisno o godisnjem broju sati nastave
matematike. Ovaj paradoks uCenicima je prigodno pokazati u svim navede-
nim razdobljima na nastavnom satu na kojem poc¢inju primjenjivati postotni
racun u problemskim zadacima.

Postotni iznos y racunamo tako da postotak p% pomnozimo s osnovnom
vrijednoséu .

y=p%-x

Uobicajeni motivacijski primjer za primjenu postotaka je varijacija sljedec¢eg
zadatka:

Nekom proizvodu se cijena smanjila za 20%, a zatim se nova
cijena povecala za 20%. Kolika je bila konacna cijena proizvoda
ako je pocetna cijena bila 150 kn?

Cijena nakon pojeftinjenja bila je:

(100% — 20%) - 150 = 80% - 150 = 0.8 - 150 = 120 kn,
a nakon poskupljenja:

(100% + 20%) - 120 = 120% - 120 = 1.2 - 120 = 144 kn.

Ono sto ucenike iznenaduje je to Sto pocetna i konacna cijena nisu jednake
iako se radi o istom postotku, a to je zato Sto smo racunali postotak od
razli¢itih iznosa. Na slican nacin ih iznenaduje paradoks krumpira koji se
lako rjesava postotnim racunom. Zadatak za ucenike mozemo postaviti na
sljededi nacin:

Krumpir svjeze izvaden iz tla sastoji se od 99% vode i 1% suhe

tvari. Obitelj Krumpirovi¢ izvadila je 100 kg krumpira. Krumpir

se preko noci osusio pa se sada sastoji od 98% vode. Kolika je

nova masa krumpira? Napomena: masa suhe tvari se ne mijenja,

a udio vode i mase suhe tvari zajedno ¢ine 100% ukupne mase.

Ucenici pokusSavaju pogoditi novu masu krumpira pa te pokusSaje zapisu-
jemo na plocu kako bismo ih kasnije usporedili s toénim rjesenjem. Zatim
je potrebno proci kroz nekoliko kljuénih pitanja za rjeSavanje postavljenog
problema, vazno je ucenicima dati vremena za razmisljanje prije nego li ih
pocnemo navoditi po koracima. Prvo pitanje je: Koje su pocetne mase vode
i suhe tvari? IzraCunajmo te mase:



99
e pocetna masa vode iznosi 99% - 100 = 100" 100 =99 kg

e pocetna masa suhe tvari iznosi 1% - 100 = 100 100 =1 kg.
Sljedece pitanje je: Sto se s tim masama dogada preko noéi, to jest kako se
mijenjaju? Krumpir se sada sastoji od 98% vode, odnosno 100% — 98% =
2% suhe tvari. Osim toga, znamo da se masa suhe tvari ne mijenja, dakle
jos uvijek iznosi 1 kg, odnosno 1 kg suhe tvari ¢ini 2% nove ukupne mase
krumpira. Zadnje pitanje je: Od kojeg broja 2% iznosi 17 Neka je M masa
krumpira nakon susenja. Tada je:

2% - M =1
2
100
M=
2
M =50 kg.

M=1

U ovom slucaju mijenjao se postotak te osnovna vrijednost, ali je postotni
iznos bio jednak i prije i poslije promjene. Ovakvi zadaci su vrlo korisni jer
ucenici nerijetko ne primijenjuju postotke na pravilan nac¢in. Na primjer,
kada trebaju postotak nekog iznosa dodati ili oduzeti od nekog broja, skloni
su tome da samo dodaju, odnosno oduzmu taj postotak kao razlomak, a ne
kao razlomak pomnozen odgovaraju¢im iznosom.



3 Zenonov paradoks o Ahileju i kornjaci

Zenon iz Eleje bio je grcki filozof, zivio je oko 490. - 430. godine prije
Krista [16]. Najpoznatiji je po svojim paradoksima koji su zanimljivi i na-
kon vise od 2500 godina od njegove smrti. Zenonova djela nisu sac¢uvana, ali
je njegove paradokse kretanja opisao Aristotel u svome djelu Fizika. To su
paradoks dihotomije, paradoks Ahileja i kornjace te paradoks strijele. Para-
doks Ahileja i kornjace govori o utrci u kojoj spora kornjaca pobjeduje brzog
Ahileja, pri ¢emu je kornjaci u startu dana prednost.

U utrci, najbrzi trka¢ nikada ne moze presti¢i najsporijeg, zato
Sto gonitelj prvo mora do¢i do tocke odakle je gonjeni posao, pa
prema tome najsporiji uvijek ima prednost. (Aristotel, Fizika)

Ay As Ay Ay
K K Ky K3
e

Slika 1: Utrka Ahileja i kornjace.

Promotrimo sliku 1. Kad Ahilej stigne od tocke A do tocke Ay, odnosno
na udaljenost na kojoj je kornjaca zapocela utrku, kornjaca se pomakne do
sljedec¢e tocke K7, a kada Ahilej dotrc¢i do tocke A, kornjaca se pomakne
do tocke K5 i na taj nacin se utrka nastavlja. Nakon beskonactno mmnogo
pokusaja sustizanja kornjace, Ahilej ¢e uvijek biti iza nje iako ¢e tada ta
udaljenost biti infinitezimalna. Ipak, iz iskustva znamo da bi Ahilej u stvar-
nosti sustigao kornjacu, a to mozemo i matematicki dokazati.

Za dokaz ¢e nam trebati definicija geometrijskog niza te geometrijskog
reda.

Definicija 3.1. Niz (a,) nazivamo geometrijskim nizom ako mu je kvocijent

uzastopnih clanova stalan broj q, tj. agzl = q za svaki n € N. Sumu be-

skonacno mnogo clanova geometrijskog niza nazivamo geometrijskim redom.




Teorem 3.2. Geometrijski red > oo a1¢" " konvergira ako je |q| < 1 te
vrijedi:

- n—1 a1

Zalq 14

n=1 q
Za |q| > 1 i ay # 0 geometrijski red divergira.

Pojednostavimo problem, neka je kornjaca 10 puta sporija od Ahileja te
10 metara u prednosti ispred njega. Izracunajmo nakon koliko metara c¢e
Ahilej susti¢i kornjacu. Najprije ¢e Ahilej prije¢i 10 m do pocetne tocke
kornjace, a kornjaca Ce se pomaknuti za 1 m. Kad Ahilej pretrci jos 1 m,
kornjaca ¢e se pomaknuti za 0.1 m i tako dalje. Put koji Ahilej treba prijeci
da bi sustigao kornjacu tada je jednak:

1 1
0m+1lm+ —mot—m+...
ML me g M gy me

Taj beskonacan zbroj je suma beskona¢no mnogo ¢lanova geometrijskog niza
kojemu je prvi ¢lan a; = 10, a kvocijent ¢ = 1—10, a ta suma je upravo geome-
trijski red koji znamo izracunati:

> 1\"* 1 1
Zl(). — :—Olzﬂm.
pa 10 1-L 9

10

Dakle, put koji Ahilej treba prije¢i da bi sustigao kornjacu je %O m, Sto
je konacan put. Pitamo se Sto je bilo pogresno u pocetnom razmisljanju?
Greska je bila u pretpostavci da suma beskonacno mnogo brojeva ne moze

biti konacna.

3.1 Na satu matematike: Ahilej i kornjaca

Ucenici o aritmetickom i geometrijskom nizu uce u ¢etvrtom razredu sred-
nje skole, pri cemu je geometrijski red obvezan u ishodima ucenja za cetvrte
razrede koji imaju 128 i viSe nastavnih sati matematike godisnje. Ucenici
na kraju nastavne teme Nizovi opisuju aritmeticki i geometrijski niz, geome-
trijski red, povezuju ih s aritmetickom i geometrijskom sredinom, ra¢unaju
zbroj prvih n ¢lanova niza te primjenjuju navedene nizove i geometrijski red
u problemima iz stvarnog zivota. Zenonov paradoks je ucenicima prigodno
predstaviti upravo na nastavnom satu na kojem ¢e se prvi put susresti s ge-
ometrijskim redom, a pomoc¢u njega ucenici otkrivaju formulu za geometrijski
red s kvocijentom manjim od 1.

Prije nego prikazemo vizualizaciju geometrijskog reda s kvocijentom lio,
promotrimo sliku 2 na kojoj je vizualni prikaz beskonac¢nog geometrijskog



o | —

Slika 2: Vizualni prikaz geometrijskog reda s pocetnim clanom 1 te kvocijen-

1
tom 5-

Slika 3: Vizualni prikaz geometrijskog reda s pocetnim ¢lanom 10 te kvoci-

: 1
jentom ;.



niza s kvocijentom % kojemu je suma jednaka 2. Pravokutnik dimenzija 1 x 2
najprije dijelimo na dva jednaka dijela da bismo dobili kvadrate povrsine 1.
Jedan od njih zatim ponovno dijelimo na dva jednaka dijela pa imamo dva
pravokutnika povrsine % i tako dalje. Mozemo reé¢i da se pocetnik pravokutni
okvir popunjava pravokutnicima/kvadratima povrsina 1, %, }1, %, ... sve dok
se ne popuni zadnji dio pocetnog pravokutnika.

Naioaanalogan nacin kvadratom dimenzija 13—0 X % (povrsina mu je je%—

naka =5~) prikazimo beskonaénu sumu geometrijskog niza s kvocijentom 15

i prvim ¢lanom 10. Unutar pocetnog kvadrata oznacavamo pravokutnik di-

menzija 13—0 x 3 kojemu je povrsina jednaka 10. Nakon toga u preostalom

dijelu kvadrata oznacimo pravokutnik dimenzija % X 3 povrSine 1. Zatim u

preostalom dijelu oznacavamo pravokutnik dimenzija % x % povrdine = i

3 10
tako dalje.

Uéenicima pokazujemo sliku 3 te ih upuéujemo da opisu niz koji je prika-
zanom tom slikom. Ucenici prepoznaju niz brojeva 10, 1, %0, ..., svaki sljedeci
clan u tom nizu je 10 puta manji od prethodnog pa zakljucuju da je to ge-
ometrijski niz s pocetnim ¢lanom 10 te kvocijentom 1—10.

Nadalje, diskutiramo s ucenicima kakva ¢e biti suma beskona¢no mnogo
¢lanova tog niza, to jest hoce li zbroj biti konacan ili beskonacan. Ucenici po
slici zaklju¢uju da se radi o ¢etverokutu konacne povrsine te da ¢e se svakim
sljede¢im ¢lanom koji je prikazan cetverokutom odgovarajuce povrsine taj
pocetni ¢etverokut sve vise popunjavati pa ¢e tako suma beskona¢no mnogo
¢lanova tog niza biti kona¢na. U tom trenutku mozemo pustiti ucenike da
u grupama ili samostalno probaju to i racunski pokazati. Nakon nekog vre-
mena, zajedno provodimo dokaz.

Znamo da je suma prvih n ¢lanova geometrijskog niza jednaka
1—q"
1—¢q’

- ()"

10

Sn:al-

odnosno za a; = 10, ¢ = % iznosi 10- . Zanima nas kojoj vrijednosti

tezi ta suma kada n tezi u beskonacno, to jest racunamo:

1— (&)
lim (10 . #) .
n—o00 1

T 10

Koristimo teorem koji kaze da je lim,_, ¢" = 0 kada je |¢| < 1 pa dobivamo:

1—(55)"
lim (10- (10)) S

1 = 1

Nakon toga, mozemo zapisati opcéenitu formulu za sumu beskona¢no mnogo
¢lanova geometrijskog niza u kojemu je |¢| < 1:

8



1_ n
fg A=) _ @
n—00 1—q l—q

Sada slijedi zadatak o Ahileju i kornjac¢i postavljen na isti pojednostavljeni
nacin kao ranije:

Ahilej i kornjaca se utrkuju, ali bududi da je kornjaca 10 puta
sporija od Ahileja, dana joj je prednost od 10 m. Hodce li Ahilej
ikada dosti¢i kornjacu? Ako hoce, nakon koliko metara ¢e to
postiéi?

Ucenici zakljuéuju da je problem povezan s prethodnim zadatkom te da se
radi o istom geometrijskom nizu kojim su prikazani pomaci Ahileja u opi-
sanoj utrci. Kada se Ahilej pomakne za 10 m, kornjac¢a se pomakne za 10
puta manje metara, odnosno za 1 m. Kada Ahilej pretrci jos 1 m, kornjaca
se pomakne za 0.1 m i tako nastavljaju u beskona¢no mnogo koraka. Ahi-
lejevi pomaci ¢ine niz 10, 1, %, ﬁ, ... pa ukupan put ra¢unamo kao sumu
beskonactno mnogo ¢lanova tog niza, a tu sumu smo veé izracunali ranije i
ona iznosi 1870 m. Odgovor je da ¢e Ahilej zaista dostic¢i kornjacu i to nakon
pretrcéanih % m.

Nakon tog primjera definiramo geometrijski red kao sumu beskonacno
mnogo clanova geometrijskog niza te govorimo o konvergenciji geometrijskog
reda ovisno o kvocijentu. Zakljucujemo da je geometrijski red konvergentan

ako i samo je |g| < 1, a u ostalim sluc¢ajevima divergira.



4 Rodendanski paradoks
Postavlja se sljedece pitanje:

Koliko osoba treba biti u grupi da bi vjerojatnost barem jednog
dvostrukog rodendana bila veéa od 50%?

Ne govorimo o datumima rodenja koji ukljucuju i godinu rodenja, ve¢ samo
dan i mjesec u kojemu je osoba rodena. Buduéi da godina (ako ne ra¢unamo
29. veljace) ima 365 dana, znamo da po Dirichletovom principu za grupu od
366 osoba vrijedi da barem dvije osobe imaju rodendan istog datuma. Za
grupu od 365 ljudi moguce je da ne postoji dvostruki rodendan, ali vjero-
jatnost za to je jako mala ako su rodendani slucajni. Imajuéi to na umu,
mogli bismo pomisliti da je tek za grupu od 366 : 2 = 182 ljudi vjerojatnost
postojanja dvostrukog rodendana veca od 50%, ali pokazat ¢emo da je tada
vjerojatnost ve¢ veoma blizu 100%, a za 50% je potrebna puno manja grupa
ljudi. To ovu tvrdnju ¢ini svojevrsnim paradoksom.

Da bismo dokazali rodendanski paradoks potrebni su nam matematicki
pojmovi navedeni u nastavku. Pokus je svaka dobro definirana procedura.
Rezultati pokusa nazivaju se elementarni dogadaji i ¢esto ih oznacavamo s w.
Skup svih elementarnih dogadaja nazivamo prostor elementarnih dogadaja i
oznacavamo ga s (). Podskup skupa  nazivamo dogadaj, a familiju svih
dogadaja oznacavamo s F i nazivamo ju prostor dogadaja [11]. Za prostor
dogadaja F vrijedi:

i) 0eF
(i) AcF — ACcF
(111) A Ay, e F = UZOZIATZG.F.

Definicija 4.1. Neka je 2 neprazan skup © F prostor dogadaja. Vierojatnost
je funkcija P : F — [0, 1] koja zadovoljava sljedeéa svojstva:

(A1) (nenegativnost) P(A) > 0, za sve A € F

(A2) (normiranost) P(Q2) =1

(A3) (aditivnost) P (U Aj> = Z P(A;), za po parovima disjunktne dogadaje
j=1 j=1
Ay, A,

Uredenu trojku (0, F,P) nazivamo vjerojatnosnim prostorom.

10



Laplaceov model vjerojatnosti je konacan vjerojatnosni prostor u kojem
su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni. Zbroj vjerojatnosti svih ele-
mentarnih dogadaja jednak je 1. Za dogadaje A i A kazemo da su suprotni
kada se dogadaj A dogodi ako i samo ako se A ne dogodi. Zbroj vierojatnosti

dva suprotna dogadaja jednak je P(A) + P(A) = 1. Kazemo da su dogadaji
A1 B nezavisni ako vrijedi:

P(AN B) = P(A) - P(B).

Rodendanski paradoks modeliramo vjerojatnosnim prostorom u kojemu je
skup elementarnih dogadaja €2 skup svih uredenih n-torki brojeva od 1 do
365, pri cemu brojevi od 1 do 365 oznacavaju odgovarajuce datume u go-
dini. Vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja jednaka je ﬁ jer je svaki
datum jednako vjerojatan (Laplaceov model vjerojatnosti). Da bismo lakse
izracunali vjerojatnost da barem dvije osobe u grupi imaju rodendan istog
datuma, izrac¢unajmo vjerojatnost suprotnog dogadaja: da su sve osobe u
grupi rodene razlicitog datuma. Najprije promotrimo manje grupe ljudi,
pocevsi od n = 2, gdje je n broj ljudi u skupini. Za prvu osobu u grupi
postoji 365 mogucénosti datuma rodenja. Buduéi da druga osoba ima razlicit
datum rodenja u odnosu na prvu osobu, preostaje 365 — 1 = 364 mogucnosti
za njen rodendan. Ukupan broj moguénosti rodendana u godini dana je 365.
Vjerojatnost da u grupi od dvoje ljudi ne postoji dvoje s istim rodendanom
tada je:

365 364
365 365

Dogadaj da u grupi od dvoje ljudi barem dvoje ima rodendan na isti dan je
suprotan prethodno opisanom dogadaju, njegova vjerojatnost je tada:

~ 365 364
365 365

Poopéimo formulu za grupu od n osoba. Neka je dogadaj A = {u grupi od n
osoba ne postoje dvije osobe s istim rodendanom}, tada je dogadaj A = {u
grupi od n osoba postoje barem dvije osobe s istim rodendanom}.

]P’(f_l)zl-(1—%)-(1_%).....(1—”3&1)

~ 0.997.

~ 0.003.

- 365 364 365 — (n—1) 365!
P(A) = 2222 = (1)
365 365 365 (365 — n)!- 365
|
P(A) =1 365! o)

(365 — n)! - 365"
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[zracunajmo za koji n vrijedi da je:
1

P(A) > 3

Umjesto formule (1) koju lako koristimo za manje n vjerojatnost ¢emo aprok-
simirati eksponencijalnom funkcijom radi lakseg racuna. Razvijmo eksponen-
cijalnu funkciju u Taylorov red.

2 .3

v _ r. . r
e —1+:c—|—2! —|—3! + ...

Za jako mali z imamo da je aproksimacija eksponencijalne funkcije jednaka:

e ~1+uw.
a
Koristed¢i navedenu aproksimaciju dobivamo da za x = ~36E vrijedi:
a a
e 365 ~ ] — ——
365
Za a =1 imamo da je
1 1
e 365 ]l ——.
365

Uvrstavajucéi aproksimaciju u nejednadzbu dobivamo:

1 2 n—1 1
o (1o ) (1o ) (0 ) 5
<

1 2 n—1 1
1l 1l—=—= ) (1= .- [1— =
365 365 365 2
__1 _ 2 -1 1
1-e7 3635 . ¢ 365 e 365 > —
(4244 (n1)) - 1
e —.
2
. . . L . nn—=1) .
Suma prvih n — 1 prirodnih brojeva jednaka je — 5 baimamo:
3 o L
e 365 —
2
et 1
6 —
2
—n(n —1) 1
- < In-
730 "2

—n?4+n<—=730-1n2
—n?4+n+730In2 < 0.
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Rjesavajuéi kvadratnu nejednadzbu dobivamo da je n < —21.99994 . . .ilin >
22.99994 ..., a najmanji takav n € N je 23. Dakle, zaklju¢ujemo da u grupi
treba biti 23 osobe da bi vjerojatnost barem jednog dvostrukog rodendana
bila veéa od 50%. Vjerojatnost dvostrukog rodendana u ovisnosti o broju
ljudi u grupi mozemo prikazati graficki kao na slici 4. Prikaz vjerojatnosti
dvostrukog rodendana za grupe s razlicitim brojem ljudi vidimo u tablici 1.

0.9

08 °

07 °

0.6 [ ]

0.5

0.4 )

Vjerojatnost para
o

03 °

02 °

01 °®

-5 0 5 10 16 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Broj osoba u grupi

Slika 4: Graficki prikaz vjerojatnosti da barem dvoje ljudi ima isti rodendan
u grupi od n ljudi napravljen pomoc¢u programa dinamicne geometrije Ge-

—n(n—1)

ogebra. Koristena je aproksimacija eksponencijalnom funkcijom e~ 730

Izracunali smo da je vjerojatnost da u grupi od 80 osoba barem dvije
osobe imaju isti rodendan priblizno jednaka 99.99%, odnosno mozemo biti
popriliéno sigurni da u grupi od 80 osoba barem dvije imaju rodendan na
isti dan. Na pocetku smo ocekivali da bi broj ljudi u grupi potreban da bi
postojao dvostruki rodendan mogao biti 182, ali kada bismo tu vjerojatnost
izracunali za n = 182 vidimo da bi vjerojatnost bila vrlo blizu 100%, odnosno
tada bismo bili gotovo sigurni da postoji dvostruki rodendan.
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Broj ljudi n

Vjerojatnost da svi imaju

rodendan razli¢itog datuma

Vjerojatnost da barem dvoje ljudi

ima rodendan istog datuma

365 364

2 Sar agg ~ 0-997 1—0.997 = 0.003
3 % : % : % ~ 0.992 1 —0.992 = 0.008
4 % : % : % ~ 0.9836 1 — 0.9936 = 0.0164
5 %-%-...-%zo.m 1—0.973 = 0.027
10 %-%-...-%%08831 1—0.8831 = 0.1169
15 365 _ii‘;’: s~ 07471 1—0.7471 = 0.2529
22 365 _322‘:’: ~erm ~ 0524 1—0.524 = 0.476
23 365 _32?)3: gz ~ 0493 1 —0.493 = 0.507
30 365 _?;%E;i sz ~ 02037 1 — 0.2937 = 0.7063
45 56 _1655;: sz ~ 0059 1—0.059 = 0.941
60 365 _2%? gz ~ 0-0059 1 — 0.0059 = 0.9941
80 365! ~ 0.00009 1 — 0.00009 = 0.99991
(365 — 80)! - 365%
189 365! 0 ot

(365 — 182)! - 365182

Tablica 1: Tablica vjerojatnosti da u grupi od n osoba ne postoji, odnosno
postoji dvostruki rodendan.
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4.1 Na satu matematike: Kad ti je rodendan?

Ucenici se s vjerojatnos¢u susreéu vrlo rano u svojem obrazovanju, ve¢ u
drugom razredu osnovne skole. U toj dobi ucenici osvjeséuju pojam vjero-
jatnosti te da dogadaji ili pojave mogu zavrsiti razli¢itim ishodima. Takoder,
predvidaju i objasnjavaju je li neki dogadaj mogué ili nemogué¢. Vjerojat-
nost slucajnog dogadaja racunaju u osmom razredu osnovne skole te razlikuju
skup povoljnih dogadaja od skupa elementarnih dogadaja. Nesto ozbiljnije
znanje ipak stjecu u srednjoj skoli u drugom i ¢etvrtom razredu. U drugom
razredu opisuju siguran i nemogu¢ dogadaj, primjenjuju algebru dogadaja
te racunaju geometrijsku vjerojatnost. U cetvrtom razredu srednje skole
argumentirano racunaju vjerojatnost, uvjetnu vjerojatnost te interpretiraju
formulu potpune vjerojatnosti i Bayesovu formulu. Ovisno o tome zelimo
li ucenike samo zaintrigirati za vjerojatnost ili ipak zelimo da oni mogu i
razumijeti dokaz rodendanskog paradoksa, mozemo ga uklopiti u nastavu na
razli¢itim navedenim razinama obrazovanja.

Rodendanski paradoks u¢enicima mozemo predstaviti ve¢ na prvom satu s
nastavnom temom Vjerojatnost, a na koji nac¢in ¢emo opisati rjesenje i dokaz
tog paradoksa ovisi o kompetentnosti ucenika. Najprije mozemo postaviti
jednostavno pitanje:

Koliko osoba treba biti u grupi da bi da bi vjerojatnost da dvije
osobe imaju rodendan istog dana u godini bila veéa od 50%?

Ideje ucenika zapisat ¢emo na skolsku plo¢u kako bismo nagadanja kasnije
usporedili s rjesenjem zadatka. Nakon toga ¢emo na zadatak pokusati od-
govoriti prakti¢cno - tako da ispisujemo naSe rodendane i rodendane nasih
bliznjih. Broj ucenika u nastavnom odjelu varira oko broja 20 pa ¢emo na
skolsku ploc¢u najprije zapisati rodendane svih prisutnih ucenika. Ukoliko na-
kon toga ne postoji dvostruki rodendan, nastavnik nasumicéno proziva ucenike
da kazu jedan rodendan svojih bliznjih. Mozemo dodavati datume sve dok
ne dobijemo barem jedan dvostruki rodendan. Nakon §to zavrsimo s popisi-
vanjem, komentiramo s ucenicima je li nas broj ljudi koji je bio dovoljan za
dvostruki rodendan iznenadio i usporedujemo ga s brojevima pretpostavlje-
nim na pocetku.

Bududi da je za racunanje trazene vjerojatnosti potrebno znanje i bara-
tanje kompleksnijim pojmovima iz vjerojatnosti, taj racun mozemo provesti
tek nakon $to nauc¢imo te pojmove. Izmedu ostalog, potrebno je definirati
konacan vjerojatnosni prostor, Laplaceov model vjerojatnosti te vjerojatnost
suprotnih dogadaja. Kao i u dokazu ranije u radu, krenut ¢emo s racunanjem
vjerojatnosti dvostrukog rodendana u grupi od dvoje ljudi tako da racunamo
vjerojatnost suprotnog dogadaja, to jest da u toj grupi ne postoji dvostruki
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rodendan. S ucenicima je vazno izracunati Sto viSe trazenih vjerojatnosti za
manji konkretan broj ljudi u grupi. Mozemo popunjavati tablicu na slican
nacin kako smo to ¢inili u tablici 1. Izvedemo formule za vjerojatnost dvos-
trukog rodendana za grupe od dvoje, troje do primjerice Sestero ljudi. Za
manje grupe vjerojatnost lako mozemo izracunati kalkulatorom. Nakon toga
potrebno je poopéiti tu formulu za grupu od n ljudi, to jest do formule
(2). Nadalje vjerojatnosti racunamo dobivenom formulom pomoc¢u digital-
nih alata kao sto su Wolfram Alpha [17] ili Symbolab [12], pri emu prvi alat
izvodi zahtijevnije racune od drugog. S ucenicima razvijenijih kompetencija
mozemo provesti dokaz u kojem trazimo n za koji vrijedi da je vjerojatnost
dvostrukog rodendana veca od 50% te koristimo aproksimaciju eksponenci-
jalne funkcije kao sto smo to pokazali ranije u radu.

3% WolframAlpha

1-365/((365-60)1¥36560) =]

AGE n e » e
AGE| [fo MATH INPUT [ EXTENDED KEYBOARD 333 EXAMPLES & UPLOAD 24 RANDOM

Input
365!
(365 - 60)! ~ 365

Exact result

12192953573036843 590953 684 350638 706 669315413 886 890882 184 147 .
658977557953 328886399 676496024304 768 611614413760215131 544641 .
829497589435584982801 281/

12265039 368907 773421 787 252 829 503 068 681305912 216018 301 642377 ~.
331300515797188023 163 147855 678349894 757 167311671 158955 732"~
607 864 774 763 584 136 962890625

Decimal approximation More digits

0.9941226608653479424709253612325787056761312405683158383163446888

Slika 5: Racunanje vjerojatnosti dvostrukog rodendana u grupi od 60 ljudi
pomocu digitalnog alata Wolfram Alpha.
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(365 — 23)! - 365>

Examples » < E] @
Solution Keep Practicing >
Show Steps
1—- 365! 55 =1- 4'2200853‘558 (Decimal:  0.50729...)
(365 —23)!- 365° 365

Slika 6: Racunanje vjerojatnosti dvostrukog rodendana u grupi od 23 ljudi
pomocu digitalnog alata Symbolab.

5 Monty Hall problem

Problem je nazvan prema voditelju televizijskog kviza iz 1970-ih Let’s make
a deal Montyju Hallu. U kvizu su natjecatelju ponudena troja zatvorena
vrata takva da se iza dvoja vrata nalaze koze, a iza jednih novi automobil.
Natjecatelj dobiva ono §to se nalazi iz vrata koja izabere. Igra zapocinje tako
da natjecatelj najprije odabere jedna od ponudenih vrata, ali nakon toga
voditelj kviza (znajuéi iza kojih vrata je automobil) otvara jedna od ostalih
dvoja vrata iza kojih se nalazi koza. Voditelj kviza tada nudi natjecatelju
mogucénost promjene prvog izbora vrata. Je li vjerojatnije da ¢e natjecatelj
otvoriti vrata iza kojih se nalazi automobil ako promijeni izbor ili ako ostane
pri prvom izboru vrata?

Slika 7: Prikaz vrata ako natjecatelj najprije odabire vrata 1, a voditelj otvara
vrata 3 iza kojih se nalazi koza.
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Zasto je jedan od navedena dva slucaja vjerojatniji? Pokazalo se da se ta
tvrdnja protivi ljudskoj intuiciji, a kada se o navedenom problemu pocelo
diskutirati javno, mnogi matematicari su bili uvjereni da su vjerojatnosti
jednake, odnosno % Zaista, pokazat ¢emo da je vjerojatnost da ¢e natjecatelj
otvoriti vrata iza kojih se nalazi automobil ukoliko ostane pri prvom izboru
jednaka %, a ako promijeni izbor % Kako bismo pokazali da to vrijedi, koristit
¢emo tvrdnje u nastavku.

Definicija 5.1. Uvjetna wvjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio
dogadaj B takav da je P(B) > 0 definirana je formulom:

P(AN B)

P(A|B) := F(B)

Propozicija 5.2. (Formula potpune vjerojatnosti) Neka je Q@ = Hy U Hy U
...U Hy, particija prostora elemenentarnih dogadaja, pri cemu podskupove H;
nazivamo hipotezama. Za svaki dogadaj A C € vrijedi:

P(A) = > P(H;)P(A|H,).

Teorem 5.3. (Bayesova formula) Neka je Q@ = Hy U Hy U ... U Hy particija
prostora elemenentarnih dogadaja. Tada za svaki A C Q takav da je P(A) > 0
vrijedi:

P(A[H;) - P(H;)

Recimo da natjecatelj prvo bira vrata 1 te vjerojatnosti prikazimo vjerojat-
nosnim stablom na slici 8. Daljnji racun bio bi analogan za bilo koji prvi
izbor vrata i zakljucak bi bio isti.

Objasnimo vjerojatnosti prikazane u vjerojatnosnom stablu na slici 8.
Na pocetku igre vjerojatnost da se automobil nalazi iza prvih, drugih ili
tre¢ih vrata je jednaka i iznosi % Ako se automobil nalazi iza vrata 1 tada je
vjerojatnost da ¢e voditelj otvoriti vrata 2 jednaka vjerojatnosti da ¢e otvoriti
vrata 3 iiznosi % Ako se automobil nalazi iza vrata 2, tada ¢e voditelj sigurno
otvoriti vrata 3 (jer ne smije otkriti iza kojih vrata se nalazi automobil),
odnosno vjerojatnost da ¢e tada voditelj otvoriti vrata 2 je 0. Ako se nalazi
iza vrata 3, tada ¢e sigurno otvoriti vrata 2, odnosno vjerojatnost da ce
voditelj otvoriti vrata 3 je 0.

U daljnjem rac¢unu koristimo sljedeé¢e oznake:

A; = {automobil je iza vrata i},
Vi = {voditelj otvara vrata i}.
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1
3 Voditelj otvara vrata 2.
1 Automobil je iza vrata 1. <
3 1 Voditelj otvara vrata 3.
2
1
3 Automobil je iza vrata 2. ! Voditelj otvara vrata 3.
1 1
3 Automobil je iza vrata 3. Voditelj otvara vrata 2.

Slika 8: Vjerojatnosno stablo svih moguénosti ako natjecatelj na pocetku
bira vrata 1.

Uz pretpostavku da je natjecatelj prvo odabrao vrata 1, trebamo izracunati
vjerojatnosti:

e da se auto nalazi iza vrata 1 uz uvjet da je voditelj otvorio vrata 3,

odnosno P(A;|V3)

e da se auto nalazi iza vrata 2 uz uvjet da je voditelj otvorio vrata 3,
odnosno P(A,|V3).

Na pocetku igre, vjerojatnosti da se automobil nalazi iza vrata 1, 2 ili 3 su
jednake:

P(A)) = B(A) = B(d;) =

Iz vjerojatnosnog stabla lako is¢itavamo vjerojatnost da je voditelj otvorio

vrata 3 uz uvjet da se automobil nalazi iza vrata 1 te je ona jednaka:
1
P(V3|4;) = 9

Iz vjerojatnosnog stabla takoder vidimo da je vjerojatnost da je voditelj
otvorio vrata 3 uz uvjet da se automobil nalazi iza vrata 2 jednaka:

P(V3|4z) = 1.

Uvrstimo li vrijednosti iz vjerojatnosnog stabla u formulu potpune vjerojat-
nosti dobivamo da je vjerojatnost da voditelj otvori vrata 3 jednaka:
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P(Vs) = P(A1) - P(V3|Ar) + P(Ay) - P(V3]Az) 4+ P(As) - P(V3]As)
11 1 1 1

R

P(s)=3-5+3 3 2

Koristed¢i Bayesovu formulu racunamo vjerojatnost da se auto nalazi iza vrata
1 uz uvjet da je voditelj otvorio vrata 3, odnosno vjerojatnost da se iza vrata
nalazi automobil ako ne promijenimo izbor:
1.1
P(V5|lA1) - P(A1) 5-5 1

P(A,|Vs) = B -i3-2,
2

Vjerojatnost da se auto nalazi iza vrata 2 uz uvjet da je voditelj otvorio vrata
3, odnosno vjerojatnost da se iza vrata nalazi automobil ako promijenimo
izbor jednaka je:

P(Vslds) -P(Ay) 1-35 2

Time smo pokazali paradoksalnu tvrdnju, odnosno da je bolje promijeniti
izbor.

Tvrdnju mozemo objasniti i jednostavnije pri ¢emu jo$ uvijek imamo na
umu da natjecatelj na pocetku bira vrata 1. Na pocetku igre vjerojatnost da
se automobil nalazi iza vrata 1, 2 ili 3 je jednaka i za svaka vrata iznosi %
Nakon Sto natjecatelj najprije odabere vrata 1, a voditelj otvara vrata 3 iza
kojih otkriva kozu, za vrata 1 jos uvijek je vjerojatnost da se iza njih nalazi
automobil jednaka % (nije jednaka % jer voditelj svakako moze otvoriti vrata
iza kojih se nalazi koza i ta informacija ne utje¢e na navedenu vjerojatnost).
Jedina druga moguc¢nost je da se automobil nalazi iza vrata 2. Budud¢i da
su ta dva dogadaja komplementarna, vjerojatnost da se automobil nalazi iza
vrata 2 uz uvjet da je voditelj otvorio vrata 3 tada je:

1 2

P(AlVy) =1- 5 = =
Primijetimo da bi zakljucivanje bilo drugacije u slucaju da je voditelj kviza
odmah otvorio vrata 3 i otkrio da se iza njih nalazi koza te da je tek tada
natjecatelj prvi put birao vrata. Vjerojatnost da se automobil nalazi iza
vrata 1 tada bi zaista bila jednaka vjerojatnosti da se nalazi iza vrata 2,

odnosno iznosila bi %
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5.1 Let’s make a deal - u uc¢ionici

Za rjesavanje Monty Hall problema potrebno je primijeniti uvjetnu vjero-
jatnost, formulu potpunu vjerojatnosti te Bayesovu formulu, stoga je isti
ucenicima prigodno predstaviti u ¢etvrtom razredu srednje Skole na satu na
kojem ponavljamo nauceno iz nastavne teme Vjerojatnost.

Hre
9’ Ll® \[jﬂ)&%@/

Slika 9: Prikaz kutija iz perspektive nastavnika.

Ideja je da simuliramo analognu situaciju kao i u originalnoj emisiji. Po-
trebno je pripremiti tri kutije slicne velicine, dvije koze i auti¢ (igracke za
djecu). Navedene kutije postavimo na skolsku klupu ispred ucenika, pri ¢emu
izmedu kutija ne postoji razmak, kutije su zatvorene sa svih strana osim s one
koja je okrenuta prema nastavniku kao na slici 9. Nastavnik dvije koze i autié¢
rasporeduje u postavljene kutije te diskutira s ucenicima koja je vjerojatnost
da ucenici pogode u kojoj kutiji se nalazi auti¢. Buduéi da postoje tri moguca
ishoda, a samo jedan je povoljan, ucenici odgovaraju da je ta vjerojatnost
jednaka % Zatim proziva jednog po jednog ucenika koji probaju pogoditi
u kojoj kutiji se nalazi automobil, nakon odabira nastavnik pokazuje u ko-
joj od preostalih dviju kutija se nalazi koza, ali ne daje u¢eniku moguénost
promjene izbora. Nakon svakog pokusaja nastavnik mijenja polozaj igracaka
u kutijama, a sve pogotke i gubitke biljezi na ploc¢i. Takva igra pogadanja
ponavlja se devet puta. Slijedi novi krug igre u kojem se pogadanje takoder
ponavlja devet puta, no ovoga puta nastavnik nakon ucenikovog prvog oda-
bira pokazuje unutar koje od preostalih dviju kutija se nalazi koza i ucenik
mora promijeniti svoj pocetni odabir kutije. S ucenicima diskutiramo zasto
ovaj put mijenjamo odabir nakon Sto saznamo gdje se nalazi jedna koza,
to jest hoce li to utjecati na vjerojatnost pogotka i na koji nac¢in. Njihova
razmisljanja su razli¢ita pa podizanjem ruke glasaju hoce li vjerojatnost po-
gotka sada biti veca, manja ili jednaka vjerojatnosti bez promjene odabira,
a glasove biljezimo na skolsku plocu.

Nakon oba odigrana kruga u idealnoj situaciji ¢e biti tri pogotka u pr-
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1 koza
koza
1 0 automobil
3
1 1 koza
3 koza
0 automobil
1 0 koza
3
automobil
1 automobil

Slika 10: Vjerojatnosno stablo svih moguénosti ako natjecatelj ne promijeni
svoj izbor nakon Sto voditelj otkrije iza kojih vrata se nalazi jedna od koza.

vom krugu, a Sest pogodaka u drugom krugu. Zakljucujemo da bi odgovor
trebao biti: vjerojatnost pogotka je veéa ako nakon otkrivanja jedne koze
promijenimo izbor, a preostaje to i dokazati.
Jedna opcija je s uc¢enicima provesti dokaz na isti nacin kao Sto smo ranije
u ovom diplomskom radu - primjenom vjerojatnosnog stabla, formule pot-
pune vjerojatnosti i Bayesove formule. Druga opcija je nacrtati s u¢enicima
dva razlic¢ita vjerojatnosna stabla takva da jedno prikazuje moguce ishode
ako mijenjamo izbor, a drugo ako ne mijenjamo izbor nakon otkrivanja koze.
Promotrimo vjerojatnosno stablo sa slike 10. Budué¢i da su moguca tri
ishoda: ucenik je odabrao jednu kozu, drugu kozu ili auti¢, vjerojatnost
svakog od tih ishoda je % Ako ucenik odabere bilo koju od koza, a ne
promijeni odabir, sigurno ¢e odabrati kozu (vjerojatnost je 1). Ako odabere
automobil, a ne promijeni izbor, sigurno ¢e odabrati automobil. Ucenici
racunaju da je vjerojatnost da ¢e natjecatelj odabrati vrata iza kojih se nalazi
automobil jednaka
1 1
—1==.
3 3
U vjerojatnosnom stablu sa slike 11 takoder imamo da su vjerojatnosti
za odabir jedne koze, druge koze ili auti¢a sve jednake i iznose % No, buduéi
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0 koza
koza
1 1 automobil
3
1 0 koza
koza
1 automobil
1 1 koza
3
automobil
0 automobil

Slika 11: Vjerojatnosno stablo svih moguénosti ako natjecatelj promijeni svoj
izbor nakon sto voditelj otkrije iza kojih vrata se nalazi jedna od koza.

da u ovom slucaju mijenjamo izbor nakon $to se otkriva jedna koza imamo
sljedecu situaciju. Ako smo odabrali vrata iza kojih se krije koza, a nastavnik
je otkrio vrata iza kojih se krije druga koza, mijenjajuci izbor sigurno ¢emo
odabrati vrata iza kojih se nalazi automobil. Ako odaberemo automobil, a
nastavnik otkrije vrata iza kojih se nalazi jedna koza pa moramo promijeniti
odabir, sigurno ¢emo odabrati kozu. Dakle, dobivamo da je vjerojatnost da
¢e ucenik odabrati vrata iza kojih se nalazi automobil (ako promijeni izbor)
jednaka

Zakljucujemo da je vjerojatnost pogotka zaista vec¢a ako promijenimo izbor.
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6 Paradoks dvije kuverte

Paradoks dvije kuverte postavljen je na sljede¢i nacin:

Ponudene su vam dvije kuverte koje sadrze odredene svote novca,
a jedina informacija koju znate o tim svotama je da je u jednoj
od tih kuverti dvostruko veca svota nego u drugoj. Nakon S$to
odaberete jednu kuvertu (pri ¢emu ju niste jos otvorili), dobivate
priliku promijeniti izbor. Je li bolje ostati prvi prvom izboru ili
promijeniti ga?

Navedimo matematicke definicije koje ¢e nam biti potrebne da bismo rijesili
paradoks.

Definicija 6.1. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R
je diskretna sluéajna varijabla ako postoji prebrojiv skup D = {ay,as,...} C
R takav da vrijedi:

(i) X(w) € D, za sve elementarne dogadaje w € Q
(i) {X =a;} ={w e N: X(w) =a,;} € F, za sve j € N.

Definicija 6.2. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i funkcija X :  —
D, D = {ay,as, ...} CR diskretna slucajna varijabla. Funkcija f : R — [0, 1]
definirana s:

flz)=P(X =2) =P{{w e Q: X(w) =z})
naziva se diskretna funkcija gustoce slucajne varijable X .

Definicija 6.3. Neka je X diskretna slucajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P) s funkcijom gustoce f. Ako je ) g l|z|f(z) < 0o, onda
postoji matematicko ocekivanje od X koje definiramo s:

E(X) =Y af(x).

z€eR

Razmotrimo prvi nacin razmisljanja. Recimo da smo odabrali prvu omot-
nicu te oznac¢imo svotu novca u toj omotnici s x. Tada je u drugoj omotnici
svota novca iznosa ili 2z ili —. Obje svote novca u drugoj omotnici su jednako

vjerojatne pa imamo da je oc¢ekivana svota novca u drugoj omotnici:
1 % + 1 =z n T
—2r4+--—=x+ —.
2 2 2 4
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Zakljucili bismo da je bolje promijeniti izbor jer je oc¢ekivana svota novca u
drugoj omotnici veca od svote novca u omotnici koju smo odabrali prvu. Do
istog zakljucka dosli bismo i da nam je prvi odabir bila druga omotnica pa bi
ovom logikom zakljucili da trebamo promijeniti izbor u prvu omotnicu. No,
Sto je onda pametnije napraviti? Ovim zakljuccima vrtimo se u krug.

Opisan nacin izracuna ocekivane vrijednosti druge omotnice bio bi ispra-
van kada bi onaj tko nudi omotnice nakon vasSeg odabira prve omotnice bacao
novcic¢ kojim bi odluc¢io hoce li u drugu omotnicu staviti upola manje ili dvos-
truko vise novca. To nije bio sluc¢aj, nego su omotnice prethodno popunjene
pa svote novca mozemo oznaciti s x u jednoj omotnici i s 2z u drugoj omot-
nici. Vjerojatnosti odabira omotnica su jednake pa imamo da je ocekivana
vrijednost pojedine omotnice:

Ta ocekivana vrijednost jednaka je bez obzira koju omotnicu smo prvu
odabrali. Tako ovaj problem neodoljivo podsjec¢a na Monty Hall problem pa
bi nas mogao lako zavarati, ovdje zakljucujemo da je svejedno hoc¢emo li
promijeniti izbor ili ne [14].

Pojam matematickog ocekivanja upoznaju samo ucenici cetvrtog razreda
gimnazije s 224 nastavnih sati matematike godisnje. Njima paradoks dvije
kuverte mozemo predstaviti na jednaki na¢in kao Sto je prethodno opisano
pa ga u ovom sluc¢aju ne¢emo posebno raspisivati kao aktivnost.
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7 Problem 100 zatvorenika

Problem 100 zatvorenika moze se postaviti na vise nacina, a jedan je sljedeci:

Voditelj zatvora je 100 zatvorenika osudenim na smrt, oznacenim
brojevima od 1 do 100, dao posljednju Sansu da izbjegnu smaknuce.
U jednoj sobi postavljeno je 100 kutija koje su takoder numerirane
brojevima 1 do 100. Voditelj prije pocetka izazova u svaku kutiju
na nasumican nacin stavlja jedan od brojeva 1 do 100 tako da
svaka kutija sadrzi jedan broj, a dvije kutije ne mogu sadrzavati
isti broj. Zatvorenici, jedan po jedan, smiju uc¢i u sobu te otvo-
riti 50 razlicitih kutija koje nakon toga ponovno zatvore. Ako
svi zatvorenici u trazenju pronadu vlastite brojeve kojima su na
pocetku oznaceni, onda Ce svi zatvorenici biti pomilovani. Ako
barem jedan zatvorenik ne pronade svoj broj, svim zatvorenicima
preostaje smrtna kazna. Prije nego prvi zatvorenik krene u sobu
u potragu za vlastitim brojem, zatvorenici smiju medusobno do-
govoriti strategiju trazenja, ali nakon sto prvi zatvorenik krene u
potragu, zatvorenici vise ne smiju medusobno komunicirati. Koja
je najbolja strategija za zatvorenike?

Svaki zatvorenik smije otvoriti 50 od ukupno 100 kutija u sobi pa slijedi da
je vjerojatnost da pojedini zatvorenik na slucaj nacin pronade vlastiti broj
jednaka % Buduéi da su potrage razlic¢itih zatvorenika nezavisni dogadaji,
vjerojatnost da svi zatvorenici na slucajan nacin pronadu vlastite brojeve
jednaka je umnosku vjerojatnosti da pojedini zatvorenik na slucajan nacin
pronade vlastiti broj. Dakle, ako n zatvorenika na slucajan nacin trazi vlas-

tite brojeve, vjerojatnost da svi zatvorenici nadu vlastite brojeve je:

&)

U tablici je prikazano kako se ta vjerojatnost smanjuje u odnosu na povecanje
broja zatvorenika u postavljenom problemu.

Ocito, strategija da svi zatvorenici nasumicno traze vlastite brojeve ne daje
im veliku Sansu. Postoji strategija s kojom je vjerojatnost da svih 100 zatvo-
renika pronade vlastiti broj veéa od 30%. Prema tablici 2, ta vjerojatnost
¢ini se van svakog dosega, ali je istinita.

Svaki zatvorenik za najpovoljniji ishod treba postupiti na sljede¢i nacin:

1. Zatvorenik ulazi u sobu te otvara kutiju koja je numerirana njegovim
vlastitim brojem.
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Vjerojatnost da svi zatvorenici na
Ukupan broj zatvorenika n
slu¢ajan nacin pronadu vlastiti broj
1 1 1
2 - —=-=025
2 2 4
111 /1\° 1
R == ==-=0.125
2 2 2 (2) 8
1\ 20
20 <§> ~ 0.000000954 = 9.54 - 1077
1\ %
50 (—) ~ 8.88-1071'F
2
1\ 100
100 (5) ~ 7.89-107%

Tablica 2: Tablica vjerojatnosti da svih n zatvorenika na slucajan nacin
pronade vlastiti broj.

2. U slucaju da je pronasao svoj broj u kutiji, izlazi iz sobe jer je ostvario
svoj cilj.

3. Ako nije pronasao svoj broj, nego neki drugi broj, tada otvara kutiju
koja je numerirana nadenim brojem.

4. Ponavlja navedene korake sve dok ne pronade svoj broj ili ne otvori 50
kutija.

Slijede matematicke tvrdnje koje ¢e nam biti potrebne za nastavak.

Definicija 7.1. Bijekciju f : S — S nazivamo permutacijom skupa S. Ako je
S =A1,...,n}, bijekciju f : {1,...,n} = {1,...,n} nazivamo permutacijom
stupnja n.

Definicija 7.2. Ciklus ili ciklicka permutacija (i1 io 13 ... is) je per-
mutacija koja preslikava i1 — 19,19 — i3,...1s — i1, a ostale elemenete iz
{1,...,n} preslikava u same sebe. Broj s nazivamo duljinom ciklusa.

Definicija 7.3. Za cikluse 7 = (il is) 1Ty = (j1 jt) kazemo da
su disjunktni ako je {i, ... i} N {j1,...,Je} = 0.
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Teorem 7.4. Svaka permutacija je kompozicija disjunktnih ciklusa.

Buduc¢i da svi zatvorenici imaju dodijeljene razlicite brojeve, svaki zatvo-
renik otvara razlicitu prvu kutiju. Svaka kutija sadrzi jedan broj te dvije
kutije ne sadrze isti broj pa ¢e poredak otvaranja kutija biti razlicit za sva-
kog zatvorenika. Raspored brojeva zatvorenika koji se nalaze u kutijama
mozemo poistovijetiti s permutacijom brojeva 1 do 100, tj. bijekcijom iz
skupa {1,...,100} u samog sebe. Ako zatvorenik u nekom koraku trazenja
pronade svoj broj, taj broj ¢e ga ponovno uputiti na kutiju koju je prvu
otvorio (jer je prvu kutiju otvorio zato $to je numeririana njegovim brojem).
Na primjer, zatvorenik s vlastitim brojem 2 otvara kutiju pod brojem 2. U
toj kutiji se nalazi broj 7 pa zatvorenik nakon toga otvara kutiju numeriranu
brojem 7. U kutiji broj 7 nalazi se broj 2, to je njegov vlastiti broj te broj
prve kutije koju je otvorio. Takve permutacije su ciklicne permutacije ili
ciklusi pa prema uvjetima problema ciklus mora biti duljine manje ili jed-
nake 50. Ako je ciklus duljine veée od 50, to znac¢i da zatvorenik nije uspio

pronaci svoj broj pri otvaranju 50 kutija te svim zatvorenicima preostaje
100

smrtna kazna. Postoji ukupno d nacina za odabir brojeva koji su u cik-
lusu. Zbog simetrije ciklicnih permutacija, brojeve unutar ciklusa mozemo
poredati na (d — 1)! na¢ina. Ostali brojevi izvan ciklusa mogu biti poredani
na (100 — d)! nacina. Broj permutacija skupa {1,...,100} koje sadrze ciklus
duljine d > 50 jednak je:

(120) (d—1)/(100 — d)! = (momfoil)u! (d=1)1(100 — d)! =

100! 100!
S d—1)1(100 — d)t = 200
Q00— dj@—11.q ¢- D0 —di=—

Ukupan broj permutacija, tj. ukupan broj mogué¢ih rasporeda brojeva 1 do
100 po kutijama je 100! pa imamo da je vjerojatnost da opisanom strategijom
svi zatvorenici pronadu vlastite brojeve jednaka:

1 100! n 100! P 100!
100! ol 52 100

_1 1 1 1

—1- (g5t 1)
Naglasimo, strategija je uspjesna samo ako permutacija ne sadrzi niti je-
dan ciklus duljine ve¢e od 50 jer tako zahtjeva uvjet problema. Za izracun
sume 23251% ne postoji formula, postoje samo formule za aproksimaciju.
Medutim, digitalni matematicki alati poput Wolfram Alpha-e sposobni su
izracunati tu sumu pa koristenjem navedenog alata dobivamo sljedeé¢i rezul-

tat:

1
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1 1+1+ +1 ~ 0.3118
51 52 T 100) " T

sto je cak vise od 30%.

7.1 Na satu matematike: Problem 20 ucenika

Problem 100 zatvorenika mozemo prilagoditi za ucenike tre¢ih razreda sred-
nje skole pri obradi nastavne cjeline Osnovni principi prebrojavanja, permuta-
cije, kombinacije, varyjacije. Zbog razine zahtjevnosti, pozeljno je predstaviti
ga na dodatnoj nastavi.

Radi jednostavnosti opisavanja aktivnosti pretpostavit ¢emo da nastavni
odjel u kojem provodimo aktivnost broji 20 ucenika. Potrebno nam je 20
numeriranih kuverti u koje nastavnik nasumi¢no stavlja brojeve od 1 do
20 tako da svaka kuverta sadrzi razlicit broj. Te kuverte mozemo raspore-
diti na skolsku klupu ispred ucionice kako ostatak ucenika ne bi promatrao
medusobna pretrazivanja opisana u nastavku. Ucenicima dijelimo po jedan
papiri¢ s brojem od 1 do 20 tako da svaki dobije razlicit broj. Jedan po jedan,
ucenici izlaze iz ucionice te imaju pravo otvoriti 10 kuverti ponaosob. Cilj je
pronadi vlastiti broj dobiven na pocetku. Pobjeda je zajednicka, a pobjeduju
samo ako svi ucenici u potrazi nadu vlastite brojeve. Ucenici imaju pravo
dogovoriti se za strategiju, ali nakon sto potraga poc¢ne ne smiju se naknadno
dogovarati. Ovisno o tome koliko vremena nam je na raspolaganju, pustit
¢emo ucenike da koriste vlastite strategije trazenja odgovarajuceg broja. Na-
kon toga, nastavnik i uc¢enici pokusavaju smisliti najbolju strategiju. Ukoliko
samostalno ne dobiju ideju, nastavnik im otkriva kako se trebaju organizirati
da je vjerojatnost za pobjedu najveca. Zapisujemo korake na plocu:

1. Svaki ucenik najprije otvara kuvertu koja je numerirana njegovim vlas-
titim brojem.

2. Iduca kuverta koju otvara je numerirana brojem koji se je nalazio u
prethodno otvorenoj kuverti.

3. Ucenik ponavlja postupak sve dok ne pronade vlastiti broj, odnosno
dok ne otvorit deset kuverti.

Strategiju testiramo u praksi, a nakon toga racunamo vjerojatnost da ¢e tom
strategijom svi ucenici pronaci vlastite brojeve. Prije toga, podsje¢amo se
pojmova iz kombinatorike koje smo naucili u tre¢em razredu srednje skole.
Raspored brojeva ucenika koji se nalaze u kuvertama poistovjecujemo s per-
mutacijom brojeva 1 do 20. Navedenom strategijom korake ucenike takoder
mozemo promatrati kao permutaciju podskupa skupa {1,...,20}, a buduéi
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da nas nalazak vlastitog broja ponovno usmjerava na otvaranje prve otvo-
rene kuverte, ta permutacija je ciklicka (ciklus). Ako je ciklus duljine d < 10

znaci je ucenik pronasao vlastiti broj s 10 ili manje otvorenih kuverti. Pos-
20

toji ukupno p nacina za odabir brojeva u ciklusu, a te odabrane brojeve
mozemo poredati na (d — 1)! nacina. Ostale brojeve skupa {1,...,20} koji
nisu u ciklusu mozemo poredati na (20 — d)! nac¢ina. Ukupan broj permu-
tacija podskupa skupa brojeva {1,...,20} kojima je ciklus duljine d jednak
je:

(?) (d—1)1(20 — d)! = (20_2—(0);)!_6“ (d =120 — d)! =

20! 50!
@0 —did—1a ¢V ==

Vjerojatnost da opisanom strategijom svi ucenici pronadu vlastite brojeve
dobit ¢emo tako da racunamo vjerojatnost suprotnog dogadaja, odnosno da
je duljina ciklusa d veca od 10, a zatim ¢emo tu vjerojatnost oduzeti od broja
1 (jer vjerojatnosti nekog dogadaja i njemu suprotnog dogadaja u zbroju
daju 1). Ukupan broj permutacija brojeva 1 do 20 je 20! pa taj racun izgleda

ovako:
] 1 20! N 201 n n 20!
20! 11 12 20

=1 1+1+ +1
N 11 12 77 20)/)°

Budu¢i da se radi o manje zahtjevnom racunu, rezultat mozemo izracunati
kalkulatorom, ali mozemo koristiti i digitalni alat Wolfram Alpha-u. Racunamo:

20 1
1-> ~ 033123,

n=11

dakle trazena vjerojatnost je veca od 33%.

Ovaj zadatak vrlo se lako da prilagoditi po broju ucenika u nastavnom
odjelu, pri tome ¢e broj kuverti koji ucenici otvaraju trazenjem vlastitog
broja biti uvijek upola manji. Ako je ukupan broj ucenika neparan broj,
mozemo se i sami ukljuciti u trazenje.
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8 Gabrielov rog

Gabrielov rog, poznat jos kao Torricellijeva truba, je rotacijsko tijelo koje je
otkrio Evangelista Torricelli (1608. - 1647.). Nastaje rotacijom grafa funkcije
flz) = % na domeni [1, +00) oko osi apscisa. Paradoks Gabrielovog roga je
da ima konacan volumen, a beskonacno oplosje. Da bismo to pokazali, navest
¢emo formule kojima se racunaju volumen i oplosje rotacijskih tijela.

Slika 12: Gabrielov rog.

Volumen tijela nastalog rotacijom grafa funkcije f(x) na intervalu [a, ]
oko x—osi racunamo sljede¢om formulom:

b
V= 7T/ f(z)%dz. (3)
Tada je volumen Gabrielovog roga na domeni [1,a] jednak:

a 2 a
VZTI'/ <1) dxzﬂ/ %dxzw(1—1>.
1 \z 1 x a

Odredimo volumen Gabrielovog roga na domeni [1, +00) tako da ra¢unamo
limes kada a tezi u beskonacno:

. 1
lim (1 — —) =T.
a—o0 a

Oplosje tijela nastalog rotacijom grafa funkcije f(x) na intervalu [a, b] oko
x—osi ra¢unamo formulom:

0= 2r [ |f@)|VI+ [Flalds ()

Tada je oplosje Gabrielovog roga na domeni [1, a] jednako:
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—zn/ \/1+ :L’—27r/ ,/1+ a:2

Oplosje Gabrielovog roga bit ¢e veée od 2mlna. Kada a tezi u beskonacno,
tada 27 Ina tezi u beskonac¢no, odnosno oplosje Gabrielovog roga bit ¢e be-
skonacno.

Kako je moguce da je volumen tijela konacan, a oplosje beskonacno i ima
li smisla te dvije veli¢cine uopée usporedivati? Ne bismo li punjenjem Ga-
brielovog roga bojom takoder obojili i njegov plast s unutarnje strane? Pa-
radoks Gabrielovog roga je poznat takoder kao slikarov paradoks koji tvrdi
upravo to. Sto ako ispunimo Gabrielov rog bojom pa potom boju izlijemo,
nece li tada plast s unutarnje strane ostati obojan i rog ipak imati konac¢no
oplosje? Problem je upravo u nasem shvacanju jer pokusavamo usporediti
dvije veli¢ine koje nisu usporedive. Fizicka boja o kojoj govorimo nije dvo-
dimenzionalna nego ima i svoju debljinu, to jest trodimenzionalna je pa zato
ne mozemo razmisljati na navedeni nacin. Cini nam se da je oplogje Gabri-
elovog roga vece od volumena, medutim, kao Sto nema smisla usporedivati
duljinu i povrsinu, metre s kvadratnim metrima, litre sa satima i sli¢no, tako
nema smisla usporedivati povrsinu/oplogje s volumenom tijela.

8.1 Na satu matematike: Konac¢an volumen i beskonac¢no
oplosje

L - =

_

<

&l
=
&l
5

Slika 13: Niz kocaka s bridom duljine L
Vn

Umjesto originalnog paradoksa Gabrielovog roga, uc¢enicima u ¢etvrtom
razredu pri obradi redova mozemo prikazati slican paradoks za koji nije po-
trebno znanje o nepravim integralima te volumenu i oplosju rotacijskog tijela.
Radi se o nizu kocaka kojima je zbroj volumena konacan, a ukupno oplosje
beskona¢no. Problem koji zadajemo ucenicima glasi:
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Zamislite beskonacan niz kocaka takvih da je prva kocka s bridom
duljine 1, druga kocka s bridom duljine LQ, trec¢a kocka s bridom
duljine \/Lg, ..., n-ta kocka s bridom duljine \/Lﬁ i tako dalje kao
Sto je prikazano na slici 13. Izracunajte ukupan volumen i oplosje

kocaka u tom nizu [15].

Oplosje kocke s duljinom brida a ra¢éunamo po formuli O = 6a?. Da bismo
izracunali oplosje svih kocaka u navedenom beskona¢nom nizu, racunamo

sumu reda:
6-124+6- <%>2+6- (%)2+6-(%>2+...+6-(%)2+...

1 1 1 1
=6- 1+_+_+_+'“+ﬁ+”'

6 { ]
4
°®
2 O.
® 9
® 0

.‘.0.0.000QOOQQQQggg......‘.a

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

2
Slika 14: Niz tocaka (n, 6 - (\%) ) koje prikazuju oplosje n-te kocke.

3% WolframAlpha

\sum _{n=T}*{\infty }(6\cdot\left(\frac{1}{sgrt\left(n\right)\right)*2) a8 ‘
% NATURAL LANGUAGE | [f5 MATH INPUT f EXTENDED KEYBOARD 3% EXAMPLES  # UPLOAD 32 RANDOM
Infinite sum Show tests [ v Step-by-step solution
1
Z()[— ] diverges to co
n=1 ‘/;

Slika 15: Racunanje oplosja beskona¢no mnogo kocaka pomocu digitalnog
alata Wolfram Alpha.

Na slici 14 vidimo da se oplosje svake sljedece kocke u nizu smanjuje, ali

1
vrlo sporo. Red Z — je poznati harmonijski red koji je divergentan, odnosno
n

n=1
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oplosje svih kocaka je beskonacno. S ucenicima to mozemo izra¢unati pomocu
digitalnog alata kao Sto je prikazano na slici 15.

Volumen kocke s duljinom brida a racunamo po formuli P = a?® pa je
volumen zadanih kocaka jednak zbroju:

13+<%)3+<%)3+<%)3+...+(%):...

Slika 16: Niz tocaka koje prikazuju volumen n-te kocke.

Na slici 16 vidimo da se volumen svake sljede¢e kocke u nizu vrlo brzo

o0 3
smanjuje. S ucenicima takoder mozemo izracunati da red g <—) ko-

vn

n=1
nvergira kao Sto je prikazano na slici 17.

3% WolframAlpha

\sum _{n=1}*{\infty }(\left(\frac{1H{sqrt\left(n\right)}\right)*3) =]
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Infinite sum More digits

Y[ ) =)o

Slika 17: Rac¢unanje volumena beskonacno mnogo kocaka pomocu digitalnog

alata Wolfram Alpha.

Zakljucujemo da zadani niz kocaka zaista ima konacan volumen i be-
skonacno oplosje. Kao i kod Gabrielovog roga, s ucenicima mozemo komen-
tirati slikarov paradoks i na ovom primjeru. Potrebno je objasniti da bojenje
strana kocki ne mozemo poistovijetiti s oplosjem kocke jer fizicka boja ima
treé¢u dimenziju - debljinu koja je svakako razlic¢ita od nule.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisujemo matematicke paradokse iz razli¢itih po-
drucja matematike. Paradoks krumpira jedan je od jednostavnijih paradoksa
i lako se objasnjava postotnim ra¢unom. Zenonov paradoks o Ahileju i kor-
njaci na slikovit na¢in nam pokazuje da suma beskona¢no mnogo clanova
moze biti konac¢na. Rodendanski paradoks idealan je uvod u temu vjero-
jatnosti, a za nesto kompetentnije ucenike koji uce o uvjetnoj vjerojatnosti
proucavamo i Monty Hall paradoks. Za matematicko ocekivanje zaintrigi-
rat ¢e nas paradoks dvije kuverte, a za ciklicke permutacije problem 100
zatvorenika. Na kraju racunamo volumen i oplosje Gabrielovog roga pa ih
pokusavamo usporediti. Svaki od navedenih paradoksa prilagodili smo nas-
tavi matematike na odredenoj razini obrazovanja i time dali ideju nastavni-
cima kako zainteresirati ucenike za spomenuta matematicka podrucja.
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Summary

In this thesis we describe mathematical paradoxes from different areas of
mathematics. The potato paradox is one of the simpler paradoxes and is
easily explained by a percentage calculation. Zeno’s paradox about Achil-
les and the tortoise visually shows us that the sum of an infinite number of
parts can be finite. The birthday paradox is an ideal introduction to the
topic of probability, and for somewhat more competent students learning
about conditional probability, we also study the Monty Hall paradox. For
mathematical expectation we will be intrigued by the paradox of two envelo-
pes, and for cyclic permutations by the problem of 100 prisoners. Finally, we
calculate the volume and area of Gabriel’s horn and try to compare them.
We have adapted each of these paradoxes to the teaching of mathematics at
a certain level of education, thus giving teachers an idea of how to interest
students in the mentioned mathematical areas.
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Zivotopis

Rodena sam 30. studenog 1996. godine u Bjelovaru. Osnovnoskolsko obra-
zovanje zavrsila sam u III. osnovnoj skoli Bjelovar, a nakon toga sam upisala
pa 2015. godine zavrsila opéi smjer u Gimnaziji Bjelovar. Iste te godine upi-
sala sam predidplomski studij na Prirodoslovno-matematickom fakultetu u
Zagrebu - nastavnicki smjer matematike. 2019. godine zavrsila sam preddi-
plomski studij te upisala diplomski studij - nastavnicki smjer matematike.
Tijekom studiranja obavljala sam razne studentske poslove, a od rujna 2021.
godine radim u Ekonomskoj i birotehnickoj skoli Bjelovar te Medicinskoj
skoli Bjelovar kao nastavnica matematike.
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