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Uvod

IzraCunljivost kao grana matematike bavi se proucavanjem rekurzivnih funkcija. Intuitivno,
rekurzivna funkcija f : N — N je funkcija za koju moZemo napisati program, odnosno za
koju postoji “algoritam”, koji kao ulaz prima i € N i vraca vrijednost funkcije f(i). Na pri-
mjer, na intuitivnoj razini je jasno da je funkcija N — N ¢ija vrijednost je jednaka 1, ako je
i prost broj, a 0 ako i nije prost broj, rekurzivna. Naime, algoritam za tu funkciju bi za dani
i € N trebao napraviti kona¢no mnogo provjera, je li i djeljiv s nekim brojem manjim od
njega. Prvo poglavlje ovog diplomskog rada namijenjeno je klasi¢noj teoriji izraCunljivosti
1 u njemu formaliziramo pojam rekurzivne funkcije. Precizno ¢emo definirati Sto znaci da
za neku funkciju postoji “algoritam” koji izra¢unava njene vrijednosti. Stovise, prosiriti
¢emo pojam rekurzivne funkcije na funkcije ¢ija kodomena je Z, Q, R. Takoder, uvodimo
1 obradujemo pojmove kao Sto su rekurzivan i rekurzivno prebrojiv skup, koji su temeljni
pojmovi u teoriji izraCunljivosti. Za kraj prvog poglavlja obradujemo r.r.o. funkcije koje
¢e nam biti potrebne kasnije u diplomskom radu.

Sljedeci cilj je povezati teoriju metrickih prostora sa izraCunljivosti. U diplomskom
radu podrazumijeva se osnovno znanje o metriCkim prostorima pa neke definicije i rezultati
vezani uz to nisu posebno navedeni. Kako bi povezali te dvije teorije uvodimo pojam efek-
tivnog separirajueg niza u metrickom prostoru (X, d). Za niz (a, ).y koji je gust u (X, d)
te takav da je funkcija N> = R, (i, j) — d(a;, @;) rekurzivna kaZemo da je efektivan sepa-
rirajui niz u (X, d). Uredenu trojku (X, d, @) tada nazivamo izraCunljivim metrickim pros-
torom. Na izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @) poru¢avamo svojstva izracunljivo
prebrojivih i izracunljivih podskupova od X. Ispostavit ¢e se da je svaki izracunljiv skup
ujedno i izraCunljivo prebrojiv skup te da ga moZemo promatrati kao izracunljiv metricki
prostor.

Jednu klasu metrickih prostora ¢ine kompaktni metricki prostori. MoZe se pokazati da
je metricki prostor (X, d) kompaktan ako i samo ako je potpun i ako za svaki € > 0 postoje
tocke xi, ..., x, € X takve da je

X = g K(x;, €).

Ovaj rezultat nas motivira na sljedecu definiciju. Za izracunljiv metricki prostor (X, d, @)



2 SADRZAJ

kazemo da je efektivno kompaktan ako je (X, d) kompaktan i ako postoji rekurzivna funk-
cija f : N — N takva da vrijedi

fk)
X = U K(a;,27%), za svaki k € N,
i=0

Jedan od primjera efektivno kompaktnog izracunljivog metrickog prostora biti ¢e ([0, 1], d, @),
gdje je d euklidska metrika i a efektivan separirajuci niz u ([0, 1], d). S druge strane, poka-
zuje se da za y > 0 takav da y nije izraunljiv broj izracunljiv metricki prostor ([0, y], d, @),
gdje je d euklidska metrika 1 a efektivan separirajuci niz u ([0, y], d), nije efektivno kom-
paktan. Klju¢na razlika izmedu ova dva metri¢ka prostora je ta da je 1 izracunljiv broj, dok

v nije. Ispostavit ¢e se da su izracunljivi skupovi gledani kao izraunljivi metricki prostori
efektivno kompaktni. Jo§ jedan zanimljiv rezultat je da efektivna kompaktnost ne ovisi o
efektivnom separirajuéem nizu. Preciznije, ako je (X, d) metricki prostor i a, S efektivni
separirajuci nizovi u (X, d), tada vrijedi

(X,d, @) je efektivno kompaktan <= (X, d, ) je efektivno kompaktan.



Poglavlje 1

Izracunljivost

1.1 Rekurzivne funkcije i rekurzivni skupovi

Neka je z : N — N funkcija definirana sa z(x) = 0, zasvaki x € Ntenekaje s : N —» N
funkcija definirana sa s(x) = x + 1, za svaki x € N.
Nekaje k € N\ {0}i j € {1,2,...,k}. Definiramo funkciju 15? :NF - N sa

k
Ij(xl,)C2, . .,Xk) = Xj.

Za funkcije z, s, I’,‘ kaZzemo da su inicijalne funkcije.
Neka su n,k € N\ {0}, te nekasu f : N* — Ni g, g,...,8, : N¥ - N funkcije. Za
funkciju /2 : N*¥ — N definiranu sa

h(x) = f(g1(x), g2(x), ..., 8u(x)), za svaki x € N¥

kaZzemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2,..., &n.
Neka je k € N\ {0}, te neka su f : N* — Nig : N2 — N funkcije. Za fiksne
X1, X2, ... X; € N definiramo funkciju 4 : N¥*! — N induktivno po y € N sa

h(07x17x2’ A "xk) = f(xl’xz" .. ’xk)’

h(y + 1’ xl’ x2’ et xk) = g(h()}’ xl’ x2’ ct xk)’y’ x19x29 . ’xk)'
Za ovako definiranu funkciju 4 kaZzemo da je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija
fig.
Neka je k € N\ {0}. Pretpostavimo da je g : N**! — N funkcija takva da za svaki
(X1,X2,...,%) € N postoji y € N takav da vrijedi g(x;, X, ..., X y) = 0. Za funkciju
f : N¥ — N definiranu sa

f(X1,XQ,...,Xk) = mln{y € N | g(xl’x2" --’xk,y) = O}

3
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kaZzemo da je dobivena primjenom u — operatora na funkciju g. Broj f(xy, x2, ..., x¢) joS
oznacavamo sa uy(g(xy, X2, ..., X, y) = 0).

Definirajmo sada pojam rekurzivne funkcije.

Neka je R, skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da smo za neki n € N definirali

skup R,,.
Oznacimo sa A skup svih funkcija £ sa svojstvom da postoje f, g1, &2, - .-, gk € R, takve da
je funkcija i dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2, .- ., k-

Oznacimo sa B skup svih funkcija 4 sa svojstvom da postoje f, g € R, takve da je funkcija
h dobivena primitivnom rekurzijom funkcija f i g.

Oznacimo sa C skup svih funkcija £ sa svojstvom da postoji g € R, takva da je funkcija &
dobivena primjenom u — operatora na funkciju g.

Definiramo skup R, sa R,;; = R, UA U B U C. Na ovaj nacin smo induktivno definirali
niz skupova Ry, Ry, ..., R,, ..., iz same definicije niza jasno je da vrijedi R, C R,,, za sve
n,m € N takve da je n < m.

Za funkciju h kazemo da je rekurzivna ako je 4 € | R,, odnosno ako postoji n € N takav

n=1
dajeh € R,.
Uocimo da su sve inicijalne funkcije rekurzivne te da je skup svih rekurzivnih funkcija
prebrojiv. Naime, indukcijom se lako pokaZe da je R, prebrojiv skup za svaki n € N pa je
onda |J R, prebrojiv skup kao prebrojiva unija prebrojivih skupova.
n=1
Propozicija 1.1.1.  a) Neka je n € N\ {0}, te neka su f, g1, g2, ...,&, rekurzivne funk-
cije. Tada je funkcija h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, &2, - .., 8, rekurzivna
funkcija.

b) Neka su f i g rekurzivne funkcije. Tada je funkcija h dobivena primitivnom rekurzi-
jom funkcija f i g rekurzivna funkcija.

c) Neka je g rekurzivna funkcija. Tada je funkcija h dobivena primjenom u — operatora
na funkciju g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju a). Neka je n € N\ {0}. Neka su f, gy, g2,...,g, rekurzivne
funkcije te neka je 4 funkcija dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2, . . . , - 1z Cinjenice
da su funkcije f, g1, g2, - - - , g, rekurzivne slijedi da postoje k, ki, ks, ..., k, € N takvi da je
fE€R, 8 €ERY,8 € R,y ..., 80 € Ry,. Neka je K = max{k, ky, ks, . .., k,}. Kako je

k<Kk <K,...,k, <K,

te kako je R; C R zasve i, j € N takve daje i < jslijedi Ry C Rk, Ry, € Rk, ..., Ry, € Rg,
pavrijedi f, g1, &2, ..., 8 € Rg. Kako je h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2, ..., &n
imamo A € Rg., pa je h rekurzivna funkcija.

Tvrdnje b) 1 ¢) dokazuju se analogno. m|
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Primjer 1.1.2. Funkcija h : N> — N definirana sa h(y, x) = y + x je rekurzivna. Vrijedi:
h0, x) = x = I} (x),

hy+1,x)=0+D+x=0+x)+1=Gh(,x),y,x),

pri cemu je G : N* — N funkcija definirana sa G(x,y,7) = x + 1.

Dakle, funkcija h je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija 1 11 iG. 1 11 Jje inicijalna funk-
cija pa je rekurzivna, a kako vrijedi G(x,y,z) = s(113(x, v,2)) imamo da je G dobivena
kompozicijom funkcija s i 113 koje su rekurzivne pa je prema propoziciji funkcija G
rekurzivna.

Konacno, kako je h dobivena primitivnom rekurzijom rekurzivnih funkcija I i G iz propo-
zicije slijedi da je h rekurzivna funkcija.

Primjer 1.1.3. Neka je k € N\ {0} te neka je m € N. Funkcija c,, : N* — N definirana sa
cn(x) = m, za svaki x € N¥ je rekurzivna. DokaZimo to indukcijom po m. Vrijedi

co(x) = 0 = 2(I{(x))

pa je cq rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija z i I{“. Pretpostavimo sad
da je funkcija c,, rekurzivna za neki m € N. Imamo

Cnr1(x) = m+ 1 = s(cp(x)),

dakle c,,1 je dobivena kompozicijom funkcija s i c,. Funkcija s je rekurzivna, a c,, je
rekurzivna po induktivnoj pretpostavci. Sada iz propozicije slijedi da je funkcija ¢,
rekurzivna. Dakle, dokazali smo da je funkcija c,, rekurzivna za svaki m € N.

Propozicija 1.1.4. Neka je m € N, te neka je g : N> — N rekurzivna funkcija. Neka je
h : N — N definirana sa
h(0) =m

h(y + 1) = g(h(y), y).

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje i’ : N> — N funkcija definirana sa /’(y, x) = h(y). Primjetimo da je
h(y) = H'(3,0) = K (I}().20))

pa je h dobivena kompozicijom funkcija /', 1},z. Kako su funkcije 1],z rekurzivne da
bismo pokazali da je & rekurzivna funkcija prema propoziciji dovoljno je pokazati da
je funkcija &’ rekurzivna. Imamo

H'(0,x) = h(0) = m = ¢,(x),
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K(y+1,x) =hy+1) =g,y = GH (., x),y, x),

pri emu je G : N* — N funkcija dana sa G(x,y,z) = g(x,y). Funkcija G je dobivena
kompozicijom funkcija g, I3, I3 jer je G(x,y,2) = g(x,y) = g(I;(x,y,2), [3(x,y,2)). Stoga
je G rekurzivna prema propoziciji [[.1.1] Nadalje /' je dobivena primitivhom rekurzijom
funkcija c,, i G koje su rekurzivne pa je prema propoziciji[I.1.1]#’ rekurzivna funkcija. O

Uzmemo li u prethodnoj propoziciji da je m = 01 g = I? lako dobivamo da je funkcija
pr: N — N definirana sa
y - 1’y 2 1
pr(y) = {

0,y=0

rekurzivna.
Navedimo sad joS§ neke vazne primjere rekurzivnih funkcija. Dokaz da su te funkcije re-
kurzivne moze se pronaéi u [7].

Primjer 1.1.5. Sljedece funkcije su rekurzivne:
a) N> > N,(x,y) = x-y

b) N?> - N, (x,y) = x=y, pri Cemu je

: {x—y,ny
xX=y =
0,x<y

Funkciju (x,y) — x—y nazivamo modificirano oduzimanje.
c) N2 5 N, (x,y) — ¥
d) N> - N, (x,y) — |x -
e) sg: N - N,
) I,x>1
sg(x) =
8 0,x=0
f) sg : N - N,
700 0,x>1
sg(x) =
8 1,x=0
g) N? - N, (x, y) — max{x, y}

h) N> > N, (x, y) — min{x, y}
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Propozicija 1.1.6. Neka je k € N\ {0}, te neka su f, g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije f + gi f - g rekurzivne.

Dokaz. Funkcije F,G : N — N definirane sa F(x,y) = x+yiG(x,y) = x-y su rekurzivne.
Imamo da je

(f + &) = f(x) + g(x) = F(f(x),8(x)),

(f - &) = f(0) - g(x) = G(f(x), g(x)).

Vidimo da je f + g dobivena kompozicijom funkcija F, f, g, te da je f - g dobivena kompo-
zicijom funkcija G, f, g. Kako su funkcije F, G, f, g rekurzivne, iz propozicije slijedi
da su i funkcije f + g1 f - g rekurzivne. O

Napomena 1.1.7. Neka su n, k € N\{0}. Induktivnim argumentom iz prethodne propozicije
lako dobivamo da za rekurzivne funkcije fi, fo,...,f, : N¥ — N vrijedi da su funkcije

fitbh+-+fiifi-foroeee [ rekurzivne.

Neka je k € N\ {0}. Za skup S C N* kazemo da je rekurzivan ako je ys : Nf —
N, karakteristi¢na funkcija skupa S, rekurzivna funkcija. Gdje je karakteristicna funkcija

skupa S definirana sa
l,xeS§
xX) =
Xs(x) {O,x%S

Propozicija 1.1.8. Neka je k € N\ {0}. Neka su A, B € N* rekurzivni skupovi. Tada su
skupovi AU B,A N Bi A° rekurzivni.

Dokaz. Kako su skupovi A i B rekurzivni imamo da su funkcije y4 i1 x s rekurzivne. Ocito
je
Yang(X) = xa(x) - xp(x), za svaki x € N¥,

Prema tome funkcija y4np je rekurzivna prema propoziciji [I.1.6) kao umnozak rekurzivnih
funkcija, stoga je skup A N B rekurzivan.
Nadalje, vrijedi

Xac(x) = c1(x0)—xa(x).

Oznacimo li sa G modificirano oduzimanje iz prethodne jednakosti vidimo da je funkcija
Xac dobivena kompozicijom funkcija G, ¢y, x4 koje su rekurzivne. Sada je funkcija yae
rekurzivna prema propoziciji[I.1.1] stoga je A° rekurzivan skup.

Iz prethodno dokazanih tvrdnji i jednakosti AUB = (A°NB°)° slijedi da je i AU B rekurzivan
skup. m|
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Napomena 1.1.9. Neka su n,k € N\{0}. Induktivnim argumentom iz prethodne propozicije

lako dobivamo da za rekurzivne skupove Ay, A,, ..., A, C N¥ vrijedi da su skupovi | J A; i

i=1

n
() A; rekurzivni.
i=1

Propozicija 1.1.10. Neka je k € N \ {0} te neka je S € N¥ konacan skup. Tada je S

rekurzivan.

Dokaz. Ako je S = 0, tada je ys(x) = 0 = z(If(x)), za svaki x € N¥, pa je S rekurzivan
skup.

Pretpostavimo da je S # 0.

Tada postoje n € N\ {0} 1 x1, x2,...,Xx, € N* takvi da je S = {xy,x2,...,x,}. Iz prethodne

napomene i ¢injenice da je S = [ J{x;} slijedi da je dovoljno pokazati da je svaki jednoclan
i=1

podskup od N rekurzivan. Neka je x, € N* proizvoljan, tada postoje aj, .. .,a; € N takvi
daje xo = (ay, ap, ..., a;). Vrijedi:

k
X (9 = 58O ) = i,
i=0

Lako se pokaZze da je funkcija x — @(Zf:o |If(x) — a;]) rekurzivna. Sada imamo da je skup
{xo} rekurzivan za proizvoljan xy € N, pa je 1 § rekurzivan prema napomeni|l.1.9|. O

Propozicija 1.1.11. Neka su k,n € N\ {0}. Neka su S,S»,...,S, € N¥ rekurzivni skupovi
takvi da vrijedi: ;NS ; =0, svei# ji|JS; = N*. Pretpostavimo jos da su fi, f, ..., f, :

i=1
N — N rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F : N* — N definirana sa:

filx), x €84
f(x),x €8,
F(x) =
fa(X), x €S,
rekurzivna.
Dokaz. 1z Cinjenice da su skupovi S1,S,,...,S, medusobno disjunktni i da u uniji daju

NF slijedi da je:
F=fi-xs +-+fuxs,
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Zasvakii € {1,2,...,n} funkcija f; - ys, je rekurzivna kao umnozak rekurzivnih funkcija.
Imamo da je F zbroj rekurzivnih funkcija pa je i sama rekurzivna. O

Propozicija 1.1.12. Neka je k € N\ {0}. Neka je S € N**! rekurzivan skup sa svojstvom
da za svaki x € N* postoji y € N takav da je (x,y) € S. Neka je f : N* — N funkcija
definirana sa:

f(x) =min{y e N| (x,y) € S} = uy((x,y) € S).

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je g : N¥*! — N funkcija definirana sa
g(x,y) = 58(rs(x,y)), za svaki x € N, za svaki y € N.

Uocimo da je g rekurzivna funkcija te da vrijedi: g(x,y) = 0 ako i samo ako (x,y) € S.
Dakle, imamo
J) = py((x,y) € §) = uy(g(x, y) = 0),

stoga je f rekurzivna prema propoziciji [[.1.1] jer je dobivena primjenom p—operatora na
funkciju g. O

Propozicija 1.1.13. Neka je k € N\ {0} i g : N*! — N rekurzivna funkcija. Tada je i
funkcija f : N**! — N dana sa:

y
JO,X1,...,x) = Zg(i,xl,...,xk)
i=0

rekurzivna.

Dokaz. Primjetimo da vrijedi:
f(O,X1,. ..,Xk) = g(o’xl’-- .,Xk),

JO+1L,x,..0,x0) = f, x5, x0) 800+ 1, x1, ..., Xp).

Zbog toga §to je g rekurzivna funkcija lako vidimo da je funkcija G : N¥ — N dana sa
G(xi,...,x) = g(0,xy, ..., x;) rekurzivna. Takoder lako se vidi da je funkcija H : N**2 —
N, H(z,y, x1,...,x) =2+ gy + 1,x1,...,x;) rekurzivna. Sada vrijedi:

f(O,.Xl,...,Xk) :G(XI,...,.Xk)

SO+ 1Lx,.00,x0) = HEO, X1y e ooy X))y Vs X1y e vy Xi)

pa je f rekurzivna jer je dobivena primitivnom rekurzijom rekurzivnih funkcijaGi H. O
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Propozicija 1.1.14. Neka je k € N \ {0} te neka je g : N**' — N rekurzivna funkcija.
b
" LICICICIEY ) S b
Tada je funkcija f : N2 — N dana sa f(a,b,xy,...,x) = ég(l X1 Xi), a
0,a>b
rekurzivna.

Dokaz. Definirajmo funkcije g’, f’ : N¥*2 — N sa

g’(iaaaxla .. .,Xk) =

{g(i’xb--',xk)’i >a

0,i<a

b
f(bya,xi,...,x) = Zg’(i,a,xl, ey XE).
i=0

Iz ¢injenice da je g rekurzivna funkcija i propozicije [[.1.T1]slijedi da je funkcija g’ rekur-
zivna, a sada iz propozicije|l.1.13|slijedi da je 1 f” rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da
sua,b € N takvi da je a < b. Tada vrijedi:

b a-1 b
Fibax,....x)= ) glax,...,x)= Y gGax,....x)+ ) glax,. .5
i=0 i=0 i=a

b
=0+ Zg(i,a,xl,...,xk) = fla,b,xy,...,x).

i=a

S druge strane, za a > b ocito vrijedi:
f,(b’a,xl," ','xk) = 0 = f(a,b’xl" "’xk)
Prema tome za sve a, b, x1, . .., x; € N imamo
2 2
f(a’baxla---axk) = f/(12+ (a,b,X1,...,Xk),Il+ (a,b,XI,...,Xk),x1,. ..,Xk)

iz Cega zakljuCujemo da je f rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.15. Neka je k € N\ {0} te neka je g : N*!' — N rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo jos da su a, 8 : N* — N rekurzivne funkcije. Tada je funkcija f : N¥ — N
dana sa

(X1 eees 0) .
Zi(ill ..... ); l;\) g(l, Xy ,Xk), a’()C], cee ,.Xk) Sﬂ(X], o ,Xk)

0, a(xy,...,x1) > B(x1,y. .., Xp)

f(-xl,""xk):{

rekurzvina.
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Dokaz. Definirajmo funkciju 4 : N¥*2 — N sa

Z?:ag(i’xlv---’xk),a < b
0,a > b.

h(a,b,XI,...,Xk) = {
Prema propoziciji [I.1.14] i je rekurzivna funkcija. Vrijedi:
f(x19 .o ,Xk) = h(a/(-xl’ oo 9xk)9ﬁ(xl9 .o ,Xk), Xisewo ,Xk).
Jer su @, B 1 h rekurzivne funkcije zaklju€ujemo da je f rekurzivna funkcija . O

Sljedeca propozicija dokazuje se na sli¢an nacin kao propozicija

Propozicija 1.1.16. Neka je k € N \ {0} te neka je g : N**' — N rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo jos da su «, 8 : N* — N rekurzivne funkcije. Tada je funkcija f : N — N
dana sa

..... ) .
f(x X ) _ Hﬁ((ill ’’’’’ ))(C i) g(l’ Xlsewo ,Xk), a/(xl’ .o ,Xk) Sﬁ(xla .o ,.Xk)
Ireees Xk) =
La(xy, ..., x) > B(xy,. .., xx)
rekurzivna.

Propozicija 1.1.17. Neka je k € N\ {0} te neka su a : N* — N i h : N — N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije f, g : N* — N dane sa

f(X) = maxOSiSa(x)h(ia x)a
g(x) = minOSiSa(x)h(i’ .X)
rekurzivne.

Dokaz. Dokazimo da je funkcija f rekurzivna. Analogno se dokazuje da je i1 funkcija g
rekurzivna. Neka je f’ : N¥*! — N funkcija definirana sa

f/(i, x) = max{h(0, x), ..., h(i, x)}, zasve i € N, x € N¥,
Vrijedi
170, x) = h(0, x),
/(i +1,x) =max{f'(i, x), h(i + 1,x)}, zasveie N, x e N,

Vidimo da je funkcija f” dobivena primitivnom rekurzijom rekurzivnih funkcija. Stoga je
f” rekurzivna funkcija. Nadalje, ocito za sve x € N¥ vrijedi

f) = f(ax), x).

ZakljucCujemo da je f rekurzivna funkcija jer je kompozicija rekurzivnih funkcija. m|
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b

X Ly > 1
Lema 1.1.18. Funkcija f : N*> — N definirana sa f(x,y) = {[yJ Y 0 Jje rekurzivna.
Yy =

Dokaz. Primjetimo da za sve x,y € N takve da je y > 1 vrijedi:

X

f6y) = H = max{j €N | j< [} =max(j N | jy<x)= 358y
i=1

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da za svaki i takav da je i < max{j € N |
Jj -y < x}vrijedi sg(i - y=x) = 1, aza svaki i takavdajei > max{j € N | j-y < x} vrijedi
5g(i - y=x) = 0. Primjetimo da jednakost:

X

flxy) = ) 580 y-x)

i=1

vrijedi i za y = 0. Definirajmo sada funkcije a,8 : N> — N te funkciju g : N*> — N sa
a(x,y) =0, B(x,y) = x1ig(,x,y) = 5g(i - y=x). Lako se pokaze da su «, 3, g rekurzivne
funkcije. Nadalje, imamo da je

B(x.y)
faey =D 8lxy)
i=a(x,y)
pa iz propozicije [I.1.15]slijedi da je f rekurzivna funkcija. m|

Lema 1.1.19. Skup D = {(x,y) € N? : y | x} je rekurzivan.
Dokaz. Neka je f funkcija iz leme [I.1.18] Tvrdimo da vrijedi:

xp(x,y) = 5g(x=(y - f(x,y)), zasve x,y € N,

Zaista, pretpostavimo da je (x,y) € D, taday | x. Ako je y = 0 imamo x = 0 pa je

sg(x=(y - f(x,y)) = 58(0-(0 - £(0,0)) = 1.

Ako je y # 0 imamo

TE(x=(y - f(x,)) = 5g(x=(y - g» = 5g(x-x) = 58(0) = 1.

Pretpostavimo sada da (x,y) ¢ D. Taday 1 x. Ako je y = 0 imamo x > 0 pa je

sg(x=(y - f(x,y)) = 58(x=(0 - x) = 5g(x=0) = 58(x) = 0.
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Akojey # 0izy 1 x slijedi
Fx,y) < ’;‘ =y fry) <y- g = x = x2(y- f(x,)) > 0 = 5gx=(y - f(x,y)) = 0.

Iz leme|1.1.18|slijedi da je f rekurzivna funkcija pa se lako vidi da je 1 funkcija (x,y) —
58(x—=(y - f(x,y)) rekurzivna. Iz prethodno dokazanog imamo da je yp rekurzivna funkcija
pa je D rekurzivan skup. O

Lema 1.1.20. Neka je f : N — N funkcija definirana sa:
najmanjiy > 1 takavday | x,x > 2
f(x) =
2,x<?2
Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Primjetimo da za svaki x € N vrijedi:
fO) = py((x,y) € () eN? iy > iy | xiliy > x))

Neka je D skup iz leme|1.1.19|te neka su S i S, skupovi danisa S| = {(x,y) € N> : y > 1}
iS,={(x,y) € N?:y> x}. Skup D rekurzivan je prema lemi|l.1.19, a vrijedi:

Xs,(x,y) = sg(y=1)

Xs,(%,y) = sg(y=x),
pasuiSy,S, rekurzivni skupovi. Iz propozicije slijedi da je skup S; N (D U S»)
rekurzivan. Nadalje, vrijedi

J) = py((x,y) € S1 N (D US»))

pa iz propozicije slijedi da je f rekurzivna funkcija. i
Teorem 1.1.21. Neka je P skup svih prostih brojeva. Skup P je rekurzivan.
Dokaz. Neka je f funkcija iz leme Vrijedi:

XxXeEP < f(x)=nx.

Zaista, neka je x € . Tadaje x > 21ine postojiy < x1y > 1 takavday | x, a kako x | x
imamo f(x) = x.

Obratno, neka je f(x) = x. Iz same definicije od f slijedi da je u tom slucaju x > 2 i da
je najmanji y > 1 takav da y | x upravo x, Sto znaci da je x prost broj odnosno x € P. Iz
prethodnog vidimo da vrijedi:

xe(x) =5g(lf(x) — x]), za svaki x € N.

Iz leme [I.1.20 slijedi da je f rekurzivna funkcija pa se lako vidi da je funkcija x -
5g(]f(x) — x|) rekurzivna, prema tome % je rekurzivan skup. m|
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Neka je p : N — N funkcija koja prirodnom broju i pridruzuje (i + 1)-vi po redu prost
broj. Dakle,
p0) =2,p(1) =3,p(2) =5,p3) =17,....

Vrijednost p(i) krace ¢emo oznacavati sa p;.
Propozicija 1.1.22. p je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje S| = {(x,y) € N? : y je prost broj} te neka je S, = {(x,y) € N> : y > x}.
Vrijedi:

Xs, (%, ) = xp(y)
pa iz teorema|l.1.21]|slijedi da je §; rekurzivan skup. Nadalje u dokazu leme [1.1.20| po-
kazano je da je S, rekurzivan skup. Sada iz propozicije [I.1.8]slijedi da je skup S; N S,
rekurzivan. Definiramo funkciju f : N — N sa f(x) = uy((x,y) € S1 N S»). Iz propozicije
[I.1.12]slijedi da je ovako definirana funkcija f rekurzivna. Vrijedi:

p0) =2
py+1) = f(p() = G(p(y).y)

pri ¢emu je G : N> — N funkcija dana sa G(x,y) = f(x). Iz &injenice da je f rekurzivna
lako vidimo da je G rekurzivna funkcija. Sada iz propozicije(l.1.4{slijedi da je p rekurzivna
funkcija. O

Definirajmo funkciju e : N> — N sa

() { eksponent s kojim prost broj p; ulazi u rastav od x na proste faktore, x > 1
e(x, i) =
0,x=0

Propozicija 1.1.23. e je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x,i € N. Za x > 1 vrijedi: pf("’i) | x1 pf“’”“ t x, prema tome e(x, i) je
najmanji prirodan broj y takav da p; Ty x pa je e(x, i) takoder najmanji prirodan broj y

takav da p; Ty x+ sg(x). Primjetimo da to vrijedi i za x = 0, stoga je
e(x, i) = py((x,1,y) € §))

gdieje S = {(x,i,y) € N* : p™*' f x+75g(x)}. Prema propoziciji[l.1.12|dovoljno je dokazati
da je S rekurzivan skup. Neka je D skup iz leme[I.1.19] Tvrdimo da vrijedi:

xs(x6,0,y) = xpe (Pl x + 5g(x)).

Imamo ys(x,i,y) = 1 & (x,i,y) €S (pf”,x+@(x)) ¢D — (P

58(0)) € DY &= xpe(p]", x+3g(0) = 1.
Lako se pokaze da je funkcija (x, i, y) — xpe(p] ox+ sg(x)) rekurzivna pa je S rekurzivan
skup. m|

, X +



1.2. REKURZIVNO PREBROJIVI SKUPOVI 15

1.2 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Neka su n, k € N\{0} te neka je f : N¥ — N” funkcija. Tada vrijedi f(x) = (fi(x), ..., f(x)),

za svaki x € N¥, pri ¢emu su fi,. .., f, : N¥* — N komponentne funkcije od f.
Za funkciju f : N¥ — N" kaZemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije
fis-.., fn rekurzivne.

Uocimo da je za svaki n € N skup rekurzivnih funkcija N* — N" prebrojiv. Naime,
ozna¢imo sa S = {f : N¥ — N | f jerekurzivna}. Znamo da je S prebrojiv skup, a
skup svih rekurzivnih funkcija N¥ — N” je o&ito ekvipotentan kartezijevom produktu od n
skupova S koji je takoder prebrojiv. Zaklju¢ujemo da rekurzivnih funkcija N¥ — N" ima
prebrojivo mnogo za sve k,n € N. Kako je prebrojiva unija prebrojivih skupova ponovno
prebrojiv skup imamo da ukupno rekurzivnih funkcija ima prebrojivo mnogo.

Neka su n,k,/ € N\ {0} te neka su g : N* — N"i f : N* — N rekurzivne funkcije.
Tvrdimo da je tada f o g : N¥ — N/ rekurzivna funkcija.

Akoje !l =1imamo daje (f o g)(x) = f(g(x)) = f(g1(x),...,g.(x)). Zasvakii e {l,...,n}
funkcija g; je funkcija sa N* u N i rekurzivna je po definiciji rekurzivnosti funkcije g. Sada
Sada vidimo da je f o g dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., g, koje su rekurzivne,
pajei f o g rekurzivna funkcija.

Pretpostavimo sada da je [ > 1, u tom slucaju vrijedi:

(f 0 @)(x) = ((fi © 9)(x),...,(fio g)(x)), za svaki x € N*,

Zasvakii € {l1,...,1} funkcija f; je funkcija sa N" u N, pa prema dokazanoj tvrdnjizal = 1
imamo da je funkcija f; o g rekurzivna. Kako su f; o g komponentne funkcije od f o g imamo
da je f o g rekurzivna po definiciji.

Propozicija 1.2.1. Neka su k,n,l € N\ {0} te neka su S.,...,S, C N* rekurzivni sku-
povi takvi da vrijedi: S;NS; =0, zasvei # ji UL, S; = NX. Pretpostavimo jos da su
fir.oos fo: NF = N rekurzivne funkcije.

Tada je funkcija F : N* — N! definirana sa:

fix),x €S
fZ(x)7x € S2

F(x) =

f(x),x€S,

rekurzivna.
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Dokaz. Oznaimo sa F',F?, ...,F' : N¥ — N komponentne funkcije od F. Za i €
{1,2,...,1} ozna¢imo sa fl.l, iz, e fl.l komponentne funkcije od f;. Tada za fiksan j €
{1,2,...,1} imamo da za svaki x € N¥ vrijedi:

fl,xes,

fzj(x),xeSz

Fi(x) =

flx,xes,

Sada iz propozicije [1.1.11] slijedi da je za svaki j € {1,2,...,1} funkcija F’/ rekurzivna.
Stoga je i funkcija F' rekurzivna po definiciji. O

Propozicija 1.2.2. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S C N" rekurzivan skup. Tada je f~'(S) rekurzivan skup.

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi: x s-1(5)(x) = xs(f(x)), za svaki x € NK,
Pretpostavimo prvo da je x € f~!(S), to znaci da je f(x) € S pa je tada

Xf-l(S)(x) =1 =xs(f(x).

S druge strane ako x ¢ f~'(S) onda f(x) ¢ S pa vrijedi

X)) =0 = xs(f(x)).

Funkcije ys 1 f surekurzivne pa je i ys o f rekurzvina, a iz prehodnog imamo y s-1sy = xsof
Sto znadi da je (S rekurzivan skup. |

Neka je k € N\ {0}. Za skup S C Nf kaZemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S = 0
ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je § = f(IN).

Propozicija 1.2.3. Neka je k € N \ {0} te neka je S C N* rekurzivan skup. Tada je S
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Za S = (0 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da je S # (. Neka je f : N — N* funkcija definirana sa:

f(x) = (e(x, 1), ..., e(x, k), za svaki x € N¥,

gdje je e funkcija iz propozicije [I.1.23] Funkcija f je rekurzivna jer su joj komponentne
funkcije rekurzivne. Tvrdimo da je f surjekcija.
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Neka je (ay, .. .,ay) € N* proizvoljan. Tada je o&ito f(p‘l” ceee ka) = (ai,...,ay), prema
tome f je surjekcija. Neka je s € S proizvoljan. Definiramo funkciju g : N — N* sa:

o2 [foxe )
YV sxe 1)

Iz propozicija[l.2.2]i slijedi da je g rekurzivna funkcija. Dokazimo da je g(N) = S.
Neka je y € g(N), tada postoji x € N takav da je g(x) = y. Ako vrijedi x ¢ f~!(S) imamo
y =g(x) = spajey € S. Ako vrijedi x € f~!(S) onda je po definiciji praslike f(x) € S, a
kako je f(x) = y opetimamo y € §. Dokazali smo g(N) C S.

Neka je sada y € S. Pokazali smo da je f surjekcija pa postoji x € N takav da je f(x) = y.
Za taj x vrijedi x € f~!(S) pa imamo g(x) = f(x) = y iz Cega slijedi y € g(N). Dokazali
smo S C g(N).

Sve zajedno imamo g(N) = §, prema tome dokazali smo da je g rekurzivna funkcija Cija
slika je skup S, dakle S je rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.2.4. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S C N* rekurzivno prebrojiv. Tada je skup f(S) rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Za S = 0 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo S # 0, tada postoji rekurzivna funkcija
g :N — Nftakvadaje S = g(N). Funkcija fog je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija i vrijedi (f o g)(N) = f(g(N)) = f(S), pa je skup f(S) rekurzivno prebrojiv. O

Teorem 1.2.5 (Teorem o projekciji). Neka su k,n € N\ {0} te neka je T € N¥*" rekurzivno
prebrojiv. Neka je S = {x € N | postojiy € N"takavdaje (x,y) € T}. Tada je S
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definiramo funkciju P : N — NF sa P(x1, ..., Xp, Xka1s - o s Xien) = (X150, Xp).
Funkcija P je ocito rekurzivna, tvrdimo da je S = P(T'). Neka je x € §. Tada po definiciji
skupa § postoji y € T takav da je (x,y) € T i vrijedi P(x,y) = x Sto znaci da je x € P(T).
Dakle, vrijedi S € P(T).

S druge strane neka je x € P(T). Tada postoji z € T takav da je P(z) = x. Neka je

2= (21,5 %sn) 12 P(z) = x slijedi da je (z1,...,z) = x. Definiramo y = (Zx41, - - - » Zkwn)-
Vrijedi (x,y) = z € T prema tome imamo x € S. Dakle, vrijedi P(T) C S.
Dokazali smo S = P(T), sada direktno iz propozicije[I.2.4]slijedi tvrdnja teorema. m|

Lema 1.2.6. Neka su k,n € N\ {0} te neka su f, g : N* — N" rekurzivne funkcije. Neka je
S = {x e N*| f(x) = g(x)}. Tada je skup S rekurzivan.

Dokaz. Pretpostavimo da je n = 1. Tada imamo ys(x) = sg(|f(x) — g(x)| iz Cega slijedi da
je xs rekurzivna funkcija pa je skup S rekurzivan.
Pretpostavimo sada n > 1. Oznacimo sa fi,..., f, komponentne funkcije od f te sa
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81, - - -, 8» komponentne funkcije od g. ImamodajeS = (. {x € NF | fi(x) = gi(x)}, prema

dokazanoj tvrdnji za n = 1 imamo da je za svaki i € {1,...,n} skup {x € N¥ | fi(x) = gi(x)}
rekurzivan. Sada je S rekurzivan skup prema napomeni [[.1.9]kao konacan presjek rekur-
zivnih skupova. O

Propozicija 1.2.7. Neka je k € N\ {0} te neka su S, T € N* rekurzivno prebrojivi. Tada su
skupovi S UT i S NT rekurzvino prebrojivi.

Dokaz. Ako je S = 0ili T = 0 tvrdnja je oCita. Pretpostavimo daje S #17 # (. Tada
postoje rekurzivne funkcije f,g : N — Nf takve daje S = f(N)i T = g(N). Definiramo

funkeiju i : N — NF sa
h(x) = {f(BJ)’xParan

X

8 ([EJ) , X neparan.

Oznacimo sa 2N skup parnih brojeva i sa 2N + 1 skup neparnih brojeva. Neka je D skup
iz leme Pokazali smo da je D rekurzivan skup, a vrijedi yon(x) = xp(x,2) pa je
1 2N rekurzivan skup. Nadalje, 2N + 1 je rekurzivan kao komplement skupa 2N. Sada
iz propozicije [I.I.11]i leme slijedi da je h rekurzivna funkcija. Lako se vidi da su
funkcije 2N — N, x = [$[i 2N+ 1 — N, x > |£] surjekcije iz Cega slijedi h(N) =
JN)Ug(N) =S UT pajeS UT rekurzivno prebrojiv.

Vrijedi:

xeSNT & xe€Si1xeT < postojey,z € Ntakvidajex = f(y)ix=g().
Definiramo skup

Q={(x1, -, % ,2) € N2 | (x, ..., 00 = FO) i (x1, ., xp) = g(2)

Primjetimo da jednakost (x1, ..., x;) = f(y) moZemo zapisati na sljede¢i nacin P(xy, ..., X, y,2) =
(f o IED(x1, ..., Xk, v,2) gdje je P @ N*2 — N funkcija dana sa: P(xy,...,X,y,2) =
(x1,...,x). Na sli¢an nac¢in mogli bismo zapisati 1 jednakost (xy,...,x;) = g(z). Sada

iz leme lako dobivamo da je Q rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa.
Nadalje, iz prethodno pokazanih ekvivalencija imamo

xeSNT < postojey,z € N takvidaje (x,y,z) € Q.
Iz teorema o projekciji sada slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.2.8. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija i
S C N" rekurzivno prebrojiv. Tada je skup f~'(S) rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja ocito vrijedi. Ako je S # 0 onda postoji rekurzivna funkcija
g : N — N"takvadaje S = g(N). Neka je

T = {(x1,. .., %)) € N £(xy, .0 x) = g}

te neka je P : N**! — N* funkcija definirana sa: P(xy, ..., X, y) = (x1,...,x;). O¢ito je P
rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

T ={ze N | (fo P)2) = (g o IF)(2)).

Iz leme sada slijedi da je T rekurzivan skup, a iz propozicije slijedi da je i
rekurzivno prebrojiv. Neka je x € N* proizvoljan. Vrijedi:

X € f‘l(S) — f(x) €S &= postojiy € N takav da je f(x) = g(y)

<= postoji y € N takav da je (x,y) € T.

ZakljuCujemo, f~1(S) = {x € N* | postoji y € N takav da je (x,y) € T}. Kako je T rekur-
zivno prebrojiv, iz teorema o projekciji odmah slijedi da je f~!(S) rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.2.9. Neka su n,k € N\ {0}, te neka je S C N¥" rekurzivno prebrojiv skup
takav da za svaki x € NF postoji y € N" takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N — N takva da je (x, p(x)) € S, za svaki x € NF,

Dokaz. Oc¢ito je S # (0, pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je S = f(IN).
Neka je x € N¥. Tada postoji y € N” takav da je (x,y) € S, pa postoji i € N takav da je
(x,y) = f(i). Dakle, za svaki x € N¥ postoje yi,...,yn i € N takvi da je (x,yq,...,y,) =

f(i). Definiramo z = pj, - p}' - -+ - p,". Imamo da je (x,e(z, 1), ..., e(z,n)) = f(e(z,0)), pri
¢emu je e funkcija iz propozicije [1.1.23| Pokazali smo da za svaki x € N¥ postoji z € N
takav da vrijedi (x, e(z, 1), ..., e(z,n)) = f(e(z,0)). Definiramo skup T na sljedeci nacin:

T ={(x,2) e N | xe NF,z e N, (x,e(z, 1), ..., e(zn) = fle(z,0))).

Iz propozicije [[.1.23|i leme [1.2.6] slijedi da je T rekurzivan skup. Iz dokazanog slijedi da
za svaki x € NF postoji z € N takav da je (x,z) € T. Iz propozicije sada slijedi
da postoji rekurzivna funkcija g : N¥ — N takva da je (x,g(x)) € T, za svaki x € N¥,
Fiksirajmo x € N*, Imamo:

(x,8(x)) € T = (x,e(g(x), 1), ..., e(g(x),n) = f(e(g(x),0)) = (x,e(g(x), 1), ..., e(g(x),n)) €S.

Definiramo funkciju ¢ : N¥ — N" sa ¢(x) = (e(g(x), 1), ..., e(g(x),n)). Prema prethodnom
vrijedi (x, p(x)) € S, za svaki x € N¥, a lako se vidi da je funkcija ¢ rekurzivna. Prema
tome dokazali smo tvrdnju propozicije. O
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1.3 Rekurzivne funkcije N* — Z

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N¥ — Z kaZemo da je rekurzivna ako postoje
rekurzivne funkcije a, b : N¥ — N takve da je f(x) = (=1)"™ - a(x), za svaki x € N¥,
Uocimo da rekurzivnih funkcija N* — Z ima prebrojivo mnogo.

Pretpostavimo da je f : N¥ — N rekurzivna funkcija. Definiramo a,b : N¥ — N sa a(x) =
f(x)ib(x) =0, za svaki x € N¥. Tada su a i b rekurzivne funkcije i f(x) = (=1’ - a(x).
Dakle, funkcija f je rekurzivna i kao funkcija N¥ — Z.

Obratno, neka je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija takva da je f(N¥) € N. Tvrdimo da je
tada f rekurzivna i kao funkcija N¥ — N. Imamo f(x) = (=1)"™ - a(x), za svaki x € N¥,
gdje su a, b : N¥ — N rekurzivne funkcije. Kako je f(N*) C N slijedi f(x) = |f(x)| = a(x),
za svaki x € N¥, pa je f rekurzivna funkcija i kao funkcija N¥ — N,

Lema 1.3.1. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N* — Z funkcija. Tada je f rekurzivna
funkcija ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije g,h : N* — N takve da je f(x) =
g(x) — h(x), za svaki x € NF,

Dokaz. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija. Tada je f(x) = (=1)*™ - a(x), za svaki
x € N¥, gdje su a, b : N — N neke rekurzivne funkcije. Primjetimo da vrijedi sljedece:

Flx) = a(x), x € b~ (2N)
Y7 Zax). x € NE\ 12N,

Prema tome, ako definiramo funkcije g, 4 : N* — N sa:

) = a(x), x € b~ (2N)
Y710, x € NF\ br1(21),

0,x € b '(2N)
h(x) = K\ -1
a(x),x € N*\ b7 (2N),

vrijedit e f(x) = g(x) — h(x), za svaki x € N¥. Lako se vidi da su funkcije g i & rekurzivne
¢ime je dokazan prvi dio leme.

Obratno, pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije g,h : N¥ — N takve da vrijedi
f(x) = g(x) — h(x), za svaki x € N*, Tada vrijedi:

f(x) = (=1)FEOT@) ) o(x) — h(x)|, za svaki x € NF.

Funkcije a,b : N¥ — N definirane sa a(x) = |g(x) — h(x)| i b(x) = 5g(g(x)~h(x)) su
rekurzivne i prema prethodnom vrijedi: f(x) = (—1)’™® - a(x), za svaki x € N¥, pa je f
rekurzivna po definiciji. m|
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Propozicija 1.3.2. Neka su k,n € N\ {0} te neka su g : N¥ — N" i f : N" — Z rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N* — Z rekurzivna funkcija.

Dokaz. Kako je f rekurzivna funkcija postoje rekurzivne funkcije a,b : N — N takve da
za svaki x € N" vrijedi: f(x) = (=1)*™ - a(x). Imamo:

(f 0 g)(x) = (=1)?PW . (@ 0 g)(x), za svaki x € N,

.....

N, pa iz prethodnog slijedi da je f o g rekurzivna. O

Propozicija 1.3.3. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije —f, |f|, f + g f - g rekurzivne.

Dokaz. Kako su funkcije f i g rekurzivne postoje funkcije a, b, c,d : N¥ — N takve da je
f(x) = (1)’ . a(x), za svaki x € N¥ i g(x) = (=1)?@ . ¢(x), za svaki x € N¥. Vrijedi:

(=) = =f) = 1P - a(x),

iz ¢ega odmah slijedi da je —f rekurzivna funkcija.

Nadalje, ocito je |f|(x) = |f(x)| = a(x), za svaki x € N*, pa je funkcija |f| rekurzivna kao
funkcija N* — N iz &ega slijedi da je rekurzivna i kao funkcija N¥ — Z.

Vrijedi:

(f-@)(x) = f(x)-gx) = (=1’ a(x)-(=1)*?-c(x) = (=D)"*?(a-¢)(x), za svaki x € N,
Iz propozicije [I.1.6]slijedi da su funkcije b + d i a - ¢ rekurzivne, pa je f - g rekurzivna po
definiciji.

1z leme m slijedi da postoje rekurzivne funkcije gy, hy, g2, hy : N — N takve da je

f(x) = g1(x) = h1(x), za svaki x € NF i g(x) = go(x) — ha(x), za svaki x € N¥, Imamo:

(f +2)(x) = f(x) + g(x) = g1(x) = hi(x) + g2(x) — ha(x)

= (g1 + g2)(x) — (hy + hy)(x), za svaki x € N¥.

Iz propozicije [I.1.6] slijedi da su funkcije g; + g> i 4y + h, rekurzivne, pa iz leme 1.3.1.
slijedi da je funkcija f + g rekurzivna.
o
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1.4 Rekurzivne funkcije N* - Q

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N* — Q kazemo da je rekurzivna ako postoje
rekurzivne funkcije a,b,c : N* — N takve da je b(x) # 0, za svaki x € NF i f(x) =
(=1)<® . %, za svaki x € N¥,

Uo&imo da rekurzivnih funkcija N* — Q ima prebrojivo mnogo.

Pretpostavimo da je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija, tada postoje rekurzivne funkcije
a,c : N*¥ — N takve da je f(x) = (=1)°® - a(x), za svaki x € N¥. Definiramo funkciju
b : N¥ — Nsab(x) = 1, za svaki x € Nt O¢ito je funkcija b rekurzivna i vrijedi
f(x) = (=1)@. %, prema tome funkcija f je rekurzivna i kao funkcija N* — Q.
Obratno, neka je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija takva da je f(N¥) C Z. Tada postoje
rekurzivne funkcije a, b, c : N¥ — N takve da za svaki x € N¥ vrijedi b(x) # 01 f(x) =
(=) . %. Iz f(N¥) C Z i ¢injenice da je kodomena funkcija a i b jednaka N slijedi
% € N, za svaki x € N, Dakle vrijedi: % = L%J, za svaki x € N¥, Imamo:

a(x)

— (_1\&) .
f(x) =1 {b(x)

|, za svaki x € NF,

Iz leme 1.1.18. sada slijedi da je f rekurzivna i kao funkcija N* — Z.

Propozicija 1.4.1. Neka su k,n € N\ {0} te neka su g : N* — N"i f : N — Q rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N¥ — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Kako je f rekurzivna funkcija postoje rekurzivne funkcije a, b, c : N* — N takve
da za svaki x € N¥ vrijedi b(x) # 01 f(x) = (—1)°@ . % Imamo:

(a°g)x)
(bog)x)’
Funkcije a o g, b o g i ¢ o g su rekurzivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija ¢ija

kodomena je N i vrijedi (b o g)(x) # 0, za svaki x € N¥, pa iz prethodnog slijedi da je f o g
rekurzivna. O

(f 0 g)(x) = (=1)®® . za svaki x € NF,

Propozicija 1.4.2. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije —f, |f|, f + g f - g rekurzivne.

Dokaz. Kako su f 1 g rekurzivne funkcije postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢, u, v, w : Nk —
N takve da za svaki x € N vrijedi b(x) # 0, v(x) # 0, f(x) = (=1)@ . % igx) =
(=1)r®. % Imamo:

a(x)

_ _ — (_1\¢(0+1 |
(=Hx) =-f(x) =(=1) D)’
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iz Cega slijedi da je — f rekurzivna funkcija. Takoder vrijedi

)= 29
716 = 1fl = 7255 = (1)

b(x)’
iz Cega slijedi da je funkcija |f| rekurzivna. Nadalje, vrijedi:

c(x a(x) w(x M(X)
(f + Q@) = f(x) + g(x) = (1)@ - ——= 4 (-)"™ . —=
b(x) v(x)
DY ax) - vx) + (1D - u(x) - b(x)
- b(x) - v(x)
Funkcije x = (=1)*®@-a(x)-v(x)ix = (=1)"“-u(x)-b(x) su rekurzivne kao funkcije N* — Z
pa iz propozicije slijedi da je funkcija x = (=1)® - a(x) - v(x) + (=1)"@ - u(x) - b(x)
rekurzivna kao funkcija N* — Z, iz &ega slijedi da postoje rekurzivne funkcije &, k : N¥ —
N takve da za svaki x € N* vrijedi

, za svaki x € N¥,

(=1 - a(x) - v(x) + (D" - u(x) - b(x) = (=1 - k(x).
Imamo:
k(x)
b(x) - v(x)’

1z Cega slijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Vrijedi:

za svaki x € N¥,

(f +9)x) = (=)'

. = . — (— c(x).@__ w(x).@
(f-9)x) = f(x) - g(x) = (=1 e (—1) o
— (_1\cO+w(x) a(x) - u(x)
=D b(x) - v(x)’

Dakle, f - g je rekurzivna funkcija. |

za svaki x € NF,

Propozicija 1.4.3. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N — Q funkcija takva da je f(x) # 0,
za svaki x € N¥. Tada je funkcija } rekurzivna.

Dokaz. Funkcija f je rekurzivna, pa postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da

za svaki x € NF vrijedi b(x) # 01 f(x) = (=1)°™ . %. Kako je f(x) # 0, za svaki x € Nf

mora biti a(x) # 0, za svaki x € N¥, pa vrijedi:

0
a(x)’

DRI B SR
f f(0) 7 (=) .

b(x)

1z Cega slijedi da je ch rekurzivna funkcija. m|
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Propozicija 1.4.4. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada
su skupovi S = {x e N¥ | f(x) =0}, T ={x e N*| f(x) >0}iV = {x e N | f(x) <0}
rekurzivni.

Dokaz. Funkcija f je rekurzivna, pa postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da

za svaki x € Nf vrijedi b(x) # 01 f(x) = (—=1)°™ . %. Vrijedi:

f(x) =0 & a(x) =0, za svaki x € N¥,

iz Cega slijedi S = f~'({0}) = a~'({0}). Skup {0} je rekurzivan prema propoziciji
a kako je a rekurzivna funkcija iz propozicije slijedi da je a~'({0}) rekurzivan skup.
Imamo S = a~'({0}), pa je S rekurzivan skup.

Nadalje, vrijedi:

f(x) >0 & c(x) € 2Nia(x) # 0, za svaki x € N¥,
iz Cega zakljucujemo:
xr(x) = xan(c(x)) - sg(a(x)), za svaki x € N,

Lako se vidi da je funkcija na desnoj strani jednakosti rekurzivna, pa je i yr rekurzivna
funkcija, iz Cega slijedi da je T rekurzivan skup. Konacno, uo¢imo da vrijedi V = (S UT),
pa iz propozicije slijedi da je V rekurzivan skup. O

Korolar 1.4.5. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su
skupovi S = {(x e NF | f(x) = g(x0)}, T = {x e N*| f(x) > g(x)} i V = {x e N | £(x) < g(x)}
rekurzivni.

Dokaz. 1z propozicije slijedi da je funkcija f — g rekurzivna, kako je S = {x € N |
f(x) = g(x)} = {x € N | f(x) — g(x) = 0} iz propozicijem slijedi da je S rekurzivan
skup. Analogno se pokaZe da su skupovi 7 i V rekurzivni. O
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1.5 Rekurzivne funkcije N — R

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N¥ — R kaZemo da je rekurzivna ako postoji
rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da vrijedi

|f(x) = F(x,1)| < 27!, za svaki x € N* i za svaki / € N,

Za funkciju F kaZzemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f.

Neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija te neka je F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija
funkcije f. Uoc¢imo da niz F(x, [),cn teZi prema f(x) kad [ — oo. 1z toga zakljucujemo da
dvije razlicite rekurzivne funkcije ne mogu imati iste rekurzivne aproksimacije. Kako je
skup svih rekurzivnih funkcija N¥*! — Q prebrojiv zaklju¢ujemo da rekurzivnih funkcija
N* — R ima prebrojivo mnogo.

Pretpostavimo da je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija. Definiramo funkciju F : N¥! — Q
sa F(x,]) = f(x), za svaki x € N¥, Iz propozicije 1.4.1. slijedi da je F rekurzivna funkcija i
vrijedi:

If(x) = F(x,D)| = [f(x) = f(x)] = 0 < 27, za svaki x € N* i za svaki [ € N.

Prema tome, f je rekurzivna funkcija i kao funkcija N* — R.
S druge strane moZe se pokazati da postoji rekurzivna funkcija f : N* — R takva da je
f(NF) C Q, ali da f nije rekurzivna kao funkcija N* — Q ([9]).

Lema 1.5.1. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R funkcija. Pretpostavimo da postoje
rekurzivne funkcije F : N¥*!' — Qi H : N* — N i da postoji q € (0, 1) takav da za svaki
x € N¥ i za svaki | € N vrijedi |f(x) — F(x,1)| < H(x) - ¢. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasua,b € Ntakvidajeg <4 < 1. Nekasuxe N¥ i [ € N proizvoljni. Kako
je § < 1 imamo da niz (($)")sew tezi prema 0, pa niz H(x) - ((3)")qen takoder teZi prema 0.
To znali da postoji n € N takav da je H(x) - (3)" < % Dokazali smo sljedece: za svaki
x € N¥ i za svaki [ € N postoji n € N takav da vrijedi:

ay" 1
Nekaje S = {(x,l,n) € N** | H(x)- (4)" < 27'}. Iz korolara|1.4.5|slijedi da je S rekurzivan
skup, pa je i rekurzivno prebrojiv prema propoziciji Iz propozicije [1.2.9] slijedi da
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥*! — N takva da je (x, [, ¢(x, 1)) € S za svaki x € N¥i za
svaki / € N. Imamo:
a

w(x,0)
H(x) - q“’(’"l) < H(x)- (Z) <27 zasvaki x € NFizasvakile N
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Definiramo funkciju G : N¥! — Q sa G(x,[) = F(x, ¢(x,1)). Funkcija G je o¢ito rekur-
zivna te za svaki x € N¥ i za svaki [ € N vrijedi:

If(x) = G(x, DI = |f(x) = F(x, o(x, D)| < H(x) - ¢**" < 27",

Prema tome, G je rekurzivna aproksimacija funkcije f, ¢ime je dokazano da je f rekurzivna
funkcija. o

Propozicija 1.5.2. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — N funkcija. Pretpostavimo da
postoji rekurzivna funkcija F : N¥*!' — R takva da za svaki x € N¥ i za svaki | € N vrjedi
|f(x) = F(x,D)| < 27". Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F' : N¥*2 — Q rekurzivna aproksimacija funkcije F. Definiramo funkciju
G : N - QsaG(x, 1) = F'(x,1,1). Imamo da za svaki x € N¥ i za svaki [ € N vrijedi:

If(x) = G(x, DI = |f(x) = F'(x,, )] < |f(x) = F(x, Dl + [F(x,1) = F'(x,1, 1)

1\
<2"+27=2-[3].
Sada iz leme [I.5.1]slijedi da je f rekurzivna funkcija. m|

Propozicija 1.5.3. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N — R rekurzivna funkcija. Tada
postoji rekurzivna funkcija H : N* — N takva da vrijedi | f(x)| < H(x), za svaki x € NF,

Dokaz. Nekaje F : N¥! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Imamo:
|f(x) = F(x,0)] <27° =1, za svaki x € N,
iz Cega slijedi:
|f(x)] < |F(x,0)| + 1, za svaki x € N,
Funkcija x — |F(x,0)| + 1 je rekurzivna kao funkcija N¥* — Q, pa postoje rekurzivne

funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve daje b(x) # 01 |[F(x,0)+ 1] = (=1)°™. %, za svaki x € N¥,
Konacno, vrijedi:

ax) < a(x) < a(x), za svaki x € N¥,

= ()W .
IfOl <IF(x,0)l + 1 =(=1) 50 = B S

Pri tome zadnja nejednakost vrijedi jer je b(x) > 1, za svaki x € N*¥. Ovime je dokazana
tvrdnja propozicije, traZena funkcija H je upravo funkcija a. O

Propozicija 1.5.4. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije —f, |\f|, f + g f - g rekurzivne.
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Dokaz. Neka su F,G : N¥*! — Q redom rekurzivne aproksimacije funkcija f i g. Vrijedi:
| — f(x) = (=F(x, )| = |f(x) = F(x,)] <27, za svaki x € N* i za svaki [ € N.

Iz propozicije slijedi da je —F rekurzivna funkcija, a iz prethodnog slijedi da je —F
rekurzivna aproksimacija funkcije —f. Dakle, — f je rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

IOl = |F(x, DIl < |f(x) = F(x,D)] <27, za svaki x € N*i za svaki [ € N,

Iz propozicije [1.4.2] slijedi da je |F| rekurzivna funkcija, a iz prethodnog slijedi da je |F]|
rekurzivna aproksimacija od |f|. Dakle, |f] je rekurzivna funkcija.
Takoder, imamo

I(f(x) + g(x) = (F(x, D) + G(x, D) = [(f (%) = F(x, D)) + (g(x) = G(x, D))l

<|f(x) = F(x, D + |g(x) = G(x,D)| < 27"+ 27 < 2-27, zasvaki x € N*i za svaki [ € N.

Funkcija F + G je rekurzivna prema propoziciji[l.4.2] pa iz leme[I.5.|slijedi da je funkcija
f + g rekurzivna.
Za umnozak primjetimo da za svaki x € N¥ i za svaki [ € N vrijedi

1f(x) - g(x) = (F(x, D) - G(x, D) = | f(x) - (x) = f(0) - G(x, D) + f(x) - G(x, ) = F(x, 1) - G(x, D)

=1f(x) - (g(x) — G(x, D) + G(x, D) - (f(x) = F(x,D)|

<|f(0) - (g(x) — Gx, D) +1G(x, D) - (f (x) — F(x, D)

<@ 27+ 16 DI - 27" = (IF @) +1G(x, D - 27
Dakle, za svaki x € N¥ i za svaki [ € N imamo

1f(0) - g(x) = (F(x, 1) - G(x, D) < (|f(0)] + G (x, D) - 27,
Takoder, za svaki x € N¥ i za svaki [ € N prema definiciji rekurzivne aproksimacije vrijedi:
lg(x) - G(x, Dl <27" < 1,
iz Cega slijedi:
IG(x, D] < 1+ |g(x)I.

Sada imamo:

1f(x) - g(x) = (F(x, ) - G(x, D)) < (1 f (o)l +1G(x, D) - 27

< (If Ol + g+ 1) - 27, za svaki x € N* i za svaki [ € N.
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Funkcija x — [f(x)| + |g(x)| + 1 je rekurzivna kao funkcija N¥* — R prema prethodno
dokazanim tvrdnjama. Prema propoziciji postoji rekurzivna funkcija H : N¥ —» N
takva da za svaki x € N* vrijedi |f(x)| + |g(x)| + 1 < H(x). Kona¢no, za svaki x € N* i za
svaki [/ € N imamo:

f(0) - g(x) = (F(x, ) - GOx, D) < (If )] + g0l + 1) - 27" < H(x) - 27

Funkcija F - G je rekurzivna prema propoziciji [I.4.2) pa iz leme [[.5.1] slijedi da je funkcija
f - g rekurzivna. m|

Propozicija 1.5.5. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija takva da
vrijedi f(x) # 0, za svaki x € N*. Tada je funkcija } rekurzivna.

Dokaz. Neka je F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Neka je x € N¥
proizvoljan. Iz same definicje rekurzivne aproksimacije jasno je da niz (F(x, 1))y tezi
prema f(x) pa kada bi za svaki / € N vrijedilo |F(x, /)| < % imali bismo f(x) = 0, Sto je
suprotno pretpostavci propozicije.

ZakljuCujemo da za svaki x € N¥ postoji / € N takav da je |F(x, )| > 3. Neka je

3
S = {(x,l) e Nl xe NK T e N, |F(x, D) > E}‘

Skup S je rekurzivan prema korolaru[1.4.5] a samim time i rekurzivno prebrojiv. Dokazali
smo da za svaki x € N* postoji / € N takav da je (x,]) € S, pa prema propoziciji m
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N*¥ — N takva da je (x, ¢(x)) € S, za svaki x € N*, Neka je
x € N _jer je (x, ¢(x)) € § imamo:

o <Gl

Takoder, vrijedi:

IF(x, ()] = |f(0)] < |F(x, o(x) = f(x)] < 2799

Iz Cega slijedi |[F(x, o(x))| < 27¢% + |f(x)|, pa imamo:

< |F(x, ()| < 279 + | f(0)] = |f ()] >

2¢(x) 2¢(x) "

Sada za proizvoljni [ € N vrijedi:

LFOOl = 1F(x, 1+ @Qo)] < 1f(x) = Fx, L+ ()] < 270 < 27609,
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To povlaci:

2 1
—e) 5 T =)
FC L+ Q) > [f (0] = 2777 > =25 = 2770 = 25

Dakle, vrijedi:

1
|F(x, 1+ ¢(x))| > 77" za svaki x € N¥ i za svaki / € N.

Posebno, za svaki x € N* i za svaki [ € N vrijedi F(x, [ + ¢(x)) # 0, pa imamo:

[ 1 _F(x L+ o(x) = f(x)
) Fel+ o)l | f(0) - Flx L+ ¢(x))

Funkcija (x,1) — m rekurzivna je prema propoziciji pa iz leme slijedi da
je % rekurzivna funkcija.

<2¢9. 27,

O

Propozicija 1.5.6. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je
skup S = {x € N¥| f(x) > 0} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je F : N¥!' — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Neka je x € N¥
proizvoljan. Ako je f(x) > 0 tada postoji / € N takav da je f(x) > 2 -2, pa imamo

fx) = F(x,D) < |f(x) = F(x,D] < 27,
iz Cega slijedi
F(x,))> f(x)=27">2.27" 27" =27

Dakle, imamo F(x,l) > 27!, S druge strane, pretpostavimo da postoji / € N takav da je
F(x,[) > 27" Tadaje F(x,l) — 27! > 0. 1z | f(x) — F(x, )| < 27 slijedi

f(x)> F(x,l)-27">0.

Dakle, f(x) > 0. Dokazali smo da je f(x) > 0 ako i samo ako postoji / € N takav da je
F(x,1) > 27!. Definiramo

S’ ={(x,) e N | xe N 1e N, F(x,1) >27"}.

Skup S’ je rekurzivan prema korolaru[I.4.5|pa je i rekurzivno prebrojiv. Imamo da je x € S
ako i samo ako je f(x) > 0 Sto vrijedi ako i samo ako postoji / € N takav da je (x,[) € S pa
tvrdnja propozicije slijedi iz teorema o projekciji. |

Lema 1.5.7. Neka su u, € € R takvi da je u > 0i € > 0. Tada postoji r € Q,r > 0 takav da
jer<u<r+e
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Dokaz. Skup Q je gust u R, pa postoji r € Q N (max{u — €,0},u). Za taj r vrijedi r € Q te
r < u. Takoder vrijedi r > 01 r > u — € iz Cega slijedi u < r + €, ¢ime je dokazana tvrdnja
leme. =

Propozicija 1.5.8. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija takva da
je f(x) > 0 za svaki x € N*. Tada je funkcija \/7 rekurzivna.

Dokaz. Neka je g : N — Q funkcija definirana sa g(i) = e(‘;.(i’)oil, pri ¢emu je e funkcija iz

propozicije Iz propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija, a lako se vidi
da je g(N) = Q N [0, +00). Naime, ocito je g(N) € Q N [0, +oc0). S druge strane, neka je
2 € QN [0, +o0). Tada je g(2° - 31 = - paje QN [0, +o00) C g(N). Neka su x € NfileN
proizvoljni. Ako je f(x) > 0 tada prema lemi postoji r € Q N [0, +co) takav da je
r < +/f(x) < r+27", aprema dokazanom postoji i € N takav da je ¢(i) = r. Dakle, postoji
i € N takav da je (i) < /f(x) < g(i) + 27, odnosno ¢(i)> < f(x) < (q(i) +27)%. Ako je
f(x) = 0 tada jer je Q gust u R postoji r € Q takav da je 0 = m < r < 27!, odnosno
f(x) < r* < (2712, Sada na isti na¢in kao prije zaklju¢ujemo da postoji i € N takav da je
f(x) < g(i)* < (27")%. Dokazali smo da za svaki x € N¥ i za svaki [ € N postoji i € N takav
da vrijedi:

g()* < f(x) < (g(i) + 27D ili f(x) < q(i)* < (272

Definiramo skupove
S = {(x Li) e N*2 | (i) < f(x) < (qi) + 27},

T = {(x.1i) e N2 | f(x) < q(i)* < 27)?}.

1z propozicije slijedi da su skupovi S 17 rekurzivno prebrojivi pa je prema propoziciji
skup S U T rekurzivno prebrojiv. Prema dokazanom za svaki x € N¥ i za svaki [ € N
postoji i € N takav daje (x,1,i) € S UT. Prema propoziciji[l.2.9)postoji rekurzivna funkcija
¢ : N¥1' — N takva da je (x,[,o(x,1)) € S UT, za svaki x € N* i za svaki [ € N. Ako je
(x, 1, p(x,1)) € § tada imamo

q(p(x, D) < f(x) < (qlp(x, D) + 27 = qle(x, D) < vf(x) < gle(x, D) + 27

= [VF0) - gl )] < 27

S druge strane, ako je (x, [, ¢(x,[)) € T imamo
f(x) < (@(e(x, D)* < 27 = f(x) < g(p(x, ) <27

= | VF0) - ale(x, )| = ale(x, D) = VI < algtx, D) < 27
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Dakle, za svaki x € N* i za svaki [ € N vrijedi:

| V7@ - glete )| < 27

Prema propoziciji funkcija ¢ o ¢ : N¥ — Q je rekurzivna, pa je prema prethodno
dokazanom +/f rekurzivna funkcija. m|

1.6 Rekurzivne i rekurzivno omedene funkcije

Neka su k,n € N\ {0}. Za funkciju ® : N* — P(N") kazemo da je rekurzivna ako je
funkcija @ : N — N definirana sa ®(x,y) = yo (V) za svaki x € N* i za svaki y € N”,
rekurzivna. Uoc¢imo, funkcija @ : N¥ — P(N") je rekurzivna ako i samo ako je skup
{(x,y) e N¥" | x € N¥ y € N, y € ®(x)} rekurzivan.

Neka je m € N. Skup {(xy,...,x,) € N* | x; < m, zasvakii € {l,...n}} oznaCavamo sa
N2

Za funkciju ® : N* — P(N") kaZemo da je rekurzivno omedena ako postoji rekurzivna
funkeija ¢ : N¥ — N takva da je @(x) C N7, 7a svaki x € N¥. Za funkciju ¢ kazemo da je
rekurzivna meda za .

Za funkciju ® : N¥ — P(N") koja je rekurzivna i rekurzivno omedena kaZemo da je r.r.o.
funkcija.

Propozicija 1.6.1. Neka su k,n € N \ {0} te neka su @, ®, : N* — P(N") r.ro. funkcije.
Tada su funkcije ¥, ¥,, Vs : N¥ — P(N"), definirane sa

¥ (x) = D1 (x) U Dy (x), Pa(x) = Dy (x) N Dy(x), P3(x) = Dy (x) \ Pa(x), za svaki x € NF,
r.r.o. funkcije.

Dokaz. Neka su ¢y, ¢, : N¥ — N rekurzivne mede za @, i ®,. Tada vrijedi
Dy (x) SN () i Pa(x) SN ), za svaki x € N*,

Neka je ¢ : N* — N funkcija definirana sa y/(x) = ¢;(x) + ¢,(x), za svaki x € N¥. Imamo
da je ¢ rekurzivna funkcija 1 ocito vrijedi

NZI(X) U N CN

n _ n . k
00 S NG 10200 = Ny Za svaki x € N

Takoder, imamo

W, (x) C ¥ (x) C N2 UN

(o P3(X) C NG () UNT ), za svaki x € NF,

¥2(x)°
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Stoga je y rekurzivna meda za ¥, ¥, ¥ pa su to rekurzivno omedene funkcije.
Preostalo je dokazati da su ‘I’_l, ‘I’_z, \P_g rekurziv