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SAZETAK

U radnji poopéavamo Weierstrassovu reprezentacijsku formulu na plohe u prostoru Minkow-
skog. Weierstrassova parametrizacija je lokalna konformna parametrizacija plohe kojom se
svaka minimalna ploha u E? moZe reprezentirati parom (f,g) kompleksnih funkcija, gdje je f
holomorfna i g meromorfna funkcija. U prvom dijelu uvodimo osnovne pojmove i rezultate o
plohama u prostoru Minkowskog s posebnim naglaskom na svjetlosne plohe i dualne funkcije,
koje ¢emo koristiti kao alat za reprezentaciju svjetlosnih ploha. Analiziramo parametrizacije za
prostorne i vremenske plohe u M koje su ve¢ pronadene te za formulu McNertney pokazujemo
da reprezentira sve regularne prostorne plohe ako koristimo funkcije f i1 g koje nisu nuzno ho-
lomorfne. Pronalazimo Weierstrassovu parametrizaciju za svjetlosne plohe pomocu para (f,g)
dualnih funkcija, gdje je f holomorfna i g meromorfna funkcija. Sve svjetlosne plohe u M? su
minimalne. Koriste¢i vezu s dualnim brojevima, pronalazimo svjetlosni analogon katenoida i
helikoida te opcenito asociranu familiju 1 adjungiranu plohu svjetlosne plohe. Pokazujemo 1-1
korespondenciju izmedu konformnih parametrizacija maksimalne/minimalne plohe i konform-
nih parametrizacija jedini¢ne sfere.

U drugom dijelu sve Weierstrassove parametrizacije poopéavamo na 2-plohe u M* analogno
kao u euklidskom prostoru. Za prostorne plohe je to ve¢ napravljeno ranije pomocu kompleks-
nih funkcija, za vremenske plohe koristimo kompleksne funkcije (¢, r) dviju dualnih varijabli i
realne funkcije (f,g), a za svjetlosne plohe koristimo dualne funkcije (p, f,g). Za svaku repre-
zentaciju pronalazimo klasu funkcija koje reprezentiraju maksimalne/minimalne plohe. Para-
metrizaciju za prostorne plohe poopéavamo na 2-plohe u M". U teoriji relativnosti pronalazimo
lokalnu parametrizaciju tzv. zarobljenih ploha u Schwarzschildovom prostoru, najjednostavni-

jem modelu prostor-vremena s crnom rupom.
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SUMMARY

In this work we generalize the Weierstrass representation formula for surfaces in the Minkow-
ski space. The Weierstrass parametrization is a local conformal parametrization of a surface
which represents every minimal surface in E3 by a pair of complex functions (f,g), where f
is holomorfic and g a meromorfic function. In the first part we introduce the basic terms and
results on surfaces in the Minkowski space with focus on lightlike surfaces and dual functions,
which we will use as the tool for representing lightlike surfaces. We analyse the parametriza-
tions for spacelike and timelike surfaces which are already known and show that McNertney’s
formula represents all regular spacelike surfaces when the functions (f,g) are not necessarily
holomorphic. We find the Weierstrass representation for lightlike surfaces using a pair (f, g) of
dual functions, where f is holomorphic and g a meromorphic function. Every lightlike surface
in M is minimal. Using the link with dual numbers, we find the lightlike catenoid and helicoid
and we construct the entire associated family and the adjoint surface of a lightlike surface. We
show a 1-1 correspondence between the conformal parametrizations of a maximal/minimal sur-
face and the conformal parametrizations of a unit sphere.

In the second part we generalize every Weierstrass parametrization for 2-surfaces in M* analo-
gously as in the Euclidean space. For spacelike surfaces this is already done by using complex
functions, for timelike surfaces we use complex functions (g,r) of two real variables and real
functions (f,g) and for lightlike surfaces we use dual functions (p, f,g). For each representa-
tion we find the class of functions which represent maximal/minimal surfaces. We generalize
the parametrization for spacelike surfaces for 2-surfaces in M". In general relativity we find a
local parametrization of the so-called trapped surfaces in the Schwarzschild space, the simplest

model of spacetime containing a black hole.
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UvoD

Prvu Weierstrassovu parametrizaciju pronasli su Karl Weierstrass i Alfred Enneper u drugoj
polovici 19. stolje¢a. Svaka minimalna ploha, tj. ploha srednje zakrivljenosti H = 0, moZe se

parametrizirati konformnom parametrizacijom oblika

x1(u,v) :Re/g(l—gz)dz
x2(u,v) :Re/%c(1+g2)dz

X3(M,V) =Re/fgdz,

gdje su f 1 g kompleksne funkcije takve da je funkcija f holomorfna, funkcija g meromorfna i
funkcija fg? holomorfna. Katsuei Kenmotsu je 1979. godine otkrio analogon te reprezentacije
za plohe srednje zakrivljenosti H #~ 0 ( [19]) tako Sto je rekonstruirao parametrizaciju iz Ga-
ussovog preslikavanja (tj. normalnog polja) plohe. JoS jedan tip Weierstrassove parametrizacije
otkrili su Boris Konopelchenko 1 Giulio Landolfi trazec¢i konformnu parametrizaciju kod koje ¢e
parcijalne derivacije biti polinomi $to manjeg stupnja funkcija koje reprezentiraju plohu. Svaka

regularna ploha u E? se moZe parametrizirati konformnom parametrizacijom oblika
x1(u,v) = é/(sz-l-fz)dz— (> +1%)dz
x(u,v) = —% /(s2 — ) dz+ (3 —12)dz
x3(u,v) = — /sfdz+§td2,
gdje su s 1t kompleksne funkcije koje zadovoljavaju tzv. Diracov sustav
d;t = ps
05 = —pt

za neku glatku realnu funkciju p. Ploha je minimalna ako i samo ako je p = 0.

U prostoru Minkowskog razlikujemo tri tipa ploha: prostorne, vremenske 1 svjetlosne plohe.
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Uvod

Prostorne plohe su Riemannove podmnogostrukosti, vremenske plohe su pseudo-Riemannove,
a svjetlosne plohe nisu ni pseudo-Riemannove. Analogon Weierstrass-Enneperove parametri-
zacije za prostorne plohe u M pronasla je Louise McNertney 1980. godine ( [25]), a Konopel-
chenko je pronasao analogon svoje formule za prostorne plohe u M ( [20]). Prostorne plohe su
takoder reprezentirane kompleksnim funkcijama.

Prvu reprezentaciju za vremenske plohe pronasao je Martin Magid 1991. godine ( [24]). Radi
se 0 analogonu formule McNertney. Vremenske plohe imaju drugacije uvjete konformnosti od
prostornih (i euklidskih) i reprezentirane su Cetirima realnim funkcijama (g, f,r,g). Analogon
Konopelchenkove formule za vremenske plohe pronasao je Sungwook Lee 2008. godine ( [22])
te dao geometrijsku interpretaciju parametara (g,r) u Magidovoj formuli: oni su komponente
Gaussovog preslikavanja plohe. Leejeva formula reprezentira plohe pomocu realnih funkcija
(s1,t1,52,12) koje zadovoljavaju Diracov sustav. Konopelchenko je svoje formule poopéio na
M?#, a Magidovu formulu ée poopéiti Huili Liu 2013. godine ( [23]).

Svjetlosne plohe se viSe istrazuju tek nedavno. Za njih je zbog degenerirane metrike teZe uvesti
osnovne pojmove poput orijentacije i normalnog polja, inducirane koneksije, operatora oblika
plohe i druge fundamentalne forme. To su uspjeli napraviti Aurel Bejancu, Angel Ferrandez
1 Pascual Lucas 1998. godine ( [5]) 1 taj rad se smatra fundamentalnim za teoriju svjetlosnih
mnogostrukosti. Za svjetlosne plohe ne moZemo definirati srednju zakrivljenost, ali moze se
definirati analogon minimalne plohe, $to je napravio Vasyl Gorkaviy 2008. godine ( [15]). Kao
definiciju minimalne plohe uzeo je svojstvo za koje je McNertney otkrila da karakterizira mak-
simalne (minimalne) prostorne (vremenske) plohe, a to je da one imaju netrivijalnu izometri¢nu
G-deformaciju. Pokazao da je da tada imamo dvije disjunktne klase minimalnih svjetlosnih
ploha: pravéaste plohe sa svjetlosnim izvodnicama i tzv. I-minimalne plohe. U M? su sve svje-
tlosne plohe pravcaste, a u M", n > 4 imamo obje klase ploha i plohe koje nisu minimalne.
Ovaj doktorski rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. Prvo poglavlje je preliminarno i u njemu
uvodimo osnovne pojmove i rezultate iz geometrije ploha u prostoru Minkowskog. Uvodimo
osnovne pojmove vezane uz holomorfne i meromorfne kompleksne ( [31]) i dualne ( [26]) funk-
cije. Zatim prou¢avamo elementarnu geometriju prostora Minkowskog. Predstavljamo osnovne
rezultate o prostornim i vremenskom plohama u prostoru Minkowskog ( [25], [10]). Posebno
detaljno bavimo se svjetlosnim plohama. Opisujemo konstrukciju normalnog polja i druge fun-
damentalne forme ( [14]) za svjetlosnu hiperplohu (tj. (n — 1)-plohu) te za polusvjetlosnu plohu

(tj. (n—2)-plohu) u M". U ovom radu bavimo se samo 2-plohama, medutim u M3 su one hiper-



plohe, a u M* su polusvjetlosne. Za kraj se detaljnije bavimo 2-plohama u M", uvodimo pojam
G-deformacije i asocirane familije ploha te minimalne svjetlosne plohe. Za sva tri tipa ploha
pokazujemo da se mogu lokalno parametrizirati konformnom parametrizacijom, $to je kljuno
za postojanje Weilerstrassove parametrizacije.

U drugom poglavlju predstavljamo Weierstrassove parametrizacije za plohe u M>. Za formulu
McNertney pokazujemo da reprezentira sve regularne prostorne plohe ako koristimo funkcije f
1 g kojima su realni i imaginarni dio glatki, ali nisu nuzno holomorfne (reprezentacija je druga-
Cijeg oblika nego u [19]). Za Konopelchenkovu formulu dajemo jednostavan dokaz da se svaka
prostorna ploha moZe tako parametrizirati, koji nije dan u izvornom radu. Zatim proucavamo
Magidovu i Leejevu reprezentacijsku formulu za vremenske plohe te geometrijsku interpreta-
ciju funkcija g 1 r. Za Leejevu formulu dajemo jednostavniji dokaz nego u izvornom radu.
Zatim predstavljamo Weierstrassovu parametrizaciju za svijetlosne plohe u M? koju je otkrio
autor ( [12]) i koja reprezentira svjetlosnu plohu parom dualnih funkcija (f,g), gdje je f holo-
morfna, g meromorfna i fg? holomorfna funkcija. Formula je analogon formule McNertney, a
analogon Konopelchenkove formule ne postoji.

Dalje se proucavaju svjetlosne plohe i daje se definicija minimalne plohe pomoc¢u fundamental-
nih veli¢ina drugog reda ekvivalentna Gorkaviyevoj. Pronalazimo klasu funkcija (f,g) koje re-
prezentiraju potpuno geodetske plohe (u M? su to samo ravnine), ¢&ime dobivamo sve konformne
parametrizacije ravnina (ne nuzno afine). Pomocu dualnih brojeva za svjetlosnu plohu konstru-
iramo eksplicitno asociranu familiju ploha analogno kao za prostorne i vremenske plohe u [25].
Definiramo svjetlosni analogon katenoida kao jedinu rotacijsku minimalnu plohu (svjetlosni
stoZac) 1 zatim svjetlosni helikoid kao helikoidalnu plohu koja pripada toj familiji. Definiramo
i adjungiranu plohu svjetlosne plohe, ali ona ima slabija svojstva nego kod prostornih i vre-
menskih ploha. Za kraj dajemo pregled konformnih parametrizacija poznatih ploha i funkcije
koje ih reprezentiraju. Dokazujemo 1-1 korespondenciju izmedu konformnih parametrizacija
maksimalne/minimalne plohe i konformnih parametrizacija jedini¢ne sfere.

U tre¢em poglavlju poopéavamo Weierstrassove reprezentacijske formule iz drugog poglavlja
na plohe u M*. Za prostorne plohe je to veé napravljeno, samo predstavljamo parametrizacije
koje su dali Liu i Konopelchenko. Dajemo jednostavniji dokaz da se svaka ploha mozZe para-
metrizirati Konopelchenkovom formulom, ali samo za maksimalne plohe. Za vremenske plohe
je autor poopéio Magidovu i Leejevu formulu na M* ( [11]). Weierstrassova parametrizacija za

svjetlosne plohe u M* takoder je originalni doprinos autora i nije objavljena kao zasebni rad.



Uvod

Pronalazimo klasu funkcija koja reprezentira minimalne svjetlosne plohe u M* i ispostavlja se
da funkcije zadovoljavaju slabije uvjete od holomorfnosti. Dan je i nuZan i dovoljan uvjet da
ploha bude pravcasta te da sama parametrizacija bude pravCasta. Parametrizaciju za prostorne
plohe poopéavamo na M" koristeé¢i Konopelchenkovu metodu iz [21].

U zadnjem poglavlju prou¢avamo minimalne i maksimalne plohe u teoriji relativnosti. Prvo po-
kazujemo da iz Einsteinovih postulata specijalne teorije relativnosti slijedi da prostor-vrijeme,
cetverodimenzionalni ambijent koji predstavlja svemir, ima geometriju Minkowskog. Zatim
proucavamo Schwarzschildov prostor, najjednostavniji model prostor-vremena koji sadrZi crnu
rupu i pokazujemo da zadovoljava Einsteinove postulate opée teorije relativnosti. Zatim defi-
niramo tzv. rubno zarobljene plohe kao plohe kojima je vektor srednje zakrivljenosti svjetlosni
1 pronalazimo dovoljne uvjete da bi ploha dana Weierstrassovom parametrizacijom bila zarob-
ljena u Schwarzschildovom prostoru. Za kraj razmatramo Weierstrassovu parametrizaciju tzv.

fotonskih ploha, ¢ije su geodetske krivulje putanje fotona u prostor-vremenu.



1. PLOHE U PROSTORU MINKOWSKOG

1.1. KOMPLEKSNE I DUALNE FUNKCIJE

Kompleksni broj je broj oblika z = x 4 yi, gdje su x,y € R realni i1 imaginarni dio broja z te
i ¢ R imaginarna jedinica takva da je i> = —1. Skup svih kompleksnih brojeva C je polje sa
standardnim zbrajanjem i mnoZenjem. Polje C je vektorski prostor nad R izomorfan prostoru
R? uz izomorfizam (x,y) + x + yi. Norma |z|? = z- Z inducira euklidsku topologiju na C.

Neka je U C C otvoren skup. Kompleksna funkcija f = ¢ + iy : U — C je neprekidna u tocki

20 = x0 +yoi € U ako su funkcije ¢ i y neprekidne u tocki (xq,yp)-

Definicija 1.1.1. Za funkciju f : U — C kaZemo da je derivabilna u tocki zg € U ako postoji

o) — tim £ @)

720 Z—20

(1.1)

i tada taj broj zovemo derivacija funkcije f u tocki zo. Za funkciju f kaZemo da je holomorfna
ako je derivabilna i ako je funkcija f' neprekidna. Za funkciju f kaZemo da je holomorfna u
tocki zo ako je holomorfna na nekoj otvorenoj okolini tocke z.

Ako je funkcija f derivabilna u tocki zo, onda je i neprekidna u tocki zg. Obrat ne vrijedi.

Teorem 1.1.2. Funkcija f = @ + iy je holomorfna u tocki zo € U ako i samo ako su funkcije

@ i ¥ klase C' u tocki (xo,0) i zadovoljavaju tzv. Cauchy-Riemannove uvjete:
dx(x0,y0) = dyW(x0,¥0), Y (x0,Y0) = —h(x0,y0).
Napomena 1.1.3. Za kompleksne funkcije ekvivalentno je:
a) funkcija f je derivabilna,

b) funkcija f je holomorfna,
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c¢) funkcija f je derivabilna po volji mnogo puta (tj. klase C*, glatka),
d) funkcija f je analiticka, tj. moZe se razviti u Taylorov red.

Ova svojstva nisu ekvivalentna za realne funkcije.

Ako je funkcija f derivabilna, onda je
f=0ouf =—idyf. (1.2)
Definicija 1.1.4. Za funkciju ¢ : U — R kaZemo da je harmonicka ako je
Oxx® + 9y = 0.

Propozicija 1.1.5. Ako je funkcija f = ¢ +iy : U — C holomorfna, onda su funkcije ¢ i W
harmonicke.

Dokaz. Ako deriviramo prvi Cauchy-Riemannov uvjet po x, a drugi po y, dobivamo

axeD + ayy(p = ayxllf_ axyl// =0.

Ako deriviramo prvi uvjet po y, a drugi po x, dobivamo

Ay Y + W = iy — Ay = 0.

|
Obrat ove propozicije ne vrijedi, jedan protuprimjer je funkcija f(z) = Rez. Ovo je ujedno

primjer funkcije koja je neprekidna, a nije derivabilna. Medutim, vrijedi sljedeca tvrdnja.

Propozicija 1.1.6. Ako je funkcija ¢ : U — R harmonicka, onda postoji funkcija ¢ : U — R
takva da je funkcija f = @ + i holomorfna.

Dokaz. Ako funkciju ¢ definiramo formulom
P(y) = [ @)y +C()
onda ona zadovoljava prvi Cauchy-Riemannov uvjet. Nadalje, tada je
0(x) = [ du00y)dy+C'(x) = = [ @) dy+C'(x) = ~dhop(x.y) +€' ().

Ako odaberemo C = const., onda je zadovoljen i drugi Cauchy-Riemannov uvijet. |

6



Kompleksne i dualne funkcije

Definicija 1.1.7. Za funkciju f : U — C kaZemo da je meromorfna ako postoje holomorfne

funkcije g,h: U — C takve da je
_¢8
f - h *
Funkcija f ima polove u (izoliranim) nultoCkama funkcije 4 (za detalje vidi [31] ili [10]).

Za neprekidnu funkciju f = ¢ + iy : [a,b] — C definiramo

/abf(t)dt:/abfp(t)dwri/abw(;)dt.

Definicija 1.1.8. Neka je f : U — C neprekidna funkcija iy : [a,b] — U put klase C'. Integral
funkcije f duZ puta 7y je dan formulom

b
[r@az= [ oy
Y a

Zelimo poopéiti pojam derivacije za kompleksne funkcije koje ne zadovoljavaju Cauchy-
Riemannove uvjete. Jedno poopéenje su operatori d; i d, koji su definirani za svaku funkciju

f = ¢+ 1y kojoj su realni 1 imaginarni dio diferencijabilne funkcije:
1 i
o:f = Eaxf_ anf

22
&uf = 50f +30f.

Ovi operatori su linearni te zadovoljavaju produktno i Schwarzovo pravilo. Nadalje, funkcija f

(1.3)

je holomorfna ako i samo ako je d; f = O1itada je f’ = o, f. Medutim, operator d, ne zadovoljava

lan¢ano pravilo. Naime, d,(Z) = 0ionda za f(z) = Zi g(z) = Rez imamo:

.(f 08)(2) = d(Rez) = 3 #0= 3. (s(2)):2(c).

Nama treba poopéenje koje ¢e zadovoljavati lan¢ano pravilo, zato ¢emo koristiti operator dy.

Naime, iz jednakosti (1.2) slijedi da operator d, takoder poopc¢ava kompleksnu derivaciju.
Propozicija 1.1.9. Operator 0, je linearan te zadovoljava

a) ox(fg) = (uf)g+ foxg,

b) di(fog) = ((dxf)og)og.
Funkcija f je holomorfna ako i samo ako je dyf = —idyf i tada je f' = 0.f.

Teorem 1.1.10. Neka je f : U — C neprekidna funkcija i v : [a,b] — U put klase C'. Ako

funkcija f ima primitivau funkciju F na U (1. takvu da je 0, F = f), onda je
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Dokaz.

b b
[r@dz= [ oy 0= [ or o)y 0
Y a a

[ (ko @)d = Flro) - F(yta)
|

Napomena 1.1.11. Svaka funkcija f = ¢ +iy : [a,b] — C, kojoj su realni i imaginarni dio

neprekidne funkcije, ima primitivnu funkciju

F(r) = /(p(t)dt+i/l//(t)dt

jedinstvenu do na konstantu C € C.

U slucaju holomorfnih funkcija vrijedi 1 obrat prethodnog teorema, koji je netrivijalan i poz-
nat pod nazivom Cauchyjev teorem za derivaciju (vidi [31]). Nadalje, holomorfna funkcija
f:U C C — C ima primitivnu funkciju F na U (j. takvu da je F’ = f) ako je skup U jednos-

tavno povezan.

Dualni broj je broj oblika z = x + ye, gdje su x,y € R realni i imaginarni dio brojaz,a € ¢ R
imaginarna jedinica takva da je €2 = 0. Skup svih dualnih brojeva D) je komutativni prsten sa

zbrajanjem i mnoZenjem danim formulama:

222 = (x1+x2)+ (1 +y2)€, 2122 =x1y1 + (X1y2 +X2)1)E.

Zarazliku od polja C, prsten D nije polje. Broj z € D je invertibilan ako i samo ako je Rez # 0.

Skup svih invertibilnih dualnih brojeva oznacavamo D*. Za z; € D i z; € D* definiramo

X E Xp—WmE X —X X
2 X tyi€ -y _ 12 Tyixe

22 XpFYE Xp—WME X x%

Prsten I je takoder vektorski prostor nad R izomorfan prostoru R?. Na skupu ID osim euklidske
imamo i tzv. dualnu topologiju, koja je inducirana pseudonormom |z|?> = z-Z = x2. Otvorenim
skupom ¢emo smatrati skup koji je otvoren u euklidskoj topologiji.

Neprekidnost, derivaciju, holomorfnost i meromorfnost za dualnu funkciju f: U CD — D

definiramo kao za kompleksne funkcije. U definiciji (1.1) pretpostavljamo da je z —z9 € D*.

Teorem 1.1.12. Funkcija f = ¢ + €y je holomorfna u tocki zo € U ako i samo ako su funkcije

@ i ¥ klase C' u tocki (xg,yo) te zadovoljavaju uvjete

ay‘P(XOa)’O) = 07 ax(P(x()ayO) = ay‘l’(x07)’0)~

8
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Ako je funkcija f holomorfna u tocki zo, onda je

f'(z0) = 0xf(20) = k@ (x0,y0) + €AW (x0,Y0)- (1.4)
Dokaz. Po definiciji je
f/(z()) = lim f(Z) _f(ZO) _ lim (p(x,y) B ‘P(XOJO)
=20 Z—20 X—2X0,Y—Y0 X — X
+ lim W(x7y)_‘l/(x03y0)8_ lim ((p(x7y)_(p(x07y0))(y_y0)8
X—2X0, Y0 X — X0 X—2X0, Y0 (x —xp)?
_ . (o(x,y) — @(x0,0)) (¥ —Yo)
= % (x0,50) +€0xW(x0,y0) — _ lim (i—x0)2 3

Zadnji limes se moZe napisati u obliku

e lim <P(X,y)—¢(xo,yo)<y—yo>2‘

X—2X0,Y Y0 yY—>Y0 X — X0

Drugi i treéi limes iz predzadnjeg koraka se mogu zajedno napisati u obliku

€ lim
X—X0, Y0

(W(X,Y) —Y(xo,50)  @x,y) - QD(xo,yo)) Y=Y
y—>XYo X — X0 X — X0

Buduc¢i da limes limy ) ysy, Y70 e postoji, postojanje derivacije f’(zg) je sada ekvivalentno
X — X0

zahtjevima

im POY) —@lxo.yo) <1I/(x=y) —y(x0,50)  @(x,y)— @(xo,yo)> _o.

X—=2X0,Y—Y0 Y—>Yo0 X=X, YY0 X —X0 y—Yo

Prvi limes nam daje dy¢(xo,y0) = 01 (1.4), a drugi d,@(x0,y0) = Iy ¥ (x0,¥0). [ |
Vidimo da, kao u sluc¢aju kompleksnih funkcija, operator d; poopcuje derivaciju za funkcije
koje nisu nuzno holomorfne. Operator d, za dualne funkcije takoder ima svojstva iz propozicije

1.1.9. Nadalje, funkcija f je holomorfna ako i samo ako je dyf = €9, f.

Korolar 1.1.13. Funkcija f : I x R C D — D je holomorfna ako i samo ako je oblika

f(z) = o(x)+ (@' (x)y+k(x)) (1.5)

za jedinstvene funkcije @,k : I — R klase C'.
Dokaz. Integriranjem prvog Cauchy-Riemannovog uvjeta po y dobivamo da funkcija ¢ ovisi
samo o x. Zatim integriranjem drugog Cauchy-Riemannovog uvjeta po y dobivamo da je

v (x,y) = @'(x)y+k(x) za neku funkciju k, koja ovisi samo o x. |
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Korolar 1.1.14. Ako su funkcije ¢ i v glatke i funkcija f = @ + iy holomorfna, onda je
funkcija f glatka.
Dokaz. Dovoljno je pokazati da sve derivacije zadovoljavaju Cauchy-Riemannove uvjete. 1z

formule (1.5) imamo da je

f'(2) = 0xf(z) = ¢'(x) + £(¢" (X)y + K (x)).

Sada imamo da je

%(9'(x) =0, Ik(e'(x)) = 9" (x) = (9" (x)y +K(x)).

Dakle, funkcija f’ zadovoljava Cauchy-Riemannove uvjete, odakle slijedi da je holomorfna.
Sada indukcijom slijedi da je funkcija f klase C*. [

Sljedeca lema je zapravo analogon propozicije 1.1.6 za dualne funkcije.

Lema 1.1.15. Svaka analiticka funkcija f : I C R — R moZe se na jedinstven nacin prosiriti
do analiticke dualne funkcije.

Dokaz. Ako formalno razvijemo izraz f(x+ y€) u Taylorov red oko tocke x, dobivamo

(n)
/ !(x) y'e" = f(x) + f'(x)ye

n

flx+ye) =Y
n=0
jer je €2 = 0. Iz toga slijedi da je jedinstveno progirenje dano formulom

flx+ye) = f(x)+ef (x)y. (1.6)

|
Uo¢imo da se funkcija f moZe proiriti formulom (1.6) i ako je samo klase C', no tada progirenje

nije analiticko jer restrikcija na R nije analitiCka. MoZe se pokazati (indukcijom) da je
(x+ye)" =x"+nx""lye,
odakle slijedi formula (1.6) i ako razvijemo oko bilo koje tocke zo € I x R C D.

Teorem 1.1.16. Funkcija f : I xR — D je analiticka ako i samo ako je holomorfna te je u
reprezentaciji (1.5) funkcija ¢ analiticka i k = 0.

Dokaz. Ako je funkcija f holomorfna, onda je oblika (1.5). Ako to usporedimo s formulom
(1.6), vidimo da ako je jo$ kK = 0 i funkcija ¢ analiticka, onda je funkcija f jedinstveno analiticko

proSirenje funkcije ¢ na skup I x R. Dakle, funkcija f je analiticka.

10
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Obratno, ako je funkcija f analiticka, onda je ona analiti¢ko prosirenje funkcije f = (Re f) |r

na skup I x R. No, onda zbog jedinstvenosti proSirenja mora biti

f(2) = F(x) + F(x)ye,

odakle slijedi da je funkcija f oblika (1.5) uz ¢ = f i k = 0. Posebno, funkcija f je holomorfna.
Funkcija ¢ je analitiCka kao restrikcija analiticke funkcije f. |
1z prethodnog teorema vidimo da za razliku od kompleksnih funkcija, holomorfna dualna funk-
cija ne mora biti analiti¢ka, ¢ak i ako je klase C*.

Integral dualne funkcije duz puta definira se kao u kompleksnom slucaju te vrijedi Cauchyjev
teorem za derivaciju i analogon teorema 1.1.10 (vidi [26]).

Neprekidna funkcija f : [a,b] C R — D ima primitivnu funkciju jedinstvenu do na konstantu.
Nama je bitan samo taj rezultat za funkciju definiranu na segmentu. Za funkcije dualne varijable

vrijedi sljedeci rezultat, koji je dokazan u [26]. Dokaz je slican kao u kompleksnom slucaju.

Teorem 1.1.17. Svaka holomorfna funkcija f = ¢ + ey : I x R — D ima primitivau funkciju
F (tj. takvu da je F' = f) na I x R. Ako je funkcija f dana formulom (1.5), onda je svaka

primitivna funkcija funkcije f dana formulom

F(2) :/f(z)dz:/(p(x)dx—l—&‘((p(x)y—l—/k(x)dx) +c,

za neku konstantu ¢ € D.
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1.2. VISEDIMENZIONALNI PROSTOR

MINKOWSKOG

Prostor Minkowskog (Lorentzov prostor) M" je realni vektorski prostor R” sa pseudoskalarnim

produktom - : R” x R" — R danim formulom
x-y=—x1y1 +x2y2 + -+ XY

Taj pseudoskalarni produkt nije (pozitivno) definitan, tj. postoje vektori x € M" takvi da je
x # 0, ali x-x =0. Medutim, on je nedegeneriran, Sto znaci da ako za neki x € M" vrijedi

x-y=0zasvakiy € M", onda je x =0.
Definicija 1.2.1. Za vektor x € M" kaZemo da je
a) prostorni ako je x-x > 0ili x =0,
b) vremenski ako je x-x < 0,
c) svjetlosni ako je x-x =01ix # 0.

Skup LC = {x € M" : x - x = 0} zovemo svjetlosni stoZac.

Slika 1.1: Svjetlosni stoZac —x3 +x3 +x3 = 0 u M3

Pseudoskalarni produkt inducira pseudonormu i pseudometriku na M" na standardni nacin

Xl = v/l x], d(xy) = [lx=y].

12
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Prostor M" je pseudo-Riemannova mnogostrukost ako na njemu imamo zadanu odgovarajuéu
topologiju, koja nije jednoznacna, ali mora zadovoljavati definiciju mnogostrukosti, tj. prostor
mora biti Hausdorffov, mora imati prebrojivu bazu 1 biti lokalno euklidski dimenzije n. Obicno
se koristi euklidska topologija, s kojom M" postaje afini prostor.

Sljedeci rezultat je Cauchy-Schwarzova nejednakost za pseudometriku Minkowskog, Sto je

kljucni rezultat za proucavanje svojstava vektora u M".

Lema 1.2.2. Ako su vektori v,w € M" vremenski ili svjetlosni, a vektor v —w nije svjetlosni,
onda je

(v-w)2>v-v)(w-w). (1.7)
Dokaz. Bez smanjenja openitosti moZemo pretpostaviti daje v,w € {x € M" : x-x <0, x; > 0}.
Ako nije tako, moZemo promijeniti orijentaciju vektora, $to ne mijenja gornju nejednakost.

Bududi da je gornji skup konveksan (dio gornjeg poluprostora omeden svjetlosnim stoScem),

slijedi da je vektor tv+ (1 —r)w takoder element tog skupa za svaki 7 € [0, 1], odakle slijedi

vy +2t(1=1)(v-w)+ (1 =1)*(w-w) <0

Izraz s lijeve strane je kvadratna funkcija f(¢) = at®> + bt + c, gdje je
a=v-v="20-w)+w-w), b=2v-w—w-w), c=w-w.

Ako je vektor v —w prostorni, ondajea = (v—w) - (v—w) > 01ili v=w. Ako je v =w, postiZe
se jednakost. Pretpostavimo da je a > 0. Tada funkcija f ima minimum i buduéi da je f <0 na

[0,1], slijedi da je A = min,cg f(¢) < 0. Taj minimum je

A 4ac — b? _ 4(v-v)(w-w) —4(v~w)2‘
4a 4a

Dakle, mora biti (v-v)(w-w) < (v-w)?.

Ako je vektor v —w vremenski, onda je a < 0. Tada funkcija f ima maksimum jednak A u nekoj
to¢ki. Zelimo pokazati da je A > 0. Dovoljno je pokazati da postoji 7y € R takav da je f(tg) > 0
(bit Ce 1y ¢ [0, 1]).

Ako su vektori viw linearno zavisni, nejednakost vrijedi (postiZe se jednakost), a ako nisu, onda
postoji prostorni vektor u # 0 koji leZi u ravnini razapetoj vektorima v i w. Tada je u = Av+ uw
za jedinstvene skalare A,y € R. Zelimo pokazati da postoji vektor i = o((Av + uw) kolinearan
s vektorom u takav da je ot = 1 — aA. MoZzemo uzeti @ = ,u; Naime, mora biti u # —A

+A

jer bi u suprotnom vektor u# bio kolinearan s vektorom v — w, koji je vremenski.

13
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Kako je vektor i prostorni, za ) = @A imamo da je f(tp) = ii-ii > 0. Dakle, A > 0 i kako je

a < 0, slijedi da je brojnik od A manji od 0 (imamo ¢ak strogu nejednakost). [

Propozicija 1.2.3. Neka je v e M" vremenski vektor. Ako je w € M" vektor takav da je v-w =0,
onda je vektor w prostorni.

Dokaz. Pretpostavimo da je vektor w vremenski ili svjetlosni, tj. w-w < 0. Ako je vektor
v —w svjetlosni, onda imamo da je v-v—2(v-w) +w-w = 0, odakle zbog v-w = 0 slijedi da je
w-w = —v-v > (. Dakle, vektor w je prostorni.

Pretpostavimo da vektor v — w nije svjetlosni. Buduéi da je v-v < 0, desna strana u nejednakosti
(1.7) je nenegativna. Onda zbog v-w = 0 slijedi w - w = 0. Dakle, vektor w mora biti svjetlosni.
No, tada za funkciju f iz dokaza prethodne leme imamo da je b = 0, odakle slijedi da funkcija
f postiZe globalni ekstrem A = 0.

Ako je vektor v — w prostorni, onda je A minimum. No, kako je f(1) =v-v < 0, dobivamo
kontradikciju. Ako je vektor v —w vremenski, onda je A maksimum. No, tada za fp = oA iz

dokaza prethodne leme imamo da je f(f9) > 0, $to je opet kontradikcija. |

Korolar 1.2.4. Svaka ortonormirana baza {vy,...,v,} za M" sastoji se od jednog vremenskog
i n— 1 prostornih vektora.
Dokaz. Vektori v; ne mogu biti svjetlosni zbog ||v;|| = 1 # 0. Ako su svi vektori v; prostorni,

onda za proizvoljni vektor x € M", x = a¢;v{ + - - - + Q,v,, imamo:
X-x= 0612+-~-+06,% >0,

Sto povlaci da je svaki vektor x € M" prostorni, $to ne vrijedi. Dakle, baza mora sadrzavati
barem jedan vremenski vektor.
S druge strane, ako imamo barem dva vremenska vektora v; i v;, i # j, onda zbog v;-v; =0

dobivamo kontradikciju s propozicijom 1.2.3. |

Propozicija 1.2.5. Neka su v,w € M" svjetlosni vektori. Tada je v-w = 0 ako i samo ako su
vektori v i w kolinearni.

Dokaz. Pretpostavimo da su vektori v i w kolinearni. Tada je, zbog v # 0, w = Av zaneki A € R.
No, tadajev-w=v-(Av)=A(v-v)=1-0=0.

Pretpostavimo da je v-w = 0. AKo su vektori v i w linearno nezavisni, onda sve «, € R vrijedi

(av+Bw)- (o +Bw) = a?(v-v) +20B(v-w)+ B2(w-w) = a*-0+2af -0+ p%-0=0.

14
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Iz toga slijedi da je Citava ravnina razapeta vektorima v i w podskup svjetlosnog stoSca, Sto
ne moze biti. Naime, ako presjeCemo svjetlosni stoZac dvijema horizontalnim ravninama, dio
stoSca izmedu njih je omeden skup u euklidskoj metrici. No, ako isto napravimo za ravninu
koja prolazi kroz ishodiSte, dobijemo neomeden skup, a neomeden skup ne moZze biti podskup
omedenog skupa. |

Kao $to imamo tri tipa vektora, u prostoru Minkowskog razlikujemo i tri tipa potprostora.
Definicija 1.2.6. Za potprostor M C M" kaZemo da je

a) prostorni ako je svaki vektor x € M prostorni,
b) vremenski ako sadrZi barem jedan vremenski vektor,

c) svjetlosni ako sadrZi barem jedan svjetlosni vektor, ali ne sadrZi vremenski vektor.
Propozicija 1.2.7. Neka je n > 2 i M C M" potprostor.

a) Ako je potprostor M je prostorni, onda je potprostor M- vremenski.
b) Ako je potprostor M vremenski, onda je potprostor M- prostorni.

c) Ako je potprostor M svjetlosni, onda je potprostor M svjetlosni.

U prva dva slucaja je M & M+ = M", a u tre¢em je M + M+ # M" i suma nije direktna.
Dokaz. a) Za M = {0} tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da je M # {0} in > 3.

Prvo ¢emo dokazati pomoénu tvrdnju: ako je vektor x € M" okomit na sve svjetlosne vektore,
ondajex=0. Zai€ {2,...,n}, vektori &; = e] + ¢; su svjetlosni, pa iz x - &; = 0 slijedi —x; +
x; = 0. Dakle, x = x;(1,...,1). S druge strane, zbog n > 3, vektor & = (1,%,%,0,...,0) je
svjetlosni, pa onda iz x- & = 0 slijedi x; (—1++/2) = 0, tj. x; = 0.

Neka je sada {vy,...,v} bilo koja ortonormirana baza za M. Tada prema pomo¢noj tvrdnji

postoji svjetlosni vektor e € M" koji nije okomit na vektor v; # 0. Stavimo

k

v=e— Z(e-vi)v,-.

=0
= — y e V12 e-vij)le-vi)(vi-v; :—n eVzZ
= 2;( ) +1<l2;,<n( )e-vj)( _5”]> l;( )
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Sada zbog e-v; # 0 slijedi da je v-v < 0. Dakle, vektor v, a time i potprostor M=, je vremenski.
Ako je n =2, onda je dimM < 1 jer je &itav M vremenski potprostor. Dakle, M = [(x{,x2)] za
neki prostorni vektor (x1,x2) # 0. No, tada je M+ = [(x2,x1)] i —x3 +x7 = —(—x} +x3) <0,
dakle potprostor M je vremenski.

b) Budu¢i da je potprostor M vremenski, on sadrZi neki vremenski vektor v. No, tada za svaki
vektor x € M+ imamo da je x-v = 0, odakle prema propoziciji 1.2.3 slijedi da je vektor x
prostorni. Dakle potprostor M~ je prostorni.

¢) Buduci da je potprostor M svjetlosni, on sadrzi neki svjetlosni vektor v. No, tadajev-v =0,
Sto povla¢i da je v € M. Dakle, potprostor M sadrZi svjetlosni vektor. Pretpostavimo da
sadrzi 1 vremenski vektor w. Tada je v-w = 0, §to je u kontradikciji s propozicijom 1.2.3.
Pokazimo sada da je u prva dva slu¢aja suma M + M~ direktna. Ako je v € M NM~*, onda je
v-v = 0. No, kako barem jedan od prostora M i M sadrZi vremenski vektor w, zbog v-w =0
1z propozicije 1.2.3 slijedi v = 0.

Pokazimo sada da je M @ M = M". Ako je potprostor M prostorni (vremenski), onda postoji
ortonormirana baza {vi,...,v} za M (M) jer moZemo provesti Gram-Schmidtov postupak.
Tu bazu moZemo nadopuniti do neke baze {vi,..., Vi, Vki1,...,Vn} za M". Dovoljno je sada

pokazati da je v € M ® M+ za sve k+ 1 < i < n. Uoimo da je

k
y=v;— Z(vi-vj)vjEML
j=1

N————

=x
jerjey-v,=0zasve 1 <r <k. S druge strane, x € M kao linearna kombinacija vektora v, € M,
pajevi=x+yeM+M".

U treéem sludaju, za svjetlosni vektor v € M imamo da je v € MNM=* i v # 0, dakle suma
nije direktna. Suma nije jednaka Citavom M” jer ne sadrZi vremenske vektore. Naime, za
v=vi+v E M+M"imamodajev-v=vi-vi+vy-v2 >0. [ |
Ako je dimM = 1, onda je M prostorni (vremenski, svjetlosni) pravac ako i samo ako je svaki
vektor v € M, v # 0 prostorni (vremenski, svjetlosni).

U sljedecoj propoziciji ¢emo vidjeti kako izgledaju ravnine u M".

Propozicija 1.2.8. Neka je n > 3 i M C M" potprostor dimenzije 2. Potprostor M je vremenski
ako i samo ako sadrZi dva linearno nezavisna svjetlosna vektora.
Dokaz. Pretpostavimo da je potprostor M vremenski. Tada postoji vremenski vektor v € M.

MozZemo ga nadopuniti do neke baze {v,w} za M. Ako je w-v =0, stavimo u = w, a inale
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v-v . . e 1. . . .-
u=v——w. Tadajeu € Miu-v=0. Iz toga slijedi da je vektor u prostorni te mora biti
w-y

u # 0 jer su vektori v i w linearno nezavisni. Za ¢t € R imamo:
(tu+v)- (tu+v) =04 (u-u)t> +2(u-v)t + (v-v) =0.

Ovo je kvadratna jednadzba s diskriminantom —4(u - u)(v-v) > 0, odakle slijedi da jednadZba
ima dva razliCita realna rjeSenja t i f,. Vektori e; = tju+v, i = 1,2 su svjetlosni, leZe u ravnini
M i zbog t| # t, linearno su nezavisni.

Obratno, pretpostavimo da postoje dva linearno nezavisna svjetlosna vektora ej,e; € M. Zbog

linearne nezavisnosti slijedi da je e; - e # 0. Tada kvadratna funkcija
f(t) = (ter + (1 —t)ez) - (rer + (1 —1)ez) =2t (1 —1) (e - €2)

ima dvije nultocke t; = 017, = 1, Sto povla¢i da mora biti f(zy) < 0 za neki 7y € R. Tada je
vektor v = fge; + (1 —#p)ex € M vremenski, odakle slijedi da je ravnina M vremenska. |
Uocimo da iz prethodne propozicije slijedi da svjetlosna ravnina sadrzi to¢no jedan svjetlosni
pravac, a svi ostali vektori u toj ravnini su prostorni.

Za kraj ¢emo joS uvesti vektorski produkt za trodimenzionalni prostor Minkowskog. Sljedece
propozicije ¢emo navesti bez dokaza, koji se mogu procitati u [10] ili [29]. Tamo su rezul-
tati koje dokazali za M" dokazani na jednostavniji nacin u slucaju n = 3 pomocu vektorskog

produkta.

Propozicija 1.2.9. Za vektore u,v € M3 postoji jedinstveni vektor u x v € M? takav da je
(ux v)-x =det(u,v,x)

za svaki vektor x € M. Vektor u x v je dan formulom

—e€r ey e3
UXV=1|u u uzl,
141 Vo V3

gdje je u = (uy,up,u3), v= (vi,v2,v3) te {ey,es,e3} standardna baza za M.
Vektor u x v iz prethodne propozicije zovemo vektorski produkt vektora u i v. U sljedecoj

propoziciji su dana svojstva vektorskog produkta u prostoru Minkowskog.
Propozicija 1.2.10. Za sve u,v,w € M? i a € R vrijedi:
a) uxv_Lu,v,
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b) vxu=—(uxv),
c) (uxv)-w=u-(vxw),
d) (au) xv=a(uxv),
e) (u+v)xw=uxw+vxw,
f) uxv=0ako i samo ako je skup {u,v} linearno zavisan,
g) skup {u,v,uxv} je baza za MI> ako i samo ako vektor u x v nije svjetlosni ni nulvektor,
h) (uxv)xw=—(u-w)v+(v-w)u.
Vektorski produkt opcenito nije asocijativan, tj. (X v) X w # u X (v X w).
Propozicija 1.2.11. (Lagrangeov identitet) Za vektore a,b,c,d € M? vrijedi

a-d a-c

(axb)-(cxd)= .
b-d b-c

Propozicija 1.2.12. Ako je skup {u,v} C M? ortonormiran, onda je skup {u,v,u x v} ortonor-

mirana baza za M. Posebno, svaki se jedinicni vektor u € M moZe nadopuniti do ortonormi-

rane baze za MP.
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1.3. PROSTORNE I VREMENSKE PLOHE U M"

U ovom radu uglavnom éemo proucavati 2-plohe u M? i M*, ali éemo u preliminarnom poglav-
lju malo prougiti i svjetlosne plohe visih dimenzija. O prostornim i vremenskim plohama u M?>
moze se puno detaljnije procitati u [10]. Ovdje ¢emo vecinu tih rezultata navesti bez dokaza,

koji se izravno poopcavaju na 2-plohe u M".

Definicija 1.3.1. Skup S C M", S # 0 zovemo k-ploha ako za svaku tocku p € S postoji dife-
omorfizam x: U — VNS, gdje su U CRF iV C M", k < n otvoreni skupovi i p € V. Preslika-
vanje X zovemo (lokalna) parametrizacija, a preslikavanje x~' (lokalna) karta plohe S.
Ako je k =1, onda plohu S zovemo krivulja. Ako je k =n — 1, plohu S zovemo hiperploha.
Ako je k = n, onda je S otvoreni skup u M". Plohom ¢emo kraée zvati 2-plohu u M".
Neka je U C R” otvoreni skup (tj. n-ploha). Tangencijalni prostor skupa U u tocki p € R" je
vektorski prostor

T,U ={(p,v) :veR"},
koji je izomorfan prostoru R". Krace piSemo v, = (p,v) ili samo v = (p,v). Disjunktnu uniju

TU =Upey TpU zovemo tangencijalni sveZanj skupa U.

Definicija 1.3.2. Za k-plohu S kaZemo da je regularna u tocki p = x(uy,...,u;) € S ako je

diferencijal dx,, . .. T U — T,M" injektivan linearni operator.

1y--- ,Mk)
Za k-plohu § kazemo da je regularna ako je regularna u svakoj tocki p € S. U ovoj radnji ¢emo
proucavati samo regularne k-plohe.

Neka je U C M" otvoren skup i f : U — R funkcija klase C'. Tada vektorsko polje Vf : U —

TU, dano formulom

Vf(p) = (=0 f(p), 0 f(P), -, f(p)) € LU,

zovemo gradijent funkcije f. Iz teorema o inverznom preslikavanju slijedi da ako je k-ploha
S regularna u tocki p, onda se ona moZe lokalno oko toc¢ke p prikazati implicitno jednadZbom
flx1,...,x0) = ¢, gdje je f: U C M" — R glatka funkcija, ¢ € R te je Vf(p) # 0. Obratno,
ako za nivo-skup f(xi,...,x,) = ¢ vrijedi Vf(p) # 0 za neku tocku p = f~!({c}), onda se taj
skup moze lokalno oko totke p parametrizirati glatkim preslikavanjem x : U — f~!({c}) te je

operator dX,, . > gdje je X(u1,...,u;) = p, injektivan.

Definicija 1.3.3. Neka je S k-ploha u M" i p € S tocka. Za vektor v € T,M" kaZemo da

Jje tangencijalni vektor plohe S u tocki p ako postoji krivulja ¢ : I — S takva da je c(ty) = p
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i ¢'(to) = v za neki tg € I. Skup T,S svih tangencijalnih vektora plohe S u tocki p zovemo
tangencijalni prostor plohe S u tocki p. SveZanj T'S = ,csTpS zovemo tangencijalni sveZanj

plohe S.

Teorem 1.3.4. Ako je k-ploha S regularna u tocki p, onda je skup T,S potprostor vektorskog
prostora T,M" dimenzije k. Ako je x : U — § lokalna parametrizacija i X(uy, ... ,ux) = p, onda

Jje skup {x,, (u1,... ug),. .. Xy (ur,...,ux)} baza za TpS.

Definicija 1.3.5. Za k-plohu S kaZemo da je prostorna (vremenska, svjetlosna) u tocki p € S
ako je potprostor T,S prostorni (vremenski, svjetlosni).

Krivulja ¢ : I — M" je prostorna (vremenska, svjetlosna) u tocki c(fy) ako i samo ako je vektor
c(tp) prostorni (vremenski, svjetlosni). k-ploha S je prostorna (vremenska, svjetlosna) ako je

prostorna (vremenska, svjetlosna) u svakoj tocki p € S.

Definicija 1.3.6. Neka je S k-ploha u M" i p € S tocka. Tada potprostor TpSL zovemo nor-
malni prostor plohe S u tocki p. Svezanj TS+ = Upes TpSl zovemo normalni sveZanj plohe S.

Iz propozicije 1.2.7 1 teorema 1.3.4 slijedi: ako je S regularna prostorna ili vremenska k-ploha,
onda je dim TPSL =n—kteTpS Born TpSL = T,M". Za svjetlosne plohe to ne vrijedi. Nadalje,
k-ploha S je prostorna (vremenska, svjetlosna) u tocki p ako i samo ako je potprostor TpSL

vremenski (prostorni, svjetlosni).

U ostatku ovog dijela ¢emo proucavati samo prostorne i vremenske 2-plohe (krace, plohe).

Definicija 1.3.7. Neka je S ploha u M". Tada preslikavanje I, dano formulom I(v,w) = v -
w, vww € T,S, p € S, zovemo prva fundamentalna forma plohe S. Ako je x : U C R> — S

parametrizacija, onda funkcije
E=x,-x,, F=X,-X,, G=X,-X,

zovemo fundamentalne velic¢ine prvog reda (metricki koeficijenti) parametrizacije X.
U svakoj tocki p € S, preslikavanje I : T,S — T,,§ — R je simetri¢na bilinearna forma. Sada

éemo uvesti pojam jedini¢nog normalnog polja samo za plohe u M, koje su ujedno i hiperplohe.

Definicija 1.3.8. Neka je S ploha u M? i p € S tocka. Neka je x : U C R? — S parametrizacija

takva da je x(u,v) = p. Tada vektorsko polje n: S — TM?, dano formulom

_ X, (u,v) X X, (u,v)
1% (2, v) % Xy (V)|

n(p)
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zovemo jedinicno normalno polje plohe S.

Iz propozicije 1.2.10 slijedi da je polje n prerez sveZznja T'S*. Iz propozicije 1.2.11 slijedi da je
(X, XX,) - (x, Xxx,) = F2 — EG.

Nadalje, ploha § je prostorna (vremenska, svjetlosna) ako 1 samo ako je polje n vremensko

(prostorno, svjetlosno).

Definicija 1.3.9. Za plohu S u M kaZemo da je orijentabilna ako postoji glatko jedinicno
normalno polje n plohe S.
Ako je ploha § orijentabilna i povezana, onda ona ima to¢no dva glatka jedinicna normalna

polja ny i ny (unutarnje i vanjsko), za koja vrijedi np) = —n;.

Definicija 1.3.10. Neka je (S,n) orijentirana ploha u M i p € S tocka. Preslikavanje Sp:

1,8 — TpI\\/JI3, dano formulom

Sp(v) =—odn(p) = _d”p(v)7

zovemo operator oblika plohe S u tocki p.
Preslikavanje S, je simetriCan (samoadjungiran) linearni operator, tj. S,(v)-w=v-S,(w) za

sve v,w € T),S. Nadalje, S,(7,S) C T,,S, tj. S, je operator 7,S — T,S.

Definicija 1.3.11. Neka je (S,n) orijentirana ploha u M. Tada preslikavanje 11, dano formu-
lom II(v,w) = S,(v)-w, vyw € T),S, p € S, zovemo druga fundamentalna forma plohe S. Ako je

x : U C R? — S parametrizacija, onda funkcije
L=S8x(xy) Xy, M=25x(x,-%,), N=S(x,) X,

zovemo fundamentalne velicine drugog reda parametrizacije X.

U svakoj tocki p € S, preslikavanje I1 : T,S x T,S — R je simetri¢na bilinearna forma.

Definicija 1.3.12. Neka je (S,n) orijentirana ploha u M i p € S to¢ka. Tada broj K(p) =
1
detS, zovemo Gaussova (Gauss-Kroneckerova) zakrivijenost plohe S, a broj H(p) = EtrS b

srednja zakrivljenost plohe S u tocki p.

Teorem 1.3.13. Neka (S,n) orijentirana ploha u M i x : U C R? — S parametrizacija. Tada

LN —M? 5y EN—2FM+GL
 EG-F?" " 2(EG-F?)
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Za toCku p € S kazemo da je umbilicka ako je S, skalarni operator, tj. S, = o/ za neki ska-
lar ¢ € R. Za linearni operator A : V — V, gdje je V vektorski prostor sa (pseudo)skalarnim
produktom, kazemo da se moze dijagonalizirati ako postoji ortonormirana baza za V u kojoj je
matri¢ni prikaz operatora A dijagonalna matrica (sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali).

U [10] je dokazan sljedeéi rezultat o dijagonalizaciji operatora oblika plohe.
Teorem 1.3.14. Neka (S,n) orijentirana ploha u MP i p € S tocka.

a) Operator S, se moZe dijagonalizirati nad R ako i samo ako je H(p)*> —K(p) > 0 ili je

tocka p umbilicka.
b) Operator S, se moZe dijagonalizirati nad C \ R ako i samo ako je H(p)* — K(p) < 0.

c) Operator S, se ne moZe dijagonalizirati (nad C) ako i samo ako je H(p)* —K(p) =0

tocka p nije umbilicka.

Teorem 1.3.15. Ako je ploha (S,n) prostorna u tocki p € S, onda se operator S, moZe dijago-
nalizirati nad R.

Kod vremenskih ploha moguc¢ je bilo koji od gornja tri slucaja.

Definicija 1.3.16. Za prostornu (vremensku) plohu (S,n) u M kaZemo da je maksimalna (mi-
nimalna) ako ima srednju zakrivljenost H = 0.
Neka je (S,n) orijentirana ploha u M? i x : U C R? — § parametrizacija. Povrsina dijela

x(U) C S je broj

P(X(U)):/MHXUxxv]\dudv:/U\/\EG—F2|dudv.

Familiju parametrizacija x, : U — M3, —& < s < € oblika
XS(“? V) = X(”a V) + S(P(Lt, V)H(X(Lt, V)),
gdje je ¢ : U — R bilo koja glatka funkcija, zovemo normalna varijacija parametrizacije X.

Teorem 1.3.17. Neka je (S,n) orijentirana ploha u M i x : U — S parametrizacija. Tada
Jje parametrizacija X minimum (maksimum, sedlasta tocka) funkcionala x — P(x(U)) za svaki
normalnu varijaciju parametrizacije X ako i samo ako je H=0i K > 0 (K <0, K =0) na dijelu
x(U) CS.

Iz teorema 1.3.14 i 1.3.15 slijedi da za prostorne plohe uvijek vrijedi H> — K > 0. Ako je
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H =0, onda iz toga slijedi da je K < 0. Jedina prostorna ploha za koju je H = K =0 je
ravnina (to ne vrijedi za vremenske plohe). Iz toga slijedi da svaka prostorna ploha za koju
je H = 0, osim ravnine, lokalno maksimizira povrSinu. S druge strane, ako je H =01 K > 0,
onda je H?> — K < 0, odakle sijedi da su sve plohe koje lokalno minimiziraju povr§inu nuzno
vremenske, iako medu vremenskim plohama ima i onih koje maksimiziraju povrsinu ili ju uopce

ne optimiziraju (sedlaste tocke).

Definicija 1.3.18. Neka je S ploha u M" i x : U C R> — S parametrizacija. Ako je ploha S

prostorna, onda za parametrizaciju X kazemo da je konformna ako je
E=G=A1>0, F=0.

Ako je ploha S vremenska, onda za parametrizaciju X kaZemo da je konformna ako je
—E=G=A1>0, F=0.

Funkciju A : U — R zovemo konformni faktor parametrizacije X.
Sljedeca dva rezultata su klju¢na za postojanje Weierstrassove reprezentacijske formule. Prvi
od njih je dokazan u [16] (isti je dokaz kao za plohe u euklidskom prostoru). Ideja dokaza je po-

mocu kompleksne reparametrizacije problem svesti na rjeSavanje tzv. Beltramijeve jednadzbe.

Teorem 1.3.19. Neka je S prostorna ploha u M" i p € S toc¢ka. Tada postoji konformna para-
metrizacija x : U C R? — S takva da je p € x(U).

Dokaz. Neka je x : U — S bilo koja parametrizacija takva da je p € x(U) i
ds* = E du* +2F dudv + G dv*?

njena prva fundamentalna forma. Ako napravimo reparametrizaciju x(z,z), gdje je z = u+ iv,

onda ona ima prvu fundamentalnu formu
ds® = Aldz + udz|?, (1.8)

gdje je

l:%(E+G+2\/W), u E — G+2iF),

= H(
gdje je W = EG — F? > 0 tzv. Weingartenovo preslikavanje. Uo¢imo da je A > 0 jer je 1,S

prostorni potprostor, pa mora biti £,G > 0.
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PokaZzimo da vrijedi jednakost (1.8).
2

\dz+ud2]2='d(u+vi) E —G+2iF)d(u—vi)

+ 47
-G E—-G

. E
= |du+idv+ ) du — v ldv-l—ﬁldu-i—ﬁdv

G F 2 (F E-G 2
<(1+—4l >du+ﬁdv> +(ﬁdu+<1_—4k )dv)

2
:(E+\/_d +—dv> +<%du+G+\/_ >

2

21 21 21

4;2[((E+\/_) + F2)du? +2(E + G+ 2VW)F dudv + (F> + (G+VW)?) dv]

Buduéidaje4A =E+ G+ 2+/W, sada imamo da je

1
Aldz+ Bdz|* = s —[(E* 4+ 2EVW + EG) du+2F -4A dudv + (G* +2GvVW + EG) dv?]

1

=1z — [E -4A du* + 2F - 41 dudv + G - 42 dv*| = E du® + 2F dudv + Gdv* = ds*

Zelimo pokazati da postoji reparametrizacija (i, ¥) parametrizacije x koja e biti konformna.

Po definiciji, prva fundamentalna forma parametrizacije X mora biti oblika
ds* = A(dii* + di?)

za neku glatku funkciju 2. > 0. No, ako supstituiramo kompleksnu varijablu w = @i 4- iV, taj izraz

se moZe zapisati na sljedeci nacin (gledamo w kao funkciju w(z,Z))

ds? = A(di® +di*) = A|dia+idv|* = L|d(a+iv))

o 2
de+ 520 dz
oW

Ako to usporedimo s jednakoscu (1.8), vidimo da ¢e X biti reparametrizacija od x ako je

5 A oW

Ova zadnja diferencijalna jednadZba je poznata Beltramijeva jednadzba i netrivijalan je rezultat

— Aldw]? = A|(3w) dz -+ (3ow) dz = R[]

da ona ima rjeSenje w(z,7) koje je difeomorfizam za |u| < 1. Medutim, to ovdje vrijedi jer je

1 (E —G)>+4F?

2 12

= E—-GH2iF|" =

I (4/1)2‘ | (E+G+2vW)?
(E4+G)?—4EG+4F* (E+G)*—4w

T (E1GPAHE+GVW 1AW  (E+ G2 +4(E+G)VW +4w <!
m

Uoc¢imo da ako je parametrizacija x iz prethodnog dokaza konformna, ondaje A = E i u =0,

tj. funkcija A je upravo konformni faktor parametrizacije x. Sljedeéi rezultat je dokazan u [32].
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Lema 1.3.20. (Frobeniusov teorem) Neka je M glatka n-mnogostrukost i E C TM sveZanj
ranga k takav da za prereze X i Y sveZnja E, polje [X,Y] je takoder prerez sveinja E. Tada
za svaku tocku p € M postoji okolina U C M i parametrizacija X : <—8,8>k — U takva da je

x(0)=pizasvea; € (—¢,€), k+1<i<n, skup
N = {qu:x;l(q) =a;, k+1 §i§n}
Jje tzv. integralna mnogostrukost sveznja E, tj. za svaku tocku g € N je TyN = E,.

Teorem 1.3.21. Neka je S vremenska ploha u M" i p € S tocka. Tada postoji konformna para-
metrizacija x : U C R* — S takva da je p € x(U).

Dokaz. 1z propozicije 1.2.8 slijedi da na nekoj otvorenoj okolini V C § tocke p postoje glatka
linearno nezavisna svjetlosna vektorska polja X i Y, koja su tangencijalna na plohu S. Iz pro-
pozicije 1.2.5 slijedi da je X(g) - Y (g) # 0 za svaku tocku ¢ € V. Ako je X -Y < 0, moZzemo
promijeniti orijentaciju polja X tako da bude X -¥Y > 0.

Zelimo pokazati da postoje glatke funkcije A,u > 0 takve da je [AX,uY] = 0 (o Liejevoj za-
gradi vidi u [27]). Tada iz Frobeniusovog teorema ( [30]) slijedi da postoji parametrizacija
x:U CR?> - Vtakvadaje p e x(U) tex, = (AX)oxix, = (uY)ox. Tada za parametrizaciju

X vrijedi

E=2*X-X)=0, F=Au(X-Y)>0, G=u*(¥-Y)=0.
- F i—7 47
Ako stavimo A = ) i napravimo reparametrizaciju X(ii,V) = x <u 7 7u42-v

—E=G=1iF=0, tj. parametrizacija X Ce biti konformna. Naime,

>, onda ée biti

ds* = 2F dudv = X dudv = A d(ii+v)d(—ii +7) = A(—di* + di*).
Pronadimo sada funkcije A i u. 1z svojstava Liejeve zagrade imamo da je
AX, uY]=AuX, Y]+ A(Xp)Y —u(YA)X. (1.9)
Bududi da je vektorsko polje [X, Y] tangencijalno, a {X,Y } baza za TS, slijedi da je
X,Y]=fX+gY
za jedinstvene glatke funkcije f,g:V — R. Ako je [AX,uY] =0, jednakost (1.9) postaje
A(fX+gY)=pn(YA)X —A(Xpn)Y.
Ako sada izjedna¢imo odgovaraju¢e komponente s lijeve i desne strane, dobivamo
Af=YA, ug=-Xu.
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Neka su sada (u, v) bilo koje lokalne koordinate plohe S oko tocke p. Budu¢i da je {d,, d,} baza
za TS, imamo da je

X=wad,+po,, Y="19,+80,
za jedinstvene glatke funkcije a,3,7,0 : U — R takve da je a6 — By # 0. Tada je
Af=YA=9A+8A < f=7yd,(InA)+ d9,(InA)
uz pretpostavku da je A > 0. Na isti nacin je
—ug=Xpu=ad,u+pou<=—g=0d,(Inu)+po(Inu)

uz pretpostavku da je 1 > 0. Supstitucijom A =1InAi [t = Inu dobivamo parcijalne diferenci-

jalne jednadZbe prvog reda
f=70A+8dA, —g=adfi+Bo,

koje imaju C* rjeSenja A i {1 oko tocke p. Tadasu A = e >0i u = ef > 0 trazene funkcije. W
Primjer. Neka je S' = {(u,v) e R?:u? +v* =1}, H' = {(u,v) eR?* 1> —? =1} te

S1 = {(x,y,z) eR: —x*+y? 42 = —1}
Sy = {(x,y,z) eR3: —x2+y2+22 = 1}
prostorna i vremenska jedini¢na sfera sa srediStem u ishodiStu.

Stereografska projekcija plohe S s obzirom na sjeverni pol A = (0,0, 1) na xy-ravninu je injek-

cija i njen inverz je preslikavanje x; : RZ\ §' — §; \ {A} dano formulom

2 2u 2v
Xl(u’v):(1_l—uz—v27l—uz—vz’l—uz—\ﬂ)‘ (110
Racunamo:
4u 2(1+u* —v?) 4uv
dux (u,v) = <(1 —u2—v2)2" (1 —u2 —12)2" (1 —u2 —12)2

4y 4uy 2(1 — 2 +1?)
dxi(u,v) = (1—u2—v2)2" (1 —u? —v2)2" (1 —u? —v2)2

4

Ey = 0,X - duX) = =22

m7 Fl = c9ux1 . avxl = (), Gl — 3VX1 . avxl —

Dakle, parametrizacija x; je konformna s konformnim faktorom A; = E|.

Inverz stereografske projekcije x, : R\ H! — S, \ {z = 1}, dan formulom

2u 2y | 2 )
1—u2+v2" 1 —u?+v?’ 1—u?2+1v2)’

xo(u,v) = < (1.11)
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je konformna parametrizacija s konformnim faktorom

4

A= (1—u?+v2)2

Ne moZze se za svaku plohu eksplicitno konstruirati konformna parametrizacija. Zanimljiv je
sljedeci rezultat ( [8]) da se pomocu konformne parametrizacije za jedini¢nu sferu moze kons-

truirati lokalna konformna parametrizacija na bilo kojoj maksimalnoj ili minimalnoj plohi.

Lema 1.3.22. (Weingartenove formule) Neka je (S,n) orijentirana ploha u M> i x: U — S

parametrizacija. Tada je

MF — LG LF —ME

(noX)u = Fo— Xt Fo 2™
NF—-MG  MF—NE
(nox)y = T Xt Fo 2 X

Teorem 1.3.23. Neka je (S,n) maksimalna (minimalna) ploha u M i p € S tocka koja nije
umbilicka. Neka je V. C S otvorena okolina tocke p takva da je n:V — n(V) difeomorfizam.
Neka je X : U — n(V) bilo koja konformna parametrizacija jedinicne prostorne (vremenske)
sfere oko tocke n(p). Tada je parametrizacijax =n~' o%X : U — S konformna.

Dokaz. Bududi da tocka p nije umbilicka, slijedi da je K(p) = —detVn(p) # 0, odakle po
teoremu o inverznom preslikavanju da je preslikavanje n difeomorfizam na nekoj otvorenoj
okolini tocke p. Neka je A konformni faktor parametrizacije X.

Uocimo da iz x = n~! ok slijedi da je X = n ox Gaussovo preslikavanje plohe S. Dakle, za pres-
likavanje X vrijede Weingartenove formule. Ako uvrstimo Weingartenove formule u jednakost

(nox), - (nox), =0 i pomnoZimo obje strane izrazom EG — F?, dobivamo
(MF — LG)(NG — MG)E + (MF — LG)(MF — NE)F
+(LF — ME)(NF — MG)F + (LF — ME)(MF —NE)G =0
= (MF — LG)M(—EG+F?) + (LF —ME)N(F>* —EG) =0
= M?F — MLG+LFN — MEN =0
= M(MF — LG —EN)+LFN =0
Budu¢i da je H =0, iz teorema 1.3.13 slijedi da je EN —2FM + GL = 0, dakle
—M?F +LFN =0= F(—M*+LN) =0.
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Budu¢i da K(gq) # 0 u svakoj tocki g € V (zbog neprekidnosti), iz teorema 1.3.13 slijedi da je

LN — M? # 0 u svakoj tocki g € V, dakle mora biti F = 0. Sada se Weingartenove formule

reduciraju na

L M M N
(nox), = —Exu — EXV’ (nox), = _EX” — EXV.

Uvritavanjem toga u (n0x),, - (nox), = +A, dobivamo

L2 MZ - ) ) ~
E.E+E.G:il = L°G+M°E =+AEG.

Sadaiz H =01 F = 0O slijedi GL = —EN, pa imamo

_ — LN + M?
_LEN +M*E = +1EG = G = iTjL.

S druge strane, uvrStavanjem Weingartenovih formula u (nox), - (nox), = A dobivamo

M2 N2 - ) ) -
E.E+E.G:)L:>M G-+N°E = AEG.

UvrStavanjem EN = —GL dobivamo

~ M?* — NL
M?*G —-NGL = AEG = E = —

Dakle, vidimo da je £F = G, tj. parametrizacija X je konformna.

Primjer. Prostorna (vremenska) ravnina S je primjer maksimalne (minimalne) plohe na koju

se ne moze primijeniti prethodni teorem jer je svaka tocka p € S umbilicka. Medutim, konfor-

mnu parametrizaciju ravnine je trivijalno konstruirati (u M"). Neka je {e;,e2} C S bilo koja

ortonormirana baza (tako da je e; -e; = £1) i p € S bilo koja tocka. Tada je
X(u,v) =uey +vey +p

konformna parametrizacija.

(1.12)

Ako Zelimo da bude samo F' = 0 (tzv. ortogonalna parametrizacija), onda se postojanje takve

parametrizacije moze dokazati bez diferencijalnih jednadzbi, uz pomoc integralnih krivulja vek-

torskih polja (vidi [8]). Za svaku rotacijsku plohu se moZe eksplicitno konstruirati ortogonalna

parametrizacija. Jedan primjer ortogonalnih parametrizacija sfera S7 1 5> je

X1 (u,v) = (£ coshu,sinhusiny,sinhucosv)

x5 (u,v) = (sinhu,coshucosv,coshusinv).

Konformne parametrizacije nam omogucuju da poopéimo srednju zakrivljenost na plohe u M".
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Slika 1.2: Prostorna sfera —x” 4 y? 4+ z> = —1 i vremenska sfera —x?> +y> +z%> = 1

Teorem 1.3.24. Neka je S prostorna (vremenska) ploha M" i x : U — S konformna parame-
trizacija s konformnim faktorom A. Tada je vektor X, + Xy, (—Xy + X,) normalni vektor plohe
S. Stovise, u M je

Xy +Xpy = F2HA(n0X).
Dokaz. Ako deriviramo x,,-x, = +A i X, - X, = A po u te X, - X, = 0 po u, dobivamo
2(Xuu Xu) = Ay 2(Xuy - Xv) = Ay Xuy - Xy + Xy Xy = 0.
1z toga slijedi da je
XX = 5 R = X Xy = X X
= (X + X)) - X, = 0.

Na isti nacin (deriviranjem prvih dviju jednakosti gore po v, a tree po u) pokaze se da je
(£Xuy + Xyy) - X, = 0. Bududi da je {x,,x,} baza za TS, slijedi da je +x,, + X,, prerez sveZnja

TS*. Pretpostavimo sada da je S ploha u M i neka je

X, X X,
nox = ———
(1% X Xy ||

jedini¢no normalno polje plohe S. Tada zbog dim TPSl =1 imamo da je

Xy + X,y = A(nox)

za jedinstvenu glatku funkciju o : U — R. Ako pomnoZimo obje strane ove jednakosti skalarno

s vektorom 7 o x, dobivamo
Foa=(nox)-(nox) =+(xy, - (nox))+ (X, (nox)) =+L+N
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Zbog +E = G = A i F =0, formula za srednju zakrivljenost iz teorema 1.3.13 se reducira na

_ EN+L
Y

Iz toga slijedi da je
o0=F(£L+N)=—-LFN=—(LE+N)=—(+2AH) = F2AH.
|

Korolar 1.3.25. Neka je S prostorna (vremenska) ploha u M? i x : U — S konformna pa-
rametrizacija. Tada je ploha S maksimalna (minimalna) ako i samo ako je X,, + X,, = 0
(—Xuu Xy = 0).

Ako je n > 4, ploha S u M" nema jedinstveno (do na orijentaciju) jedini¢no normalno polje jer
je normalni sveZanj TS+ ranga veéeg od 1. Prethodni teorem nam omoguéuje da definiramo

srednju zakrivljenost bez koriStenja jedinicnog normalnog polja.

Definicija 1.3.26. Neka je S ploha u M" i x: U — S konformna parametrizacija. Tada vektor-
sko polje

]’l(X(M, V)) = %(ixuu + va)

zovemo polje srednje zakrivljenosti plohe S. Broj H(p) = %||h(p)|| zovemo srednja zakrivlje-
nost plohe S u tocki p = x(u,v).

Predznak u definiciji polja 4 je pozitivan za prostorne plohe, a negativan za vremenske. Pred-
znak u definiciji H je po volji. Naime, u sluajun =3 iz H(p) = %trS » slijedi da ako promi-
jenimo orijentaciju plohe, H mijenja predznak. Dakle, srednja zakrivljenost je definirana do na
predznak. S druge strane, K(p) = detS, ne mijenja predznak pri promjeni orijentacije.

Ako je n > 41 ploha S je prostorna, onda je ploha S maksimalna ako i samo ako je & svjetlosno
vektorsko polje ili £ = 0. S druge strane, ako je ploha S vremenska, polje & ne mozZe biti svje-

tlosno jer je TS+ prostorni svezanj. Dakle, tada je ploha S minimalna ako i samo ako je & = 0.

Sada éemo definirati klasu asociranih ploha za maksimalne i minimalne plohe u M?>. Ta
jednoparametarska familija ploha je uvedena u [25] 1 pokazano je da postojanje takve familije
karakterizira maksimalne i minimalne plohe.

Neka je S maksimalna ploha u M3 i x : U — S konformna parametrizacija. Tada iz korolara

1.3.25 slijedi da su komponentne funkcije x;, i = 1,2,3 preslikavanja x harmonicke. Zatim iz
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propozicije 1.1.6 slijedi da se funkcije x; mogu nadopuniti do holomorfnih kompleksnih funk-

cija f; = x; + i%;. Neka je X : U — M? preslikavanje dano formulom & = (%1, %,%3).

Teorem 1.3.27. Neka je (S,n) maksimalna ploha u M" lokalno parametrizirana konformnom

parametrizacijom X : U — S. Tada je formulom
X (u,v) = (cost)x(u,v) + (sint)X(u,v)

definirana jednoparametarska familija (Sy);cr lokalno izometri¢nih maksimalnih ploha. Za
(u,v) € U, tangencijalne ravnine ploha S; u tockama p; = x,(u,v) su paralelne za sve t € R.
Familiju (S;),cr zovemo familija asociranih ploha plohe S. Plohe S = Sy i S = S, /2 pripadaju
familiji (S;);er-

Primjer. Prostorni katenoid y? 4 z> = sh’x i jedna od dvije povezane pruge prostornog helikoida

(—x% +y?)ch?z = y? su adjungirane plohe (vidi [10]).

Slika 1.3: Plohe iz asocirane familije katenoida y> + z> = sh’x za t = kn/10, k € {0,1,...,5}.

Za konstrukciju familije asociranih ploha minimalne plohe treba nam sljedeci rezultat.

Teorem 1.3.28. Neka je S vremenska ploha u M. Tada je ploha S minimalna ako i samo ako

je lokalno translacijska, tj. za svaku tocku p € S postoji parametrizacija x : U — S oblika
x(u,v) = ci(u) +c2(v), (1.13)

gdje su c| i ¢y svjetlosne krivulje, takva da je p € x(U).

Sada definiramo preslikavanje % : U — M? formulom %(u,v) = ¢ (u) — c2(v).
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Teorem 1.3.29. Neka je (S,n) minimalna ploha u M3 lokalno parametrizirana parametriza-

cijom x : U — S oblika (1.13). Tada je formulom
x;(u,v) = (cht)x(u,v) + (sht)X(u,v)

definirana jednoparametarska familija (S;);cr lokalno izometri¢nih minimalnih ploha. Za (u,v) €
U, tangencijalne ravnine ploha S; u tockama p, = x,(u,v) su paralelne za sve t € R.

Ploha S = S pripada familiji (S;);cr. Zanimljivo je da ploha S ne pripada familiji (S;),cg. Na-
ime, plohe § i S su lokalno antiizometri¢ne i kad bi jos bile lokalno izometri¢ne, dobili bismo
kontradikciju s regularnos$¢u plohe S (vidi [10]).

Neka je T(M") skup svih glatkih vektorskih polja na M". Linearna koneksija je preslikavanje
V:T(M") x T(M") —» T(M"), (X,Y) — VxY koje ima sljedeca svojstva

a) preslikavanje VY je linearno u varijabli X nad C*(M"),

b) preslikavanje VY je linearno u varijabli Y nad R,

c) Vx(fY)=fVxY+ (X[ )Y, feC(M").

Vektorsko polje VxY zovemo kovarijantna derivacija polja X u smjeru polja Y.
Prema fundamentalnom teoremu Riemannove geometrije (vidi [27]), koji vrijedi i za pseudo-
Riemannove mnogostrukosti, postoji jedinstvena linearna koneksija V na M" koja je simetri¢na

(VxY —VyX = [X,Y]) i uskladena sa pseudometrikom, t;.
Vx(Y-Z)=(VxY)-Z+Y -VxZ (1.14)

za sve X,Y,Z € T(M") (pri ¢emu smo definirali Vx f = X f). Tu koneksiju zovemo metri¢ka
(Riemannova, Levi-Civita) koneksija. Ako je S prostorna ili vremenska hiperploha u M", onda

koneksija V inducira koneksiju V na plohi S formulom
VxY = (VxY),
gdje je w : T,M" — T,S ortogonalna projekcija. Koneksija V je takoder metricka.

Teorem 1.3.30. (Gauss-Weingartenove formule) Neka je (S,N) orijentirana hiperploha u

M". Tada za sve X,Y € T(S) vrijedi
VxY = VxY +1I(X,Y)N
VxN(p) = —€S,(X(p)),
gdje je e =N(p)-N(p) = +£1.
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1.4. SVIETLOSNE HIPERPLOHE I POLUSVJETLOSNE

PLOHE U M"

Neka je S regularna k-ploha u M" i p € S tocka. Ako je ploha S prostorna ili vremenska u tocki
p, onda je T,M" =T,5® TPSL, odakle slijedi da svaki vektor v € T,M" ima jedinstvenu tan-
gencijalnu i normalnu komponentu, tj. v = v| + v, za jedinstvene vektore vi € T,S1vs € TPSL.
Ako je ploha § svjetlosna u tocki p, onda je 7,,S + TpSl # T,M" i suma s lijeve strane nikad
nije direktna, pa to ne vrijedi.

Ako je k =n—1, onda je potprostor TpSL svjetlosni pravac, odakle slijedi da ploha S u tocki
p nema jedinstveni (do na orijentaciju) normalni vektor, pa ne moZemo definirati Gaussovu i
srednju zakrivljenost te drugu fundamentalnu formu u to¢ki p. Cak i kada bismo mogli defini-
rati fundamentalne veli€ine drugog reda, ne moZemo Kkoristiti formulu iz teorema 1.3.13 kako
bismo definirali srednju zakrivljenost jer je u nazivniku EG — F? = 0.

Zato nam treba drugaciji pristup kako bismo definirali gore spomenute pojmove. Ideja je na-
praviti dekompoziciju prostora 7,M" na drugacCiji nacin (na tri potprostora) kako bi vektori

v € T,M" imali jedinstvenu tangencijalnu i normalnu komponentu.
Definicija 1.4.1. Neka je S svjetlosna k-ploha u M" i p € S tocka. Tada potprostor
RadT,S = T,SNT,S*

zovemo radikalni prostor plohe S u tocke p.

Uocimo da je nuzno dimRad T,S = 1 (ovo vrijedi samo u prostoru Minkowskog, opcenito u
pseudo-Riemannovim prostorima moZze biti i dimRad T,S > 1, vidi [14]). Naime, iz defini-
cije slijedi da je svaki vektor v € Rad T),S svjetlosni ili 0, Sto povlaCi da je potprostor Rad T),S

svjetlosni pravac (vidi dokaz propozicije 1.2.5). Ako je S hiperploha, onda je
RadT,S =T,S* CT,S.

Propozicija 1.4.2. Neka je S svjetlosna k-ploha u M". Tada za svaku tocku p € S postoji

prostorni potprostor S(T,S) C T,,S takav da je
S(T,S) Bopn Rad T,S = T)S.

Dokaz. Neka je {v} bilo koja baza za Rad T,,S. Tada ju moZemo nadopuniti do neke baze

{v1,v2,..., v} za nadprostor T,,S. Zatim provedemo Gram-Schmidtov postupak, ali bez normi-
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ranja, tj. stavimo

Zatim definiramo S(7),S) = [v},...,v;]. Tada je
S(T,S) +Rad T),S = [V, Vh, ... Vil = [vi,va, ..., vi] = TpS.

Indukcijom dobivamo da za i > 2 vrijedi
i—1
ViV :KE%/L—JZ](VV\/})&E:O.

Ovdje smo koristili &injenicu da je (7,51)* =T,S, §j. v;-vi =0zasve 1 <i<k.

Iz toga slijedi da je suma S(7,S) 4+ Rad TS ortogonalna i da je potprostor S(7},S) prostorni jer
su vektori v svi prostorni. To slijedi iz propozicije 1.2.5 zbog linearne nezavisnosti. Nadalje,
suma je direktna jer ako je v € S(7,S) NRad T,,S, v # 0, onda slijedi da je vektor v istovremeno
svjetlosni i prostorni, $to je kontradikcija. [ |
Potprostor S(7,,S) nije jedinstven. Naime, S(7,,S) je direktni komplement od 7,5+, ali nije

ortogonalni komplement jer sadrZi samo neke vektore okomite na TpSL, ali ne sve.

Definicija 1.4.3. Neka je S svjetlosna k-ploha u M". Vektorski sveZanj
S(TS) = | S(7,,9)
peS
zovemo mreZa plohe S.

Sljedeci teorem je fundamentalan za uvodenje normalnog polja svjetlosne hiperplohe.

Teorem 1.4.4. Neka je S svjetlosna hiperploha u M" i S(TS) bilo koja mreZa plohe S. Tada
postoji jedinstveni sveZanj tr(TS) nad plohom S ranga 1 takav da za svaki prerez & # 0 sveZnja
TS* i koordinatnu okolinu U C S postoji jedinstveni prerez N sveZnja tr(TS) na U takav da je
N-E=1,N-N=0iN-X =0 za svaki prerez X sveznja S(TS) |u.

Dokaz. Buduéi da je S hiperploha, svezanj S(T'S)* ima rang n— (n—2) = 2 te iz S(7,,S) C T,S
slijedi da je TPSL cS (TPS)L. Neka je F), direktni komplement potprostora TpSL u potprostoru
S(TpS)* i F = U,cs Fp. Tada sveZanj F imarang2—1 = 1.

Nadalje, za svaki prerez V # 0 sveZnja F |y mora biti & -V # 0. Naime, u suprotnom, ako je ¥

prerez sveznja S(T'S)*, onda zbog F @ TS+ = S(T'S)* imamo da je

Y =aV+BE
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za jedinstvene funkcije a,f : U — R. Ako sada pomnoZimo obje strane skalarno poljem &,
dobivamo

Y-&=a(V-§)+B(§-c)=a-0+p-0=0,
odakle slijedi da je svezanj S(TS)" degeneriran. Medutim, to ne moZe biti jer je sveZanj S(T'S)

prostorni, odakle slijedi da je sveZanj S(T'S)* vremenski. Stavimo

N= g-lv (v- 2(‘;_“//)@. (1.15)
Tada je
N-ézg% v.g—%@ 1
N-N:(g_lv)z V-V—Z-ZX:X/)(V-@-I-%Q-G@ =0
N-X:é.LV K_%U(Vé‘-‘;)@ )

za svaki prerez X sveznja S(T'S) |y. Vrijedi i obrat: svako polje N koje zadovoljava ta tri uvjeta
mora biti oblika 1.15. Pokazimo to.

Iz N - X = 0 za svaki prerez X sveZnja S(T'S) slijedi da je N prerez sveznja S(T'S)*. No, tada je
N=AV+ué

za jedinstvene funkcije A, 1 : U — R. Zatim iz uvjeta N-N =01 N - & = 1 slijedi da mora biti

1 vy
“ev BTy

PokaZimo sada da je prerez N jedinstven, tj. da ne ovisi o izboru prereza V (za dani prerez ).

A

Neka je W # 0 neki drugi prerez sveznja F |y. Tada zbog r(F) = 1 mora biti W = wV za neku
funkciju v # 0. No, tada je

1 wew L\ vAV-V) o\
NW‘a—w<W‘z<5-w>5>‘w<é-v>("’V‘zw<5-v>5)‘NV'

I sada za prerez & # 0 sveZnja T'S*, pripadno polje Ng inducira sveZanj tr(TS) formulom
tr(T,S) = [Ng]. Za neki drugi prerez §* # 0 sveZnja TS i prerez V* # 0 sveZnja F imamo da
je & =€ iV* = yV zaneke funkcije ¥, y # 0. No, tada je Ng- = %/Ng, odakle slijedi da polje
Ng+ inducira isti sveZanj. [
Teorem ne vrijedi opéenito za k-plohe jer tada nije r(TS*) = r(F) = 1, pa nemamo jedinstveno

polje N¢ i svezanj tr(TS).
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Definicija 1.4.5. Neka je S svjetlosna hiperploha u M" i S(T'S) mreZa plohe S. Tada potpros-
tor tr(T,S) zovemo transverzalni prostor plohe S u tocki p. Svezanj tr(TS) zovemo transverzalni
sveZanj plohe S s obzirom na mrezu S(T'S).

Iz N -N = 0 slijedi da je sveZanj tr(TS) svjetlosni. PokaZimo da je S(T'S)* = TS+ @ tr(TS).
Kad bi bilo n € T(TS* Ntr(TS)) za neko polje 1 # 0, onda bi, zbog € T(¢tr(TS)), bilo
N = 8N za neku funkciju 6 # 0, pa bi iz formule 1.15 slijedilo da su prerezi £ i V iz dokaza
teorema linearno zavisni, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je potprostor F), direktan komple-

ment potprostora TpSL. Dakle, suma je direktna. Zatim iz Grassmannove formule imamo
dim(7,5* ©tr(T,S)) = dim T,S* +dim t7(T,S) = 1 + 1 =2 = dimS(7,,S) ™+,
odakle slijedi da je suma jednaka Citavom sveZznju S(TS)*. Time smo dobili rastav
T,M" = S(T,,8) @ orin S(TpS) ™ = S(TS) Borin (TSt S 1r(T,S))
= (S(TS) Bopun TpS™) Dr(T,S) = TS ©tr(T,S)

Zadnja suma nije ortogonalna jer su oba potprostora svjetlosna. Pomocu te dekompozicije
¢emo uvesti linearnu koneksiju V i drugu fundamentalnu formu I7 plohe S. Prostor t7(7},S) ¢e
igrati ulogu normalnog prostora plohe S u tocki p, a polje N ¢e biti normalno polje, koje je u
svjetlosnom slucaju jedinstveno do na mnoZenje skalarom (za odabranu mrezu S(7'S)).

Za vektorska polja X,Y € Z(S), polje VxY ima jedinstveni rastav
VxY =Y +Y2, Yi(p) €T,S, Ya(p) € tr(T,S).

Sada definiramo VxY =Y, i [I(X,Y) = Y, - £. Tada je preslikavanje V : T(S) x T(S) — T(S)
linearna koneksija na S, a preslikavanje 17 : T(S) x (S) — R je bilinearna forma u svakoj to¢ki

p € S. Nadalje, izravno iz definicije slijjedi Gaussova formula
VxY = VxY +1I(X,Y)N. (1.16)
Nadalje, polje VxN ima jedinstveni rastav
VXN =Ni+N,, Ni(p) € T,S, Na(p) € tr(T,S).

Definiramo S,(X(p)) = —Ni(p) i ©(X) = N,-&§. Tada je S, : T,S — T,S linearni operator i
zovemo ga operator oblika plohe S u tocki p. Nadalje, vrijedi analogon Weingartenove formule

za svjetlosne plohe

VxN(p) = —S,(X(p)) + (X (p))N(p).
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Ako to usporedimo s Gauss-Weingartenovim formulama za prostorne i vremenske plohe (te-
orem 1.3.30), vidimo da je za prostorne i vremenske plohe 7 = 0.

Ako primijenimo produktno pravilo za kovarijantnu derivaciju na N - N = 0, dobivamo da je
VxN-N = 0. Ako sada pomnoZimo obje strane Weingartenove formule skalarno vektorom

N(p), dobivamo

odakle slijedi da je S,(N(p)) € S(T,S) (erjetr(TS)-NTS = S(TS)). Dakle, S,(T,S) C S(T,S).
Kako slika operatora §), ima manju dimenziju nego domena, slijedi da operator S, ima netrivi-
jalnu jezgru, odakle slijedi da je O svojstvena vrijednost operatora S,.
Operator S, opCenito nije simetrian i opCenito se ne moze dijagonalizirati. Nadalje, veza iz-
medu operatora S, i forme I/ je sloZenija nego u prostornom i vremenskom slucaju (definicija
1.3.11) i ne¢emo ju ovdje razmatrati (vidi [14]).
Ako obje strane Gaussove formule pomnoZimo skalarno poljem &, dobivamo

(VxY)-& = (Vx¥)-E+II(X,Y) (N-&) = 1I(X,Y) = (VxY) .

0 1

Iz toga slijedi da preslikavanje /7 ne ovisi o izboru mreze S(7'S).

Definicija 1.4.6. Za svjetlosnu hiperplohu S u M" kaZemo da je potpuno umbilicka ako postoji

funkcija o : S — R takva da je
1(v,w) = a(p)(v-w)

za sve p € S, v,w € T),S. Posebno, ako je I =0, za plohu S kaZemo da je potpuno geodetska.

Lema 1.4.7. Druga fundamentalna forma svjetlosne hiperplohe S u M" je degenerirana, tj.
11(X, &) =0 za svako polje X € ().
Dokaz. Kako je & - & = 0 i koneksija V je uskladena sa pseudometrikom, uvritavanjem Y = Z =

& u jednakost (1.14) dobivamo

Vx(E-&) = (Vx&) - E+E-VxE=TI(X, &) = (Vx&)-E=0.
i,o_/

Sljedeéi rezultat za plohe u M? je dokazan u [13].
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Teorem 1.4.8. Svaka regularna svjetlosna ploha u M? je potpuno umbilicka.
Dokaz. Bududi da je S(T,S) prostorni potprostor dimenzije 1, razapet je bilo kojim vektorom

v € S(T,S), v # 0. Stavimo

Ovo je dobro definirano (tj. ovisi samo o tocki p) jer zbog dimS(7,,5) = 1, za svaki w € S(7},S)
imamo da je w = av za neki a € R, pa se a” skrati u brojniku i nazivniku.
Buduéi da je TS = S(TS) @, TST, polja X, Y € T(S) imaju jedinstvene rastave X = X; + X,

Y =Y +Y,, gdje su X; i Y| prerezi sveznja S(TS), a X, i Y, prerezi sveZznja TS+. Sada je

XY=X1-1+X1-H+X-"1+Xx-»H=X;-1;.
—— e ——
=0 =0 =0
No, kako je r(S(7'S)) = 1, imamo da je Y; = yX; za neku funkciju 7.

I sada zbog nezavisnosti broja a(p) o izboru vektora v € S(7),S), imamo da je

II(Xth) II<X17X1)
aoX - Y)=o0X; 1) =——X1 ' 1) = ———X1,7X
(X, X
= —)<( 1X1) Y(X1, X)) = H(Xy,vX) = 1(X1, 1)
1Al

To vrijedi i u to¢akama p € S u kojima je X;(p) = 0 ako definiramo o (p) = 0. S druge strane,

bududi da su polja X; i ¥> kolinearna s poljem &, primjenom leme 1.4.7 dobivamo

II(X,Y) = I](XI,YI) —|—]I(X1,Y2) —l—II(Xz,Yl) +I](X2,Y2) = II(Xl,Yl).
=0 =0 =0
Dakle, I1(X,Y) = a(X -Y). [ |
Ovaj rezultat ne vrijedi za n > 3 jer je tada r(S(7'S)) > 1.
Za razliku od prostornih i vremenskih ploha, inducirana koneksija svjetlosne plohe nije uvijek

metricka. Navest ¢emo bez dokaza sljedeci rezultat iz [13].

Teorem 1.4.9. Inducirana koneksija V hiperplohe S je metricka ako i samo ako je ploha S
potpuno geodetska.

Jedan smjer je trivijalan: ako u jednakost (1.16) uvrstimo 4 = 0, dobivamo V = V i onda tvrdnja
slijedi iz &injenice da je koneksija V metricka. Nadalje, vidimo da je tada koneksija V jedins-

tvena (ne ovisi o izboru mreze S(7T'S)) i podudara se s koneksijom prostora M".

Definicija 1.4.10. Za regularnu svjetlosnu (n —2)-plohu u M"* kaZemo da je polusvjetlosna u

tocki p € S ako je dim Rad T,,S = 1.
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U prostoru Minkowskog sve svjetlosne (n — 2)-plohe su nuzno polusvjetlosne (vidi dokaz pro-
pozicije 1.2.5). U nekim pseudo-Riemannovim prostorima moZze biti dim Rad T,,S = 2. Za takvu
plohu kazemo da je koizotropna (vidi [14]).
Uocimo da su 2-plohe u M* polusvjetlosne (za n > 5 ne vrijedi). Za polusvjetlosne plohe moZe
se uvesti druga fundamentalna forma i operator oblika plohe. Pro trebamo napraviti odgovara-
jucu dekompoziciju prostora 7,M", ovaj put na Cetiri potprostora.
Iz propozicije 1.4.2 slijedi da postoji potprostor S(7,,S) takav da je S(7,,S) @ o Rad T),S = T,S.
Iz propozicije 1.2.7 slijedi da je TpSL svjetlosni potprostor dimenzije 2. Tada postoje vektori
E(p),U(p) € T,S*+\ {0} takvi da je &(p) - v = 0 za svaki vektor v € T),S (posebno, vektor & (p)
je svjetlosni) i U(p) je jedini¢ni prostorni vektor takav da je U (p) - & (p) = 0. Bududi da je pros-
tor Rad T,,S jednodimenzionalan, slijedi da je razapet vektorom & (p). Dakle, lokalno postoje
prerezi & i U sveznja TS takvidaje &-U =01 & -X = 0 za svaki prerez X sveZnja T'S.
Neka je D = 5D, sveZanj takav da je D, = [U(p)]. Uogimo da D, C T,S+ i S(T,S) C T,,S
povlaCidaje D, C S (TPS)L. Neka je D+ = Upes Dj svezanj takav da je Di ortogonalni kom-
plement potprostora D, u potprostoru S(7,S), 4.

Dy = {veS(T,8) :U(p)-v=0}.
Potprostor le je nedegeneriran. U suprotnom bi potprostor S (TpS)L = Dy +ortn DI% bio de-
generiran, §to ne moZe biti jer je potprostor S(7),S) prostorni, odakle slijedi da je potprostor
S(TPS)L vremenski. Nadalje, polje & je prerez sveZnja D. Sada postoji jedinstveni prerez N

sveznja D+ takavdaje N-& #0,N-N =N -U = 0. Prerez N je dan formulom

N= g?v (V_ 2(23.-‘(/)5)’

gdje je F), direktni komplement potprostora Rad T,S u potprostoru D+, F=U pestp, UCS
neka koordinatna okolina i V bilo koji prerez sveznja F |y takav da je & -V # 0.

Ako odaberemno neki drugi prerez £* = o sveznja Rad T),S, slijedi da je N* = éN . Dakle,
polje N inducira svezanj ltr(TS) formulom Itr(T,,S) = [N(p)], koji zovemo svjetlosni transver-
zalni svezanj plohe S s obzirom na mrezu S(7'S).

Zatim definiramo transverzalni sveZanj tr(7'S) plohe S s obzirom na mrezu S(7'S) formulom

tr(T,S) = Dp @ o 1tr(T)S).
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Ta suma je ortogonalna zbog U - N = 0, a direktna je jer je U(p) prostorni vektor, a N(p)

svjetlosni. I sada imamo dekompoziciju

TyM" = S(TS) Born S(TpS) ™ = S(T,S) @open (Dp Boren Dyy)
= S(T,S) ®oren (Dp Boren (Rad T,S ® 1tr(T,S)))
= S(TPS) Doren (Rad T,S® (Dp Dorth ltr(TpS)))

= (S(TpS) ®oren Rad T),S) ®tr(T,S) = T,S ©tr(T)S)

Uocimo da je tr(7T},S) svjetlosni potprostor dimenzije 2. Prostor t7(7,,S) opet igra ulogu normal-
nog prostora plohe S u to¢ki p i razapet je vektorima N(p) i U(p). Za izabranu mrezu S(T'S),
polje U je jedinstveno do na orijentaciju. Polje N ovisi o izabranom polju &, ali samo do na
mnoZenje skalarom. Dakle, svezanj ¢tr(T'S) ovisi samo o mrezi S(T'S).

Sada imamo dekompoziciju prostora 7,M" u kojoj vektorska polja VxY, VxN i VxU imaju je-
dinstvenu tangencijalnu i normalnu komponentu, pa moZemo kao u slu¢aju hiperploha definirati

preslikavanja V, h, Ay 1 Ay takva da vrijede Gauss-Weingartenove formule

VxY = VxY +h(X,Y)
VxN(p) = —An(X(p)) + VxN(p)

VxU(p) = —Au(X(p)) + VxU(p).

Preslikavanje V je linearna koneksija na plohi § 1 zovemo ju inducirana koneksija. Preslikavanje
h je bilinearno i zovemo ga druga fundamentalna forma plohe S. Za razliku od hiperploha, ovdje
je dim tr(T,S) = 2, pa ne mozemo drugu fundamentalnu formu definirati kao skalarnu funkciju
(za hiperplohe je h(X,Y) = II(X,Y)N). Preslikavanja Ay i Ay su linearni operatori i zovemo
ih operatori oblika plohe S u tocki p. Kao kod hiperploha, inducirana koneksija V nije uvijek

metri¢ka. Ako stavimo & (X) = (VxU)-& i&(X) = (VxU)-U, onda je
VxU =€ (X)N+&(X)U.
Ako zatim u jednakost (1.14) uvrstimo Y = Z = U, zbog U - U = 1 (konstanta) dobivamo

Vx(U-U) = (VxU)-U+U-VxU = &(X) = 0.
=0

Nadalje, ako stavimo D;(X,Y) = (VxY)-& i D, = (VxY)-U, onda je
h(X,Y)=Di(X,Y)N+Dy(X,Y)U.
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Netrivijalan je rezultat (vidi [14]) da je inducirana koneksija V plohe S metricka ako i samo ako
je D1 = 0. Uoc¢imo da kod svjetlosnih hiperploha zapravo nemamo komponentu U, a preslika-

vanje D1 je analogon preslikavanja /1.

Definicija 1.4.11. Za polusvjetlosnu plohu S u M"* kaZemo da je potpuno umbilicka ako postoji

prerez Z sveznja tr(TS) takav da je
hX,Y)=(X-Y)Z

za sve X, Y € Z(S). Posebno, ako je h =0, za plohu S kaZemo da je potpuno geodetska.
Sljedeéi rezultat iz [14], koji je dan samo za prostor M*, nam govori kako za danu plohu pro-

vjeriti je li potpuno umbilicka.

Teorem 1.4.12. Neka je S polusvjetlosna ploha u M* i S(TS) = [X]. Tada je ploha S potpuno

umbilicka ako i samo ako postoje glatke funkcije hy,h; : S — R takve da je

Di(X,X) =m(X-X), Dy(X,X)=h(X-X), Dr(X,5)=D:(5,X)=Ds(&,5) =0.
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1.5. SVIJETLOSNE 2-PLOHE U M"

Cilj nam je definirati minimalnu svjetlosnu plohu. Za svjetlosnu plohu nemamo definiranu
srednju zakrivljenost. Operator oblika plohe ovisi o izboru mreze S(7'S), a u formulama iz
teorema 1.3.13 imamo u nazivniku EG — F? = 0. Koristit éemo pristup koji je dan u [15],
gdje se minimalna svjetlosna ploha definira bez koriStenja pojma srednje zakrivljenosti. Ideja

je napraviti analogiju s teoremima 1.3.27 1 1.3.29.

Definicija 1.5.1. Neka su S i S regularne plohe u M". Glatku bijekciju f : S — S zovemo G-
transformacija ako su za svaku tocku p € S tangencijalne ravnine T),S i Tf(p)S’ paralelne.
Trivijalan primjer G-transformacije je translacija. Netrivijalnom G-transformacijom smatramo
svaku G-transformaciju koja nije translacija.
Za glatku bijekciju f : S — S kazemo da je izometrija ako je df,(v)-df,(w) =v-wzasve p € S,
v,w € T,S. Zaplohe S i S kazemo da su izometri¢ne ako postoji izometrija ploha S i S. Zanima
nas pod kojim uvjetima postoji netrivijalna izometri¢na G-transformacija f : S — S.
Neka je p € S tocka, x : U C R? — S parametrizacija takva da je p € x(U) i X = fox. Da bi
vrijedilo 7),$ = Tf(p)S’ (kao potprostori od M"), mora biti
X, = Ax, + BXx,
X, = Cx, + Dx,
za neke glatke funkcije A,B,C,D : U — R. Iz toga slijedi da je Tf(p)g C T,S. Da bi jos bilo
1,5 C Tf(p)S, sustav mora imati rjesenje, tj. mora biti AD — BC # 0.
Jos treba odrediti tzv. uvjete kompatibilnosti tog sustava, koji slijede iz Schwarzovog pravila.
Deriviranjem prve jednadZbe po v, a druge po u, dobivamo
X = AvXy +AXyy + ByXy + BXyy
X = Cx, + Cxyy, + Dyx, + DX,y

Izjednacavanjem desnih strana ovih jednakosti i koriStenjem x,,, = x,,, dobivamo

(A, —Cy)x,+ (B, — D,)x, — Cxyy + (A — D)Xy, + BX,, = 0. (1.17)
Da bi preslikavanje f bilo izometrija, fundamentalne veliine parametrizacija X i X moraju se
podudarati. Ratunamo

E =%, %, = (Ax, +Bx,) - (Ax, + Bx,) = A*(x,, - x,) + 2AB(x, - x,) + B*(x, - X,

— A%E + 2ABF + B%*G
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Na isti nacin se dobije da je
F = ACE + (AD+BC)F +BDG, G =C*E +2CDF +D*G.

Morabiti E=E, F = F, G = G, odnosno
E = A’E +2ABF +B*G
F = ACE + (AD + BC)F + BDG (1.18)
G = C*E +2CDF + D*G.

Uocimo: ako je f: S — S G-transformacija i ploha S je svijetlosna, onda je ploha S, zbog

paralelnosti tangencijalnih ravnina u odgovarajuéim tockama, takoder svjetlosna.

Definicija 1.5.2. Neka je S svjetlosna ploha u M". G-deformacija plohe S je neprekidna
Jednoparametarska familija (W;);cr G-transformacija y; : S — S; takvih da je Wy = ids. Za
G-deformaciju (Y;),cr kaZemo da je izometricna ako su preslikavanja W, izometrije za sve
t € R. Za G-deformaciju (W;);ecr kaZemo da je netrivijalna ako su W; i W, oy, U netrivijalne

G-transformacije za sve t,s € R, t #£0, s # 1.

Definicija 1.5.3. Za svjetlosnu plohu S u M" kaZemo da je minimalna ako dopusta netrivijalnu
izometri¢nu G-deformaciju (W );cr. Tada familiju (S;);cr ploha S; = y;(S) zovemo asocirana

familija plohe S.

Definicija 1.5.4. Neka je S svjetlosna ploha u M" i x : U C R?> — S parametrizacija. Za

parametrizaciju X kaZzemo da je konformna ako je
E=A1>0, F=G=0.

Tada funkciju A zovemo konformni faktor parametrizacije X.

Sada ¢emo pokazati da svaka svjetlosna ploha ima konformnu parametrizaciju. Koristit éemo
metodu kojom je u [8] dokazano postojanje ortogonalne parametrizacije za plohe u 3.

Neka je S regularna ploha u M", U C § otvoreni skup i X glatko vektorsko polje na U tangenci-
jalno na plohu S. Krivulju ¢ : I — U zovemo integralna krivulja polja X ako je ¢’(t) = X (c(¢))

zasvet € I. Sljedeca dva rezultata su dokazana u [8].

Lema 1.5.5. Ako je p € U tocka takva da je X(p) # 0, onda postoji okolina W C U tocke p
i glatka funkcija f: W — R takva da je f konstanta na svakoj integralnoj krivulji polja X i
dfy # 0 za svaku tocku g € W.

Funkciju f is prethodne leme zovemo lokalni prvi integral polja X oko tocke p.
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Teorem 1.5.6. Neka je S regularna ploha u M" te X, i X, glatka vektorska polja na otvorenom
skupu U C S. Ako su vektori X (p) i X2(p) linearno nezavisni za neku tocku p € U, onda postoji
okolina V- C U tocke p i parametrizacija X : U C R? =V takva da je polje X, kolinearno s
poljem X1, a polje X, kolinearno s poljem X5.

Dokaz. Zbog linearne nezavisnosti mora biti X; (p),X»(p) # 0, paiz leme 1.5.5 slijedi da postoje
lokalni prvi integrali f; : Wi — R1i f> : W, — R polja X i X>.

Neka je W = Wy N\W i ¢ : W — R? preslikavanje dano formulom

o(q) = (fi1(q), f2(q)).

Budud¢i da je f] konstanta na integralnim krivuljama polja X1, slijedi da je df;(X;) = 0. Tada
zbog (df2), # 01 Cinjenice da su vektori X; (p) i X2(p) linearno nezavisni (dakle, ¢ine bazu za

prostor 7,S) slijedi da je

dop(X1(p)) = ((df1)p(X1(p)), (df2)p(X1(p))) = (0, (df2) y(X1(p))) # O.

Na isti na¢in dobivamo

doy(Xa(p)) = ((df1)p(Xa(p)), (d12)p(Xa(p))) = ((df1)p(Xa(p)),0) # O.

Dakle, operator d¢@,, je regularan, pa iz teorema o inverznom preslikavanju slijedi da postoje
otvoreni skupovi V C W i U C R? takvi da je preslikavanje ¢ : V — U difeomorfizam. Tada je

x = @~ ! traZena parametrizacija. |

Korolar 1.5.7. Neka je S svjetlosna ploha u M" i p € S tocka. Tada postoji konformna para-
metrizacija x : U C R? — S takva da je p € x(U).

Dokaz. Buduci da je ploha § svjetlosna, lokalno oko tocke p postoje okomita glatka vektorska
polja X i X, tangencijalna na plohu S, takva da je polje X; prostorno, a polje X, svjetlosno.
Polje X5 je jedinstveno do na mnoZenje skalarnom funkcijom jer ravnina 7;,$ sadrZi jedinstveni
svjetlosni pravac za svaku tocku g € S, a za X moZemo izabrati bilo koje polje takvo da vektor
X1(q) nije kolinearan s vektorom X5 (q) jer je T,S = [X2(q)]*.

Sada iz teorema 1.5.6 slijedi da postoji parametrizacija x : U — S takva da je p € x(U) te da je

x, = aX; ix, = BX,. No, tada je
E=x,-X,=0&*X;-X1) >0, F=x,-x,=aB(X;-X2) =0, G=x,-x, = p*(X>-X>) =0.

Dakle, parametrizacija X je konformna. |
Sada ¢emo pokazati da postoje to¢no dvije disjunktne klase svjetlosnih ploha koje zadovoljavaju

definiciju minimalne plohe.
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Definicija 1.5.8. Za svjetlosnu plohu S u M" kaZemo da je pravcasta sa svjetlosnim izvodni-

cama ako se moZe parametrizirati parametrizacijom X : I x R — S oblika
X(u,v) = c(u) +ve(u),
gdje je c prostorna krivulja, a e svjetlosno vektorsko polje duz krivulje ¢ okomito na polje .

Definicija 1.5.9. Za svjetlosnu plohu S u M" kaZemo da je [-minimalna ako se moZe parame-

trizirati parametrizacijom X : U — S za koju vrijedi
a) krivulje u = const. su svjetlosne i X, 1 Xy,
b) polja x, i X, su linearno nezavisna za sve (u,v) € U,
c) polja x, i X, su linearno zavisna za sve (u,v) € U.

Obje parametrizacije iz prethodnih dviju definicija su konformne. Nadalje, klasa pravcastih
ploha i klasa /-minimalnih ploha su disjunktne zbog uvjeta b) iz definicije /-minimalne plohe.
Naime, za pravcaste plohe je x,, = 0.

Sustav diferencijalnih jednadzbi (1.17) i (1.18) ima trivijalno rjeSenje A=D =1, B=C =0,
koje odgovara translacijama. Da bi ploha S bila minimalna, mora postojati neprekidna familija

(A(u,v;t),B(u,v;t),C(u,v;t),D(u,v;t)), t € R rjeSenja tog sustava s pocetnim uvjetom
A(u,v;0) = D(u,v;0) =1, B(u,v;0) =C(u,v;0)=0

zasve (u,v) € U (zbog Sy = §). UoCimo da zbog AD — BC # 0 i neprekidnosti funkcija AD — BC
mora biti stalnog predznaka. Zatim zbog Cinjenice da za t = 0 imamo AD — BC = 1 slijedi da

mora biti AD — BC > 0.

Teorem 1.5.10. Ako su polja x,, X, i X, linearno nezavisna, onda ploha S ne dopusta netri-
vijalnu izometricnu G-transformaciju.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji svjetlosna ploha S i izometri¢na G-transformacija w : § — S.
Zbog korolara 1.5.7 bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da je parametrizacija x

konformna. Tada se zbog F = G = 0 sustav (1.18) reducira na
EA*>=E, ACE =C?’E =0.
Zbog E > 0, jedino rjeSenje je A = +1 1 C = 0. Sada jednadZzba (1.17) postaje
(B, —Dy)x, + (£1 — D)x,, + Bx,, = 0. (1.19)
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Zbog linearne nezavisnosti sada slijedi da je D = +11 B =0. Zbog AD — BC > 0 mora biti
A =D = 1. Dakle, sustav ima samo trivijalno rjeSenje. [
NuZan uvjet za minimalne svjetlosne plohe iz teorema 1.5.10 je invarijantan na (konformne)

reparametrizacije. Ako je ploha S minimalna, imamo dvije mogucnosti.
a) Polje x,, je kolinearno s poljem x,,.
b) Poljax,, i x, su linearno nezavisna, a polje X, je njihova linearna kombinacija.

Pokazat ¢emo da slucaj a) daje pravcCaste plohe sa svjetlosnim izvodnicama, a slucaj b) [-

minimalne plohe.

Teorem 1.5.11. Ako su polja X, i X,, kolinearna, onda je ploha S lokalno pravcasta sa svje-
tlosnim izvodnicama.

Dokaz. Ako je x,, = 0, integriranjem dva puta po v dobivamo da je
x(u,v) = c(u) +ve(u)

za neke funkcije ¢ 1 e. No, kako je x, = e 1 parametrizacija x je konformna, imamo da je

e-e =G = 0. Dakle, polje e je svjetlosno. Deriviranjem po u imamo da je ¢’ - e = 0, dakle
de=(+ve)e=x,-x,=F=0.

Polja ¢’ i e moraju biti linearno nezavisna (zbog regularnosti u to¢kama x(u,0)). Iz propozicija
1.2.3i 1.2.5 onda slijedi da polje ¢ mora biti prostorno. Dakle, krivulja c je prostorna.
Pretpostavimo sada da je x,, # 0. Neka je p = x(up,vp) € S to¢ka. Dovoljno je pokazati da
postoji dio svjetlosnog pravca koji prolazi tockom p i pripada plohi S.

Parametrizacija takvog pravca je t — p +te za neki svjetlosni vektor e € M". Pravac pripada

plohi § ako i1 samo ako postoje glatke funkcije u,v : I — R takve da je
p+te=x(u(r),v(t))
za sve t € I. Ako tu jednakost deriviramo po ¢, dobivamo
e =x,(u(t),v(t))u () +x,(ut),v())V (). (1.20)
Ako deriviramo jo$ jednom, dobivamo

0 = (xytd + XV )t +x,u" + (Xt +xV" )W +x0". (1.21)
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1z jednakosti (1.20) zbog F = G = 0 imamo da je
0=e-e=E®W)+2FuvV +G()* =E®W)*.

Sada zbog E > 0 slijedi ' = 0 = u = const. = uy. Tada zbog x,,, = ax,, a # 0 jednakost (1.21)
postaje 0 = x, (a(v')> +1"), odakle zbog x, # O slijedi

/!

(\‘:W o= <é>/:a:>v': (/(X(t)dt-l—cl)_l

:>v(t):/</a(t)dt—|—cl)1dt+c2

za neke c1,c; € R. Dakle, jednadzba ima rjeSenje. |

a(V) 4+ =0= —

Teorem 1.5.12. Svaka pravcasta ploha sa svjetlosnim izvodnicama je minimalna.

Dokaz. Neka je S pravcasta ploha sa svjetlosnim izvodnicama parametrizirana preslikavanjem
x(u,v) = c(u) +ve(u).
Ako to uvrstimo u jednakost (1.19), dobivamo
(B,—Dy,)e+(1—-D)e' =0.

Ako su vektori e i ¢’ linearno nezavisni, slijedi da je B, — D, = 1 — D = 0. Ovo je rjeSenje i
ako su vektori linearno zavisni, ali tada mozda ima joS rjeSenja. Iz toga slijedi D = 1 1 zatim
B, = D, =0 = B = B(u). Funkciju B mozemo birati po volji i rjeSenje je netrivijalno ako i
samo ako je B # 0. Dakle, imamo beskona¢no mnogo netrivijalnih rjeSenja, odakle slijedi da

ploha S dopusta netrivijalnu izometricnu G-deformaciju. [

Teorem 1.5.13. Ako su polja x,, i X,, linearno nezavisna, a polje X, je njihova linearna kom-
binacija, onda je ploha S lokalno [-minimalna.

Dokaz. Imamo da je x,,, = AX, + UX,, za neke funkcije A, i : U — R. Odgovaraju¢om repara-
metrizacijom oblika & = ii(u), v = ¥(u,v) moZemo postiéi da bude p = 0, tj. da reparametriza-
cija X zadovoljava uvjet c) iz definicije /-minimalne plohe.

Uocimo da parametrizacija x ve¢ zadovoljava uvjete a) i b). Dakle, dovoljno je pokazati da ¢e
ti uvjeti ostati ocuvani gornjom reparametrizacijom.

Deriviranjem jednakosti X (i, V) = x(u,v) po i i po ¥ dobivamo

X7 = X, 0zu + X, 0;v
=X, du +X,05V.
0
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Iz toga slijedi da je E = E(dzu)?> > 0i F = G = 0. Dakle, parametrizacija % je konforma, §to je

uvjet a) iz definicije. Deriviranjem joS jednom dobivamo

Xp5 = (Xvu aﬁu —|—XW817V) +XV8§2V.
~—

=0

Zelimo pokazati da a%; 4+ BX; = 0 = a = B = 0. Uvritavanjem gornjih jednakosti dobivamo
(dsv + BOZV)X, + ot (Iv)*x,, = 0.
Bududi da su polja x, 1 x,,, linearno nezavisna, slijedi da je
adyv+ BoZv = a(dyv)> = 0.

Mora biti dyv # 0. U suprotnom bi bilo X; = 0, $to je u suprotnosti s regularno$éu plohe S.
Dakle, @ = 0 i Bd2v = 0. Ako je d2v # 0, slijedi da je B = 0, tj. polja X; i % su linearno
nezavisna, $to je uvjet b) iz definicije.

Ako je 8§v = 0, slijedi da je polje Xy kolinearno s poljem x,,. No, polje X; je kolinearno s

poljem x,,. Budu¢i da su polja x,, i x,,, linearno nezavisna, opet slijedi uvjet b). [ |

Teorem 1.5.14. Svaka [-minimalna ploha je minimalna.

Dokaz. Ako uvrstimo x,,,, = o¢x,, u jednakost (1.19), dobivamo
(B, — D, + a(l —D))x, + Bx,, = 0.

Budué¢i da su polja x, i x,,, linearno nezavisna, slijedi da je B = 0 i zatim

a(1-D) =D, = — o= —9,(n|l-D))=a=1In|l-D| = —/Oc(u,v)du—f(v)

u
1-D
=1—-D=+exp (—/a(u,v)du—f(v)) = D=1Fexp (—/a(u,v)du—f(v)) ,
gdje je f bilo koja glatka funkcija koja ovisi samo o v. Dakle, jednadZba ima beskona¢no mnogo

rjeSenja D # 1 (zbog €* > 0), tj. netrivijalnih rjeSenja. |

Sada ¢emo pokazati da su u M? sve regularne svjetlosne plohe minimalne, $tovise pravcaste.

Lema 1.5.15. Svaka svjetlosna ploha u M? je minimalna.

Dokaz. Neka je S regularna svjetlosna ploha u M parametrizirana konformnom parametrizaci-
jomx:U CR>—S.

Ako deriviramo jednakost G = 0 po u i po v, dobivamo da su x,,,X,, L x,. Bududi da je polje

X, svjetlosno, imamo 1 da je x, | x,.. Dakle, x,,,X,,,X, € [XV]J‘.
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No, [x,]* # M? jer M sadrZi vremenske vektore, a vremenski vektor ne moZe biti okomit
na svjetlosni (propozicija 1.2.3). Dakle, dim[x,]* < 2, odakle slijedi da su polja X,y, X,y i X,

linearno zavisna. Sada iz teorema 1.5.12 1 1.5.14 slijedi da je ploha § minimalna. |

Teorem 1.5.16. Svaka svjetlosna ploha u M je lokalno pravcasta sa svjetlosnim izvodnicama.
Dokaz. Buduéi da je, prema lemi 1.5.15, svaka svjetlosna ploha u M? minimalna, tj. pravéasta
ili I-minimalna, dovoljno je pokazati da ne postoji -minimalna ploha u M?.

Pretpostavimo suprotno, da postoji I-minimalna ploha S u M?>. Tada se ploha S moZe parametri-
zirati konformnom parametrizacijom x : U — § takvom da su polja x,, i x,,, linearno nezavisna,
a polje x,,, je kolinearno s poljem x,,.

1z toga slijedi da je polje x,, prostorno. Naime, deriviranjem uvjeta G = 0 po v dobivamo da
je X,y L x,. Iz propozicije 1.2.3 slijedi da polje x,, ne moze biti vremensko, a kad bi bilo svje-
tlosno, iz propozicije 1.2.5 bi slijedilo da je kolinearno s poljem x,, $to je kontradikcija. Zbog

linearne nezavisnosti mora biti i x,, # 0. Nadalje, deriviranjem uvjeta F = 0 po v dobivamo

Xyy Xy +Xy; - Xy = 0.
——
=0
Dakle, x,, | x,, i kako su oba polja prostorna i # 0, slijedi da su linearno nezavisna. Nadalje,
polje x,, ne moZe biti njihova linearna kombinacija jer bi tada bilo prostorno. Naime, za skalarne

funkcije a i B, koje nisu obje jednake 0, je
(axy, + Bxy) - (00X, + BXiy) = o2 (X, - X)) + B2 (X - X)) > 0.

Dakle, polja x,, X,y 1 X,, su linearno nezavisna, §to je kontradikcija jer sva leze u potprostoru
[x,]*, koji je dimenzije < 2. |
U M" za n > 4 postoje pravcaste plohe, /-minimalne plohe i plohe koje uopée nisu minimalne.
Sada ¢emo navesti dva rezultata o lokalnoj klasifikaciji svjetlosnih ploha. Posebno su nam od

interesa rotacijske plohe.

Definicija 1.5.17. Za plohu S u M" kaZemo da je rotacijska ako postoji 2-ravnina mw C M",
pravac q C 7« i krivulja c : | — 7, koja ne sijece pravac q, takva da ploha S nastaje rotacijom
krivulje ¢ oko pravca q. Pravac q zovemo os rotacije plohe S, a krivulju c generatrisa plohe.

Zahtjev da generatrisa ne sijeCe os rotacije je potreban kako bismo osigurali da ploha S bude
regularna (primjer: vrh svjetlosnog stoSca je singularna tocka). U tom smislu ravnina nije

rotacijska ploha jer je jedini nacin da dobijemo ravninu rotacijom krivulje taj da za os rotacije
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¢ uzmemo pravac okomit na ravninu 7 (Sto je moguce posti¢i samo ako je ravnina 7 svjetlosna
jer mora biti ¢ C 1), a krivulja ¢ mora prolaziti kroz sjeciste pravca ¢ i ravnine 7 (u suprotnom
dobijemo ravninu s rupom). Ravninu moZemo smatrati rotacijskom plohom u Sirem smislu, tj.

ako oslabimo definiciju (ne mora biti ¢(I) N g = 0). Sada imamo sljedeci rezultat iz [17].

Teorem 1.5.18. Jedine svjetlosne rotacijske plohe u M? su svjetlosni stoZac i ravnina.

Dokaz. Os rotacije ¢ moze biti prostorni, vremenski ili svjetlosni pravac.

Ako je pravac g vremenski, onda ravnina 77 mora biti vremenska (jer sadrZi vremenski vektor).
Bez smanjenja opéenitosti (tj. do na izometriju prostora M?) moZemo pretpostaviti da je os
rotacije x-os, a krivulja ¢ leZi u xy-ravnini, tj. ¢(¢) = (x(¢),y(¢),0), y(t) > 0, ¢ € I. Tada je ploha

S parametrizirana preslikavanjem
x(u,v) = (x(u),y(u)cosv,y(u)sinv).
Tada je
E=—(P+()? F=0, G=y'=EG-F = (-()+(/)’)".

Ploha S je svjetlosna, pa mora biti EG — F?> = 0. Ako je y = 0, onda se ploha S degenerira
u x-0s. Dakle, mora biti —(x')2+ (y')? = 0, §to povladi da je krivulja ¢ svjetlosna. Medutim,
jedina svjetlosna ravninska krivulja je svjetlosni pravac, pa je ploha S svjetlosni stoZac.

Ako je pravac g prostorni, mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je os rotacije

z-0s. Tada je ploha § parametrizirana preslikavanjem
x(u,v) = (x(u)chv+ y(u)shv,x(u)shv + y(u)chv,z(u)),

gdje je c(t) = (x(t),y(t),z(¢)). Sada imamo tri podslucaja.
Ako je ravnina 7 prostorna, mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je 7 yz-ravnina.

Tada je x = 01 imamo
E=()+ ()" F=0,G=—y"=EG-F*=—((Y)*+ (Z))"-

Ako je y = 0, ploha S se degenerira u z-0s. Ako je (y/)?>+ (z/)> =0, slijedidajey =7 =0 =
x, = 0, Sto je kontradikcija s regularnoSc¢u plohe S. Dakle, takva ploha ne mozZe biti svjetlosna.

Ako je ravnina 7 vremenska, moZemo pretpostaviti da je 7 xz-ravnina. Tada je y = 0 1 imamo
E=—(X)?+()F=0,G=x*=>EG—-F>=(—(¥X)*+()*)x%.
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Ako je x = 0, ploha S se degenerira u z-0s. Ako je —(x')?+ ()? = 0, onda je krivulja ¢ opet
svjetlosni pravac, odakle slijedi da je ploha S svjetlosni stozac.
Ako je ravnina 7 svjetlosna, bez smanjenja opéenitosti ravnina 7 sadrZi z-os i vektor (1,1,0).

Tada je ploha § parametrizirana preslikavanjem
X(u,v) = (x(u)e”, x(u)e", z(u)),
gdje je c(t) = (x(t),x(t),z(¢)). Tada je
E=7(1)>? F=G=0=EG—F*>=0.
Dakle, ploha S je uvijek svjetlosna. Medutim, da bi skup S uopce bio ploha, mora biti 7/ # 0 i
tada je ploha S dio svjetlosne ravnine x = y.

Pretpostavimo sada da je pravac ¢ svjetlosni. Neka je B € ¢\ {0} bilo koji vektor. Tada se taj

vektor moZe nadopuniti do tzv. nulbaze (A, B,C) (dokaz kasnije), za koju vrijedi
A-A=B-B=A-C=B-C=0, C-C=A-B=1.
Tada je u bazi (A, B,C) ploha S parametrizirana preslikavanjem

1 0 O [x(u)
X(u,v) = | =v?/2 1 —v| |yu)],
v 0 1| |z(u)
gdje je c¢(t) = x(t)A +y(t)B +z(t)C. Krivulja ¢ leZi u svjetlosnoj ravnini razapetoj vektorom B
1 jedini¢nim prostornim vektorom X, koji je okomit na vektor B.

Mora biti X = bB + C za neki skalar b € R jer je tada

X-X=0b*(B-B)+2b(B-C)+C-C=1, X -B=b(B-B)+C-B=0.
-0 -0 =1 -0 =0

Nadalje, c(t) = f(¢)X + g(¢)B za jedinstvene funkcije f,g : I — R. Tada je
c=f(bB+C)+gB = (bf +8)B+ fC = x(u,v) = (bf (u) +g(u) —vf(u))B+ f(u)C.
Sada je
Xu(u,v) = (bf'(u) +&'(u) =vf'(u)B+f' ()C, xv(u,v) =—f(u)B
=E=(f),F=G=0=EG—-F>=0.

Dakle, ploha S je uvijek svjetlosna. Medutim, da bi skup S uopée bio ploha, mora biti f/ #0 i

tada je ploha S svjetlosna ravnina (razapeta vektorima B i C). |

51



Plohe u prostoru Minkowskog

Nulbazu (A, B,C) moZzemo konstruirati na sljedeéi nacin: vektor B # 0 biramo po volji. Tada je

7 = [B]* svjetlosna ravnina, pa sadrZi neki jedini¢ni prostorni vektor C. Tada je ravnina [C]*,
prema propoziciji 1.2.7, vremenska, pa prema propoziciji 1.2.8 sadrzi dva linearno nezavisna
svjetlosna vektora.

Jedan od njih je B. Neka je C # 0 drugi (bilo koji do na mnoZenje skalarom). Tada stavimo
C= %C tako da bude B - C = 1 (prema propoziciji 1.2.5 mora biti B-C # 0).

Ovim postupkom se moZe na plohi S, za svaku tocku p € S, konstruirati nulbaza (A(p),B(p),C(p))
(primijenimo konstrukciju za g = TpSL i w=T,S). Time dobijemo lokalno trojku glatkih vek-
torskih polja (A,B,C), koju zovemo Cartanov trobrid plohe S. Pomocu tog trobrida je u [7]

dokazan op¢i rezultat o lokalnoj klasifikaciji svjetlosnih ploha.

Teorem 1.5.19. (Carlsen-Clelland) Svaka svjetlosna ploha u M? je lokalno jednaka nekoj od
sljedecih ploha

a) svjetlosna ravnina,
b) svjetlosni stoZac,
c) ploha parametrizirana preslikavanjem
x(11,v) = €“Go (v) — /O " Golt) di — Go(0),
gdje je funkcija G : I — R3 rjeSenje diferencijalne jednadzbe
Gy —2fGy— f'Go=0

za neku glatku funkciju f: 1 — R.

U istom radu je i rijeSena jednadZba treceg reda iz c) sluaja po komponentama.

Propozicija 1.5.20. Neka je h bilo koja realna funkcija koja zadovoljava tzv. Sturm-Liouvilleovu

((div)z - %f(v)) h(v) =0.

Tada je funkcija g = h? rjeSenje diferencijalne jednadzbe

Jednadzbu

g/// o 2fg/ _f/g — O.

Nadalje, svako rjeSenje jednadZbe je linearna kombinacija takvih rjeSenja.
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Sturm-Liouvilleova jednadZzba moze se rijesiti eksplicitno za neke funkcije, npr. konstante.

Primjer. Za f = 0 uz odgovarajuce pocetne uvjete dobivamo plohu
(4v2) (e (3> +4v+4) =3 — 20 — 4y —4)

xX(u,v) = | (12v2) 7 Be"(—v? +4v+4) +v 607 — 12v — 12)
61 (3 (v: +2v) — v —31?)

Slika 1.4: Ploha x(u,v) za f =0
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2. WEIERSTRASSOVA PARAMETRIZACIJA

7ZA PLOHE U M

2.1. WEIERSTRASSOVA PARAMETRIZACIJA ZA

PROSTORNE PLOHE U M?

Weierstrass-Enneperova parametrizacija za minimalne plohe u E? je lokalna konformna para-
metrizacija koja parametrizira plohu pomocu kompleksnih funkcija. Weierstrass i Enneper su
otkrili da se svaka minimalna ploha moZe opisati pomocu jedne holomorfne i jedne meromorfne

funkcije. U [25] je pokazano da sli¢na formula vrijedi za maksimalne plohe u M?.

Teorem 2.1.1. (McNertney) Neka je (S,n) orijentirana prostorna ploha u M i x : U C R? —
S konformna parametrizacija. Pretpostavimo da je skup U jednostavno povezan. Tada je ploha

S maksimalna ako i samo ako je

Z
xl(u,v):Re/ fgdw+c
20

<

x(u,v) =Re 5(1+g2)dw+cz 2.1)
20
.

X3(u,v)=Re/ %(l—gz)dw—i—q,
20

gdjejez=u+iv,z0 €U, ci e Rte f,g: U C C — C funkcije takve da je funkcija f holomorfna,
funkcija g meromofna i funkcija fg* holomorfna.

Dokaz. Bududi da je skup U jednostavno povezan, gornji integrali ne ovise o izabranom putu
od toc¢ke z( do tocke z.

Pretpostavimo da je ploha S maksimalna. Tada iz korolara 1.3.25 slijedi da su funkcije x; har-
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monicke. Onda iz propozicije 1.1.6 slijedi da postoje funkcije X : U — R takve da su funkcije
Sk = xp + 1% (2.2)
holomorfne. Tada iz formule (1.2) i Cauchy-Riemannovih uvjeta slijedi da je
flé = auxk + i&uik = auxk - iavxk. 2.3)
Sada imamo da je
—(A) + (2)* + (3)° = —(dux1 —idyx1)* + (Oux2 — i0yx2)* + (Iuxs — ihx3)?
= [=(9ux1)? + (0ux2)* + (9ux2)?] — [~ (dx1) + (9x2) + (9yx3)]
+ 2i[=(9ux1)(9vx1) + (9ux2) (9hx2) + (9ux3) (9x3))]
=E—-G+2iF=0
U zadnjem koraku smo koristili ¢injenicu da je parametrizacija x konformna, pa je £E =G i
F =0. Sada je
(—if)(fr+if3) = (F)*
Razlikujemo dva slucaja.

Ako je f{ =0, definiramo f =2f, i g = 0. Tada je

fi=0=f-0=fg
p=i=Lfurey=Lta+e
Nadalje,
/N2 /\2 /\2 /N2 /\2 f2 / if 2
() + () +(R)=0=(f)"=-(f) == =>f3:5(1—8)
Sada iz teorema 1.1.10 i jednakosti (2.2) slijede formule (2.1).
Ako je f] #0, stavimo f = fy —if}ig = ,fl, ~. Tada je
fz_lf3
2 gl gl (fll)2 _ (fé_lfé)(fé+lf3{) ol gl
fg _(fZ lf3) (fé_lfé)z fé_lfé f2+lf3
holomorfna funkcija. Nadalje,
I (gl el f1/ .
fi=(h—if3) i} =fg
1 1
fi= 3 ifit fatifl) = 5(F + £ =2 (14
fi= it (A = 5~ ) =21~ ).
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Sada opet, kao u prvom slucaju, iz teorema 1.1.10 slijede formule (2.1).

Obratno, pretpostavimo da vrijede formule (2.1) za neke funkcije f i g. PokaZzimo da su funkcije

Fl(Z):/ngdw, F(z) = Zg(l—f—gz)dm F3(Z):/Z%(l—g2)dw

holomorfne. Buduéi da su funkcije f i fg holomorfne, slijedi da su funkcije F) = %( f+rg%)
iF{= %( f — fg?) holomorfne. Pokazimo da je funkcija F| = fg takoder holomorfna. Ako je
zo singularitet funkcije F, onda zy mora biti pol funkcije g. No, tada je zo pol funkcije f; g2, §to
je kontradikcija. Dakle, funkcije F; imaju neprekidne derivacije, pa su holomorfne po definiciji.
Sada iz propozicije 1.1.5 slijedi da su funkcije x; = Re Fj, 4 ¢, harmonicke, pa iz korolara 1.3.25
slijedi da je ploha S maksimalna. |
Funkcije f 1 g iz prethodnog teorema zovemo Weierstrassovi podaci plohe S.

Sada éemo pokazati da se formula McNertney moZe proSiriti na sve regularne prostorne plohe
ako dopustimo da funkcije f i g nisu nuZno meromorfne, nego da samo imaju realni i imaginarni

dio klase C**. Tada Ce parovi (f,g), gdje je funkcija f holomorfna, funkcija g meromorfna i

funkcija fg? holomorfna, reprezentirati to¢no klasu maksimalnih ploha.

Teorem 2.1.2. Neka je (S,n) orijentirana prostorna ploha u MP i x : U C R?> — S konformna
parametrizacija. Pretpostavimo da je skup U jednostavno povezan. Tada vrijede formule (2.1)
za neke funkcije f i g takve da funkcija f ima realni i imaginarni dio klase C*, a funkcija g je

kvocijent dviju takvih funkcija. Konformni faktor parametrizacije X je

A =—(Refg)’+(Re f)(Refg’).

Dokaz. Ovaj put definiramo funkcije f; formulom

fk: k—i/avxkdu.

Sada koristimo Cinjenicu da je operator d, poopéenje kompleksne derivacije na funkcije koje

nisu nuzno holomorfne, tj. imamo
Oufk = Fuxy — i0yxy, (2.4)

Sto se u slucaju kad je funkcija f holomorfna svodi na (2.3). Sada kao u dokazu prethodnog

teorema imamo da je

—(0uf1)* + (Quf2)* + (Auf3)* =0
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i zatim definiramo funkcije f i g kao u prethodnom teoremu. Buduci da teorem 1.1.10 vrijedi i
za operator d,, ponovo slijede formule (2.1).
1z jednakosti (2.4) slijedi da je dyx; = Re d, fi, pa je

A=E=x,-x,=—(Red,f1)*+ (Red,f>)> + (Red, f3)?

= ~(Refg)’+ ;(Ref +Re f¢’) — 1 (Ref ~Re fg’)’

4
= —(Refg)*+ (Re f)(Re f§°)
|
Moze se izvesti 1 formula za srednju zakrivljenost tako da u formulu
1
H= ﬁHXW—{—XWH (2.5)

iz teorema 1.3.24 uvrstimo 92x; = Re d2 fi i 2x;, = Im 9,0, f;. Uotimo da ako je parametriza-
cija x konformna, onda supstitucijom z = u + vi, 7 = u — vi dobivamo reparametrizaciju x(z,z)
koja, kao u euklidskom slu¢aju, ima fundamentalne veli¢ine £ = G =01i F = /2. Naime,

bududi da je vanjska derivacija linearan operator, imamo

Adzdz = Ad(u+vi)d(u—vi) = A(du+idv)(du—idv) = A(du® 4+ dv?)

= Adu* +0dudv + A dv? = Edu® +2F dudv + Gdv? = ds*

Isadaiz

A
ds®* = Adzdz = 0dz> +2- EddeJrOde

o¢itamo da je E = G =01 F = A /2. Nadalje, iz relacija (1.3) slijedi da je

1 1 1
e = 3 (0 +i0) (30— i3)%) ) = (%)

Ako to uvrstimo u formulu (2.5), dobivamo

2
H = I||Xzz||- (2.6)
Sada ¢emo izvesti drugi tip Weierstrassove parametrizacije za prostorne plohe u M?, koji para-
metrizira sve regularne plohe u M? i koristi poopéenje derivacije dano formulama (1.3). Takvu
parametrizaciju je otkrio B. Konopelchenko u [21] za plohe u E?. Za prostorne plohe u M?>
nije navedena formula, ali postoji formula za prostorne plohe u M* u [20], koju éemo vidjeti

kasnije, a sljede¢a parametrizacija za plohe u M3 se moZe dobiti kao poseban slucaj.
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Teorem 2.1.3. Neka je U C C otvoren jednostavno povezan skup i s,t : U — C funkcije kojima

su realni i imaginarni dio klase C=, |s| # |t| te zadovoljavaju sustav

o;t = ps
2.7)
dzs = pt
za neku realnu funkciju p € C*(U). Tada je formulama
Z -_
x1(u,v) :/ stdw+5stdw
20
Lo 2 22 g
xp(u,v) :E/ (s +57)dw+ (5°+1°)dw (2.8)
20

x3(u,v):l,/z(s _P)dw+ (—F +12) dw

LJz
dana konformna parametrizacija x = (x1,x2,x3) : U C R?> — M. Metricki tenzor parametriza-

cije X i srednja zakrivljenost plohe S = x(U) su dani formulama

ds* = (|s|* — [t|*)* dzdz
_2p

N

Obratno, svaka regularna prostorna ploha u M> moZe se lokalno parametrizirati takvom para-

H=

metrizacijom.
Dokaz. Neka su s it funkcije koje zadovoljavaju jednadzbe (2.7) te |s| # |¢|. Tada za diferenci-

jalne 1-forme

w; = stdz+3stdz

w3 = (s> +12)dz+ (£5° +12)dz
vrijedi

doy = (9;(st) — Jz(st)) dzdz

(0.5)t +50;t — (978)f — 505t ) dzdz

dan s = (O,(£5% +12) — d(s* +£17)) dzdz

(

=

= (ptt +5ps — ptt — sps)dzdz =0

(

= (£250.5 4 2td;t — 250z5 F 21 0=t ) dzdZ
=

+25pt + 2t ps — 2spt F 2t ps) dzdz =0
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Dakle, forme wy su zatvorene, pa iz Poincaréove leme ( [28]) slijedi da su egzaktne, tj. postoje

funkcije (tj. O-forme) x; takve da vrijede formule (2.8). Nadalje, za parametrizaciju x vrijedi

E=xX;Xz= _(ale)z + (azx2)2 + (azx3)2
1 1
T VR N Ry
= —(st) —l—4(s +17) 4(s 7)
o 1 o 1 o -
= 7+ 4—1(s4 + 2578 1) — Z(s4 — 252+t =0

F =x;-Xz = —(9.x1)(dx1) + (ex2) (dx2) + (9ox3) (9x3)

_ 1 _ 1 _

— —st-5t+ Z(sz +12) (2 +1%) — Z(Sz — ) (=5 +1)
_ 1 _ _ 1 _ _

= —st 3+ (5% + S22 + P52 +-121%) — Z(—s2§2 + 522 + 1252 —242)
_ 1 1_ 1 _ 1

= —st-5t+ Eszgz + Etztz = E(ss—n)z = §(|s]2 — [t]>)?

1 1

= —(5)*+ Z(EZ +12)2 - Z(—Ez +12)?
1 1

= 512+ Z(§4 +25°1% 1) — Z(i‘ — 252 1Y) =0

Dakle, parametrizacija x je konformna s konformnim faktorom A = 2F = (|s|> — [t|?)?. Zbog
|s| # |t| je A > 0, pa je ploha S = x(U) regularna, a prostorna je jer u koordinatama (u,v) imamo
dajeE=G=A1iF =0, paje F> — EG < 0. Nadalje,
0:0.x1 = Ox(s%) = (3e8)i + 50 = pii + sps
1 _ 1 o _
0-0.x) = 585(# +72) = 5 (250zs +260:7) = spt +1ps

P L B} _
(s —1%) = 5;(280:5 —210:1) = spt +1ps = i(—spt +1p5).
l

Uvrstavanjem toga u formulu (2.6) dobivamo

2 — _ —_
H= I\/| — (ptt +sps)? + (spt +1ps)? + 2 (—spt +1p5)?|

2 Z
= V= P4 200 PIsf + [sf*) + 20 ps - 2spr]

_ 2P S e 2,2 = 2P 2 22 2P g 2
= V=W = sl 20l = (s =2 = VA= 2

Mozemo izluciti 1 ako je p < O jer srednja zakrivljenost ovisi do na predznak o izabranoj ori-

jentaciji plohe S. Ako je p < 0, zapravo izlu¢imo —p 1 onda promijenimo predznak od H.
Obratno, neka je S regularna prostorna ploha u M? i p € § to¢ka. Tada iz teorema 1.3.19 sli-

jedi da postoji konformna parametrizacija x = (x1,x2,x3) : U C R?> — S takva da je p € x(U).
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Skup U se mozZe smanjiti tako da bude jednostavno povezan. Naime, budu¢i da je skup U otvo-
ren, postoji otvoreni krug U C U oko tocke (ug,vo), gdje je x(ug,vo) = p, a otvoreni krug je

jednostavno povezan skup. Reparametrizirajmo x(z,Z) i definirajmo funkcije s i # formulama

s =/0x0 +id.x3, t =/0zxp +id:x3.

Buduéi da je ploha S regularna, mora biti |s| # |t|. U suprotnom bi bilo F = (|s|> —|¢|?)? = 0.

Buduc¢i da je parametrizacija x konformna, mora biti £ = G = 0, pa imamo da je
|x; x xz||> = EG—F* =0.

Budué¢i da je ploha S prostorna, polje x,, X X, je vremensko, pa onda slijedi da je x,, X x, = 0,
odakle slijedi da je ploha S singularna (propozicija 1.2.10, f)).

PokaZimo da funkcije s i ¢ zadovoljavaju sustav (2.7). Uocimo da je taj sustav ekvivalentan

% =p= ? @}t&zt ZS&ZS = 8z(t2) = &Z(sz)'

Medutim, ova zadnja jednakost vrijedi zbog Schwarzovog pravila za operatore d, i 0ds.
Iz formula za funkcije s i ¢ izravno slijede formule za funkcije x; 1 x3 u (2.8). JoS treba pokazati
formulu za funkciju x;. Iz E = G = 0 dobivamo

(9:x1)? = (9:%2)% + (9:x3)? = (02 + i0:x3) (o2 — i0:03) = 877

(0x1)% = (9zx2)* + (92x3)* = (Iox2 — i0x3) (Oxa +i0xs) = 5°1°.

Sada se kao poseban slucaj za p = 0 moze dobiti reprezentacijska formula za maksimalne plohe.

Korolar 2.1.4. Neka je U C C otvoren jednostavno povezan skup i s,t : U — C funkcije kojima

su realni i imaginarni dio klase C*, |s| # |t| te zadovoljavaju jednakosti

d;t = dzs = 0.

Tada je formulama (2.8) dana konformna parametrizacijax : U C R?> — M3. Ploha S =x(U) je
maksimalna. Obratno, svaka maksimalna ploha u M3 moZe se lokalno parametrizirati takvom
parametrizacijom.

Uocimo da je funkcija s holomorfna ako i samo ako je dzs = 0. Za funkciju ¢ za koju vrijedi
d;t = 0 kazemo da je antiholomorfna ( [22]). Dakle, klasu maksimalnih ploha reprezentiraju

parovi holomorfne i1 antiholomorfne funkcije.
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Propozicija 2.1.5. Neka je S maksimalna ploha u M dana Weierstrassovim podacima (f,g),

odnosno (s,t). Tada je
257 = fg?, 2u*=7.
Dokaz. 1z relacija (1.3) 1 (2.3) imamo da je
1 . 1,
It = 5 (D = i9hxi) = 5 fi

1 1—
dx = E(auxk'f‘iavxk) = iflé-

Bududi da je

slijedi da je

_ = Loy T o ]
t = /0x, + i3 = Z(1+8)+l'T(1—8)— 5
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2.2. WEIERSTRASSOVA PARAMETRIZACIJA ZA

VREMENSKE PLOHE U M

Za parametrizaciju X vremenske plohe S u M? uvjeti konformnosti su —E =G =1 i F = 0.

Ako napravimo afinu reparametrizaciju # = u + v, ¥ = —u + v, dobivamo

Adiidv = Ad(u+v)d(—u+v) = A(du+dv)(—du+dv) = A(—du® 4 dv?)

= —Adu®+0dudv+Adv? = Edu® +2F dudv + Gdv* = ds*

odakle slijedi da reparametrizacija x(i, 7) ima fundamentalne veli¢ine E =G =0i F = 1/2,
Sto je analogna transformacija kao kod prostornih ploha. Uo¢imo da ako je ploha S minimalna,
onda je x(i, V) upravo parametrizacija plohe S kao lokalno translacijske plohe iz teorema 1.3.28.
Naime, tada je x; = ¢ 1 Xy = ¢, a krivulje ¢ i ¢, su svjetlosne. Nadalje,

— 9u(dax) = %(au +a) (%(—au n &v)x> _ %(—XW ).

Ako to uvrstimo u formulu

— Xuu +XVVH

H= ! |
S22
iz teorema 1.3.24, dobivamo

HX ll- (2.9)

Analogon formule McNertney pronasao je M. A. Magid u [24] i to odmah za sve regularne
vremenske plohe u M3, a ne samo za minimalne. Zanimljivo je da za opis vremenskih ploha ne

trebamo kompleksne funkcije. Weierstrassovi podaci vremenskih ploha su realne funkcije.

Teorem 2.2.1. (Magid) Neka je U C R? otvoren jednostavno povezan skup i f,g,q,r :U — R
glatke funkcije takve da je

of= _au(r2g>
9.8 = —0,(¢*f) (2.10)

9(qf) = u(rg)

te fg > 0iqgr# —1. Tada je parametrizacija X = (x1,x2,x3) : U — M?, dana formulama
x1(u,v) = %/(1 +¢) fdu—(1+r)gdv
xz(u,v):—%/(l—qz)fdu+(1—r2)gdv (2.11)
x3(u,v) /qfdu+rgdv
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konformna. Ploha S, koja je parametrizirana preslikavanjem X, je regularna i viemenska. Me-

tricki tenzor i srednja zakrivijenost plohe S su dani formulama

ds® = (14 qr)*fgdudv

1 = 2/10.)(0u8) + (hla)) (Pulr2))|.

Obratno, svaka regularna vremenska ploha u M moZe se lokalno parametrizirati takvom pa-
rametrizacijom.
Dokaz. Neka su f,g,q,r: U — R funkcije koje zadovoljavaju jednakosti (2.10). Tada su dife-

rencijalne 1-forme ®; pod znakom integrala u formulama (2.11) zatvorene. Naime,

day 2 = (—0.((1+77)g) F 9,((1+ %) f)) dudv
= (—du(g £78) F o (f £ 4*f)) dudv
= (—0ug F 9u(r’g) F O f — (g’ f)) dudv =0
45 = (~0u(rg) + 2y(q/)) dudv = 0

Iz Poincaréove leme sada slijedi da su forme wy egzaktne, tj. postoje glatke funkcije x; : U — R
takve da vrijede formule (2.11). Nadalje,
1 1
E =Xy % = — () + Qa2+ (0 = = (1 + @22+ (1= P+
1 1
=—1(1+24 +) 4+ 7 (1-2¢" +4")f* +4°f* =0
F =Xy Xy = —(9ux1)(9yx1) + (9ux2) (dhx2) + (X3 ) (9yx3)

= A+ e+ (1)) s+ afrg

4

_ L) 1> 125 1 L) 1> 122

= 4fg+4r fg+4q fg+4q r fg+4fg i fg 14 fg+4q r'fge+qfrg
1 1

=301 +2gr+¢*r*) fg = 53 +qr)*fg

1 1
G=x,-X, = —(9x1)* + (dx2)> + (dx3)* = _4_1(1 +r7)%g* + 4_1(1 — 2> +r2g?
1 1
= _4_1(1 +2r7 4+ g + 4_1(1 — 27+ Mg+ g =0

Dakle, parametrizacija x je konformna s konformnim faktorom A = 2F = (14 qr)?fg > 0.
Posebno, ploha S je regularna i vremenska (jer u koordinatama ((u —v)/2,(u+v)/2) vrijedi

—E=G=AiF =0, paje F>—EG > 0). Nadalje, imamo da je

xur = (310, 31—V ). ~dula))

63



Weierstrassova parametrizacija za plohe u M?>

1
(PP~ 20f L0 ~auan)

—< Ohf —50u8,— ;af_;u& (qf)>

—( 9f + 52
1

UvrStavanjem toga u formulu (2.9) i koriStenjem jednakosti (2.10) dobivamo

H:I\/‘—%(&f 08P+ L (-0uf - )+ (laf))
= 2 /0 (2u) + (Bu(aF) (%))

Obratno, neka je S regularna prostorna ploha i p € S tocka. Tada prema teoremu 1.3.21 postoji
konformna parametrizacija x : U C R? — S takva da je p € x(U). Tu parametrizaciju moZemo

reparametrizirati tako dabude E =G =01 F = A/2. Tada iz E = G = 0 slijedi

(au)g)z = (8ux1 — 8ux2)(8ux1 + au)Q)
(avx3)2 = (dyx1 — dyx2)(dyx1 + Ax2).

(2.12)

Definirajmo funkcije ¢, f,r,g : U — R formulama

7= au-xl - auXZ B aux3
f= auxl - &ux2
av.x3 avx 1 — 8v.x2
= =
odyx1 + dyxo o, x3
g = —0yXx] — dyx2.
Tada je
dux3 = —qf

auxl + aux2 = qu
oyx3 = —rg

2
8Vx1 — aVXQ = —-rg,

odakle slijede formule (2.11). Jednakosti (2.10) slijede iz Schwarzovog pravila za funkcije
X1 Exix3. IzA = %(1 +qr)fg > Oslijedi fg > 0igr# —1.

Posebno moramo rijesiti slu¢aj kad je d,x; — dyxo = 0. Tada iz jednakosti (2.12) slijedi da je
dux3 = 0. Ako deriviramo obje jednakosti po v i primijenimo Schwarzovo pravilo, dobivamo da
je dvxy = dyxy + ¢ (u) i dyxz = c(u) za neke glatke funkcije ¢ i ¢; koje ovise samo o u. Ako je

c1 = 0, onda iz jednakosti (2.12) slijedi ¢; = 0, odakle slijedi da su polja x,, i1 x,, kolinearna, Sto
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je kontradikcija s regularnos$éu plohe S. Dakle, mora biti ¢; # 0 i onda moZemo zamijeniti u i
v (reparametrizacija x(v,u) ostane konformna), definiramo f i g kao gore te g = —dyx; i r = 0.
Analogno se rijesi slucaj kad je dyx; + dyxp = dyxz = 0. [ |
Kao u slucaju prostornih ploha, posebna klasa Weierstrassovih podataka (g, f,r, g) parametrizira

klasu minimalnih ploha.

Korolar 2.2.2. Neka je U C R? otvoren jednostavno povezan skup i f,g,q,r: U — R glatke
funkcije takve da je

h=8u=q=r.=0.
Tada je parametrizacija X = (x1,x2,x3) : U — M?, dana formulama (2.11), konformna te je
ploha S, parametrizirana preslikavanjem X, minimalna. Obratno, svaka minimalna ploha u M?>
moZe se lokalno parametrizirati takvim preslikavanjem.
Weierstrassova parametrizacija (2.11) je analogon formule McNertney za vremenske plohe.
U objema formulama koristimo &etiri realne funkcije dviju realnih varijabli (zbog C = R?).
Nadalje, klasu minimalnih ploha dobivamo opet na isti na¢in: samo koristimo funkcije koje
ovise samo o jednoj od dviju varijabli u 1 v.
Weierstrassovi podaci (g,r) imaju zanimljivu geometrijsku interpretaciju. Za nju nam treba
stereografska projekcija vremenske sfere S, dane implicitno jednadzbom —x% +y? + 22 =1,
na xy-ravninu, koju poistovjeéujemo s R?. Neka je H = {(x, y,0) : —x2 4y = 1}. Tada je
preslikavanje F : §\ {z # 1} — R?\ H, dano formulom

xX+y —x—+y
Floyz) = <1——z 1—2 )

kompozicija stereografske projekcije sfere S s obzirom na sjeverni pol (0,0, 1) i afine transfor-

macije u nul-koordinate (vidi [22]). Preslikavanje F je bijekcija i njen inverz je dan formulom

Uu—v u-t+v —1~|—uv>

F! :(
(,v) 1+w’ 14+u’ 1+uv

Sada moZemo Gaussovo preslikavanje promatrati kao Fonox: U — R

Teorem 2.2.3. Neka je S regularna vremenska ploha u M i x : U C R? — S Weierstrassova
parametrizacija plohe S s Weierstrassovim podacima (q, f,r,g). Tada je preslikavanje

— 3,4)6 3 8Vx 3 )

8ux1 — a,,,XQ ’ 8vx1 + (9Vx2 (213)

noX=F_1(q,r)=F_l(

normalno polje plohe S, tj. funkcije q i r su komponente Gaussovog pres