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Sazetak

Elektromagnetske funkcije strukture hadrona su funkcije koje opisuju unutarnju
raspodjelu naboja i magnetizacije unutar hadrona. Po kvantnoj kromodinamici ha-
droni su vezana stanja kvarkova i gluona te im je kao takvima za prakti¢ne potrebe
nemoguce egzaktno teorijski izracunati funkcije strukture. Medutim, pri sudarima s
visokim prijenosima impulsa funkcije strukture je moguce napisati u faktoriziranom
obliku. Drugim rije¢ima moguce je odvojiti neperturbativnu dinamiku vezanog sta-
nja i dinamiku samog sudara koja je perturbativno izracunljiva. U ovom diplomskom
radu ce se promatrati ekskluzivni procesi na visokim energijama u kojima sudjeluju
pioni ili nukleoni i cilj je u tim procesima izracunati njihove funkcije strukture. Prvi
korak je da se na jedan takav proces primjeni faktorizacija i tako se odvoji nepertur-
bativni dio, koji je sadrzan u distribucijskim amplitudama, od perturbativnog. Per-
turbativni dio biti ¢e odreden do vodeceg reda, a rezultati za distribucijske amplitude
biti ¢e preuzeti iz literature s obzirom da su distribucijske amplitude neovisne o pro-
cesu. Na samom kraju ¢e dobiveni rezultati biti usporedeni s eksperimentalnima.
Kljucne rijeci: Perturbativni QCD, Funkcije strukture, Faktorizacija, Distribucijske am-

plitude



Electromagnetic form factors of hadrons in
perturbative QCD

Abstract

Electromagnetic form factors are the functions that describe internal distributions
of charge and magnetization in hadrons. Within Quantum Chromodynamics the ha-
drons are bound states of quarks and gluons, and as such, their form factors are prac-
tically impossible to be theoreticaly determined. However, in processes with large
momentum transfers it is possible to apply factorization, i.e. it is possible to sepa-
rate nonperturbative dynamics of a bound state from perturbative "hard-scattering”
amplitude. The goal of this thesis is to calculate form factors of pions and nucleons
by analysing large-momentum-transfer exclusive processes in perturbative Quantum
Chromodynamics. First step will be using the valence quark approximation and ap-
plying factorization on such processes. Non-perturbative dynamics will be contained
in distribution amplitudes and results for those will be taken from literature (since
they are process independent) while perturbative part will be calculated up to a le-
ading order. Those two will be combined to calculate form factors. At the end,

calculated results will be compared to some experimental values.

Keywords: Perturbative QCD, Form factors, Factorization, Distribution amplitudes
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1 Uvod

Covijek od pamtivijeka poku$ava razumjeti strukturu materije. Jo$ u anti¢koj Grékoj
Demokrit je pretpostavio postojanje osnovne nedjeljive jedinice, tj. atoma. U to
vrijeme sve pretpostavke o strukturi materije bile su filozofske prirode te su bile
prakticki znanstveno nedokazane sve do 19. stolje¢a i radova Johna Daltona. On
je 1803. godine prvi put znanstvenim metodama dokazao postojanje onoga $to zo-
vemo atom i smatrao je da su atomi zbilja osnovne, nedjeljive jedinice materije koje
su sfernog oblika i konacne veli¢ine. Da atom ipak nije osnovna jedinica potvrdio je
skoro 100 godina poslije J. J. Thomson kada je 1897. otkrio u eksperimentu elek-
tron [1]. Relativho nedugo poslije toga je E. Rutherford 1911. otkrio da se svaki atom
sastoji od jezgre i elektrona koji kruzi oko nje [2], a potom je 1920. otkrio proton [3]
i pretpostavio postojanje neutrona (kojeg je eksperimentalno potvrdio J. Chadwick
1932. godine [4]). Tada se smatralo da su elektron, proton i neutron osnovne gra-
divne jedinice sve materije i da su to tocCkaste Cestice. Medutim, prva naznaka da
proton i neutron nisu tockasti je to Sto je protonu izmjeren magnetski moment oko
2.8, a neutronu oko -1.9 puta vedi nego Sto bi trebao biti za tockastu Cesticu spina
1/2 (Stern, 1933. [5]). Proslo je oko dva desetljec¢a prije nego je Hofstadter napravio
prva konkretna eksperimentalna mjerenja strukture protona [6]. On je kombinirao
Mottovo rasprSenje s unutarnjom raspodjelom gustoce naboja i tako eksperimentalno
opisao odstupanja od tockaste Cestice. Tu se prvi put spominju funkcije strukture o
kojima ce biti rije¢ u ovom diplomskom radu. To su funkcije kojima se parametrizira
odstupanje od rasprSenja na tockastoj Cestici te je u njima sadrzana informacija o
raspodjeli naboja i magnetizacije unutar promatrane Cestice.

Jos jedan tip Cestica o ¢ijoj strukturi e biti rije¢ su pioni. Njihovo postojanje je prvi
put predvidio H. Yukawa 1935. [7], a eksperimentalno su potvrdeni 1947. (nabijeni
pioni, C. Lattes, G. Occhialini i C. Powell [8]), tj. 1950. (neutralni pion, Bjorklund et
al. [9]). Bilo je odmah jasno da pioni nisu tockasti, no eksperimentalno proucavanje
njihove strukture je otezano Cinjenicom da je njihovo vrijeme Zivota mnogo krace od
vremena zivota protona i neutrona.

Cilj ovog diplomskog rada je teorijski opisati strukturu piona i nukleona pomocu
elektromagnetskih funkcija strukture (eng. electromagnetic form factors) u kontekstu

kvantne kromodinamike (QCD - eng. Quantum Chromodynamics).



QCD je kvantna teorija polja koja opisuje jaku interakciju, a time i samu ha-
dronsku strukturu. Nastala je pocetkom 70-ih godina proslog stolje¢a (Gell-Mann
je zapravo jo$ ranih 60-ih uveo pojam kvarkova) i od tada su izvrSeni brojni eksperi-
menti kojima su rezultati u skladu s njom pa je zbog toga danas opéeprihvacena kao
“prava” teorija jake interakcije. Jedno od najbitnijih svojstava QCD-a je tzv. asimptot-
ska sloboda, tj. svojstvo da konstanta vezanja postaje manja Sto je energija procesa
veca i zbog toga je moguce na velikim energijama primjeniti perturbacijski racun.
Medutim, problem stvara Cinjenica da su fizikalna stanja koja se mogu observirati
hadroni, tj. vezana stanja kvarkova i gluona. Zbog toga svaki proces nuzno ima
prakticki neizracunljive neperturbativne doprinose koji potjecu od dinamike veza-
nog stanja hadrona koji prisustvuje reakciji. Tu dolazimo do drugog vaznog svojstva
QCD-a, a to je postojanje faktorizacijskih teorema. Na osnovu njih se odvaja kratko-
dosezna od dugodosezne dinamike, tj. temeljna amplituda rasprsenja koja ukljucuje
hadronske konstituente od dinamike vezanog stanja. Stoga za temeljnu amplitudu
rasprSenja mozemo koristiti dobro poznati perturbacijski racun, a dinamiku vezanog
stanja opiSemo pomocu tzv. distribucijskih amplituda. Distribucijska amplituda se
odredi pomoc¢u QCD-a na reSeci ili sumacijskih pravila i olakSavaju¢a okolnost kod
toga je Sto je distribucijska amplituda za neki hadron neovisna o procesu, pa kad je
jednom odredena moze se koristiti za bilo koji proces.

Ovaj diplomski rad podijeljen je u tri dijela. U prvom dijelu objasnit ¢emo teorij-
sku pozadinu potrebnu za izracunavanje funkcija strukture. Dakle objasnit ¢emo Sto
su uopce funkcije strukture, kako se definiraju te kako se opéenito racunaju. Takoder
Ce biti objasnjena faktorizacija i bit ¢e uvedene distribucijske amplitude. Navest ¢emo
opceniti oblik distribucijskih amplituda i navest par rezultata iz literature s kojima
¢emo u kasnijim dijelovima racunati konkretne funkcije strukture. U druga dva di-
jela provest ¢emo konkretan racun funkcija strukture u vode¢em redu perturbacijskog

racuna, prvo za pion, a potom i za nukleone.



2 Teorijska pozadina

U ovom poglavlju navest ¢emo sve potrebne alate za izracun elektromagnetnih funk-
cija strukture. U prvom potpoglavlju ¢emo zapoceti s kratkim pregledom kvantne
kromodinamike (QCD). Uvest ¢emo SU(3) bazdarnu teoriju na kojoj se temelji QCD
i re¢i ukratko Sto znadi klizanje konstante vezanja i asimptotska sloboda. U drugom
potpoglavlju ¢emo red¢i Sto su to to¢no funkcije strukture, kako se one racunaju u
kontekstu teorije polja te ukratko objasniti kako se one mjere u eksperimentima. U
trecem potpoglavlju ¢emo navesti Sto su distribucijske amplitude i kako se one ko-
riste u razdvajanju kratkodosezne i dugodosezne dinamike, Sto je mozda i najbitniji

dio ovog poglavlja.

2.1 Kvantna kromodinamika

U ovom odjeljku dati ¢emo kratki pregled osnova kvantne kromodinamike oslanjajuci
se pritom na standardne udzbenike iz kvantne teorije polja poput [10] ili [11]. Dakle,
kvantna kromodinamika je kvantna teorija polja koja opisuje jaku interakciju, tj.
medudjelovanje kvarkova i gluona. U matematickom smislu, to je bazdarna teorija

zasnovana na SU (3) grupi (tzv. Yang-Millsova teorija).

2.1.1 Bazdarne teorije

Najopéenitija definicija grupe SU(3) je da su njeni elementi “generirani” Liejevom
algebrom su(3). Elementi 7* Liejeve algebre su(3) su definirani komutacijskim rela-
cijama

[T, T =i f*T, 2.1)

gdje su fo tzv. strukturne konstante koje su potpuno antisimetri¢ne u indeksima

a,bic. Kad kazemo da su elementi grupe generirani elementima algebre mislimo na
iducu relaciju

SU(3) > U(x) = e @I T, ¢ su(3). (2.2)

Dakle elementi algebre su(3) su apstraktni objekti koji zadovoljavaju relaciju (2.1)

i oni generiraju objekte U koji su elementi grupe. Da bi ti objekti djelovali na

nesto konkretno moramo ih prikazati u odredenoj reprezentaciji. Postoji beskonacno

mnogo razli¢itih reprezentacija no najcesce koristena je tzv. fundamentalna repre-

3



zentacija u kojoj su elementi grupe SU(3) reprezentirani 3x3 unitarnim matricama
kojima je determinanta jednaka 1. Takve matrice djeluju na trokomponentne valne

funkcije

(@) = | Py(x) | (2.3)

gdje se indeksi i = r, ¢, b nazivaju "boja” (r - crvena, g - zelena, b - plava). Cesto
se indeksi boja oznacavaju jednostavno brojem i = 1,2, 3, a ne slovima. Kazemo da

elementi SU(3) grupe transformiraju valne funkcije na nacin
Y(@) = () = Ulx)(z), Ulz)=e @@, 2.4)

gdje su 0,(x) parametri transformacija (s obzirom da oni ovise o poloZaju x transfor-
macija se naziva lokalnom), a 7, su generatori transformacije. U fundamentalnoj
reprezentaciji elementi 7, Liejeve algebre su(3) su takoder 3x3 matrice i ukupno ih je
8 (9 matrica je potrebno da se razapne prostor 3x3 matrica, a u naSem slucaju uvjet
det(U) =1 oduzima jedan stupanj slobode). NajceS¢a baza pomocu koje prikazujemo
generatore SU(3) grupe su Gell-Mannove matrice \* = 27.

Sada objasnimo ukratko bazdarno nacelo. Krenimo od Diracovog lagranzijana za

kojeg smatramo da bi trebao opisivati sve fermione, pa tako i kvarkove;
L= ;(x)(id — m)yy(=), (2.5)

gdje je m masa kvarka.

Primjetimo da taj lagranzijan nije invarijantan na transformacije (2.2), tj. (2.4) jer
je transformacija lokalna pa kazemo da lagranzijan nije bazdarno invarijantan. Kako
je relacija (2.4) nacelno vezana uz lokalnu promjenu faze valne funkcije na koju bi
teorija trebala biti invarijantna, uvodimo dodatno polje Af, koje ¢e se transformirati
to¢no tako da ukupan lagranzijan bude invarijantan na spomenute transformacije.

Polja A}, odgovaraju gluonima i ukupan lagranzijan s njima glasi

_ a 1
L =y (@) (i@ — g T A" () — mydi)by(w) — T o L, (2.6)



gdje je tenzor F*” tenzor gluonskog polja (analogno elektromagnetskom tenzoru)
FIv = o' AY — 0" AY — gs farc A AL, (2.7)

a g, konstanta vezanja. Bazdarna transformacija gluonskog polja dana je relacijom
Ag+%+i@m+ﬂ%M; (2.8)

Znamo da u prirodi ne postoji samo jedna vrsta kvarkova ve¢ ih postoji Sest:
f = u,d,s,c b, t, tzv. okusi. Moramo ih sve ukljuciti u lagranzijan i zato radimo

sumu po okusima;

1
E waz Zaéw z]A (ZE) - mféij)¢f7j( ) 4F§VFctw' (29)

Medutim, iako bazdarno invarijantan, to jo$ nije potpuni lagranzijan QCD-a.
Pokaze se da je na ovako zadan QCD nemoguce primjeniti kanonsku kvantizaciju
(kvantizacija pomoc¢u operatora koji zadovoljavaju (anti)komutacijske relacije tipa
[pi, ;] = —1id;;) upravo zbog invarijantnosti lagranzijana na navedene transformacije.
Iz tog razloga se uvodi ¢lan —1/2£(9, A*)%. Takoder, uvodimo jo$ jedan nefizikalni

¢lan, tzv. Faddeev-Popov ¢lan pa ukupan lagranzijan glasi

a 1 v
Locp = Zd)fz “%w ZJA (z) —myoij)y () — ZFﬁqu
(2.10)

g&#ﬁ+@ﬂW&+%ﬁWWﬁM%i

gdje su polja ¢* nefizikalna, zovu se Faddeev-Popov duhovi i sluze da bi otklonili

nefizikalne polarizacije gluona u konkretnim fizikalnim amplitudama.

2.1.2 Klizna konstanta vezanja

Za lagranzijan (2.10) su nam dobro poznata Feynmanova pravila i u vode¢em redu
perturbacijskog racuna ih mozemo izravno primjeniti. Medutim, u viSim redovima
perturbativnhog raCuna javljaju se tzv. petlje Ciji doprinosi imaju integrale po 4-
impulsu koji divergiraju. Nas ovdje u kontekstu klizne konstante vezanja zanimaju

ultraljubicaste (UV, eng. ultraviolet) divergencije (divergencije u slucaju kad im-



pulsi u petlji idu u beskonacnost). Njih rjeSavamo procesom regularizacije i potom
renormalizacije. Regularizacija je nista drugo nego "umjetno” uklanjanje divergen-
cija. Neke od metoda su promjena gornje granice integracije iz beskonacnosti u neku
konacnu energiju A ("cutoff” regularizacija), promjena dimenzije integracije iz 4 u
4 — ¢ (dimenzionalna regularizacija) i joS mnoge druge (Pauli-Villars, itd.). Sve te
metode rezultiraju jednim konac¢nim ¢lanom u doprinosima petlji koji u fizikalnom
limesu ide u beskonacnost. Njega se rjeSavamo procesom renormalizacije, tj. prik-
ladnom redefinicijom konstante vezanja u lagranzijanu takvom da se divergentni
doprinosi poniste. Treba naglasiti da konstanta vezanja iz lagranzijana (2.10) nije
nista fizikalno i stoga imamo tu slobodu odabira.

Renormalizirana konstanta vezanja ovisi o energiji na kojoj se proces odvija (zato
ih zovemo kliznima) i mozemo je odrediti samo u odnosu na poznatu vrijednost
konstante vezanja na nekoj drugoj energiji (tvore tzv. renormalizacijsku grupu). Za

QED renormalizirana konstanta vezanja na jednoj petlji glasi

2\ @6(1“2)
Oée(q ) - 1— z_lae(MQ) lnﬁ (211)
3 4w u?

i vidimo da se konstanta vezanja povecava s energijom. S druge strane imamo QCD

konstantu vezanja (o, = g2/4m)

2 O‘S(MQ)
as(q”) = , (2.12)
( ) 1+ 50—%48:2) In Z—i
gdje je
2
fo=11— 3N (2.13)

Clan n 7 je broj “aktivnih” kvarkova (n; < 6). Vidimo da konstanta vezanja QCD-a
za razliku one u QED opada s energijom. To svojstvo QCD-a zovemo asimptotska
sloboda. Ono omogucava uporabu perturbativnhe metode na visokim energijama iako
je na niskim energijama ta metoda neuporabljiva i kao takvo je jedno od najbitnih

svojstava QCD-a.



2.2 Funkcije strukture

Neka je 92 diferencijalni udarni presjek za rasprSenje neke lakse to¢kaste ¢estice na
tezoj Cestici kojoj zelimo odrediti strukturu. Tada je funkcija strukture teze Cestice

definirana izrazom

do do o012
— = —= F(lq 2.1
ds? <dQ)Mott| Oq’ )| 7 @19

gdje je (%) dobro poznati diferencijalni udarni presjek za rasprsenje tockaste

nabijene Cestice na fiksnom Coulombovom potencijalu, tzv. Mottov udarni presjek

do a? 1 9
- — 6/2 2.15
(dw)m 152, st (g72) 012 (215

a F(|7]?) je funkcija strukture promatrane teze Cestice koja ovisi o prijenosu impulsa i
ima jednostavnu fizikalnu interpretaciju kao Fourierov transformat raspodjele naboja

unutar cCestice;
F(l§%) _/p(F)ei‘TFdBF. (2.16)

Dakle tako je definirana funkcija strukture u prvim eksperimentima koje je radio
Hofstadter sredinom 50-ih godina proslog stolje¢a da bi ispitivao strukturu nukleona.
Ta formula vrijedi dok se proces odvija na manjim energijama i dok je masa jedne
Cestice dosta veca od druge.

Treba naglasiti da se funkcije strukture u ovom smislu uvijek odreduju iz eksklu-
zivnih procesa $to znaci da prilikom sudara dvije Cestice promatramo samo jedan
jedini proces kojemu su to¢no zadana ulazna i izlazna stanja. U ovom kontekstu se
najCeS¢e promatraju sudari elektrona s hadronom (u ovom slucaju pionom ili nukle-

onom).

2.2.1 Funkcije strukture Cestica spina 1/2

Prvo promotrimo poblize funkcije strukture za cestice spina 1/2 (Sto su u nasem
slucaju naravno nukleoni). U gore navedenim formulama nisu uzete u obzir dvije
stvari - odboj Cestice koja stvara Coulombov potencijal i ¢injenica da ta Cestica takoder
ima spin 1/2 pa time ima i magnetsku interakciju s upadnom cesticom. Kada se pu-
tem Feynmanovih dijagrama izracuna udarni presjek u sudaru dviju tockastih Cestica

spina 1/2 (od kojih je jedna mnogo teza od druge) dobije se Mottov udarni presjek



plus jos jedan dodatan ¢lan:

do a2 1 ) S
<d_Q)toéka - 4E]31n sin’ (0/2) (COS (0/2) = 2m2 Sin 0/2) . (2.17)

n

Iz gornje jednadzbe se vidi da je drugi ¢lan potisnut masom teze Cestice m,, (u
nasem slucaju nukleona) za male prijenose impulsa, no za velike prijenose impusla ga
se ne moze zanemariti. Takoder vidimo da viSe nije dovoljna jedna funkcija strukture
za opisivanje raspodjele materije i stoga uvodimo jo$ jednu. Opcenita formula za

udarni presjek sudara tockaste Cestice s ne-tockastom glasi

do a? Es (G4 +7G3,

— = — 0/2 +27G3,sin”6/2 2.18

dQ  4E?sin* (0/2) Ey ( i+r /24 27Gy i 0/ ) ’ (218)
gdje je T = Q?*/4m,, Q* = —¢*, E, je energija ulazne tockaste Cestice, a E3 ener-

gija izlazne. Taj izraz naziva se jo$ i Rosenbluthova formula. Gy i G); nazivaju se
elektri¢na i magnetska funkcija strukture i one sada ovise o kvadratu ¢etveroimpulsa.
Treba napomenuti da za razliku od funkcije strukture definirane u jednadzbi (2.14)
ovdje se funkcije strukture ne mogu tako jednostavno napisati kao Fourierovi tran-
sformati raspodjele naboja ili magnetizacije. Doduse moze se pokazati da ipak u

slu¢aju malih vrijednosti prijenosa impulsa Q? vrijedi

Go(Q@) ~ / ()T,

(2.19)
Cu(Q?) ~ / (P T

pa od tu dolazi poveznica s gustotama magnetizacije i naboja te njihovi nazivi.

Promotrimo sada definiciju funkcija strukture u kontekstu teorije polja koju ¢emo
nadalje koristiti u konkretnim racunima. U tom slucaju elektromagnetske funkcije
strukture se definiraju iz vrha elektromagnetske interakcije u kojem sudjeluju virtu-
alni foton te ulazni i izlazni fermion kojem proucavamo strukturu (takav vrh se uvijek
pojavljuje u ekskluzivnim procesima koji nas zanimaju). Op¢eniti takav vrh prikazan
je na slici 2.1 te u prvom redu perturbativnog racuna za tockaste fermione on glasi
samo

—iel™ = —ieyH, (2.20)

$to nam je dobro poznato iz Feynmanovih pravila za kvantnu elektrodinamiku. Ako



racunamo amplitudu rasprSenja i udarni presjek s tim vrhom dobiti ¢emo to¢no
udarni presjek iz formule (2.17), kao sto je ve¢ spomenuto.

Pogledajmo sada potpuno opceniti oblik elektromagnetskog vrha (za vise redove
racuna smetnje i ne nuzno toCkaste Cestice). Kako na kraju zelimo da nam se vrh
(tj. elektromagnetska struja) transformira kao vektor i znamo da moze ovisiti samo

o vanjskim impulsima on moze sadrzavati samo iduce strukture:

",
vt L ", oY

"y, P, 0 paplspu, 0 PablsPl,

(2.21)

P, plss-

Slika 2.1: Elektromagnetski vrh u opc¢enitom slucaju.

Medutim, upotrebom raznih identiteta te Diracove jednadZzbe pokaze se da su od

navedenih struktura samo tri nezavisne i da se opceniti vrh moze zapisati kao

' = A" + B(p" + p™*) + C(p" — p™*), (2.22)

gdje su koeficijenti A, B, C' funkcije samo prijenosa impulsa ¢*>. Nadalje, kako treba
vrijediti Wardov identitet koeficijent C nuzno treba biti 0. Na poslijetku, upotrebom
Gordonovog identiteta opceniti oblik vrha se zapise u malo drugacijem obliku:

g,

2m

T = A Fy(¢?) + Fy(c?). (2.23)

Funkcije F} i I, se zovu Diracova i Paulijeva funkcija strukture. Kada se s ovako
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definiranim vrhom krene racunati udarni presjek sudara elektron - nukleon dobije se

;i_g _ (j_;) J?E (FE(QQ)+T(F§(Q2)+2(F1(Q2)+F2(Q2)>2tan2 9/2)), (2.24)

Mott —¢€

gdje je T = Q2/4M?, Q2 = —¢?. Cesto se koristi zamjena

Gg=F — 7k,
(2.25)
GM == F1 + FQ.
Kad se ove zamjene uvrste u jednadzbu (2.24) dobije se
do do E., 1 9 9 9
— = —= P 14 2(1 t 0/2
dQ (dQ)MottEe1+T(GE+T( el e (2.26)

062 Ee’ (G2E + TG?\/[

= 20/2 4+ 27G3,sin” /2
B (0)2) B, \ 147 o 02+ 2Cysin /)

$to je upravo Rosenbluthova formula (2.18) koju smo ranije samo naveli.

Dirac-Paulijeve funkcije strukture Fj i F; su prirodnije za racune u kontekstu te-
orije polja pa ¢emo tu definiciju koristiti u teorijskom racunu. One se izracunaju
jednostavno tako da se izrac¢una matri¢ni element za elektromagnetski vrh u kojem
smo uzeli u obzir korekcije koje smo htjeli i potom se samo is¢ita faktor koji stoji uz
~* odnosno ic*"q, /2m.

Sa druge strane Sachsove funkcije strukture GG); i Gg su pogodne za eksperimen-
talno mjerenje. Ono $to u eksperimentu mjerimo je udarni presjek i usporedujemo
ga s Mottovim udarnim presjekom. Stvar je u tome da u izrazu za udarni presjek
preko Sachsovih funkcija strukture (2.26) nema mijeSanih ¢lanova poput G, - G
(za razliku od izraza preko Dirac-Paulijevih funkcija strukture (2.24)) pa ih mozemo
nezavisno mjeriti. Stoga kad budemo usporedivali teorijske rezultate s eksperimen-
talnima ¢emo Koristiti Sachsove funkcije strukture.

Najjednostavnija tehnika odredivanja funkcija strukture za nukleone je Rosen-
bluthova metoda separacije [12]. U sustini ta metoda se sastoji od mjerenja udarnog
presjeka za rasprSenje eN — eN (e je elektron/pozitron, a N nukleon) preko svih
eksperimentalno dostupnih kuteva rasprSenja 6§ na nekom odredenom prijenosu im-

pulsa Q? (tj. odredujemo ‘fl—g u ovisnosti o  drzeéi Q? konstantnim). Ako definiramo
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tzv. reducirani udarni presjek kao

() = (0., / (@)
ds? reducirani T ds2 exp dQ Mott (227)

e=(1+2(1+7)tan?(0/2))""

onda vidimo da on ima linearnu ovisnost o varijabli ¢;

do €
— =G%, 4+ -G, 2.28
(dQ) reducirani M " T o ( )

Ako napravimo prilagodbu gornjeg izraza na izmjerene reducirane udarne pre-
sjeke na nekoj fiksiranoj energiji Q?, a variranim ¢ vidimo da ¢e nagib pravca biti
G2 /1, a odsjecak na y-osi ¢e biti G3,.

Valja napomenuti da je Rosenbluthovom metodom teze odredivati funkcije struk-
ture neutrona nego protona.U tom slucaju se ¢esto umjesto procesa en — en pro-
matra rasprsenje elektrona na deutronu (jer je deutron stabilan) i usporeduje ga se s
rasprsenjem elektrona na protonu. Iako je tada proces ekstrakcije funkcija strukture
nesto kompliciraniji, svejedno se svede u sustini na Rosenbluthovu metodu. Najteze
od svega je odrediti elektricnu funkciju strukture neutrona G7% jer je ona razlic¢ita od
nule tek na relativno velikim prijenosima impulsa Q2. Za njeno odredivanje inace se

¢esto umjesto Rosenbluthove metode koristi tzv. metoda transfera polarizacije [13].

2.2.2 Funkcije strukture Cestica spina 0

Za definiranje funkcija strukture Cestica spina 0 koristimo analogan pristup kao za
Cestice spina 1/2. Dakle zelimo napisati potpuno opceniti matri¢ni element elek-
tromagnetskog vrha s virtualnim fotonom. Za razliku od prethodnog potpoglavlja,
ovdje nemamo strukture s y-matricama s obzirom da nije rije¢ o fermionima. Vrh

mozZze ovisiti samo o vanjskim impuslima pa njegov opceniti oblik glasi
—iel™ = A(p* + p™*) + B(p" — p™). (2.29)

Faktor B i u ovom slucaju treba biti 0 da bi vrijedio Wardov identitet i stoga
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matri¢ni element za opceniti vrh glasi
—iel" = —ie(p" + p")F(Q?). (2.30)

Funkcija F(Q?) je traZena funkcija strukture. Kada se izra¢una ukupni matri¢ni

element za sudar tockaste Cestice i neke Cestice spina 0 za udarni presjek se dobije
do do 2
— == F(Q? 2.31
dS2 (dQ>Mott ‘ <Q )‘ ( )

te vidimo da definicija funkcije strukture iz jednadzbe (2.29) odgovara onoj intuitiv-
noj opcenitoj definiciji iz jednadzbe (2.14).

Cestice spina 0 koje ¢emo mi u nastavku promatrati su pioni. Proces iz kojeg
se direktno mogu eksperimentalno odrediti pionske funkcije strukture je er — en.
Medutim pokaZze se da je tim procesom moguce odrediti funkcije strukture samo pri

malim prijenosima impulsa Q. Na vi$im energijama promatramo procese poput

e p— e mhn,

(2.32)
en—emp.
Iz takvih procesa nije moguce direktno ocitati funkciju strukture kao u procesu er —

e, nego postoje razne metode ekstrakcije pionske funkcije strukture iz dobivenih

eksperimentalnih podataka.
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3 Faktorizacija i distribucijske amplitude

U prethodnom poglavlju ve¢ je spomenuto da su fizikalna stanja koja observiramo
hadroni, tj. vezana stanja kvarkova i gluona. Stoga u svakom procesu imamo ne-
perturbativne doprinose i ne moZemo olako primjeniti perturbativni QCD. Pristup
za analiziranje tvrdih ekskluzivnih procesa (ekskluzivnih procesa pri velikim prijeno-
sima impulsa) u kontekstu perturbativne kvantne kromodinamike razvijen je krajem
sedamdesetih i po¢etkom osamdesetih godina [14], [15], [16] te ¢emo taj pristup
slijediti i u ovom diplomskom radu.

U navedenim radovima pokazano je da se ukupna amplituda rasprSenja za velike
prijenose impulsa moze prikazati kao konvolucija perturbativnho odredive i o pro-
cesu ovisne amplitude i tzv. distribucijskih amplituda koje opisuju dinamiku veza-
nog stanja te su one neperturbativne i o procesu neovisne. U standardnom pristupu
odredivanja amplitude rasprSenja koristimo aproksimaciju u kojoj se hadron sastoji
samo od valentnih kvarkova te takoder zanemarujemo transverzalne impulse kvar-
kova. Argumentaciju za opravdanost te aproksimacije ¢emo dati u nastavku. U tom

slucaju faktorizacija za amplitudu rasprSenja u opc¢enitom obliku glasi
1
M=1] / ) Tt (0, Q% i) Oy, ) + R(Q?), 3.1
o Jo

gdje su ®,(z;, u%) distribucijske amplitude hadrona te imamo umnozak po svim ha-
dronima koji sudjeluju u procesu. Parametar . predstavlja energetsku skalu na kojoj
se vr$i faktorizacija. Clan R(Q?) je ostatak koji se ne faktorizira te trne kao negativna
potencija od Q?, puno brze od faktoriziranog dijela pa ga mozemo zanemariti. Vari-
jabla z; je udio impulsa koji nosi odredeni kvark u danom hadronu te ona izraZena
preko "light-cone” varijabli glasi x; = k& /p* = (k) + k3)/(p° + p*) (k; je impuls pro-
matranog kvarka). Integriramo li po svim mogu¢im udjelima, kako se u konacnici

udjeli za jedan hadron trebaju zbrojiti u 1, imamo

/Ol[dar] - /01 ﬁdxjau - Zxk) (3.2)

k

gdje je n;, broj konstituenata u hadronu h.

Kako Zelimo odrediti funkcije strukture hadrona, od interesa su nam procesi
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H(p) +v*(¢q) — H(p'), gdje H predstavlja pion, proton ili neutron, a v* virtualni
foton. Radi jednostavnosti, ograni¢cimo se za sada na pion imajuc¢i na umu da je

generalizacija izravna. Faktorizacija za proces 7 + v* — 7 po formuli (3.1) glasi

1 1
M = / (da] / (dy) @ (g, 12T (2, y, QP 1) B, 1), (3.3)
0 0

Distribucijska amplituda ®(x, 1) se mozZe interpretirati kao amplituda vjerojat-
nosti nalazenja kvarka i antikvarka s impulsima zp i (1 — «)p u ulaznom pionu, 77
je amplituda rasprSenja para kvark-antikvark impulsa = p i (1 — z)p u kvark-antikvark
impulsa yp' i (1—y)p/, a funkcija ®(y, ur) je amplituda vjerojatnosti da se par kvark-
antikvark opet sastave u pion. Proces i faktorizacija su shematski prikazani na slici
3.1. Ako promotrimo tvrdi dio amplitude (tj. 7) vidimo da postoji jedna gluonska
linija koja povezuje dvije kvarkovske linije. Ta linija nuzno mora postojati, jer kad bi
jedan kvark upio sav impuls fotona (koji je po definiciji problema velik) njega bi dosta
skrenulo s putanje, a drugom kvarku se putanja ne bi uopc¢e promjenila i onda bi se
hadron raspao. Mi Zelimo imati isti hadron u pocetnom i kona¢nom stanju pa je zato
potrebno impuls fotona prenjeti na oba kvarka da bi se i poslije sudara mogli kre-
tati paralelno kao i prije sudara. Zato je nuzan barem jedan gluon koji ¢e omoguditi
preraspodjelu impulsa. Impuls tog gluona treba biti istog reda velicine kao i im-
puls fotona Sto znaci da je velik i da je upotreba perturbativnog QCD-a opravdana.
Takoder onda znamo da se interakcija na donjem dijelu slike treba odigrati jako brzo
pa je stoga i faktorizacija donekle opravdana u ovoj prili¢no ilustrativnoj fizikalnoj
slici.

Vratimo se na trenutak na aproksimaciju valentinih kvarkova. Kao §to znamo, u
hadronima osim valentnih kvarkova postoje jos i kvarkovi mora. Jedan od razloga
zaSto njih ne uzimamo u obzir je taj Sto je za svaki dodatni kvark koji sudjeluje u
interakciji potreban jos jedan gluonski propagator da preraspodijeli impuls fotona
kako bi se svi kvarkovi gibali paralelno poslije sudara. No svaki dodatni gluonski
propagator donosi jo$ jedan faktor a,/Q? i to zna¢i da ¢e doprinosi koji uklju¢uju
kvarkove mora biti potisnuti na visokim energijama.

Distribucijska amplituda ®(x, %) se moZze izraziti preko valne funkcije valentnog

Fockovog stanja u ”light-cone” bazdarenju integriranu ("razmrljanu”) preko transver-
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Slika 3.1: Ilustracija faktorizacije na primjeru procesa 7 (p) +~*(q) — w(p') (preuzeto
iz [16]). Tvrdi dio amplitude 7 prikazan je osjencanim krugom.

zalnih impulsa kvarkova k| ;;

HF
@(xj,uF)m/ [[ k07 (Zm) Wz, k), (3.4)
J J

gdje je ¢(z;, k, ;) hadronska valna funkcija (tzv. Bethe - Salpeter funkcija). Teoretski
bi se trebalo prointegrirati preko cijelog transverzalnog impulsa, medutim, integralu
daleko najvise doprinose valne funkcije pri niskim transverzalnim impulsima, pa in-
tegral mozemo odrezati na ur. Fizikalno obrazloZenje je da ukoliko su transverzalni
impulsi konstituenata hadrona veliki, sve bi se raspalo i stoga je u konacnici doprinos
takvih valnih funkcija zanemariv.

Pokaze se da distribucijske amplitude zadovoljavaju evolucijsku jednadzbu [15]

0P (w, pn3) _ as(pf) /1
2 F) _ F 2
Mg T T an ), [dylV (2, ) (y; 1), (3.5)

gdje je V(z,y) evolucijski potencijal. Iako je distribucijska amplituda intrizi¢no ne-
perturbativna, evolucijski potencijal V' je perturbativho odrediv (u vode¢em redu
odredi se iz jedno-gluonskog "kernela”) Sto znaci da mozemo perturbativno odrediti

ovisnost distribucijske amplitude o skali .
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3.1 Distribucijska amplituda za pione

Detaljan izvod evolucijskog potencijala V' (x,y) za pione u vode¢em redu (jednoglu-
onski "kernel”) nalazi se u radu [15], a ovdje ¢emo samo navesti rezultate. Dakle

potencijal u vode¢em redu glasi:

Viz,y) =2 <x1y29<y1 — 1) <5h1h2 + L) +(1e 2))

h— 1
A (@(y,u%)> _ Oy, ) O(x,p)
Y192 Y1y2 12y

(3.6)

gdje je 6, 7, =1 (0) kada su heliciteti konstituenata antiparalelni (paralelni). Za
pione, taj faktor je jednak 1. Potencijal (3.6) se uvrsti u evolucijsku jednadzbu (3.5).
Za dobiveni izraz je moguce naci analiticko rjeSenje sto je napravljeno u radu [15] i

ono glasi:

[e'e] 2 —Tn
oz, u3) = 6117, Z AnC2/2(x1 ) (ln M—F) , (3.7)

gdje suma po n ide samo po parnim n-ovima, A je parametar skale QCD-a, a varijabla

7 je definirana kao

_OF n+11 9
7“7(”‘1;%_(%1)(“2)) (3.8)

i zove se jos anomalna dimenzija. Funkcije cy 2(1:1 — x9) su tzv. Gegenbauerovi po-
linomi, ¢ija su svojstva opisana u Dodatku A. Koeficijenti A, u jednadzbi (3.6) su
koeficijenti u razvoju funkcije po Gegenbauerovim polinomima. Ako nam je distribu-
cijska amplituda poznata na nekoj skali 1o, onda koeficijente A,, mozemo odrediti iz

relacija ortogonalnosti Gegenbauerovih polinoma (dodatak A):

AN 2(2n + 3) !
O (1“ A_> = e = O = o) @9

Uz koristenje relacije
t2
i ag)

- = (3.10)
ln% a(/ﬁv)

vidi se da konacan izraz za distribucijsku amplitudu piona u prvom redu perturbativ-
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nog racuna glasi

o0

. us) = oo 3/2( 0 _ o 2(2n + 3) Oés(ug) _'Yn.
e = 2n=§4...cn o 2)(2+n)(1+n) <as(ﬂ%‘))

1 (3.11)
. / d(yr — 12)C (51 — )by, 1)

1

Radi jednostavnosti zapisa najcesSce se koriste malo drugacije definirani koefici-
jenti
ILL2 —Tn
an = A, (111 —F> (3.12)

pa navedene relacije imaju oblik

1 2@2n+3) [ » ;
AR /_1 Al = w2) G (w1 = 22)0(2 1) (3.13)
te i
> 2 —Iin
O, 1) = 6122 Y an(if) (Zfﬁfi) Ci(mn = 2)
n:OO,jA... (314)
= 617 Z an (1) O (21 — m3),
n=0,24...

gdje se relacija medu koeficijentima na razli¢itim skalama

n
) (3.15)

an(piz) = an(pg) (z((ﬁg ))

zove jos evolucijska jednadzba Gegenbauerovih koeficijenata.

Gegenbauerovi koeficijenti a,, redefinirani u jednadzbi (3.13) i njihova evolucijska
jednadzba (3.15) najbolje pokazuju bitnu ¢injenicu - ako poznajemo distribucijsku
amplitudu na nekoj skali yy u principu mozemo odrediti i distribucijsku amplitudu
na bilo kojoj drugoj skali ;1. Samo treba odrediti koeficijente a,,(3) pomoéu (3.13) i
evoluirati ih preko (3.15) do skale . Problem nastaje kada je potrebno beskonacno
mnogo ¢lanova u Gegenbauerovom razvoju za egzaktno opisati poznatu distribucij-
sku amplitudu ¢(z, z3). U praktitnom ra¢unu taj razvoj trebamo negdje odrezati,
pa onda evoluirati koeficijente koje smo zadrzali. Tako dobivena ¢(z, u%) neée biti
egzaktna evolucija poznate ¢(z, u2) ve¢ samo aproksimacija.

Pocetna distribucijska amplituda ¢(z, 2) se ina¢e odreduje pomoéu neperturba-

tivnih metoda QCD-a, kao sto su sumacijskih pravila i QCD na reseci, ili pak koristeci
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eksperimentalne podatke.
Takoder, postoji jos jedno bitno ogranicenje na distribucijske amplitude. Naime,

pokazano je da leptonski raspad 7* — p* + v, namece ogranicenje oblika

1
2N\ _ f7r
[ e i) = (3.16
gdje je n. broj boja, a f, konstanta koja iznosi
fr & 93 MeV. (3.17)

Relacija (3.16) normalizira distribucijsku amplitudu na bilo kojoj skali te ona ne
vrijedi samo za pozitivne pione ve¢ i za sve ostale pione zbog izospinske simetrije.
Sada ¢emo umjesto ukupne distribucijske amplitude ®(z, u%) uvesti normaliziranu

distribucijsku amplitudu koju definiramo na nacin da za nju vrijedi

1
/0 dalé(, i) = 1 (3.18)

i ona je povezana s ®(z, %) relacijom

fx

2
2\/n_c¢(x, 1) (3.19)

Dz, py) =

U iduc¢em dijelu ¢emo navesti par konkretnih distribucijskih amplituda. Za pocetak
promotrimo najjednostavniji slucaj, a to je asimptotska distribucijska amplituda kada
u3 — oo. U tom limesu svi ¢lanovi i$éezavaju osim nultog ¢lana $to se vidi iz ¢injenice
da vrijedi vo > v, zan > 0, a as(up — 00)/as(po) — 0. Nulti ¢lan onda glasi (uz
uvjet (3.18) i C2%(z) = 1)

1

¢a5($7 ,u%‘ — OO) = 33311"2/ d(yl - y2)¢(y>/ﬁ“)

-1
_ 6212 / Ay b(y. i) (3.20)

= 61’1[172

i mozemo primjetiti da je u limesu ur — oo distribucijska amlpituda potpuno odredena
uvjetom (3.18).

O obliku distribucijske amplitude na kona¢nim skalama se debatira dosta dugo,
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jos od pocetka 80-ih godina proslog stoljeca. Za pocetak promotrimo slucaj kada na
nekoj konacnoj skali i, uzmemo da distribucijska amplituda ima asimptotski oblik.
Onda kao $to je vidljivo iz jednadzbe (3.11) ta distribucijska amplituda nece evolu-
irati s promjenom skale.

Jedan od najranijih netrivijalnih prijedloga za distribucijsku amplitudu dali su
Chernyak & Zhitnitsky [17]. Oni su predlozili funkciju s dvije “grbe” na krajevima
koju su dobili pomo¢u sumacijskih pravila. Iako je takva distribucijska amplituda do-
voljno dobro opisivala eksperimentalne podatke dostupne u to vrijeme, danas postoje
eksperimentalni podaci i teorijska istrazivanja koja dovode u pitanje tocnost izvoda
takve amplitude. Mi ¢emo ipak navesti kako izgleda radi primjera. Dakle CZ distri-

bucijska amplituda dana je na skali yy = 0.5 GeV i glasi:

doz(x, o = 0.5GeV) = 6129 [S(xl — .T2)2:| ) (3.21D)

Gornji izraz zapravo nije nista drugo nego razvoj po Gegenbauerovim polinomima
s koeficijentima a; = 2/3 te a,, = 0 za n > 2 (i naravno ay = 1). Za distribucijsku
amplitudu na drugim skalama se ona samo evoluira po jednadzbi (3.11), odnosno
(3.15).

U nastavku ¢emo navesti jos tri distribucijske amplitude koje su rezultat istrazivanja
tokom zadnjih par godina. Jedan rezultat dobiven je putem QCD-a na reseci, drugi
je dobiven sumacijskim pravilima, a tre¢i disperzijskim relacijama i OPE-om.

Dakle u prvom radu [18] QCD-jem na reSeci dobiven je prvi koeficijent u Gegen-

bauerovom razvoju a, na skali pg = 2GeV:

1) x, o = 2 GeV) =6x1x 1+ asC% (a1 — )
Qe (T, fo ) =6z172(1 + a2 Cy’ " (21 — 7)) (3.22)

as = 0.101 £ 0.023.

U drugom radu [19] su takoder dobivena samo prva dva koeficijenta, samo sad

pomocu background field theory sum rules (BFTSR) i na skali pip=1 GeV:

dsr(T, o = 1 GeV) =62125(1 + axC (21 — 2) + asC2 (31 — 32)),
az = 0.206 £ 0.038, (3.23)

ay = 0.047 £0.011.
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U tre¢em radu [20] su disperzijskim relacijama dobiveno ¢ak prvih 18 Gegenba-
uerovih koeficijenata te je na kraju zakljuceno da se na skali ;1o = 2 GeV distribucij-
ska amplituda izraZena pomocu reda od 18 Gegenbauerovih polinoma moZe dobro

aproksimirati izrazom

I'(2p+2)

Poprr(, Ko GeV) T(p+1)

2P(1 —x)P, p~0.45. (3.24)

Sve navedene distribucijske amplitude nacrtane su na slici 3.2, a u tablici 3.1 su
dani jos mnogi rezultati prijasnjih radova za prva dva koeficijenta u Gegenbauerovom

razvoju kao i metoda kojom su dobiveni.

S04 [[f o as \
0.21 | — droco \
0.0- — ¢cz

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Slika 3.2: Razne distribucijske amplitude na skali ;1 = 2 GeV.

20



Metoda wr/GeV a9 ay

Sumacijska pravila* 0.5 0.67

BFSTR* 1 0.206+0.038 0.047 +0.011
Resetka* 2 0.101 £0.023

Resetka 2 0.233 £ 0.065

Resetka 2 0.136 £ 0.021

ReSetka 1 0.135 + 0.032

Sumacijska pravila 1 0.203709%9  —0.14375-092
Sumacijska pravila 2 0.14970033  —0.0967 0o
LCSR prilagodba 1 0.17 £ 0.08 0.06 £ 0.10
LCSR prilagodba 2 0.096

LCSR prilagodba 2 0.067

LCSR prilagodba 1 0.22-0.33 0.12-0.25
Dyson-Schwinger (RL) 2 0.233 0.115
Dyson-Schwinger (DB) 2 0.149 0.080

Tablica 3.1: Prva tri koeficijenta u Gegenbauerovom razvoju distribucijske ampli-
tude za pione dobiveni razli¢itim metodama tokom prijasnjih godina. Prva dva reda
(oznacena zvjezdicom) su navedena vec i koristimo ih u ovom radu. Ostatak tablice
je preuzet iz [19] te se tamo mogu pronaéi reference na ostale rezultate. Cetvrta
distribucijska amplituda koju smo koristili nije navedena u tablici s obzirom da nije
dana pomoc¢u razvoja po prva dva Gegenbauerova polinoma.

3.2 Distribucijske amplitude za nukleone

Isto kao za pione, ovdje ¢emo navesti samo konacan rezultat evolucijskog potencijala

V(z,vy), a detaljan izvod se nalazi u [15];

s A
V(z,y) = 2z1m013 »_ 0(y; — xi)% (x}ih;; o x) , (3.25)
£ ] i j i i

gdje su A i ¢, 5 definirani analogno kao u izrazui 3.6

212223 ® (2, p3) = O(x, u3.)

(3.26)

te je 0,5 = 0 (1) ako su heliciteti konstituenata (anti)paralelni. Sada prije nego
navedemo rjeSenje jednadzbe (3.5) uz gornji potencijal spomenimo ogranicenje na

nukleonske distribucijske amplitude analogno ogranicenju na pionske (3.16). Dakle
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sada imamo normalizaciju nukleonske distribucijske amplitude

o= [z, i) (3.27)
te opet definiramo distribucijsku amplitudu normiranu na 1:

Cb(l',ﬂ%‘) = q>(££7ﬂ’%)/f]\fv

(3.28)
- / (da)(z, i)

Konstanta fy odreduje valnu funkciju nukleona u ishodistu i ona je jedna od
osnovnih neperturbativnih konstanti u procesima koji uklju¢uju nukleone. Za razliku

od pionske konstante (3.17), konstanta fy ovisi o faktorizacijskoj skali;

Fn(m) = Fu(ps) () fes(p)) 0 . (3.29)

Ona se inace odreduje sumacijskim pravilima ili QCD-em na reSeci. Na primjer,

u [21] su koriStena sumacijska pravila da bi se na skali ur = 1 GeV dobio rezultat
fn(pr =1GeV) = (5.2£0.6) - 107° GeV? (3.30)

dok recimo u [22] je koristen QCD na reSeci da bi se takoder na skali ur = 1 GeV
dobio rezultat

fn(pr =1GeV) = (3.234 £ 0.063) - 10~% GeV>. (3.31)
Rjesenje jednadZzbe (3.5) uz potencijal (3.25) moZe se opet napisati kao razvoj po

karakteristicnim polinomima:

P, u3) = 120212973 Z an (%) P (), (3.32)

n=0

gdje su P,(x) karakteristi¢ni polinomi (koji pripadaju skupini Appellovih polinoma),
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a a,, konstante koje se odreduju iz relacija ortogonalnosti polinoma;

/ (d2] 1V (2) Py () P () = by
W(z) = 120z 2923 (3.33)

= (2 = / (d2] $(z, 12) Po().

Vidimo da koeficijenti a,, (%) ovise o skali pz. U izvodu distribucijskih amplituda
se pokaZze da se koeficijent a,, na jednoj energiji moze prikazati preko koeficijenta na

nekoj drugoj energiji pomocu relacije

2

(1) = an(42) (Ws)

a(uz)

—Tn
) (3.34)

i to se jos naziva jednadzba evolucije koeficijenata, a v, je anomalna dimenzija. Ano-

malnu dimenziju Cesto radi jednostavnosti zapisa prikazujemo kao

Tn = (QCnCB + gOF) /50 ; (3.35)

gdje su Cg = (n. +1)/2n.1 Cr = (n? — 1)/2n. (n. je broj boja), a koeficijenti ¢, su
dani u tablici 3.2 za prvih par n-ova.

Dakle ako znamo distribucijsku amplitudu na nekoj skali o mozemo preko jed-
nadzbe (3.33) odrediti koeficijente na toj istoj skali i potom ih evoluirati do bilo kojeg
drugog ur putem jednadzbe (3.34) (analogno pionskom slucaju).

Detaljni izvod jednadzbe (3.32) nalazi se u radovima [15] i [21]. Za polinome
P, ne postoji kompaktno analiticko rjeSenje kao za Gegenbauerove polinome, vec se
oni odreduju iz raznih rekurzivnih relacija [15], a ovdje ¢emo samo navesti prvih par
¢lanova u izrazu (3.32). Dakle ako uzmemo u obzir da uvijek vrijedi 1 = x1 + x5 + 3
i eliminiramo npr. x5 mozemo polinome P, opcenito zapisati kao

i+j=n

P,(x) =VN® b gt 3 (3.36)
ij Y13
.

Prvih par koeficijenata N i bg‘) navedeni su u tablici 3.2.

Primjetimo da asimptotska distribucijska amplituda tj. amplituda u limesu kada
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n| e | N by | bl | b | ok | b | by
0| -3|1]1

1] -1 2 1| -1

20 313 21]3 |3

3| I8 2177|848
4 4w 1] 1| -4 !
502 82|77 %14 ¥

Tablica 3.2: Koeficijenti u izrazima (3.36) i (3.35) koji ¢ine nukleonsku distribucijsku

amplitudu (preuzeto iz [15]).

pa — oo glasi

¢a8(x7:u%‘ — OO) = 1201’11‘21‘3

jer u tom slucaju po jednadzbi (3.34) koeficijenti a,,(u%) trnuu 0 za n > 0.

(3.37)

Kao primjer distribucijske amplitude na konac¢noj energiji navedimo funkciju koja

je dobivena u radu [23] pomoc¢u sumacijskih pravila. Oni su na skali pg = 1 GeV

izracunali prvih 5 koeficijenata (doduse koristena je drugacija normalizacija Appelo-

vih polinoma) u razvoju (3.32) i oni glase

a za konstantu f su dobili

fn(po =1GeV) = (5.0+£0.3) - 107 GeV>.

(3.38)

(3.39)

Primjetimo jos da kao i kod piona imamo logaritamsku ovisnost koeficijenata a,, o

skali i stoga ¢e priblizavanje distribucijske amplitude asimptotskoj biti izrazito sporo

povecavanjem faktorizacijske skale.
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4 Racun funkcije strukture piona

Kao sto je ve¢ receno u odjeljku 2.2 funkcije strukture u teorijskom racunu se odreduju
iz ekskluzivnih procesa poput e-m — e 7. Radi jednostavnosti, promatrati ¢emo
slu¢aj pozitivno nabijenog piona 7+ = ud no ratun je potpuno analogan za negativan
pion te se dobivaju prakticki isti rezultati. Za neutralan pion stvar je nesto komplici-
ranija no za njega se najcesce i ne racunaju funkcije strukture u ovom smislu. Dakle
promatramo proces kao na slici 4.1. S obzirom da nam je gornji dio Feynmanovog
dijagrama koji ukljucuje samo elektronske linije dobro poznat iz kvantne elektrodi-

namike potrebno je izracunati samo donji, oznaceni dio koji ukljucuje pione.

Slika 4.1: Proces e 7t — e n" od kojeg nas zanima donji dio oznacen crtkanom
linijom.

Ukupna amplituda moze se zapisati kao

—ie ,
Mt e nh) = ?Ee(k:g)v“ue(kl) (r(P")] J,(0) |7 (P)) (4.1)
od ¢ega nas naravno zanima dio (w(P)| .J,(0) |[7(P’)) koji predstavlja interakcijski vrh
virtualnog fotona i piona te kao Sto je spomenuto u odjeljku 2.2 iz njega se moze

is¢itati funkcija strukture:
(m(P")] Ju(0) |7 (P)) = —iel'y = —iex (P, + P)F(Q%). (4.2)

Stanja u bra i ketu predstavljaju ulazno i izlazno pionsko stanje impulsa P i P,
a J,(0) predstavlja struju u vrhu (smijemo izvrijedniti u O jer prostorna translacija
rezultira samo pomakom u fazi).

U struji J,(0) mora postojati QED vrh —iet)(0)7,%(0) s obzirom da se virtualni
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foton mora negdje vezati. Kako se foton moze vezati ili na up-kvark (u-kvark)
ili down-kvark (d-kvark) funkcija vy moze predstavljati valnu funkciju up-kvarka ili
down-kvarka. Ostale zanemarujemo jer uzimamo aproksimaciju valentnih kvarkova.
Zasad ¢emo uzeti da se veze na u-kvark imaju¢i na umu da treba uzeti u obzir obe

mogucnosti i na kraju ih zbrojiti. Stoga opcenita struja (iz definicije S-matrice) glasi:

J,(0) = (—ie,)T {exp (z’/d%lﬁg&)) exp (i/d422£8]§])) a(omu(O)} , (4.3)

gdje je T vremensko uredenje, a L3¢, i L, interakcijski dio QCD, odnosno QED la-
granzijana te je u(0) spinorno polje up-kvarka (i nadalje ¢e se istim slovom oznacavati
spinorno polje za u-kvark i slobodno rjesenje Diracove jednadzbe, no iz konteksta ce
biti jasno o ¢emu je rije¢). QED korekcije nas nece zanimati, stoga od razvoja eks-
ponencijale £, uzimamo samo jedinicu. Jedinica iz razvoja QCD korekcija nas
takoder ne zanima jer je to doprinos Feynmanovog dijagrama na slici 4.2 i takvi do-
prinosi su jednaki nuli. Znaci prvi i vode¢i doprinos koji doprinosi je prvi ¢lan u
razvoju eksponencijale te ¢emo se na njemu i zadrzati. Jednadzba (4.3) se stoga

moze zapisati kao

210) = o (ient{ [ [t g a1
l (4.4)
O O oy () A TE

gdje je g konstanta vezanja jake sile, A¢ je bazdarno gluonsko polje, a T generator
grupe SU(3). Indeksi p, p i o su lorentzovi indeksi, o, 3, v (itd.) su spinorni indeksi,
ai, j, k (itd.) su indeksi boje.

Vremenski ureden produkt uklijesten izmedu dva stanja zapravo znaci sumu po
svim moguc¢im kontrakcijama (Wickov teorem). Kada se izraz u jednadzbi (4.4) uk-
lije$ti izmedu ulaznog i izlaznog pionskog stanja spinorno polje d i jedno od dva
spinorna polja u e se kontrahirati s ulaznim stanjem |7 (P)) te ¢e se spinorno polje d
i jedno od dva spinorna polja u kontrahirati s izlaznim stanjem (7 (P’)|. Ostala polja
se medusobno kontrahiraju i tvore propagatore. Izvucimo polja koja se kontrahi-
raju s vanjskim stanjima ispred (odnosno iza) svega, a ostatak stavimo u bispinornu

strukturu H:
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Slika 4.2: Nulti red racuna smetnje za tvrdi dio rasprSenja virtualnog fotona na pionu
u slucaju kada se foton veze na u-kvark.

(m(P")] J*(0) |7 (P)) =(ig)*(—iey / d'z / d'zy (m(P')| di,(zo)(z1) HIEL -
UW(O)d(;(Zz) |7(P)) 4 permutacije (4.5)

Hg;,iaz( PS (21 — 0)y")Emng Db (21 — 25) T3, T},

gdje su medusobno pokontrahirana polja dala fermionski propagator S(z; —0) te glu-
onski propagator D(z; — z3). U gornjem izrazu pod permutacije mislimo na drugu
mogucnost kontrahiranja polja up-kvarkova te mogu¢nost da se foton veze na d-kvark
(Sto smo dosad izostavljali radi jednostavnosti prikaza) i dvije moguénosti kontra-
hiranja polja d-kvarka. U smislu Feynmanovih dijagrama te Cetiri permutacije su
prikazane na slici 4.3 (slika pod a prikazije prvu, eksplicitno napisanu mogucnost).
U nastavku ¢emo objasniti kako se to¢no slobodna polja kvarkova iz lagranzijana
u(z1) i d(z2) "kontrahiraju” s ulaznim/izlaznim stanjima piona koji su zapravo ve-
zana, neperturbativna stanja kvarkova. U tu svrhu promotrimo opet samo prvi ¢lan u
jednadzbi (4.5) i umetnimo izmedu polja d@(@)ﬂé(zl), odnosno uﬁ(O)Eé(zz) i tenzora
H potpun skup stanja 1 = ) |n) (n| i zadrZimo samo vakuumsko stanje s obzirom

da ono daleko najvise doprinosi. Tada od jednadzbe (4.5) dobivamo

(m(P")| J*(0) | (P)) =~(ig)*(—ie, /d421 /d422 P)|d, (zZ)Uﬁ(zl) 0) -

(0] Hifﬁia 10) (0] uk (0)ds(22) 7 (P))

(4.6)
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Slika 4.3: Feynmanovi dijagrami najnizeg reda koji doprinose amplitudi ud + v* —
ud.

Sad promatramo tzv. hadronski matri¢ni element
-l
(0 u5(0)ds(22) [ (P)) (4.7)
i njega zapiSemo kao

(0] u (0)d5(25) [=(P)) = /0 [d)(w, 1F) (0] b (0)dy(22) | {ud}r) (4.8)

gdje je ®(x,u2) distribucijska amplituda, tj. amplituda vjerojatnosti da se u pionu
nadu kolinearni kvarkovi v i d impulsa =P odnosno (1 — z)P (Sto je ve¢ diskutirano
u odjeljku 3). Stanje |{ud},) je stanje slobodnih kvarkova u i d navedenih impulsa
s kvantnim brojevima piona. Ovdje ve¢ mozemo prepoznati oblik (3.1) gdje imamo

distribucijske amplitude ®(z, p%) i tvrdi dio Ty:

T (2, y, Q. 13) =(ig)* (—iew) / a2 / 02 ({ul} | di (22) (1) [0) -

(O] HIEL10) (0] (0)dy(25) | {ud} )

(4.9)

gdje treba naglasiti da se jo$ uvijek radi samo o prvom dijagramu sa slike 4.3. Dobi-
veni izraz racunamo dio po dio.
Znamo da je pion pseudoskalarno stanje spina nula i da je singlet u boji. Stoga

— o o : . . -
strukturu u%(0)ds(2;) raspisujemo u bazi Diracovih matrica koje razapinju prostor
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matrica 4x4 (Fierzov identitet)

— —1 =l —l
4“:(())615(22) =d Uklvé +d 7““’%%)75 —d 7M75uk(%75)75

(4.10)
—l —l
+ d 75uk (75)'\15 —d O-lwuk(o-;w)vé

te uzimamo samo projekciju na v,7s. Iako se bilinearna kovarijanta v,vs; zapravo
transformira kao pseudovektor pokazat ¢emo da u predfaktoru isko¢i jedan P* pa se
onda sve skupa transformira kao pseudoskalar.

Nadalje, stanje ]{ua}w> prikazemo kao bojni i spinski singlet te ga napiSemo preko

operatora poniStenja i stvaranja:

8y =5 () i)

1 6y
IEIARE Ligtt,
le\/QEx2P lléblgg lléblgfg) |0> Y

" ViV

(4.11)

gdje je n. broj boja. Potom polja % (0) i Eg(;:g) takoder raspisujemo preko operatora

stvaranja i poniStenja:

& .

k 1 81 k u® —zk T81 k e ik1-0
0 E 1 10 b 1k 1
U, (0) = / 27)3/2E; o (Rn)e )

B 4.12)
=l o 2 T s2, l—82 ZkQZQ 82,l—s9 —ikozo
4ew) = [ G oms Lok T (h)e )
i kad se izrazi (4.11) i (4.12) ubace u jednadzbu (4.10) ostane nam samo
Ot O ) 15(P) = [ 100, T (sl )
5\22)|T = F 2 147)—
! 0 42 /ne (4.13)

—ixoPzo

—0H (22 )y ul (21 P)) (,75)s€

pri ¢cemu smo samo koristili kanonske antikomutacijske relacije operatora stvara-
nja i ponistenja fermionskog polja. Nadalje, moze se pokazati (npr. jednostavnim
raspisom u Diracovoj bazi y-matrica) u aproksimaciji bezmasenih kvarkova (Sto je

opravdana aproksimacija na visokim energijama) da vrijedi

T1 (29 P)y v ut (21 P) = 2\/x125 P*
T (29 P)y v u' (21 P) = —2\/z 29 P*

(4.14)
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i stoga na kraju za hadronski matri¢ni element vrijedi

1 oM

—ixo Pzo
%\/—n—c(ib%)we : (4.15)

(0] (0 (z0) [ (P)) = / (da] Bz, 12

Za drugi hadronski matri¢ni element potpuno analogno se dobiva

1 69

T3 P slape T (4.06)

(r(P')] i (22T (1) [0) = / Ay By, i2)

Sada opet promotrimo dio (0| Hﬁé& |0) skupa s §;;, 5 i eksponencijalama Sto

smo dobili od hadronskih matri¢nih elemenata te integracijom po z; i z;. Onda uz

standardne definicije fermionskog i gluonskog propagatora u teoriji polja

d4CI1 Z(% +m)(5km igizy

d4q2 _Z-g (5ab )
g 2m)* ¢

(4.17)

i zanemaruju¢u mase kvarkova (m = 0) imamo:
4 4 —ix2 P —iyg P z9—iy1 P’ igkl
/d 21 /d 296 1222 = WY2 7 2211 Zléijéleaﬁ'yé =

d* d*
1

b
gpa(sa b
o a
" Voo 2 ﬂmﬂz?
2

gdje je

. R o . _
eXp() —e wcszzezng zo+iy1 P 2100121 iq2(z1 zz)‘ (419)

U cijelom izrazu samo eksponencijala ovisi o koordinatama z; i z, te ¢e nakon
integracije ostati samo dvije J-funkcije, Sto u biti nije niSta drugo nego ocuvanje
impulsa u vrhovima. Integracija po impulsima ¢; i ¢; onda rezultira samo zamjenama
Go — woP — 1y P' te ¢ — P’ — x5 P. Koristimo jo$ par pojednostavljenja koja vrijede
za bezmasene pione (Sto je takoder razumna aproksimacija na visokim prijenosima

impulsa)

qf = —215(PP") = T2q>
(4.20)
q% = —21’23/2(PP/) = 3523/26]2
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pa za ukupan matri¢ni element iz jednadzbe (4.6) imamo:

(<P 7O [(P) = =ieu(io)? [ [da] [ 100, 1i2) 900,
1 (P75)as("(F = 22P)") 57 (P5)16 (V)0

2n,. 23y2q*

(4.21)

a pa

Iz izraza (4.21) lako iS¢itamo izraz za ukupan Ty:

5 1 (}?/75)a6(7p(P/ - xQP)’VN)BV(P%)W(%)M

T(a) _ . .
H e (Zg) 2nc x%y2q4

T T (4.22)
U gornjim izrazima mozZemo prepoznati trag T-matrica;
T Te = Te{T*T*} =4 (4.23)
te takoder trag ~-matrica

(B'75)as (Y (P = 22P)7") 8y (PY5)25 (V)50 = Tr{l?”mp(F' — xzéz’)v“P%%}
— 9 Tr{P'(P' - @ow)} (4.24)

= 1629(PP")P" = —8x,¢* P".
Sve skupa se sada moZe zapisati kao

64mas (—iey,)
3Q%  1ay»

(w(P) O (P) = [ 1de] [ a0t o) Pr. (4.25)

Medutim treba primjetiti da nismo jo$ uzeli u obzir ostale permutacije. Situacija
je potpuno analogna u svim ostalim slucajevima. Za pocetak, promotrimo slucaj kada
se virtualni foton opet veZe na u-kvark, ali su polja u-kvarkova drugacije pokontrahi-
rana, tj. slucaj na slici 4.3b. MoZemo vidjeti da ¢e situacija biti potpuno ista do na
zamjene P — P’ te x5 — z; (Sto zapravo ne radi nikakvu razliku s obzirom na to
da je integracija simetricna na zamjenu x, — ;). Za slucaj kada se foton veze na
d-kvark ocito je situacija potpuno identi¢na samo se na kraju zamjeni e, u e,;. Kad se

sva cCetiri doprinosa zbroje imamo na kraju

(r(P)] J4(0) | (P)) = 7% (i y(pr 4 Py ( / [dm]M) 4.26)

3Q? 122
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iz Cega se lako ocita funkcija strukture:

1 2\ 2
F(QQ)ZG;%;‘S(/O [dm]%) . (4.27)

Sada sve ovisi o tome koju distibucijsku amplitudu ¢emo uzeti. Najjednostavniji
slu¢aj imamo kada odaberemo asimptotsku distribucijsku amplitudu u ;% — oo koju

smo vec¢ spominjali u odjeljku 3 (jednadzba (3.20) i (3.19)) i ona glasi

3
Do (1, p3 — 00) = gfﬂxlxg. (4.28)

Kada se takva distribucijska amplituda uvrsti u jednadzbu (4.28) dobije se po-

sebno jednostavan izraz:
16mag 4

o % (4.29)

Pogledajmo sada kako izgledaju funkcije strukture kada se u jednadzbu (4.27)

F(Q*) =

uvrste netrivijalne distribucijske amplitude na kona¢nim skalama. U odjeljku 3 spo-
minjali smo 4 razlicite distribucijske amplitude - CZ distribucijsku amplitudu (3.21),
amplitudu dobivenu QCD-em na reSeci (3.22), ona dobivena sumacijskim pravilima
(3.23) i ona dobivena disperzijskim relacijama (3.24). Sada samo treba uvrstiti te
amplitude u jednadzbu (4.27) i numericki prointegrirati. Medutim, stvar i nije ba$
tako jednostavna. Iz izraza (4.27) se moZe vidjeti da konacan rezultat ovisi i o fakto-
rizacijskoj skali ur i, Sto je joS bitnije, o renormalizacijskoj skali iz (o renormalizacij-
skoj skali ovisi konstanta vezanja a;(ur) Sto smo dosad preSutno podrazumijevali).
U teoriji, konacan rezultat naravno ne bi trebao ovisiti niti o jednoj od te dvije
skale jer to nisu fizikalni parametri nego smo ih "umjetno” uveli samo kako bi se
rijesili kolinearnih i UV divergencija. To znaci da kad bi uzeli u obzir sve redove
racuna smetnje nasa fizikalna veli¢ina ne bi ovisila o tim skalama. Dakako, nemoguce
je izraCunati cijelu sumu svih korekcija (ne samo zbog prakticne nemogucénosti racunanja
visih redova nego i zbog toga Sto suma korekcija pocinje divergirati u jednom trenu)
pa se trebamo zadrzati na nekom kona¢nom broju korekcija i zato nuzno preostaje
nekakva ovisnost o skalama ur i ugz. NaSe nepoznavanje tocne vrijednosti tih skala
¢e nuzno na kraju voditi na neodredenost rezultata. Sto vise ¢lanova u perturba-
tivnom razvoju uzmemo to ¢e nam na kraju rjeSenje biti stabilnije u smislu da ¢e

sve manje ovisiti o tim skalama. U nasem racunu smo se zadrzali na vode¢em redu
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te imamo problem da rjesenje jako ovisi o obe skale (tj. ovisi o njima najviSe Sto
je moguce). Vidimo da u konacnici funkcija strukture monotono ovisi o obe skale
i njihovim mijenjanjem mozemo posti¢i da nam rjesenje poprimi prakticki bilo koju
vrijednost. Na primjer, na slici 4.4 je prikazano kako funkcija strukture izracunata s
CZ distribucijskom amplitudom varira ako se uvrste razli¢ite renormalizacijske skale.

Postavlja se pitanje koju vrijednost skala ur i ur uzeti, no ne postoji jedinstven
odgovor na to. Intuitivno rjesenje koje nam je ujedno i najjednostavnije za racunanje
je uzeti jedinu fizikalnu skalu koju imamo i reéi da vrijedi ur = pur = . Medutim,
fizikalna slika sugerira drugacije - kako se prijenos impulsa () raspodijeli medu kvar-
kovima, prave virtualnosti propagatora su nize od )? pa bi stoga trebalo razmotriti
nizu faktorizacijsku i renormalizacijsku skalu. Sto se ti¢e faktorizacijske skale, pokaze
se da je u nasem slucaju u% = Q? ipak dosta dobar izbor [24]. Sa druge strane, pos-
toje razne preskripcije za odredivanje renormalizacijske skale. Jedna od njih je tzv.
BLM skala obradena u dodatku C. BLM preskripcija sugerira da bi renormalizacijska

skala trebala biti jednaka (jednadzba (C.10))
ph=e 31 —z)(1 —y)Q% (4.30)

Medutim, postoji problem s BLM skalom. Za primjer uzmimo najgrublju aproksi-

maciju < z >=< y >= 1/2 i ona nam daje skalu reda

R

(4.31)

=
o
X
|

DO
=]

Ako uzmemo u obzir da su eksperimentalno dostupne energije Q? < 10 GeV?
onda vidimo da su BLM skale jako male. Toliko male da nema smisla racunati kliznu
konstantu vezanja na njima jer nam klizna konstanta vezanja na tim skalama nije
poznata. Iz tog razloga je BLM skala u ovom slucaju neupotrebljiva. RjeSenje je ili
gledati funkcije strukture na visim energijama (Sto je prilicno ocito) ili je moguce
koristiti drugaciju renormalizacijsku shemu koja ¢e nam dati drugaciju BLM skalu.
U svakom sluéaju, u nastavku ¢ée se ipak koristiti najjednostavniji izbor p% = Q? da
se stekne dojam o redu veli¢ine s obzirom da ionako ne ocekujemo vrlo precizne
rezultate.

U nastavku ¢emo usporediti nase izracunate elektromagnetske funkcije strukture

s eksperimentalnim podacima. Dakle iz formule (4.27) je izracunato pet razli¢itih
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Slika 4.4: Funkcija strukture piona izracunata pomocu CZ distribucijske amplitude
u ovisnosti o prijenosu impulsa za tri razli¢ita izbora renormalizacijske skale - linija
na vrhu odgovara skali ur = 0.5Q), linija u sredini ur = ), a na dnu je ur = 20Q.

funkcija strukture u ovisnosti o prijenosu impulsa ()? koriste¢i razli¢ite distribucijske
amplitude - asimptotsku, CZ, dobivenu QCD-jem na reSeci, sumacijskim pravilima
te dobivenu OPE-om. Kao S$to je ve¢ navedeno, koriSten je najjednostavniji izbor
faktorizacijske i renormaizacijske skale ur = pr = ). Dobivene funkcije prikazane
su na slici 4.5. Na toj slici su takoder prikazane i eksperimentalne vrijednosti funkcija
strukture dobivene u Jefferson Laboratory-u [25] te na Cornellu [26].

Vidimo da dvije slicne distribucijske amplitude ¢g,, 1 ¢ope daju sliCne funkcije
strukture i da poprimaju nizZe vrijednosti u odnosu na funkciju strukture dobivenu
S ¢.. za koju smo spomenuli da nije najto¢nija. Takoder se vidi da se sve funkcije
strukture jako sporo priblizavaju asimptotskoj zbog logaritamske ovisnosti o skali, tj.
energiji Sto je i ocekivano.

Usporedivanjem s eksperimentalnim podacima vidimo da ih dobivena rjesenja
jako slabo opisuju. Prva stvar koju treba primjetiti je da su eksperimentalni podaci
dostupni samo na nizim energijama, a i oni na vi§im (Q? > 5 GeV?) su upitne to¢nosti.
Na tim energijama nije opravdano primjenjivati perturbativni QCD bez uvodenja ne-
kih dodatnih neperturbativnih efekata, a kamoli zadrzati se samo na vode¢em redu
kao $to smo se mi zadrzali. Takoder, s obzirom da su eksperimentalni podaci dostupni
na ovako malim energijama, tesko da bi ih bolje opisali uvodenjem visih korekcija u

perturbativhom racunu.
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Slika 4.5: Elektromagnetske funkcije strukture u ovisnosti o prijenosu impulsa za 5
razli¢itih distribucijskih amplituda te njihove eksperimentalne vrijednosti - plavom
su prikazane vrijednosti dobivene na SveuciliStu Cornell [26], a crvenom vrijednosti
dobivene u Jefferson Laboratoriju [25].

5 Racun funkcije strukture nukleona

Racun funkcije strukture nukleona je analogan racunu funkcije strukture piona. Sada
promatramo ekskluzivni proces e N — e~ N gdje N oznacava nukleon, tj. proton
ili neutron. Taj proces prikazan je na slici 5.1. Ako aproksimiramo da su mase
protona i neutrona jednake m, ~ m,, (s obzirom da se razlikuju za manje od 1% to
je dosta dobra aproksimacija, pogotovo na visokim energijama), oni ¢e biti povezani

izospinskom simetrijom te ¢e svi racuni biti potpuno isti i za proton i za neutron.

Slika 5.1: Proces e N — e~ N od kojeg nam je za odredivanje funkcije strukture
bitan samo donji dio
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Potpuno identi¢no kao i kod piona (jednadzba (4.1)), amplituda rasprSenja se
moze faktorizirati na elektronsku elektromagnetnu struju, fotonski propagator i nuk-
leonsku elektromagnetnu struju:

—ie
M(e"N — e N) = ?ﬂe(k’g)’}/uue(kl) (N(P")| J,(0)|N(P)). (5.1)

Od tog izraza ¢ega nas zanima samo dio (N (P)|J,(0) |N(F’)) jer ¢emo iz njega

odrediti funkciju strukture, kao $to smo napravili i za pion. Ve¢ smo u poglavlju 2.2

rekli da je opceniti interakcijski vrh dan izrazom

(N(P")] Ju(0) IN(P)) = —ieN (P")T"N(P)

= —ieN(P') ('V“Fl(qQ) +

gdje je N nukleonski spinor.
Moze se argumentirati [27] da Diracova i Paulijeva funkcija strukture na visokim

energijama opadaju kao potencije
(5.3)

i vidimo da kako Paulijev ¢lan ima dodatan 1/¢* bit ¢e potisnut naspram Diraco-
vog ¢lana. Zato ¢emo nadalje Paulijev ¢lan zanemarivati i takoder mozemo koristiti

aproksimaciju za magnetsku funkciju strukture
Gp(¢®) = Gu(d®) = Fi(4). (5.4)

Sada mozZemo krenuti s racunom matri¢nog elementa (N (P)| J,(0) |[N(F')). Opet

raspiSemo struju J,, po definiciji (kao i u jednadzbi (4.3))

J,(0)=T {exp (2 / d%ﬁggD) exp (2 / d4y£8}§D) (—ieq)q(omq(o)}, (5.5)

gdje ¢ moze biti up ili down kvark, ovisno na koji se od tri kvarka veZze virtualni foton.
Opet od razvoja eksponencijale cgl]gD uzimamo samo jedinicu jer nas QED korekcije

ne zanimaju. Kao i u slucaju piona, nulti red razvoja eksponencijale Eg‘éD (tj. samo
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jedinica) ne doprinosi jer se vanjska stanja kolinearnih kvarkova kontrahiraju jedna
s drugim i daju delta funkciju. To odgovara fizikalnoj slici da se impuls virtualnog fo-
tona treba raspodjeliti na sva tri kvarka jer se inace hadron raspadne. Dakle, preostat
¢e oni redovi u razvoju koji ¢e rezultirati s dva gluonska propagatora koji spajaju sve
tri kvarkovske linije. Sada radi jednostavnosti promatramo samo proton (za neutron
je racun potpuno analogan). Ako je ukupan red razvoja po kvarkovima neparan (npr.
prvi red po u-kvarku i nulti red po d-kvarkuy, ili drugi red po u-kvarku i prvi red po
d-kvarku...) onda on ne doprinosi jer ostane jedno polje A* koje se nema s ¢ime
pokontrahirati. Prvi red po u-kvarku i prvi red u d-kvarku otpada jer nam daje samo
jedan gluonski propagator (isto tako i drugi red po u-kvarku i nulti red po d-kvarku
ne doprinosi). Dakle najnizi red koji doprinosi ukljucuje tri slucaja; tre¢i red po u-
kvarku i prvi po d-kvarku, drugi red po oba kvarka te prvi red po oba kvarka i prvi
red po gluonskom dijelu lagranzijana.

U svakom slucaju, iz cijelog izraza izvla¢imo tri kvarkovska fermionska polja (dva
polja u-kvarka i jedno d-kvarka) iza svega i tri konjugirana polja ispred svega kako bi
se kontrahirali s izlaznim/ulaznim stanjima. Imamo

(N(P)] J,(0) IN(P)) = (N(P)| Whds Houbu 2 IN(P)) . (5.6)
gdje smo izostavili integrale po koordinatama radi jednostavnosti zapisa. Oni na
kraju sluze tome da u svakom vrhu budu ocuvani impuls i energija, pa ih od sada
”pamtimo” kao i razne eksponencijalne funkcije koje imaju istu svrhu. U faktoru
Hgigﬁf su sadrzane sve kombinacije kontrakcija koje ostanu nakon primjene Wic-
kovog teorema na vremenski ureden produkt (tj. vrhove i propagatore). Izmedu
faktora H i fermionskih polja ubacujemo potpun skup stanja te se zadrzavamo samo
na osnovnom stanju jer pretpostavljamo da nam vakuumsko stanje daje najveci do-
prinos;

(N(P)] Ju(0) [N (P')) ~ (N (P")[ T, |0) 0] o [0) 0] whurd? N(P)) . (5.7)

igklmn

Clan (0| H*?7°“|0) mozemo reprezentirati preko Feynmanovih dijagrama. Sve

ijklmn

skupa postoji 96 dijagrama koji doprinose nasem racunu. No prije nego krenemo na
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racunanje dijagrama promotrimo prvo hadronski matri¢ni element
(0 usud? [N (P)) (5.8)

jer ¢e se pokazati da zbog raznih simetrija hadronskog matri¢nog elementa ce biti
dovoljno izracunati samo 21 dijagram. Dakle, analogno pionskom hadronskom ma-

tricnom elementu kre¢emo od relacije

3P} = [iaal] (50700~ @) ) o' o) o) ) +

+ (%(V(Ib) + A(x)) ’ui(xl)uT(xg)dT(xg)» —T(x) ‘uT(xl)uT(xg)d%xg» },

(5.9

gdje su V, AiT tri distribucijske amplitude koje predstavljaju raspodjelu impulsa
medu konstituentima. Sada slicno kao sto smo pokazali da za pionski hadronski
matri¢ni element (4.7) vrijedi relacija (4.16) moZze se pokazati da za nukleonski (tj.

protonski u ovom konkretnom slucaju) hadronski matri¢ni element vrijedi [21]

Imn
(O (a0 (o)) [N (P) = [ [dimmnosar i

((PC)se(15N) eV () + (Pr5C) s NeA(z) — (5.10)

— (0w P Clse(Y' 5 N) T (),

gdje je C' operator nabojne konjugacije u bispinornom prostoru, a N je nukleonski
(protonski) spinor. Takoder imamo ispred svega jednu eksponencijalnu funkciju za
koju je ve¢ spomenuto da na kraju zajedno s ostalim integralima po koordinatnom
i impulsnom prostoru u izrazu za amplitudu doprinosi samo oCuvanju impulsa pa
ju nadalje ne¢emo pisati. Drugi hadronski matri¢ni element (N (P’)|ﬂgﬂgc_ii |0) se
lako moze dobiti iz (5.10) ubacivanjem 7, matrica, kompleksnim konjugiranjem i
transponiranjem. Dobije se slican izraz;

etk In

o / [dy] (—V* () (CP)os (Nys) +

+A%(y) (C'VSHS/)OﬁNW -7 (y)(CP/VU;W)aB (N'YEJ'YM)W)-

(N(P)| @ @d. 0) =
(5.11D)

Vidimo da u jednadzbama (5.9) i (5.10) imamo tri razlicite distribucijske ampli-

tude - V, Ai T, dok smo u odjeljku 3.2 spominjali samo jednu - ¢. Stvar je u tome da
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distribucijske amplitude V', A iT. Uo¢imo prvo da nam nukleonsko stanje treba biti

simetri¢no na zamjenu dva u-kvarka i zato treba vrijediti

A($1a$2,$3) = —A(332,371,953),
V(SUl,Z’Q,.ng) = V(I2,$1,$3)7 (512)

T(zy1, 29, 23) = T(29, 71, T3).

Takoder, iz zahtjeva da nam ukupan izospin treba biti 1/2 dobijemo relaciju (de-

taljno objasnjeno u dodatku B)
2T (z1, w9, 3) = (V — A) (21, 23, 22) + (V — A) (22, 23, 21) (5.13)

i na kraju onda vidimo da zaista imamo samo jednu nezavisnu distribucijsku ampli-

tudu. Ako na kraju definiramo
gb(ZEl,J]Q,ZL‘g) == (V— A)(C(]l,l'g,xg,) (514)

moze se pokazati da takva definicija odgovara definiciji iz odjeljka 3.2 i stoga znamo
njen oblik (3.32).

Sada kada smo naveli kako izgleda hadronski matri¢ni element i veze izmedu
distribucijskih amplituda, ostaje jo$ samo izracunati tvrdi dio procesa (0| H, f;ilﬁjf 0)
putem Feynmanovih dijagrama. Kao Sto smo ve¢ spomenuli, trazimo dijagrame ko-
jima su sve tri kvarkovske linije povezane putem dva gluonska propagatora. Na slici
5.2 nalaze se 6 osnovnih Feynmanovih dijagrama koji prikazuju sve moguce nacine
spajanja kvarkovskih linija gluonskim propagatorima (osim onih Sto ukljuc¢uju tro-
gluonski vrh) i za svaki od tih dijagrama postoji jo$ jedan kojemu su dvije izlazne
kvarkovske linije zamijenjene (primjer na slici 5.3). Dakle postoji sve skupa 12 os-
novnih dijagrama. Na svakom od 12 osnovnih dijagrama postoji jo§ 7 nac¢ina na koji
se moze spojiti fotonski vrh (slika 5.4). Osim nabrojanih dijagrama postoji jos 12 di-
jagrama koji ukljucuju jedan trogluonski vrh te su oni prikazani na slici 5.5 (tj. samo
je polovica prikazana, druga polovica se dobije zamijenom izlaznih kvarkovskih li-
nija). Na kraju vidimo da postoji sve skupa 96 mogucih dijagrama koji doprinose
procesu. Moze se pokazati da od tih 96 dijagrama je dovoljno izracunati samo njih

21, sto zbog simetrija, a Sto zbog toga Sto za neke odmah mozemo vidjeti da su 0.
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Slika 5.2: Sest osnovnih Feynmanovih dijagrama.

_/

Slika 5.3: Primjer jednog od dijagrama sa slike 5.2 kojem su izlazne kvarkovske linije
zamijenjene.

Pokazimo prvo da su svi dijagrami koji sadrze trogluonski vrh jednaki 0. Oni ¢e

iSCezavati radi faktora boje. Vidimo da ¢emo u svakom od 12 dijagrama prikazanih
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Slika 5.4: Moguca spajanja fotonskog vrha na jedan od osnovnih dijagrama.
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Slika 5.5: Na slici je prikazana polovica svih dijagrama koji sadrzavaju trogluonski
vrh (drugoj polovici su samo zamijenjene izlazne linije u kvarkova).

na slici 5.5 imati idu¢i faktor boje (uz koristenje bojnih indeksa iz jednadzbe (5.7)):
LT, T f ", (5.15)

gdje matrice T potjecu od gluonskih vrhova na kvarkovskim linijama, a strukturna

konstanta f%¢ od trogluonskog vrha. Zajedno s Levi-Civita simbolima iz hadronskih
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matri¢nih elemenata (5.10) i (5.11) ukupan faktor boje glasi
6i]’kelmn izlzTJ{)mT]gnfabc. (5 16)

Gornja struktura (koja je ista za svih 12 dijagrama) iznosi to¢no 0. To se vidi
ako uzmemo u obzir da su svi indeksi "slijepi” indeksi pa mozemo napraviti zamjene
i <> 7,1 < mia <> bpa potom koristimo ¢injenicu da su objekti €% i f2% potpuno
antisimetricni;

(iik GlmnTﬁTfmTﬁn fabe — ik emznTJg)m ae phac
= (=) (=" T T, Tin (= ™)

_ _ gk Imnrrarnb c¢ fpabe
= €€ TuijTknf

(5.17)

=0.

Preostalih 84 dijagrama moze se svesti na 21 preko simetrija povezanih s zamje-
nama u kvarkova. Stvar je u tome da prilikom racunanja hadronskog matri¢nog ele-
menta [21] su ve¢ uracunate zamjene dva izlazna kvarka i takoder su ve¢ uracunate
zamjene dvije cijele linije u-kvarka. Tj. u hadronskom matri¢cnom elementu je ve¢
uracunato da za svaki dijagram sa slike 5.6 postoje jos tri dijagrama koja se mogu
dobiti ili zamjenom dva izlazna u-kvarka ili ukupnim zamjenama cijelih kvarkovskih

linjja. Zato prilkom ra¢una tvrdog dijela amplitude (0] H*27°<

iikimn |0) treba uzimati u
obzir samo tri dijagrama sa slike 5.6 i sva moguc¢a umetanja fotonskog vrha, $to daje
21 dijagram.

Sada mozemo zapravo kreniti racunati doprinose tvrdom dijelu amplitude pu-
tem Feynmanovih dijagrama no prvo ¢emo navesti neka opcenita pojednostavljenja
u racunanju koja se odnose na bojnu i Diracovu strukturu. Za primjer ¢emo uzeti di-
jagram na slici 5.7 da bi nam bilo lakse pratiti. Krenimo od faktora boje kojeg ¢emo
oznacavati s C'F. Na dijagramu 5.7 (a i svim ostalim) imamo Cetiri gluonska vrha

od kojih svaki pridonosi jednom 7" matricom. Kada se uzmu u obzir svi kroneckerovi

simboli koji dolaze od propagatora imamo
CF = T4(TT");n T}, (5.18)
i kada se uzmu u obzir jos i Levi-Civita simboli iz hadronskih matri¢nih elemenata
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Slika 5.6: Tri osnovna dijagrama koja je zapravo potrebno racunati nakon uzimanja
u obzir uraCunate simetrije u hadronskom matri¢cnom elementu.

slijedi da je ukupni faktor boje (C'F,;) jednak
CFu = €ij€mn - OF = €ix€1mn T (TT) i T}, (5.19)

Vidimo da se faktor boje svih ostalih dijagrama razlikuje samo do na zamjenu
indekasa. Kako su to slijepi indeksi, u C'F' ih mozemo zamjeniti tako da odgovaraju
onima u (5.18). Time smo zamjenili i indekse u Levi-Civita simbolima u (5.19).
Potom samo permutiramo indekse u Levi-Civita simbolima da bi dobili izraz koji
smo vec dobili specificno za dijagram na slici 5.7. Teoretski, postoji moguénost da
je permutacija neparna pa da dobijemo jos jedan dodatan predznak, no moZze se
pokazati da ako je na jednom Levi-Civita simbolu permutacija neparna onda je i na
drugom, pa nema promjene ukupnog predznaka. Zakljucak je da jednadzba (5.19)
ne vrijedi samo za specifican dijagram na slici 5.7, ve¢ i za sve ostale. Za (5.19) se

moze pokazati da iznosi [28]

(5.20)

w| oo

O = 71— 12~ nc)(ne +1)° <n e 1) _

Ne

Promotrimo sada Diracovu strukturu. Radi jednostavnosti zapisa oznac¢imo kom-
binaciju gama matrica koje potjecu od prve (najgornje) linije, Sto od vrhova, a Sto

od fermionskih propagatora, s I'};, gamma matrice koje potje¢u od druge linije s
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Slika 5.7: Feynmanov dijagram na primjeru kojeg pokazujemo racun.

I'%, a od trece linije I',.. Tako se Diracova struktura tvrdog dijela moZe zapisati kao
Hogysee = Dsl'5.% .. Ukupan matri¢ni element (5.7) ¢e imati devet ¢lanova (jer se
mnoze hadronski matri¢ni elementi, a svaki ima tri ¢lana). Oznacimo s A distribu-
cijsku amplitudu A skupa s Diracovom strukturom koja u hadronskom matri¢cnom
elementu stoji uz nju, s VV oznac¢imo V' i ono $to stoji uz njega te ono Sto stoji uz 7' s
T (A = (Py5C)sNeA(), itd.).

Pokazimo kako izgleda faktor .A*(y) H.A(x) u opéenitom slucaju. Vrijedi

5 iy () Haprsec Asec (@) = A" () (Cys ) ap N AT osT 32 (Pr5C)5e NeA()
= A*(y)A(z) - N(PTPN(P) (—T4s(P15C)se(T*))es(Crs B )ag)
= —A*(y)A(z) - N(P)TN(P) Tr (T PrsC(1%) " Crs 1)
= —A*(y)A(z) - N(P)[*N(P) Tr (rlpfzyf')

(5.21)

Sto se lako pokaze ako se koriste iduce relacije

T3 = (0*)es,
(Crs )T = (Cs 1), (5.22)
75C(F2)T075 = fQ,
gdje smo koristili oznaku T &to je zaparvo matrica I'? samo s obrnutim redosljedom
gama matrica (npr. ako je I'? = v,7,7, onda je = Yo VvY). Takoder smo koristili

¢injenicu da je broj gama matrica u I'* uvijek neparan. Sli¢no se pokaze za sve ostale
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kombinacije:

V() HV(2) = =V )V (2) - N(P)PN(P) Tr (T'PTP)
A (y)HV(2) = —A* )V (2) - N(P')(T®5)N(P) Tt (F1P75f21?’> , (5.23)

T WHT () = T (1)T(x) - PPPYN(P) (TN (P) Tr (10,0,

te su mijesani ¢lanovi 7 s A ili V jednaki 0. Naime, pokaze se da se u tim slu¢ajevima
pod tragom uvijek nade neparan broj gama matrica i jedna ~5 matrica, a takav trag
je uvijek 0.

Kada se ti svi dijagrami izracunaju (npr. pomo¢u Mathematica paketa FeynCalc)

na kraju se dobije rezultat

@'r(@) = "L faa) [ <Z<em<x,y> s i) + Zem,y)) ,

(5.24)
gdje je s e; oznacen naboj kvarka na koji se veze foton u pripadnom dijagramu.
Konstante koje ne ovise o udijelima impulsa = i y smo izvukli ispred integrala, a ono
Sto ovisi o njima smo stavili u funkcije 7;. S T; za i« = 1 — 7 su oznaceni doprinosi
koji potje¢u od dijagrama na slici 5.6a (umetanjem fotonskog vrha na 7 mjesta), s 7;
su oznaceni dijagrami koji potjecu od dijagrama na slici 5.6b, as T; zai = 8 — 14 su
oznaceni doprinosi koji potje¢u od dijagrama na slici 5.6¢c. Doprinosi 7} su oznaéeni
posebno jer se ispostavlja da su oni jednaki doprinosima 7 pa se sve zajedno konacan

rezultat moze pisati kao

(@) = T[] [ <2Zem<x,y> * Zeiw,y)) - 525)

Stoga imamo samo 14 razli¢itih funkcija 7; te su one prikazane u tablicama 5.1
i 5.2 kao i dijagrami od kojih su potekle. Te funkcije su izrazene preko distribucij-
skih amplituda 7'(x) i ¢(z), medutim vezu izmedu njih znamo i ve¢ smo je naveli
u jednadzbi (5.13). Dakle sada nam samo ostaje pitanje Sto uzeti za distribucijsku
amplitudu ¢(x).
Krenimo od najjednostavnijeg slucaja, a to je asimptotska distribucijska amplituda
(3.37)
Gas(r) = 120212973, (5.26)
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Tablica 5.1: Prva polovica doprinose¢ih dijagrama te njihovi doprinosi u jednadzbi

(5.25).

Dijagram

Ti(7,y)

s

=

00000

00000

00000

00000

00000

00000

00000

00000

00000

00000

¢(z)(y)+4T ()T (y)
(1—1)%2(1—y1)%23y3

—4T ()T (y)
(1—z2)(1—y1)z123Y1Y3

P(z)9(y)
(1—z3)(1-y1)T123Y1Y3

—¢(z)d(y)
(1—23)(1—y1)T273Y2Y3

1 1 d(z)d(y)
<w1y1 + @) (T=ea)? (1—y3)?
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i Dijagram Ti(z,y)

o

0QQQQ

0000000000
o

P(x)(y)+4T ()T (y)
(1—z1)2(1—y1)%z2y2

©
0QQQQ
0000000000

¢(z)p(y)+4T (=) T (y)
(1—x1)2(1—y1)%x2y2

o
00000
ST

-
0QQQQ
0000000000

o

12 E —¢(z)d(y)
% % (1—z3)(1—y1)T122Y1Y2
3
13 4T (z)T'(y)

(I—z1)(1—y2)z122Y1Y2

Q000
0000000000

—¢(x)p(y)
(1=z1)(1~y3)z172Y1Y2

0000000000

14 §

Tablica 5.2: Druga polovica doprinose¢ih dijagrama te njihovi doprinosi u jednadzbi
(5.25).
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koja onda povlaci
T(l’) = V(l’) = ¢as(x)7
A(z) =0.

(5.27)

Kada se uvrsti asimptotska distribucijska amplituda u jednadzbu za funkciju struk-
ture (5.25) dobiveni izraz treba samo prointegrirati. Izrazi koji se dobivaju pod in-
tegralom nisu komplicirani i moguce ih je integrirati i analiticki i numericki. Za
numericku integraciju je prvo potrebno rijesiti se delta funkcija iz [dx] i [dy]. U tu
svrhu izaberemo jedan udio impulsa kojeg ¢emo prikazati preko druga dva, npr.

x3 = 1 — 19 — 11, @ granice integracije promijenimo na nacin

1 1 1
/[da:] = / dxl/ de/ drsd(1 — xy — 29 — x3) f (21, 2, T3)
0 0 0

1 1—x1
= / dCL’l / d[EQf(Il,ZE27 1-— T — Ig).
0 0

Kada se to prointegrira dobije se jednostavan rezultat za asimptotske funkcije

(5.28)

strukture: (o, (12))?
100 (dmas(p
B v ()P,

5 o (5.29)
Proton: FP(Q*) =0,

Neutron: F['(Q*) =

gdje smo se podsjetili da konstanta vezanja a, ovisi o renormalizacijskoj skali ug, a
faktor fy ovisi o faktorizacijskoj skali jr. Ako se uzme da je distribucijska amplituda
¢ = ¢qs na nekoj konacnoj skali onda ona nece ovisiti o faktorizacijskoj skali (isto
kao i kod piona) ve¢ ¢e sva ovisnost o . biti sadrzana u faktoru fy. Uglavnom, sada
se ponovo postavlja pitanje koje skale to¢no uzeti.

Postoji argument [21] da faktorizacijska i renormalizacijska skala iznose oko 5-
10% ukupnog iznosa prijenosa impulsa (Q? jer se ukupan impuls rasporedi medu
konstituentima pa su virtualnosti propagatora dosta manje od njega. Naravno mozemo
i ovdje primjeniti postupak odredivanja BLM skale kao i kod piona. Medutim, ovdje
¢emo ipak samo uzeti najjednostavnji izbor, a to je u% = u% = @Q? jer na eksperi-
mentalno dostupnim energijama 10% od Q? zna¢i skale manje od 1 GeV?, a na tim
skalama je o (u%) jako velik.

Promotrimo sada jos$ funkcije strukture ako uzmemo drugu, slozeniju distribucij-
sku amplitutu dobivenu QCD-em na resSeci (3.38). Koeficijenti zadani u (3.38) se evo-

luiraju do trazene skale p% = Q?, te se dobivena distribucijska amplituda uvrsti u iz-
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raz za funkciju strukture (5.25). Za slucaj kada se pri razvoju distribucijske amplitude
po Appelovim polinomima zadrzimo na prvih 5 ¢lanova postoji analiticko rjesenje in-
tegrala u izrazu 5.25 [29] (numericka integracija nije provedena jer Cetverostruki
integrali zahtjevaju veliku komputacijsku snagu koja nije bila dostupna).

Za ovu distribucijsku amplitudu je bitno znati koju skalu uzeti jer ona za raz-
liku od asimptotske ima netrivijalnu ovisnost o skali pa, kao Sto je ve¢ spomenuto,
uzimamo najjednostavniji izbor % = p% = Q*. Funkcije strukture dobivene tom
distribucijskom amplitudom su prikazane na slikama 5.8, 5.9 i 5.10.

Kao Sto je ve¢ spomenuto u odjeljku 2.2 u eksperimentima se obi¢no ne mjere
Pauli-Diracove funkcije strukture koje smo upravo izracunali, ve¢ Sachsove funkcije
strukture GG, i Gg. Relacija izmedu tih razlic¢ito definiranih funkcija strukture je jed-
nostavna (2.25), pogotovo u nasem slucaju visokih energija gdje smo argumentirali
da vrijedi

Na slikama 5.8, 5.9 i 5.10 su prikazane izracunate funkcije strukture za pro-
ton i neutron. Takoder su prikazani eksperimentalni rezultati dobiveni Roseblutho-
vom metodom. Rezultati za elektri¢cnu funkciju strukture neutrona nisu prikazani
s obzirom na to da postoje mjerenja samo na energijama manjim od 1-2 GeV, a
na tako niskim energijama smo sigurni da nema bas smisla usporedivati rezultate
dobivene perturbativnim QCD-em s eksperimentom. Treba jo§ napomenuti da su
na slikama zapravo prikazane veli¢iine G,;/uGp te Gg/Gp. Gp nije nista drugo
nego empirijska dipolna funkcija strukture koja sluzi samo radi normalizacije i iz-
nosi Gp = (1 + Q*/0.71)72. Veli¢ina u je magnetski moment neutrona y, = —1.913
odnosno magnetski moment protona s, = 2.79.

Sa slika 5.8, 5.9 i 5.10 vidimo da postoji neslaganje izmedu teorijskih rezultata
i eksperimenta. Iako je opravdanost upotrebe perturbativnog QCD-a na dostupnim
energijama upitna, postoji par stvari koje mozemo napraviti da bi poboljsali rezultat.

Prvo, mozemo Koristiti drugaciju faktorizacijsku i renormalizacijsku skalu. Vec je
spomenuto da bi zapravo te dvije skale trebale biti i do 10 puta niZe od koristenog
p% = p3 = Q2 a to¢niji iznos bi se mogao dobiti BLM postupkom. Snizavanje tih
dviju skala bi pomaklo teorijske funkcije strukture gore, prema eksperimentalnim

vrijednostima.
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Slika 5.8: Magnetska Sachsova funkcija strukture neutrona G%,. Teorijski rezultati
su naznaceni punim crtama (crvena - G, dobiven asimptotskom distribucijskom am-
plitudom, crna - G, dobiven distribucijskom amplitudom 3.38), a eksperimentalni
rezultati su naznaceni tockama (Roc82 - [30], Lun93 - [31], And98 - [32]).
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Slika 5.9: Magnetska Sachsova funkcija strukture protona G%,. Teorijski rezultati su
naznaceni punim crtama (crvena - G, dobiven asimptotskom distribucijskom am-
plitudom, crna - G%, dobiven distribucijskom amplitudom 3.38), a eksperimentalni
rezultati su naznaceni to¢kama (Qat05 - [33], And94 - [34], Bar73 - [35], Wal94

- [36], Sil93 - [37]).

Druga stvar je da mozemo Koristiti novije i preciznije distribucijske amplitude

izraCunate sumacijskim pravilima ili QCD-em na reSeci. Ovdje je koriStena distribucij-

ska amplituda zadana u (3.38) Cisto u svrhu primjera, no postoje i novija istrazivanja

na tu temu (npr. u [38] su navedene neke novije distribucijske amplitude).

Zadnja stvar koja bi se mogla napraviti, koja je i najocitija, je jednostavno uzeti u
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Slika 5.10: Elektricna Sachsova funkcija strukture protona G%,. Teorijski rezultati
su naznaceni punim crtama (crvena - G, dobiven asimptotskom distribucijskom am-
plitudom, crna - G%, dobiven distribucijskom amplitudom 3.38), a eksperimentalni
rezultati su naznaceni tockama (Qat05 - [33], And94 - [34], Bar73 - [35], Wal94
- [36D).

obzir vise redove racuna smetnje.

Nakon $to poduzmemo sve navedene korake svejedno ne ocekujemo velika pok-
lapanja jer su dostupne energije jo§ uvijek premale. Ono Sto oc¢ekujemo je da ce
dobiveni rezultati barem malo bolje opisivati podatke te onda iz velicine odstupanja
procijeniti skalu na kojoj nastupa perturbativni rezim i na kojoj bi moglo do¢i do

poklapanja.

51



6 Zakljucak

U diplomskom radu su opisane osnovne ideje i metode racunanja elektromagnet-
skih funkcija strukture u perturbativnom QCD-u. Konkretno, izracunate su funkcije
strukture za pione i nukleone u vode¢em redu racuna smetnje nakon primjene fak-
torizacije (odvajanja perturbativnog i neperturbativnog dijela amplitude rasprsenja).
U odjeljku 2 objasnjeni su temeljni principi faktorizacije te je uveden pojam distri-
bucijskih amplituda. U odjeljcima 4 i 5 proveden je konkretan racun funkcija struk-
ture piona, odnosno nukleona. Provedena je faktorizacija - neperturbativni doprinosi
su odvojeni u distribucijske amplitude, a perturbativni dio je odreden u vodec¢em
redu racuna smetnje i na kraju je diskutiran odabir faktorizacijske i renormalizacij-
ske skale. Koristeno je vise distribucijskih amplituda dobivenih razli¢itim nepertur-
bativnim metodama te su rezultati usporedeni. Takoder su svi rezultati usporedeni s
eksperimentalnim podacima. Na kraju se vidi da dobiveni teorijski rezultati ne opi-
suju dobro eksperimentalne podatke. Takav ishod je i ocekivan iz viSe razloga. Prvi
i najbitniji je to Sto su eksperimentalni podaci dostupni uglavnom na nizim energi-
jama na kojima je upitna uporaba faktorizacije. Drugi razlog je to Sto je konstanta
jakog vezanja na dostupnim energijama je joS uvijek dosta velika i stoga se nije do-
voljno zadrzati samo na vode¢em redu racuna smetnje. Treci razlog je velika ovisnost
rezultata o renormalizacijskoj i faktorizacijskoj skali u nizim redovima ra¢una smet-
nje, a u radu su uzete samo grube aproksimacije za te skale. Preciznije odredivanje
spomenutih skala izlazi iz okvira ovog diplomskog rada.

Kako bi kvalitetno mogli usporediti teorijska predvidanja i eksperimentalne po-
datke potrebni su eksperimentalni podaci na visim energijama od trenutno dos-
tupnih. Znamo da formalizam promatran u radu sigurno vrijedi na dovoljno viso-
kim energijama. Sada je s jedne strane potrebno pronadi skalu na kojoj formali-
zam pocinje vrijediti, a s druge strane se postavlja pitanje koji su daljnji koraci u
odredivanju funkcija strukture unutar promatranog formalizma.

Sto se ti¢e unaprijedivanja raéuna, mozemo bolje odrediti faktorizacijsku i renor-
malizacijsku skalu, potom moZemo koristiti novije i preciznije odredene distribucijske
amplitude te joS zadnja stvar je jednostavno uzeti u obzir vise redove rac¢una smetnje.
Nakon tih koraka mozemo usporediti dobivene rezultate s eksperimentalnim poda-

cima za Sachsovu magnetnu funkciju strukture protona G%, (veli¢ina koju imamo na
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najvecoj skali) i iz (ne)slaganja mogli bi procijeniti skalu na kojoj bi mogao nastupiti
perturbativni rezim. Na prvi pogled mozemo vidjeti da eksperimentalni rezultati za
G", prate slican oblik kao dobivena funkcija strukture, samo pomaknut sve skupa
prema viSim vrijednostima pa nam to daje blagu indikaciju da energije na kojima
nastupa perturbativni rezim nisu tako daleko od trenutno dostupnih.

Sve u svemu, u ovom radu je dan tek uvod u racune funkcija strukture pomocu
perturbativhog QCD-a. Sa jedne strane moze se nastaviti u smjeru perturbativhog
racuna i nadati se da ¢e u bliskoj budu¢nosti biti dostupni eksperimentalni podaci
u perturbativhom rezimu i da ¢emo ih tada zapravo moci opisati metodama pred-
stavljenim u diplomskom radu. Sa druge strane, ¢ak i ako ne mislimo upotrebljavati
perturbativni QCD, predstavljene ideje ¢ine bazu za racune u rezimu srednjih ener-

gija u kojima se uklju¢uju neperturbativni doprinosi putem sumacijskih pravila.
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Dodaci

Dodatak A Gegenbauerovi polinomi

Opceniti Gegenbauerov polinom i (2) se definira kao partikularno rjeSenje diferen-

cijalne jednadzbe
(1—2%)y" — 2a+ Day' +n(n + 2a)y =0, (A.1)

a mogu se definirati i pomocu funkcije izvodnice

Cle A2
(1 — 2zt 4 t2)> nz A.2)
uz uvjete
0< |zl <1
it <1 (A.3)
a > 0.

Gegenbauerovi polinomi zadovoljavaju idu¢u rekurzijsku relaciju:

Cl(z) =1
C) = 2az (A.4)
C,(fjr)l(z) =01 (22(n +a)CW(2) = (n—1+ 204)07(;1)1(,2)) .

Ako imamo fiksni «, polinomi su ortogonalni na intervalu [-1,1] s obzirom na
tezinsku funkciju

w(z) = (1 — 22>z (A.5)
i normalizirani su s

217220 (n + 2a)

nl(n + a)|T(a)]? (A-6)

/ C (O (2)(1 = 22)* 2dz = Sy,

Nadalje ¢emo promatrati svojstva Gegenbauerovih polinoma u sluc¢aju o = 3/2
s obzirom da se oni pojavljuju u razvoju pionske distribucijske amplitude i samo

nas oni zanimaju u ovom radu. Ako uvrstimo o = 3/2 onda relacija ortogonalnosti
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postaje
2(n+2)(n+1)

(2n + 3) (A7)

1
| om0 - s =,
-1

i kada napravimo zamjenu varijable 2 — 2z — 1 da bi imali istu stvar kao kod distri-

bucijskih amplituda imamo

(n+2)(n+1)

4(2n + 3) 4.8)

1
/ 2(1 = 2)CBD (2 — 1)CE) (22 — V) = Gy,
0

Dodatak B Izospinska simetrija nukleonske valne funk-
cije

U ovom dodatku ¢emo objasniti odakle tocno dolaze relacije medu nukleonskim dis-
tribucijskim amplitudama V', A i T iz jednadzbe (5.10). Racun ¢emo provesti na
primjeru protona, no sve je apsolutno analogno i za neutron. Krenimo od definicije

protonskog stanja (5.9):

}NJ(P» = /[dm]{ (%(V(w) — A(x)) ’uT(xl)ui(:L‘z)dT(x;;» +
) (B.1)
(507 + A0 ) o o) )~ T o) e (o) |
i radi jednostavnosti zapisa preimenujmo distribucijske amplitude
b1() = V(@) ~ Alw),
bo(a) = (V@) + Al), (8.2)
oalx) = ~T(x)

Koristimo uobicajne relacije za izospin (7" je od sada izospinski operator, a ne

distribucijska amplituda):

T? |t t3) = (T? + T3 +T2) |t, t3) = t(t + 1) |t, t3),

Ty |t,ts) = t3]t, t3) (B.3)

Ty |t ts) = /(HE+ 1) — ta(ts + 1) [t, 5 + 1),

T |t ts) = /(t(t + 1) + ts(ts + 1) |t,85 — 1),
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gdje je
Ti - Tl :i: Y;TQ,
1 (B.4)
T = 5(T+T_ +T.T,) +Ts.
Takoder koristimo ¢injenicu da je proton Cestica izospina |2, 1), u kvark takoder,

a d kvark je |§, —3). Za kompozitnu ¢esticu (kao $to je nukleon) vrijedi

? ‘Qi7Qjaq1> = ‘?q17Qj7q1> + Qia?qj7q1> +

Qis 95 7(11> : (B.5)

Sada jednostavno promatramo djelovanje operatora 72 na protonsko stanje. Sa

jedne strane imamo
T2NT—3NTP T? 5 NI =0 B.6
‘P>_Z‘p( )>_> _Z ‘p>_7 ()
a sa druge strane koristimo izraz (B.1) kombiniran s (B.4):

T?|NT) = /dx ( (LT +T.T,) + T2> {gzﬁl(x) |l (1) ut(z2)d" (25)) +
(B.7)
+ do() |ut(@1)ul (z2)d (23)) + d3(x) |ul (21)u" (z2)d" (z3)) }

Sada promotrimo djelovanje operatora 7 na svaku od tri moguce kombinacije kvar-
kova. Koristimo (B.5) te gledamo djelovanje 72 na |u'(z1)u*(z2)d"(z5)) (i koristimo

kraticu u(z;) — w;):

1
(§(T+T + T T,) + Tg)

ubd]) -

1
=T ( {ugdg> + u{d§d§> + 0) +
1 1 1 1
—T,( ) T L N s
+ 5 040+ u1u2u3> + 13 (2 + 5 2) u1u2d3> (B.8)
1 L bt Tt T byl
) o) i) i)
1
( u2u3> + uidﬁug> u1u¢dT>> 1 u{u§d§>
7
‘d1u2u3> d2u3> 1 ‘ulung>
pa na kraju imamo
3
(T2 — Z) ‘Uluidw ‘d1u2u3> ‘u1d2u3> ‘uluid» (B.9)
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Analogno ovome iz druga dva ¢lana se dobije
23 1] 1] Lt

3
(T2 _ 1) ufuja) =

Prije nego krenemo sve uvrstavati u jednadzbu (B.7) pokazimo sto se dogada s

(B.10)

ulqu¢> + ‘u1d2u3> +

¢1, ¢2 1 ¢3 prilikom zamjene u kvarkova. Koristimo Cinjenicu da su z; slijepe varijable
po kojima se integrira pa ih mozemo zamjenjivati (ako smo konzistentni u tome) te

imamo:

$1(123) |u' (21 )u (22)d" (23)) = ¢1(123) [u(wo)u! (21)d" (x3))
(29 <> x1)
— $2(213) [ut ()" () (1) (B.11)
(po definiciji) = ¢2(123) |u*(z1)u' (z2)d" (z2))
=01(213) = ¢(123),

gdje smo koristili oznake ¢;(z1, 25, x3) = ¢;(123). Analogno imamo
¢3(123) [ul (z1)u! (w2)d* (23)) = ¢3(213) |ul (1) u' (22)d* (23)) (B.12)

te kada se uvrste natrag A, V' i T smo ovime u biti dokazali relacije (5.12). Sada
se mozemo vratiti uvrstavanju izraza (B.9) i (B.10) u (B.7). Ako u prvome clanu

zamjenimo 2 <> 3, a u drugom 1 <> 3 i sve uvrstimo u (B.7) imamo

(T2 - 2) IND) = 0] (6:132) + 6u(321) + 6(123) -

. (‘ulqu¢> + ‘u{d£u§> + ‘dTugu§>> (B.13)
=0
Sto je moguce samo ako
$1(132) + 2 (321) + ¢3(123) = 0. (B.14)

Ako u gornju jednadzbu uvrstimo ¢»(321) = ¢1(231) te da su ¢; = L(V + A),

¢3 = —T imamo to¢no jednadzbu (5.13) sto smo htjeli pokazati.
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Dodatak C BLM skala

Brodsky-Lepage-Mackenzie (BLM) skala prvi put je predlozena u radu [39]. U prin-
cipu, odredivanje BLM skale zna¢i odrediti renormalizacijsku skalu u% takvu da do-
prinosi vakuumske polarizacije uz QCD g-funkciju iS¢eznu. Drugim rije¢ima, radimo
resumaciju efekata vakuumske polarizacije od QCD [-funkcije u konstantu vezanja
Q.

Znamo da doprinosi koji ukljucuju S-funkciju dolaze od vakuumske polarizacije
gluona. Stoga nam je cilj izracunati vakuumsku polarizaciju gluona do nekog reda
racuna smetnje (barem jedan red viSe nego onaj do kojeg racunamo promatrani pro-
ces) i izjednaditi taj doprinos s 0. Tj. Zelimo uzeti () tako da izraz $to stoji uz 3
u perturbativnom razvoju bude jednak nuli. Medutim, ¢ak ne trebamo ni izra¢unati
cijelu vakuumsku polarizaciju gluona - potrebno je izracunati samo ¢lan proporci-
onalan broju okusa n; jer znamo da ¢lan koji stoji uz ny nuzno stoji i uz cijeli 3.

Fizikalna interpretacija renormalizacijske skale odredene BLM postupkom je da
ona odrazava srednje virtualnosti gluonskih propagatora. Vazna prednost te metode
je ta $to smo njome uklonili ¢lanove proporcionalne (Sag /7)™ iz perturbativnog ra-
zvoja, tj. resumirali smo ih u konstantu vezanja. Ti ¢lanovi su u pravilu dosta veliki
pa perturbativni red slabo konvergira zbog njih, a ovim postupkom pokusavamo za-

obic¢i taj problem.

Slika C.1: Dijagram vakuumske polarizacije gluona koji daje doprinos proporciona-
lan broju fermionskih okusa n; u prvom redu ra¢una smetnje.

U nasim racunima funkcija strukture smo se zadrzali na vode¢em redu racuna
smetnje pa stoga za odrediti BLM skalu nam treba najmanje prvi red racuna smetnje

vakuumske polarizacije gluona te ¢emo se i zadrzati na prvom. Dakle treba izracunati
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¢lan koji stoji uz ny u prvom redu racuna smetnje, a takav ¢lan dolazi od dijagrama
na slici C.1. Taj doprinos je dobro poznat u literaturi. Ovdje ¢emo koristiti rezultat

iz [40] gdje je koriStena dimenzionalna regularizacija da bi se dobio rezultat

117, (p) = (pupy — P’ 9) IV (9%),

492 1%T () ! z(l —x) (C.1)
o2 F -\"
= apr /0 dx(mfc —p?r(l — )"

gdje je D dimenzija u dimenzionalnoj regularizaciji (D = 4—2¢), g konstanta vezanja,
a i je dimenzionalni parametar. Takoder, imamo sumu po okusima f, a m; su mase
fermiona za koje ¢emo nadalje uzimati da su 0. Prva jednakost u jednadZzbi (C.1)
vrijedi radi Wardovog identiteta.

Izraz (C.1) razvijamo po parametru e oko 0 i pri tome koristimo razvoje

1
F(E)ZE—%W
A2\ A2
(“;) “lpem T (€2)
_p R

(z(1—2z))“=1—¢€ln(z(1 —2)),

gdje je vg = 0.57721 Eulerova konstanta. Kada se ¢lanovi reda O(¢) odbace (jer idu

u 0 u limesu € — 0) ostaje

4g° 1 2 !
I/ (p?) = ﬁnf ((E —YE + ln_'u—p2 + ln47r> /0 drz(l —x)—

! (C.3)
- / drx(l —x)In (z(1 — x))) :
0
Koristec¢i rjeSenja integrala
1
1
/ dex(l —x) = 5
e : (C.4)
/ dex(l —2)In(z(l —2)) = ——
. 18
te relaciju «, = g*/4m dobije se
2n; a, (1 —p? 5
Fp2y = 2% (2 TP 2
I’ (p*) 3 i (e g — In e + Indm + 3>. (C.5)

Ako je izraz (C.5) doprinos dijagrama C.1, onda je ukupna vakuumska polari-
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zacija gluona taj isti izraz, samo proporcionalno S-funkciji na jednoj petlji (5, =
11/3n. — 2/3np):
I(p?) = —50% (1 —7ve—In —_]72 + Indm + é) . (C.6)
dr \ e 2 3

Vidimo da u fizikalnom limesu ¢ — 0 imamo divergenciju, Sto nije neocekivano.
Kao $to je ve¢ spomenuto u 2.1.2 ta pojava se zove UV divergencija i pojavljuje se pri
racunanju integrala po petljama u viSim redovima racuna smetnje. Pri racunanju os-
talih doprinosa u prvom redu racuna smetnje pojavljivat Ce se jos UV divergencija, no
pokaze se da je poznavanje vakuumske polarizacije gluonskog propagatora dovoljno
da se renormalira konstanta vezanja «, i time uklone sve UV divergencije. U gornjem
racunu je korisStena konstanta vezanja iz lagranzijana, tzv. gola konstanta vezanja i
kao sto je takoder spomenuto u odjeljku 2.1.2 ta konstanta ne predstavlja fizikalnu
veli¢inu. Zbog tog razloga imamo slobodu pri njenom odabiru te ju stoga mozemo
odabrati to¢no tako da se UV divergencije pokrate. Za takvu konstantu vezanja koja
uklanja divergencije kazemo da je fizikalna.

Postoji beskona¢no mnogo nacina za definirati o, (Q?) takav da ukloni divergen-
cije i nacin na koji ga odabiremo zove se renormalizacijska shema. U ovom slucaju
koristimo tzv. shemu modificirane minimalne subtrakcije (eng. modified minimal
subtraction scheme - MS). Detalji o primjeni M S sheme u funkcijama strukture pi-
ona nalaze se npr. u [41], ili [24]. Ukratko, rezultat primjene MS renormalizacijske
sheme jest da zamijenimo golu konstantu vezanja «, s kliznom konstantom vezanja
(izraz 2.12) a, — «a,(u?) te da se time efektivno ukloni komad 1/e — vg + In4r i
zamijeni se In (—p?/p?) — In (—p?/u%).

Na kraju, nakon renormalizacije u M S shemi ostane izraz

(p?*) = —%%’:R) <— In ;_22 + g) : (C.7)

Sigurni smo da je ovo jedini izraz u prvom redu racuna smetnje proporcionalan
Bo (+neki predfaktor) i stoga za odrediti BLM skalu nam ostaje samo izjednaciti ga s
0. U nasem slucaju impuls gluonskog propagatora p je povezan s prijenosom impulsa

@ relacijom

—p* = (1—2)(1—y)Q (C.8)
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i kada se to uzme u obzir imamo

Q* 5
—In(l-2)—In(1-y)—In—%+ - =0, (C.9)
fr 3
sto vodi kona¢no na BLM skalu
Phow =€ (1= ) (1 —y)Q*. (C.10)
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