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Sazetak

Prostorvremena crnih rupa stabilna su rjeSenja Einsteinove jednadzbe. Uslijed
neke perturbacije one ¢e se vratiti u prvobitno stanje prilikom cega ce izgubiti dio
energije zratenjem gravitacijskih valova. Svojstveni nacini titranja disipativnih sus-
tava, stoga i crnih rupa, nazivaju se kvazinormalni modovi. U ovome radu dan je
teorijski pregled kvazinormalnih modova kroz teoriju perturbacija crnih rupa. U pr-
vom neiS¢ezavajuem redu promotrena je dinamika perturbacije prostorvremena te
dinamika skalarnih i vektorskih polja uronjenih u pozadinsko prostorvrijeme Schwar-
zschildove crne rupe. Prouceno je nekoliko poznatih, aproksimativnih i egzaktnih,
metoda racunanja kvazinormalnih modova te su njihovi rezultati takoder i reprodu-

cirani.

Kljucne rijeci: kvazinormalni modovi, crne rupe, teorija perturbacija, Schwarzschil-

dovo prostorvrijeme



Quasinormal modes of black holes
Abstract

Black hole spacetimes are stable solutions to Einstein’s equations. After a perturba-
tion they will return to their equilibrium state during which they will lose energy
through gravitational radiation. Eigenmodes of dissipative systems, including black
holes, are called quasinormal modes. In this thesis, a theoretical overview of qu-
asinormal modes is given through black hole perturbation theory. The dynamics
of spacetime perturbations, as well as scalar and vector field dynamics in Schwar-
zschild spacetime is analysed in leading order of perturbation theory. A couple of
well-known, approximative and exact, methods of calculating quasinormal modes is

given and their results are reproduced.

Keywords: quasinormal modes, black holes, perturbation theory, Schwarzschild spa-

cetime
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1 Uvod

Kada pricamo o gravitaciji dva imena nikada ne¢emo izostaviti — Isaac Newton i
Albert Einstein. Newton je, jos u 17. stolje¢u, objavio svoj univerzalni zakon gra-
vitacije koji opisuje kako masivna tijela medudjeluju. Objasnio je kako se nebeska
tijela krecu, kako gravitacija stvara plimu te, izmedu ostalog, dao teorijsku pozadinu
Keplerovim zakonima. Medutim, postoje fenomeni koje Newtonovom gravitacijom
nismo mogli dosljedno opisati kao $to je, primjerice, precesija Merkura. Sve Sto je
Newtonova gravitacija dobro opisivala, Einsteinova opc¢a teorija relativnosti morala
je uspjesno reproducirati i uz to objasniti ono Sto prethodna teorija nije. Einstein je
radikalno drugacijim pristupom upravo to i uspio. Prema njegovoj teoriji, gravitacija
nije sila u smislu u kojem ju je Newton opisao, ve¢ posljedica zakrivljenog prostora,
odnosno prostorvremena, kroz koje se tijela gibaju.

Unutar njegove teorije pronadena su rjeSenja jednadzbi koja odgovaraju tada vrlo
egzoticnim objektima — crnim rupama. Danas je njihovo postojanje neosporivo te
se tijekom 20. stoljec¢a fokus istrazivanja pomaknuo s pitanja postoje li, na pita-
nje Sto sve znamo o njima. RjeSenje Einsteinovih jednadzbi koje odgovara crnim
rupama opcenito je dinamicno te ako ga perturbiramo ono ¢e na neki nac¢in odgo-
voriti. Takve titraje u prostorvremenu prepoznajemo kao gravitacijske valove koji su
nedavno, 2015. godine, eksperimentalno i izmjereni [1].

Velika motivacija u teorijskom i eksperimentalnom promatranju gravitacijskih
valova dolazi iz toga Sto nam pruZzaju jedan potpuno novi svijet informacija koje
mozemo saznati o masivnim objektima u svemiru. Na neki nacin predstavljaju jos$
jedno ‘¢ulo’ kroz koje mozemo testirati postojecu, ali i alternativne teorije s uvi-
jek prisutnim ciljem stvaranja kvantne teorije gravitacije. Bududéi da je gravitacija
relativno slaba sila, gravitacijske valove mozemo promatrati isklju¢ivo iz najmasiv-
nijih izvora kao S$to su neutronske zvijezde i crne rupe. Svojstveni nacini titranja
crnih rupa opisani su kvazinormalnim modovima, koji su u srediStu ovoga rada.
Proucavanjem kvazinormalnih modova zapravo prou¢avamo dinamiku raznih polja
(ukljucujudi gravitacijskog) koja se nalaze u pozadinskom prostorvremenu crne rupe.
Njihova dinamika ne ovisi o perturbaciji koja ju je uzrokovala, ve¢ o svojstvima same
crne rupe; kao sto ton kojim ¢asa zvoni kad ju kucnemo ne ovisi o tome ¢ime smo

ju kucnuli, ve¢ o svojstvima same case. Stoga, dobro razumijevanje kvazinormalnih



modova klju¢no je za dobro razumijevanje crnih rupa i gravitacijskih valova koje one

stvaraju.

1.1 Crne rupe

Einsteinova jednadzba (1.1) daje nam odgovor na pitanje kako je prostorvrijeme za-
krivljeno obzirom na raspodjelu materije u njemu. S lijeve strane jednakosti stoji
metrika g,,, koju traZimo, a s desne tenzor energije i impulsa 7}, koji govori o raspo-
djeli materije. Opcenito, Einsteinove jednadzbe nam za bilo koju raspodjelu energije
i impulsa mogu rec¢i kako ¢e prostorvrijeme biti zakrivljeno. RjeSenja koja odgovaraju
crnim rupama imaju specifican tenzor energije i impulsa. Za Schwarzschildovu i Ker-
rovu crnu rupu on je identicki nula, dok ¢e za nabijene crne rupe biti jednak tenzoru

energije i impulsa pripadajuceg elektromagnetskog polja.

1

R, — 5

Ry = 87T, (1.1)

Za vakuumska rjesenja, dakle kada je 7, = 0, vrijedi R = 0 te se Einsteinove jed-

nadzbe svode na veoma kompaktan oblik

Ry, =0 (1.2)
Nerotirajuca Rotirajuca
Nenabijena Schwarzschild Kerr

Nabijena | Reissner-Nordstrom Kerr-Newman

Tablica 1.1: Klasifikacija rjeSenja crnih rupa.

Kroz dobar dio 20. stolje¢a crne rupe su bile relativnho egzoti¢ni i nepoznati
objekti. Einsteinova opca teorija relativnosti objavljena je 1915. godine, a godinu
kasnije Schwarzschild je pronasao rjeSenje Einsteinovih jednadzbi koje odgovara ne-
nabijenoj, nerotirajucoj crnoj rupi. Izmedu 1916. i 1921. godine Reissner i Nor-
dstrom pronasli su rjeSenje za nabijenu, nerotiraju¢u crnu rupu, dok su rjeSenja za
rotirajuce pronasli Kerr i Newman 60-tih godina proslog stoljec¢a. Njihovo rjeSenje za
rotirajucu i nabijenu crnu rupu je najblize realnoj situaciji u svemiru bududi da niti
jedna crna rupa nece biti savrSeno simetri¢na, niti savrSeno neutralna.

Prostorvremena crnih rupa sadrze znacajku zbog koje su posebna u odnosu na



druga zakrivljena prostorvremena. Crne rupe imaju horizont dogadaja koji pred-
stavlja kauzalnu granicu izmedu unutrasnjosti crnih rupa i prostorvremena oko njih.
Naime, prostorvrijeme unutar crnih rupa tako je zakrivljeno da je sav prostor koji bi
promatrac¢ (brzinom manjom od brzine svjetlosti) mogao dosti¢i i dalje unutar crne
rupe. Bilo koji dogadaj koji se dogodi unutar crne rupe ne moze utjecati na dogadaj
izvan nje. Sav ucinak crne rupe, koji mi mozemo promotriti, koji moze utjecati na
svemir oko nje, je onaj koji dolazi od prostorvremena crne rupe izvan horizonta.
Medutim, kod nekih crnih rupa tu prica ne staje. Rotiraju¢e crne rupe imaju dva
horizonta koje nazivamo unutarnji i vanjski. Vanjski je analogan horizontu dogadaja
nerotirajucih crnih rupa, dok unutarnji dijeli prostorvrijeme na podrucje unutar ko-
jega postoje zatvorene vremenske krivulje, odnosno dio prostorvremena u kojem nije
moguce dobro zadati Cauchyjevu zada¢u. Upravo zbog toga, taj se unutarnji hori-
zont zove Cauchyjev horizont. Budu¢i da smo usredotoceni na kvazinormalne mo-
dove crnih rupa i zanima nas dinamika polja u njihovom prostorvremenu, to mozemo
itekako adekvatno odraditi na primjeru crne rupe koja nema takvih komplikacija.
Koncentriranje na jednostavnije prostorvrijeme, kao sto je Schwarzschildovo, daje
nam jasniju kvalitativnu sliku, a pojedinosti kod viSe kompleksnih crnih rupa mogu se
naci u referencama. Stoga, na primjeru Schwarzschildove crne rupe promatrat ¢emo
dinamiku skalarnog, vektorskog i tenzorskog polja u njenom prostorvremenu. Ska-
larno i vektorsko polje gledamo kao uronjene u zakrivljenu pozadinu, a kada pricamo
o tenzorskom (odnosno gravitacijskom) polju prou¢avamo perturbaciju same me-
trike, odnosno dinamiku te perturbacije u zakrivljenoj pozadini. Interes nam je us-
mjeren prije svega na tenzorske, odnosno gravitacijske perturbacije, ali cemo prouciti

sli¢nosti odnosno razlike i s drugim perturbacijama.

1.2 Teorijska i eksperimentalna motivacija

Gravitacijske perturbacije od velikog su interesa zato Sto su one te koje se eksperi-
mentalno pokusavaju (i uspijevaju) mjeriti. Pocetke detektora gravitacijskih valova
naci ¢emo jo$ u drugoj polovici 20. stolje¢a kod njihovog idejnog zacetnika Josepha
Webbera. Zamislio je detektor sacinjen od ¢vrste Sipke koja bi, izolirana od vibracija,
trebala rezonirati s nadolazec¢im gravitacijskim valovima tako da dovoljno pojaca sig-

nal kako bi ga se detektiralo. Prije svega, njihova iznimno niska cijena (tek djeli¢
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Slika 1.1: Skica interferometrijskog detektora gravitacijskih valova. [3]

cijene interferometra koji se danas koriste) bila je jasna motivacija za gradnju takvog
tipa detektora, pogotovo kad se radilo o prvim pothvatima u tom polju. Medutim,
nedugo kasnije na samom kraju 90-tih godina te kroz 21. stolje¢e pocinju se pojav-
ljivati interferometrijski detektori koji iskori$tavaju interferencijska svojstva laserskih
snopova kako bi detektirali pomak. Duz dva okomita kraka prolazi podijeljeni snop
laserske svjetlosti koja se odbija od njihovih krajeva te na povratku rekombinira i us-
mjerava u detektor. U¢inak gravitacijskih valova trebao bi jedan krak skratiti, a drugi
izduziti. Stoga, u detektoru ¢emo vidjeti razli¢itu fazu dvaju signala nego kada su
krakovi nedeformirani. [2]

Skrec¢udi pozornost na slabost gravitacijske sile bitno je naglasiti kako ¢e pomak
uzrokovan gravitacijskim valovima biti iznimno malen i stoga njegova detekcija pred-
stavlja poprilican tehnicki izazov. Jedan od trenutno najpoznatijih detektora gravi-
tacijskih valova — LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) ima
krakove duge oko 4 km, a promjene koje poku$ava mjeriti su reda veli¢ine 10~!8
m [2]. LIGO kolaboracija je 2015. godine prvi puta detektirala gravitacijske va-
love (dvaju crnih rupa koje su se sudarile) [1]. Nakon prvotne detekcije niz drugih

dogadaja se i dalje biljezi. Donedavno su Virgo i LIGO bili jedini detektori na svijetu
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koji su uspjesno detektirali gravitacijske valove, a 2021. im se pridruzila i japanska
KAGRA kolaboracija (Kamioka Gravitational-Wave Detector). LIGO-va dva detektora
(u Hanfordu i Livingstoneu), Virgo detektor u malenom selu u Italiji (Santo Stefano
a Macerata) te KAGRA-in detektor u Hidi, u Japanu smatraju se interferometrima
druge generacije (njihove verzije prije trenutnih nadogradnji spadaju u prvu gene-
raciju). Postoje velika ocekivanja za nadolazecu, tre¢u generaciju detektora koji bi
trebali ¢ak za red veli¢ine produljiti krakove (Cosmic Explorer) te primjerice direktno
mjeriti polarizaciju valova zanimljivim dizajnom koji koristi tri kraka postavljenja u
trokut (Einstein Telescope). Nadalje, dugodosezni planovi od 2030. godine pa na-
dalje uklju¢uju ne samo nove detektore na Zemlji, ve¢ i detektore u svemiru. LISA
(Laser Interferometer Space Antenna) bi trebala 2034. biti sacinjena od tri satelita
postavljenih u trokut. U takvom postavu efektivna duljina njenih krakova bila bi
(prema trenutno predlozenom dizajnu) 2.5 milijuna kilometara, povecavajuéi osjet-
ljivost na neusporedivu razinu. Doduse, zemaljski detektori nisu u potpunosti za
otpisati bududi da se osjetljivost na gravitacijske valove niskog perioda smanjuje ako
su duljine krakova iznimno velike.

Gravitacijski valovi otvaraju novo ¢ulo s kojim mozemo proucavati Svemir. Pro-
matranje promjena u prostorvremenu samom po sebi pruza direktan pogled na gravi-
taciju. Njima bismo mogli ispitivati postojecu, ali i modificirane teorije gravitacije pa
u konacnici i kvantne teorije. Sve navedeno zajedno s eksperimentalnom izvedivosti
u dobroj mjeri ocrtava gravitacijske valove kao jednu od popularnijih tema u fizici
danas te daje jasnu motivaciju za medunarodne projekte na velikoj razini na kojoj se

i planiraju.



2 Teorija perturbacija crnih rupa

U ovome radu ¢emo se usredotoditi na crne rupe kao izvore gravitacijskih valova.
Toc¢nije, njihove svojstvene nacine titranja koje zovemo kvazinormalni modovi. Prou-
¢avanje titranja prostorvremena crnih rupa radit ¢emo kroz teoriju perturbacija. Pret-
postavivsi da se metrika neke crne rupe blago promijenila zanima nas na koji ¢e nacin
sustav evoluirati u vrcemenu. Odnosno, zanima nas dinamika perturbiranog prostor-
vremena crne rupe. Takoder, neCemo se zaustaviti samo na perturbaciji metrike, ve¢
¢emo pogledati i kako se (u prvom neiS¢ezavaju¢em redu) ponasaju skalarno i vek-
torsko polje u zakrivljenom prostorvremenu crne rupe. Na taj nacin kategoriziramo
perturbacije crne rupe po njihovom spinu. Dijelimo ih na tenzorske (gravitacijske),
vektorske (elektromagnetske), i skalarne. Naziv ‘gravitacijske’ pridodajemo tenzor-
skim perturbacijama jer promatramo direktno dinamiku metrike kao takve, a za di-
namiku vektorskih perturbacija promatramo vektorski potencijal elektromagnetskog
polja, stoga i naziv ‘elektromagnetske’.

U ovom poglavlju izvest ¢emo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu tzv. glavnu jed-
nadzbu (eng. master equation koja opisuje dinamiku perturbirane Schwarzschildove
crne rupe. Pokazat cemo kako se ona svodi na jednostavan Schrodinger-oliki oblik.
U izvodu, posebnu pozornost dajemo fizikalnoj interpretaciji podjele gravitacijskih
perturbacija obzirom na njihov paritet. Za elektromagnetske i skalarne perturba-
cije cemo takoder izvesti jednadzbu koju one zadovoljavaju s ciljem da pokazemo
slicnosti i razlike izmedu efektivnih potencijala koji vladaju odgovaraju¢im perturba-

cijama.

2.1 Gravitacijske perturbacije

Slijede¢i pristup Chandrasekhara [4] pogledat ¢emo kako izgleda perturbacija Sc-
hwarzschildove metrike. Opcenito, metriku neke crne rupe mozemo dokuciti osla-
njajuci se na simetrije koje ocekujemo da ¢e to prostorvrijeme imati. Primjerice, ako
se radi o Schwarzschildovoj crnoj rupi trazit ¢emo takvu metriku koja je stati¢na
i sfernosimetricna, dok su rotirajuce crne rupe opcenitije — osnosimetricne i sta-
cionarne. Ukoliko promotrimo najopcenitije prostorvrijeme koje moZze imati neka
crna rupa zapravo promatramo to¢no onaj oblik kojega bi, recimo Schwarzschil-

dova crna rupa imala uslijed opcenite perturbacije. Stoga, usporedujuci clanove
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opcenite metrike s onima u Schwarzschildovoj mozemo vidjeti (i interpretirati) pro-
mjene koje dovodi perturbacija. Metriku opcenito perturbirane Schwarzschildove
crne rupe mozemo promatrati kao osnosimetri¢cnu metriku ovisnu o svim drugim ko-
ordinatama [4]. Naime, ne postoji preferirani smjer u Schwarzschildovom prostor-
vremenu $to znaci da rotacijom osnosimetri¢ne perturbacije mozemo rekonstruirati

uistinu opcenitu perturbaciju. Takva, osnosimetricna metrika oblika je

ds® = e*dt* — e*(dp — qodt — qodr — q3df)* — e*2dr? — e*3db?, 2.1)

gdje su v, ¥, ¢, qo, 2, q3, po i pg funkcije ovisne o ¢, r, f. Taj se oblik svodi na

Schwarzschildovu uz posebno odabrane funkcije

621/ — 672“2 -1 — %’

es = p?,
(2.2)
e =r2sin®0, o = qo = q3 = 0.
Stoga, opcenitu perturbaciju Schwarzschildove crne rupe mozemo opisati kao male
varijacije funkcija oko njihovih Schwarzschildovih vrijednosti.

Opcenite perturbacije Schwarzschildove crne rupe, sada opisane preko opcenite
metrike, kategoriziramo u dvije skupine — aksijalne i polarne perturbacije. Podjela
se radi obzirom na njihovo ponasanje na paritetnu transformaciju. Aksijalne per-
turbacije prilikom paritetne transformacije dobivaju predznak (—)*!, dok polarne
dobivaju predznak (—)'. Ukoliko napravimo transformaciju ¢ — —¢ tada ¢e funk-
cije qo, ¢2, g3 sve morati promijeniti predznak kako bi metrika ostala invarijantna,
dok ostale funkcije v, v, uo, 3 ne mijenjaju predznak. Perturbacije koje proizlaze
iz prvih kategoriziramo kao aksijalne, dok iz drugih polarne. Nadalje interpreti-
rajudi fizikalno, nac¢in na koji funkcije ¢y, ¢2, g3 sudjeluju u metrici je da mijesaju
vrijeme s koordinatama i tako induciraju rotaciju, pa i efekt povlacenja inercijalnog
sustava [4]. Uzmimo za primjer da ¢y # 0, ¢2 = g3 = 0. U tom slucaju postojat ¢e
dio prostorvremena u kojem promatra¢ ne¢e moc¢i mirovati u odnosu na promatraca
u beskonacnosti, ve¢ ¢e crna rupa povudi njegov inercijalni sustav u gibanje oko nje.
Taj se efekt Cesto spominje kod rotirajuc¢ih crnih rupa i u kontekstu izvlacenja energije
iz crne rupe (Penroseov proces) [5].

Sto se aksijalnih perturbacija ti¢e ¢, 2, g3 = 0 za Schwarzschildovo prostorvri-

jeme, stoga oni sami ¢e predstavljati male veli¢ine prvog reda ¢, dok za polarne per-



turbacije kao male veli¢ine prvog reda smatramo varijacije tih funkcija v, v, dpuo,
ous. Sljedeci je korak raspisati Einsteinove jednadzbe (u prvom redu perturbativnog
racuna) te svesti ih na oblik poznat u literaturi.

Promotrimo Einsteinove jednadzbe u prvom redu perturbativnog racuna uz pret-
postavku da za funkcije u metrici koje predstavljaju polarne perturbacije uzimamo
njihove Schwarzschildove vrijednosti. To¢nije, pretpostavljamo da je perturbacija is-
klju¢ivo aksijalna. Raspisujuc¢i metriku (2.1) i uzimajuéi u obzir samo male veli¢ine

prvog reda, komponente aksijalno perturbirane metrike glj‘y su sljedece

e 2e*q, 0 0
A 2e?qy  —e?  2e¥q, 2e*qy
G = (2.3)
0 2e2q, —eH 0
0 2e2¥ g5 0 —e2Hs

Kako bismo izvrijednili Einsteinove jednadzbe (1.1) trebamo izracunati komponente
Riccijevog tenzora. Radi brzine i jednostavnosti preuzet ¢emo analitiCke izraze za
komponente Riccijevog tenzora izracunate u [4]. Za Riccijev skalar znamo da je
R = 0 bududi da se radi o vakuumskom rjesenju.

Einsteinova jednadzba opcenito ima deset komponenti te raspisivanje i proma-
tranje svake posebno nema puno smisla, budué¢i da nam je cilj usporedivati konacni
oblik obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za aksijalne i polarne perturbacije. U ovom
dijelu usredotoCeni smo na aksijalne perturbacije te cemo odmah pogledati to¢no
one jednadzbe koje upravo opisuju te perturbacije, a to su komponente (u, v) =
(0,1), (1,2), (1,3). Valja spomenuti kako ostale jednadzbe (nezavisne o ovoj) opisuju
iskljucivo polarne perturbacije. Stoga, ispada da su polarne i aksijalne perturbacije
medusobno razvezane (u prvom redu perturbativnog racuna) iako dolaze iz istog

sustava diferencijalnih jednadzbi. Raspisujuci relevantne jednadzbe imamo

Ry =0— % (e3¢+v—u2—u3Q23) — _% (e3¢—v—uz+u3Q02) 7 2.4
Ri3=0— % (e3w+u7uru3QQ3) — _f_% (63¢7u+u27u3Q03) ’

gdje je Q. = 0,q, — 0,q,. Nadalje, uz supstituciju (¢, r, ) = r? fQz3 sin® § imamo



L ox_ 0 (0n 9
ot ’

090
r4sin® 0 00 or ot (2.5)
_f o ox 0 (9 O

r2sin’ 6 Or ot \ 00 ot )’

gdje je f = f(r) = 1 — 2L, Pretpostavljaju¢i vremensku ovisnost ¢, o< e~**, derivi-
rajuci gornju jednadzbu po # i donju po r te zbrajanjem rijeSit cemo se Clana s ¢q i

preostaje nam

o (fox , 0 1 Ox r?
4 3 2
+ +w =0. 2.
" or (7"2 87") o 969 <sin3989) fX 0 (2.6)

Separiramo kutni dio pomo¢u Gegenbaureovih polinoma C%(#) (vidi dodatak B.1)

koji zadovoljavaju

d L 2a ng(e) o2 « o
= (sm 0 T) +n(n + 2a)sin™ 0 C2(0) =0 2.7)
a za radijalni nam ostaje
d (fdx f
2 -9 2y = 2.
" fdr (7"2 dr) nr2x+w x =0, (2.8)

gdje 2n dolazi iz Gegenbaureove jednadzbe i povezan je s poznatom konstantom /[
koriStenom u Legendreovim polinomima kao 2n = (I — 1)(I + 2). Uz dodatnu sup-
stituciju ¢* = rx i uvodenjem Eddington-Finkelsteinove radijalne koordinate % =
(1-— %)‘1 (Cesto zvane ‘kornjacina koordinata’) dolazimo do poznatog Schriodinger-

olikog oblika

2
(505 +? ~ Vi) ) 0 =0, 2.9
VA, (r) = (1 - 25}4) (l(l; D _ 67;24) : (2.10)

Potencijal (2.10) je izrazen preko standardne radijalne koordinate radi preglednosti i
lakseg uocavanja asimptotskog ponasanja blizu horizonta te u beskonacnosti. Takoder,
tu je i prakti¢na prepreka jer eksplicitna ovisnost z(r) = r + 2M In (55 — 1) se moze

izvrnuti koriste¢i Lambertovu W -funkciju [6] Sto nam daje oblik

r(z) = 2M (1 + W (el=2M)/2My) (2.11)
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koji ipak nije pretjerano koristan (barem za nase potrebe). Ova tzv. glavna jed-
nadzba (2.9) (eng. master equation) zove se Regge-Wheelerova u cast onima Kkoji
su je originalno i pronasli [7]. DoduSe Regge i Wheeler su pristupili problemu na
nesto drugaciji nac¢in. Perturbaciju metrike razvijaju po tenzorskim sfernim harmo-
nicima te se na taj nacin ‘rijesSe’ kutnog dijela i svedu jednadzbu na konacni oblik.
Uz moderniju notaciju taj je pristup dobro pokazan i u [8]. U daljnjim poglavljima
vidjet ¢emo kako izgledaju efektivni potencijali za skalarne i vektorske perturbacije
te koliko su svi medusobno sli¢ni. Za sada, jos se drzimo gravitacijskih perturbacija i
kratko prebacujemo paznju na polarne gravitacijske perturbacije.

Za polarne perturbacije opet imamo izazov rjeSavanja (sada jo$ veceg) sustava
diferencijalnih jednadzbi. Analogno postupku kod aksijalnih perturbacija, moramo
gledati jednadzbe koje sadrze funkcije, odnosno varijacije funckija, odgovorne za
polarne perturbacije. Uzimaju¢i da su perturbacije iskljuc¢ivo polarne, odnosno uzi-
majudi za ¢y = ¢» = g3 = 0 radimo niz supstitucija i redefinicija koje nas opet vode
do konac¢nog oblika vremenski neovisne Schrédingerove jednadzbe nazvane prema

Zerilliju [9]

(72 +w? — V’Q@:)) Y =0, (2.12)

ovoga puta s potencijalom

(2.13)

r

r3(nr + 3M)? ’
gdje je 2n = (I — 1)(I + 2). Iznimno bitan rezultat koji ¢emo kasnije u detalje pogle-
dati kaze da, makar su njihovi potencijali drasti¢no razlic¢iti, kvazinormalni modovi
polarnih i aksijalnih gravitacijskih perturbacija su isti. Ne samo to, ve¢ i ako gle-
damo problem rasprSenja koeficijenti refleksije i transmisije bit ¢e isti. Razlog tomu

je duboka (i ocito netrivijalna) veza izmedu ovih potencijala koju je prvi upazio Chan-

drasekhar [4, 10].

2.2 Elektromagnetske perturbacije

Spustajudi spin za jedan, dolazimo do vektorskih, odnosno elektromagnetskih per-

turbacija. Uzimaju¢i drugaciji, viSe matematicki pristup uvest ¢emo vektorske sferne
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harmonike te pomoc¢u njih razviti elektromagnetski potencijal, vektorsko polje A,,.
Raspisujuc¢i Maxwellove jednadzbe pokazat ¢emo kako opet, kao i kod gravitacij-
skih perturbacija, dolazimo do relativho jednostavnog oblika vremenski neovisne
Schrodingerove jednadzbe.

Kako se skalarno polje moze razviti po Legendreovim polinomima, odnosno sfer-
nim harmonicima zato Sto ¢ine potpun skup stanja, isto mozemo napraviti i za vek-
torska polja. Definiramo vektorske sferne harmonike u kojima ¢emo razviti vektorski

potencijal

Ya(l,9) = (Yim, Yim)

Y5(0,¢) = (96Yim, 0 Yim) (2.14)

Yat0.9) = (o

0 Yim, — sin 989Y}m)
sin
gdje indeksi idu po A € {t,r} i B € {6, } te gdje smo notacijski ispustili ovisnost
Yim (6, ¢) radi preglednosti. Kod vektorskih harmonika Y i Yg indeksi +, odnosno
— oznacavaju njihovo ponasanje s obzirom na paritetnu transformaciju (analogno
rastavu koji smo napravili u slu¢aju gravitacijskih perturbacija). Dakle, ako operator
paritetne transformacije oznacimo s P vrijedi
PIY) = ()Y 215
PlYgl = (-)""Y3
Prema tome, od sada nadalje zvat ¢emo ih polarni i aksijalni, redom. Razvoj vektor-

skog polja A, onda izgleda kao

0 9(t,7)Yim
9] l
0 h(t, 7)Y,
At 0,0 =33 - | AEnY (2.16)
=0 m=—1 a<t7r>;Tlem k(tv 71)89 Im
—a(t,r)sin 00y, k(t,7)0,Yim

gdje smo odvojili po stupcima one dijelove koji su aksijalni od onih koji su polarni,
redom.

Raspisujemo Maxwellove jednadzbe
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VP =0, (2.17)

uz pomo¢ dodatka A znamo kako kovarijantna derivacija djeluje

1
V=3

Preostalo je samo raspisati Maxwellov tenzor F* = gi@g"?(9, Az — 03 A, ) te konacno

O (V=gF") = 0. (2.18)

imamo

—3 Hegvs (0, Ag — OgA 0. 2.19
NET (V=99"9g"" (0aAs — 03Aa)) = (2.19)

Uz malo muke od ¢ i » komponenti dobivamo po jednu jednadzbu, a od ¢ i ¢ kompo-
nenti po dvije, ali iste. Dakle, imamo ukupno cetiri jednadzbe, jednako s koliko smo

i poceli

W(L+1) (g — (Ok)) — f (2r (8rg) — 27 (Osh) + 1% (02g) — r* (8,0:h)) =0,  (2.20a)

I(1+1)(h— (0.k)) + ? ((97h) — (8:0,9)) =0, (2.20b)
FO.f) (b= (0,k)) + f* ((8:h) — (82k)) — (D) + (07k) =0, (2.20¢)
l<l+1)f — £ (0,f) (Ba) — f2 (%a) + (82a) =0, (2.20d)

gdje su notacijski ispustene ovisnosti funkcija a(t,r), g(t,r), h(t,r), k(t,r), f(r) radi
preglednosti. Zanimljivo je kako se jedna jednadzba odmah u potpunosti odvezala od
ostatka sustava. Jednadzba (2.20d) je upravo ona koja opisuje aksijalne perturbacije
i odvezala se od ostalih, polarnih perturbacija. Brzo vidimo da uvodenje kornjacine

koordinate 4% = (1 — 21 ) daje

<dd_22 b VAl(x)) a(z) = 0

(2.21)
2M\ (1 +1
v, = (120 1

r r?
Preostale tri jednadzbe, koje opisuju polarne perturbacije, nisu nezavisne. Prvo
¢emo pokazati kako dolazimo do konac¢nog oblika, a onda i koje veze postoje medu

funkcijama koje trazimo. Raspis (0,(2.20a)) — (0,(2.20b)) uz supstituciju u(r) =
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s ((0ih) — (0,9)) daje

(1 + 1)% + 7“_; : % —(0:1) (Ou) — f (0,%u) =0 (2.22)

Sto se, nakon uvodenja kornjacine koordinate, svodi na

(4 +47 = VI ) ule) =0

(2.23)
ye — (1_ﬂ) I(l+1)

r 72

Dakle, potencijal polarnih i aksijalnih elektromagnetskih, odnosno vektorskih pertur-
bacija su identi¢ni V4, = VZ,.

Veze izmedu triju jednadzbi koje opisuju polarne perturbacije mogu se naci kroz
razne manipulacije. Jedan nacin za do¢i do veze izmedu funkcija & i k je sljededi.
Uzmimo (0,(2.20a)) i pomnozimo s f/I(l + 1) te iskoristimo jednadzbu (2.23), dok

(0,(2.20b)) pomnozimo s f/r? te rezultate zbrojimo kako bismo dobili

Oth = 0,0,k. (2.24)

Vezu ¢ i k mozemo pronadi deriviranjem trece jednadzbe (0,(2.20c)) te koriStenjem

(2.24)

Otg = OPk. (2.25)

Iz njih zajedno mozemo povezati A i g.

Pocevsi od Cetiri Maxwellove jednadzbe, razvoj vektorskog potencijala A, po vek-
torskim sfernim harmonicima dao nam je jednu nevezanu diferencijalnu jednadzbu
i sustav od tri vezane. Nevezana jednadzba opisuje aksijalne perturbacije te smo
ju sveli na poznati oblik. Za preostali sustav od tri jednadzbe pokazali smo kako
nije sastavljen od nezavisnih jednadzbi te se u stvari svodi na jednu diferencijalnu
jednadzbu drugog reda do koje dolazimo linearnom kombinacijom jednadzbi iz sus-
tava. Ona opisuje polarne perturbacije te ima identi¢an efektivni potencijal kao $to

se nalazi i kod aksijalnih perturbacija.
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2.3 Skalarne perturbacije

Daleko najjednostavnije perturbacije, upravo zbog manjeg broja stupnjeva slobode u
odnosu na vektorske ili tenzorske, ukratko ¢emo obraditi raspisujuci Klein-Gordonovu
jednadzbu u Schwarzschildovom prostorvremenu. U dodatku A vidimo kako izgleda
D’Alambertov operator u opcenito zakrivljenom prostorvremenu. Uzimajuéi za me-

triku konkretno

(121 0 0 0
0 (1-207" 9 ¢
Guv = R (226)
0 0 r? 0
0 0 0 r2sin®6

uz pomo¢ (A.4) raspisujemo ¢ = 0

1
02 +

1 . 1
NIGK 0 (s 0f(1)0:0) + =

r2sinf ind

. 1 9
Oy (sin 00p0) + m@‘p =0,
(2.27)

gdje je f(r) =1 — 2. Pretpostavljamo rje$enje razvijeno po sfernim harmonicima

9] l
O(t,7,0,0) = w’;ﬁ(r)%(@)eim“’, (2.28)
=0 m=-1

i koristimo pridruzenu Legendreovu jednadzbu (B.5) kako bi se rijesili kutnog dijela

te dobili

e T (] e R e DR s 2

dr? dr r2

. . e1e . o df(?“) . Y . dr
gdje smo ispustili indekse /,m te f'(r) = =5-*. Uvodenjem kornjaca koordinate %° =

dr
( — %)71 odmah dolazimo do

d2
d—;g + (w® = Vimo (z)) ¥ = 0,

Vio(r) = (1 B 2M) (l(l+ 1) N QM) |

7 72 73

(2.30)

gdje je opet radi preglednosti i prakti¢nosti potencijal izrazen preko standardne radi-

jalne koordinate r.
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2.4 Kvaginormalni modovi

Prije svega precizno ¢emo definirati kvazinormalne modove' i vidjeti kako ta defi-
nicija daje diskretni spektar frekvencija. Ilustrirat ¢emo koji se problemi javljaju u
analitickom racunu i kakve izazove predstavljaju za numericke izracune. Nadalje,
posvetit cemo se specificno gravitacijskim perturbacijama i pokazati veoma bitan re-
zultat koji govori da su potencijali aksijalnih i polarnih gravitacijskih perturbacija
izospektralni. Nadalje, gledaju¢i problem rasprSenja gravitacijskih valova na crnoj
rupi pokazat ¢emo da izospektralnost implicira jednakost koeficijenata refleksije i
transmisije za polarne i aksijalne perturbacije. Naravno, skalarne perturbacije se ni
ne dijele na aksijalne i polarne, dok vektorske imaju identi¢ne potencijale za jedne i
druge. Medutim, gravitacijske perturbacije imaju drasti¢no razli¢ite analiticke oblike
potencijala $to ¢ini ovaj rezultat tim viSe iznenaduju¢im. Konacno, to znaci da po-
tragu za kvazinormalnim frekvencijama mozemo provoditi samo na aksijalnim per-
turbacijama ¢iji potencijal je puno jednostavniji, a ukoliko ih pronademo vrijede i za

polarne perturbacije.

2.4.1 Definicija kvazinormalnih modova

Radi pristupacnosti zapisat ¢emo odjednom jednadzbu za sve spinove perturbacija

(d—2 +w? — Vs(ﬂf)) Y =0,

dx?

Vilr) = (1 - 2M> <l(“;1> L2 _52)>, R

T T T

gdje s = 2 reproducira aksijalne gravitacijske perturbacije. Prije svega, bitno nam je
razumjeti kako se potencijal ponasa na rubovima prostora kako bismo onda mogli i
zahtijevati dobre rubne uvjete. Na slici 2.1 je nacrtan potencijal (2.31) za razlicite
spinove perturbacija. Kako idemo prema beskonac¢nosti vidimo da potencijal trne
prema nuli neovisno o spinu perturbacije. Mozemo zakljuciti da ¢e u beskonacnosti
onda jednadzba (2.31) davati za rjesenja ravne valove. Ista stvar dogada se i na
horizontu - potencijal trne prema nuli i rjeSenja su ravni valovi.

Buduc¢i da imamo tu sre¢u da se potencijal ponasa vrlo jednostavno na rubovima

INaziv ‘kvazinormalni modovi crnih rupa’ mogao bi se tehni¢ki interpretirati da se odnosi iskljuéivo
na crnu rupu te stoga samo na gravitacijske perturbacije. U ovome radu kada kazemo kvazinormalni
modovi opéenito mislimo na svojstvene nacine titranja ne samo perturbacije gravitacijskog polja, ve¢
i skalarnog i vektorskog polja uronjenog u pozadinsko prostorvrijeme crne rupe.
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Slika 2.1: Potencijal prikazan za razli¢ite perturbacije.

prostora, lagano ¢emo dokuciti rubne uvjete za ovaj problem. NiSta ne smije izlaziti
iz horizonta crne rupe te niSta ne smije dolaziti iz beskonac¢nosti. Dakle, na ho-
rizontu su dozvoljeni samo ulazeéi ravni valovi, a u beskonacnosti samo izlaze¢i.
Opcenita rjeSenja u asimptotskim podruéjima, prije primjene definiraju¢ih rubnih
uvjeta, mozemo zapisati prema uzoru na [11] koristeéi njihovu notaciju in, out, up,

down za dva para nezavisnih rjesenja

)
, e~ ;T — —00
" (x) = (2.32)
kAom (W)e™?® + Ap (w)e ™% 1 — +oo

(
Bout (w)e™* + By, (w)e™™* ;o — —o0
(@) =4 " (2.33)

etwr : x — +00

(
koja su medusobno povezana kompleksnom konjugacijom na sljede¢i nacin °*(z) =
[ (z)]*, YPown(x) = [p*P(z)]*. Dakle, dva rje$enja su nam ve¢ dovoljna da njihovom
linearnom kombinacijom pokrijemo sva rjeSenja. U daljnjem tekstu koristit ¢emo kao
bazu ™ i ¢)*? kako su i napisani u (2.32) i (2.33).

Nametanje rubnih uvjeta za kvazinormalne modove znacilo bi A;, (w) = Bou(w) =
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0. Ako pogledamo kako izgleda Wronskijan ovih rjeSenja vidjet ¢emo da je proporci-

onalan upravo tim koeficijentima

T — —00 r — +00

W = e ™w (B (w)e™® — By (w)e™™@) W = (Apu(w)e™® + Ay (w)e™ %) e“%iw
+iwe™ % ( Byt (w)e™® + By (w)e™«r) —iw (Agut(w)e™? — Agp(w)e ™) ewe
= 2iw Byt (w) = 2iwAp(w)

(2.34)
Neovisno izvrijednimo li ga na horizontu ili u beskonacnosti znamo da mora biti
konstantan pa zato zaklju¢ujemo A;,(w) = B,,:(w). Upravo ti koeficijenti su oni koji
trebaju biti nula ako Zelimo da rubni uvjeti za kvazinormalne modove vrijede. Stoga,
taj uvjet W = 0 daje jednadzbu koja definira kvazinormalne modove w. Valja takoder
napomenuti, ako napiSemo Greenovu funkciju ove diferencijalne jednadzbe drugog
reda imamo

Cloy) = L Y (@) (y)s @ <y (2.35)

W v (@) @ >y
Sto zna¢i da traZenje kvazinormalnih modova moZemo takoder promatrati kao po-
tragu za polovima Greenove funkcije. Na slici 2.2 mozemo vidjeti gdje se nalaze
prvih nekoliko modova za razliCite spinove perturbacija.

Naravno, kvazinormalni modovi se nalaze u kompleksnoj ravnini bududi da se
radi o disipativhom sustavu, imaginarni dio frekvencije zasluzan je za guSenje. Vi-
djeli smo da su kompleksni konjugati prethodnih rjeSenja i sami po sebi rjeSenja te
isto vrijedi i za frekvencije. Fizikalno relevantne frekvencije bit ¢e one ¢iji predznak
imaginarnog dijela se slaze s onime izabranom u odabiru vremenske ovisnosti (ovdje
koristimo e~**). Razlog tomu je jasan: buduéi da vrijedi e *(wrtwnt — g—wrtewrt,
mora vrijediti w; < 0 kako bismo dobili Zeljeno guSeno ponasanje.

Nastavno na temu predznaka, nailazimo na prepreku kada pogledamo kako iz-

gleda potpuno rjeSenje u beskonac¢nosti

— —iwt iwx
Yoolw) =e™e (2.36)

—twprt iwrpx wrt

=¢ e eIt wIr,
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Slika 2.2: Prvih trideset kvazinormalnih modova za razli¢ite spinove perturbacija.

Vremensko ponasanje koje smo zahtijevali maloprije sada zadaje prostorne probleme,
jer naime ako je w; < 0 onda za x — +oo rjeSenje eksplodira. Isto tako i za drugi kraj

prostora, prema horizontu. Tamo je rjeSenje

@Z)H ([E) :e—iwte—iwax

—twprt

(2.37)

—twRx wrt

e eIttt

=€

Dakle, za + — —oc imamo problem jer w; < 0 i opet rjesenje eksplodira. Vracajudi se
natrag u standardnu radijalnu koordinatu problem na horizontu elegantno rjeSavamo,
odnosno pokazujemo da se radi samo o artefaktu koordinatnog sustava. Naime, uz

r=r1r+2MIn(r/2M — 1) imamo

r >2M(in+w1)

r) = e—inte—inrew]tew]r ( _
Ynlr) i

, (2.38)

gdje uvrstavanjem r = 2M dobivamo neproblemati¢nu nulu.
Ponasanje u beskonacnosti ostaje, naizgled, problemati¢no. Opravdanje lezi u
¢injenici da perturbaciji treba beskonacno vremena da stigne do beskonacnosti te bi

jedna eksponencijala trebala kompenzirati drugu [11]. Formalnije, kvazinormalni
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modovi su kvagzistacionarna stanja koja ne tvore potpun skup stanja, ve¢ opisuju per-
turbaciju koja ne postoji vjecno niti svugdje, nego je bila pobudena u nekom da-
nom trenutku i na nekom mjestu [10]. Osim teorijskih pitanja vezanih za regular-
nost rjesenja, zbog ovog problema javljaju se numericki izazovi. Naime, ukoliko je
ponasanje rjeSenja takvo, onda numeri¢ki moramo mnoziti jako velike brojeve (pros-
torni dio koji eksplodira) s jako malenim brojevima (vremenski dio koji trne) i vrlo
brzo nam ponestaju dostupna decimalna mjesta za racun, umanjujudi time preciznost

izrac¢una.

2.4.2 Izospektralnost aksijalnih i polarnih perturbacija

U ovom dijelu usredotocit ¢emo se na gravitacijske perturbacije i promotriti razlike,
odnosno sli¢nosti aksijalnih i polarnih perturbacija. Elektromagnetskim perturbaci-
jama potencijal je identican za aksijalne i polarne, dok se skalarne perturbacije ne
dijele na aksijalne i polarne. Kod gravitacijskih perturbacija potencijali aksijalnih,

odnosno polarnih perturbacija su sljede¢i

VA ) = (1 _ QM) <l<l+ D 6M> |

r r2 73
2.39
v = (12 2M 2n(n + 1)r® + 6n2Mr? + 18nM?r + 18M? (2.39)
s=2\) = r r3(nr + 3M)? ’

gdje je 2n = (I — 1)(I + 2). Chandrasekhar i Detweiler su prvi [10] otkrili da ¢e
koeficijenti refleksije i transmisije u problemu rasprSenja na potencijalima aksijal-
nih i polarnih perturbacija biti isti te da su im frekvencije kvazinormalnih modova
identi¢cne [12]. Takoder, Chandrasekhar je pronasao vezu izmedu ta dva potenci-
jala [13] te se oni opcenito znaju nazivati superpartner potencijali [10, 14]. Du-
bina veze ovih potencijala takoder se moze naci i u Darbouxovim transformaci-
jama [15]. Zadrzavajuéi fokus na gravitacijskim perturbacijama Schwarzschildove

crne rupe piSemo toc¢no kako izgleda veza dvaju potencijala

d
Vie = AL + 89> + g, (240)

gdje su f =6M, g = r(,uQ—j;—&-ﬁw k=p?(p*+2), p* =11+ 1) — 2, a same potencijale

smo preimenovali tako da su V; = VE, V, = V4, i redom odgovaraju predznaku
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+, odnosno —. Ova relacija dovodi potencijale u takvu vezu da oba proizlaze iz iste
funkcije ¢ Sto za posljedicu ima niz iznenadujucih rezultata.

Idudi korak u pokazivanju izospektralnosti je vidjeti kako je moguce rjesenje za
polarne perturbacije napisati kao linearnu kombinaciju rjeSenja za aksijalne pertur-

bacija i njegove derivacije (i obrnuto). Pretpostavit ¢emo vezu

Y1 = piby + qu, (2.41)

gdje v i ¢, odgovaraju rjeSenjima za polarne odnosno aksijalne perturbacije, redom.
Slijedi pokazati da postoje p, ¢ takvi da relacija vrijedi. Deriviraju¢i dva puta izraz

(2.41) imamo

V=1 (0" + (p+2¢) (Vo —w?) +qV3) +

Uy (20 4+ q" + q (Vo —o?))

(2.42)

gdje smo se rijesili drugih derivacija drugog rjeSenja koriStenjem glavne jednadzbe
5 = (Vo — w?)1y. Sada raspisujemo ] = (V; — w?)y; i usporedujemo izraze uz v i
Y] s lijeve, odnosno desne strane jednadzbe. Dobivamo diferencijalne jednadzbe za

pigq

1/ 2 / ! 2

P+ (Va—w’)(p+2¢) +qVy = (Vi —w)p
? 2 (2.43)
20" +¢" + q(Va —w?) = (Vi —w?)q.

Drugu jednadzbu uvrstavamo u prvu koju smo pomnozili s ¢ kako bismo dosli do

q'p—qp” +2p'p —2¢q(Va — w?) — ¢°V3 =0, (2.44)

Sto lako integriramo i kona¢no dobivamo

(¢'p—ap’) +p° — q2(V2 — wz) = const. (2.45)

Biraju¢i za konstantu const. = % + 43?w? lako se vidi kako sljedec¢a rje$enja zadovo-

ljavaju jednadzbu
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p =k +25%,

q=20.

(2.46)

Isti se postupak moZze provesti pocevsi od v, = ri; + sy} kako bi se izrazilo drugo
rjeSenje preko prvoga i njegove derivacije. Biraju¢i dobru normalizaciju [4] piSemo

oba konacna izraza

(K + 2iwB)Y = (k + 28°9)s + 2614
(k — 2iwB)hs = (k + 28°g)1 — 268¢]

(2.47)

Ove relacije jasno pokazuju kako rjeSenja aksijalnih i polarnih perturbacija dolaze
u paru. Za svako aksijalno rjeSenje s odredenom frekvencijom kvazinormalnih mo-
dova, mozemo konstruirati (odnosno, postoji) rjesenje polarnih s istom frekvencijom.
Nadalje, zanima nas i problem rasprsenja, pa stoga i izgled rjesenja u asimptotskim

podruéjima pogledat ¢emo (2.47) na horizontu i u beskonacnosti (gdje je g = 0)

T — —00 T — 400 (2.48)

K =+ 2ifw

P = €™ = by =Yy P =e T gy =
Oblik opcenitog rjesenja ¢); u problemu rasprsenja je

e + Ry(w)e ™ ;x — 400
P = (2.50)
Ty (w)e™® [T — —00
Gledajudi u (2.49) dolazimo do oblika koje ima rjesenje v, te prepoznajemo njegove

koeficijente refleksije i transmisije

;

. K+ 2iwp .
wWwT R —wwxr . %
et + l(w)—m—%wﬁe ;T — 400
Wby = Ry (w) (2.51)
Ty (w) e™® T — —00
——
\ T2(w)
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Zaklju¢ujemo kako izospektralni potencijali za skalarne i aksijalne perturbacije tako-
der imaju iste koeficijente refleksije i transmisije u problemu rasprsenja. Tocnije
koeficijent refleksije medu polarnim i aksijalnim transformacijama razlicit je do na

fazu, dok je koeficijent transmisije identican.

K+ 2iwp
Kk — 2iwf

Th(w) = T1(w) — |Th(w)]? = [Ty (w)[? (2.53)

Ry(w) = Ry (w) — |Ry(w)* = |Ry(w)| (2.52)
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3 Racunanje kvazinormalnih modova

U ovom poglavlju posvetit ¢emo vrijeme trazenju kvazinormalnih modova, tocnije nji-
hovih frekvencija. Predstavit ¢emo probleme koji se javljaju pri numerickom rac¢una-
nju i izazove s kojima se borimo ako ih pokusamo analiticki pronadi. Prisjetimo se

jednadzbe cije modove uopce i trazimo

d*)(x)

dx?

+ (w? = Vi(2)) 9h(z) =0, 3.1)

gdje je potencijal izrazen u standardnoj radijalnoj koordinati za pojedini spin pertur-

bacije

Vi) = (1_2M> (l(l+1)+2M

D) 2 52)> . (3.2)

Potencijal prikazan u (3.2) za s = 0, 1, 2 redom reproducira potencijal skalar-

T T T

nih perturbacija, polarnih i aksijalnih elektromagnetskih perturbacija, te aksijalnih
gravitacijskih perturbacija. Potencijal polarnih gravitacijskih perturbacija ima veoma
kompliciranu analiticku strukturu, a kako smo vidjeli on je izospektralan s potenci-
jalom aksijalnih gravitacijskih perturbacija. Stoga, za nase potrebe promatranja kva-
zinormalnih modova, odnosno spektara diferencijalnih jednadzbi gravitacijskih per-
turbacija, svejedno je koji potencijal promatramo. U daljnjem tekstu, $to se tiCe gra-
vitacijskih perturbacija, promatrat ¢emo iskljucivo aksijalne zbog ljepSeg analitickog
oblika.

Komplikacije u rjeSavanju problema karakteristi¢nih vrijednosti s kojim se ov-
dje borimo krije se u potencijalu V' (z) diferencijalnih jednadzbi koje promatramo.
Opcenito, kada gledamo potencijal od nama poznatih crnih rupa, ne mozemo rijesiti
ovu jednadzbu analiti¢ki?, pa tako niti doé¢i do kvazinormalnih frekvencija w. U ovom
poglavlju ¢emo promotriti razli¢ite metode racunanja kvazinormalnih modova. Le-
averova metoda analiticki uspijeva do¢i barem do implicitne jednadzbe za kvazinor-
malne modove Schwarzschildove crne rupe. Nadalje, zamjenom potencijala za neki
jednostavnijeg oblika, ali dovoljno sli¢nog, vidjet ¢emo kako je moguce analiticki do-
biti aproksimaciju niskih modova kvazinormalnih frekvencija. Takoder, vidjet ¢emo
kako realna frekvencija kvazinormalnih modova asimptotski tezi In(3) te ¢emo po-

sebnom tehnikom to analiticki i pokazati. Sve navedeno, kao i do sada, radimo na
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primjeru Schwarzschildove crne rupe.

3.1 Leaverova metoda

Efektivni potencijal perturbacija za Schwarzschildovu crnu rupu (3.2) izveli smo u
prethodnom poglavlju. U ovom slu¢aju kvazinormalne frekvencije ne mozemo ekspli-
citno pronadi analiticki. Medutim, moguce je analiticki do¢i do implicitne jednadzbe
za kvazinormalne frekvencije zbog Cega i dalje svrstavamo ovu metodu pod ana-
liticke. Povijesno, do ovog rjesenja je doslo jer je diferencijalna jednadzba u pitanju
(3.1) sli¢nog oblika kao jedna specifi¢cna Schrodingerova jednadzba koja je ve¢ prije
bila rijeSena. Jos davne 1934. godine je George Jaffé pronasao rjesenja te jednadzbe
dok je trazio spektar iona molekule vodika [16]. Onda se 1985. godine E. W. Leaver
dosjetio iskoristiti Jafféove rezultate (odnosno generalizaciju koju su napravili Baber
i Hassé [17]) za trazenje kvazinormalnih modova [18]. U nastavku ¢emo prouciti po
njemu nazvanu — Leaverovu metodu.

Ako raspiSemo nazad jednadzbu (3.1) u koordinati r dobit ¢emo sljedece (za

opcenite perturbacije spina s)

d* dy r3uw?
T(T—2M>W+2M%+ r— oM

—l(z+1)—¥(1—s2) ¢ =0. (3.3)

Na rubovima prostora za jednadzbu (3.1), dakle za + — +oo imali smo za rjeSenja
ravne valove. Izrazena preko koordinate r, dakle za » — 2M i r — +o00, rjeSenja

izgledaju kao

w iwr < r >+iw2M ol
~ € — r (0.8}
2M
r —iw2M (34)

Leaver, po uzoru na Jafféa pretpostavlja rjeSenje kao beskona¢nu sumu sljede¢eg

oblika

W(r) = (r — 2M)fiw7,2iweiw(r721\/[) Z a (T — 2M) (3.5)

r
n=0

sto kada se uvrsti u jednadzbu (3.3) daje rekurzijske relacije
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apay + Boag = 0,

(3.6)
Unlpi1 + Bpp + Ynan1 =0, n=12...
u kojima su koeficijenti definirani kao
an =n* + (2 — 2iw)n — 26w + 1,
By =—(2n* + (2 — 8iw)n — 8w? — diw + (I + 1) — s?), (3.7)

Yo = n? — diwn — 4w? — s* — 1.

Najbitniji korak jest primijeniti rubne uvjete koje zelimo za kvazinormalne mo-
dove. Leaver to radi pozivajuéi se na teoriju rekurzivnih relacija te zakljucuje da ¢e
rubni uvjeti za kvazinormalne modove biti ispunjeni ukoliko suma u rjeSenju unifor-
mno konvergira. Koriste¢i Pincherleov teorem o veriznim razlomcima znamo da ¢e

suma konvergirati ukoliko vrijedi

«
0= B — 5_0—7;7 (3.8)
1 /827 50;23/3
gdje se Cesto radi preglednosti koristi notacija
Q71 172 (273
0=p — . (3.9)
B1— Ba— B3—
Ta se jednadzba, radi stabilnijeg numerickog izracuna [18], moze zapisati kao
Bn Ap—1Yn Cn—2Yn—1 i QoY1 o OpVYn+1 Cng1Vn+2 On427Yn43 o (310)

B Bn—l_ 671—2_ BO B ﬁn—l—l_ ﬂn+2_ Bn—&-S_

te ¢e biti ekvivalentna (3.9) za n > 0.

Leaver je ovom metodom uspjes$no izracunao prvih Sezdeset kvazinormalnih mo-
dova gravitacijskih perturbacija za | = 2 il = 3 te prvih deset za [ € [4, 12]. Takoder,
naslucivao je kako bi realni dio kvazinormalnih frekvencija trebao teziti konacnoj vri-
jednosti razli¢itoj od nule za snazno gusene modove, Sto ¢emo kasnije analiticki poka-
zati. Danas se i dalje njegova metoda smatra jednom od najpreciznijih za racunanje

kvazinormalnih modova [10].
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3.2 Nariai prostorvrijeme i Péschl-Teller potencijal

Potencijal koji dobivamo iz Schwarzschildovog prostorvremena (3.2) opada relativno
sporo s udaljenosti Sto mozemo fizikalno interpretirati kao situaciju u kojoj se valovi
povratno odbijaju od potencijala $to otezava rjeSavanje numerickim metodama [10].
Dobru aproksimaciju stvarnog potencijala mozemo dobiti koristeci tzv. Péschl-Teller
potencijal za koji se mogu analiticki pronaci frekvencije kvazinormalnih modova, sto
su prvi i pokazali Ferrari i Mashhoon [19]. Takoder, Mashhoon i Blome su pronasli

frekvencije kvazinormalnih modova i za Eckartov potencijal [20]:
V(z) = Vy [l — (tanh (a (x — ) — tanh(p))]?, (3.11)

koji se za ;1 = 0 svodi na Poschl-Tellerov:

Vo

V@) = o @)

(3.12)

gdje parametre Vj, 7o i @ namjeStamo iz potencijala kojeg Zelimo aproksimirati.

Dakle, uzimamo da je V; maksimalni iznos Schwarzschildovog potencijala za per-

turbaciju Zeljenog spina s, x, to¢ka u kojoj ga postize, a a® = — ﬁ . Cgﬁ , gdje

r=x0

je Vi Schwarzschildov potencijal za perturbaciju spina s.
Dakle, sada smo u poziciji promotriti diferencijalnu jednadzbu s ovim potencija-

lom te za nju pronadi frekvencije kvazinormalnih modova

d2¢+( Vo

dx? ~ cosh? (v (x — zg

»>¢_0 (3.13)

Ako napravimo supstituciju &(z) = (1 + e 22(==m0)) ~! uz malo muke dobivamo sljedeée

d*p
e

S -9 -n [“’— Ve s>] b0 G314

£(1- ¢y e

Dodatnom supstitucijom (¢) = (£(1 — &))~%/(2%)y(¢) i imenovanjem parametara

a = (a+ Va2 —4Vy — 2iw)/(2a), b = (@ — Va2 — 4V — 2iw)/(2a), ¢ = 1 — iw/«a

dobivamo standardnu hipergeometrijsku diferencijalnu jednadzbu [21]
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d*y dy B
f(l—é)d—g—l—[c—(a—l—b—i—l)f]d—g—aby—O, (3.15)

Cija rjeSenja su hipergeometrijske funkcije. Same kvazinormalne modove dobivamo
postavljanjem rubnih uvjeta kojima su i definirani. Dakle, na horizontu ¢emo imati
isklju¢ivo ulazece valove, dok u beskonacnosti iskljucivo izlaze¢e. Podsje¢amo da
i Poschl-Tellerov potencijal, kao i fizikalni potencijali ranije, trne na horizontu i u
beskonacnosti $to znaci da na tim rubovima imamo ravne valove.

Opcenita rjesenja jednadzbe (3.15), uzimajudi u obzir prethodnu supstituciju su

Y(€) = AEWP (1 — €)™/ Fla—c+1,b—c+1,2—¢,€)
+ B(g(l - €)>—iw/2aF(a’ b7 Gy E),

(3.16)

gdje su A i B neke konstante. Sada namec¢emo rubne uvjete koji definiraju kvazinor-
malne modove, prvo na horizontu. Uvedena varijabla ¢ na horizontu, tj. za r — 2M,
odnosno = — —oo se pona$a kao ¢ — e?*(@=)  Dakle, ¢ ée i¢i u nulu kako idemo
prema horizontu, a znamo da F'(a, b, ¢,0) = 1 pa nam preostaje samo prepoznati prvi

¢lan (uz konstantu A) kao izlazedéi val

—iw/2a

5iw/2o¢(1 . 5)—iw/2a _ [(1 + 6—2a(:{:—x0)) (1 . (1 + e—Qoé(x—xo))*1>:|
— [1 + ¢ 2a(z—wo) _ 1] —tw/20 (3.17)

_ 6iw(x—x0) )

Rubni uvjeti nam kazu kako na horizontu mozemo imati samo ulazece valove i stoga
stavljamo A = 0.

Preostalom ¢lanu moramo posvetiti malo viSe paznje, naime u beskonacnosti
se ¢ pona$a kao & — 1 — e 2*@=) _ 1 $to zna¢i da se ne mozemo tako lako
rijesiti hipergeometrijske funkcije iz razmatranja. Sre¢om, pomocu identiteta iz [21]
lako ju mozemo zapisati kao funkciju 1 — ¢ tako da opet u beskonacnosti dobijemo

F(a,b,c,0) = 1.
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_ _ c—a—br(c)r(a + b— C>
F(a,b,¢,§) = (1=¢) T(a)T(b)

L)' (c—a—10)
T Te—aT(c—0)

F(c—a,c—bc—a—b+1,1-¢)
(3.18)

F(a,b,—c+a+b+1,1=¢).

Dakle, ¢lan uz konstantu B iz rjeSenja (3.16) mnozi (3.18). Rac¢unamo ponaSanje

prvog ¢lana iz umnoska

(E(1—&) ™ (1= = (1= &) /(1 — g~/

(3.19)
_ é—iw/2a(1 . é—)iw/2a _ e—iw(z—xg)7
dok je drugi ¢lan
_ —iw/2a
(5(1 zw/2a _ 1 + e—2a(x mo)) (1 . (1 4 e—2a(:p—m0)) 1)i|
—iw/2a
(3.20)

—iw/2a

|: ].—|—6 2a(x— mo)) (1+€—2a(m—x0))—2]
[1 —2a (x—z0) 1+ 26—2(1(:5—3:0)}
= [

—2a(z— mo} —iw/2a eiw(ac—xo)7
gdje smo u tre¢em redu koristili e=2*(*=%0) <« 1 za 2 — +oo. Sada vidimo kako
prvi ¢lan predstavlja ulazece valove u beskonacnosti, a drugi izlaze¢e. Prema rubnim
uvjetima koji definiraju kvazinormalne modove zahtijevamo da je prvi ¢lan nula.
Stoga, konstanta koja stoji uz njega u mora biti jednaka nuli, a to se ostvaruje (vidi

prvi ¢lan u (3.18)) ako

Ta) ~ 0 ili O 0. (3.21)
Uvjet je zapravo analogan trazenju polova I' funkcije, a oni se kriju u nuli te u nega-
tivnim cijelim brojevima. Buduci da se a i b razlikuju samo do na predznak u jednom
¢lanu, istovremeno ¢emo pisati i jedan i drugi uvjet. Uzimajuéi da gornji predznak

stoji za a, a donji za b imamo
n= (a + /a2 — 4V, — 2iwn) /20, (3.22)
Sto brzo daje kvazinormalne modove Poschl-Tellerovog potencijala koji dobro opisuju

28



niske modove

2 1
wn:$\/%—%—ia(n+§). (3.23)

Poschl-Tellerov potencijal koji se koristi kao aproksimacija za niske modove Sc-
hwarzschildovog potencijala, moze se pokazati, proizlazi iz Nariai prostorvremena.
To je prostorvrijeme pronadeno kao rjeSenje Einsteinovih jednadzbi jos 1951. go-
dine [22]. Ukoliko promatramo ovaj problem ne samo kao uzimanje nekog aprok-
simativnog potencijala i racunanje, ve¢ kao konkretnu potragu za kvazinormalnim
modovima Nariai prostorvremena nai¢i ¢emo na pojedine zanimljivosti. Naime, gle-
dajudi strukturu svjetlosnih stozaca u Nariai prostorvremenu Venancio i Batista za-
kljucili su kako bi rubni uvjeti trebalo biti drugaciji nego kako smo ih dosad na-
vodili [23]. Ispada da su svjetlosni stoSci okrenuti tako da niSta ne moze izii iz
horizonta (kao i slu¢aju Schwarzschilda), ali i da niSta ne moze doseci beskonacnost.
Takva je struktura analogna crnoj rupi s kozmoloskim horizontom. Naime, Nariai
prostorvrijeme moze se konstruirati kao ekstremni slucaj Schwarzschild-de Sittero-
vog prostorvremena odakle je onda i jasnija struktura prostorvremena [24]. Bitno
je za naglasiti da Venancio i Batista u [23] nailaze na problem jer za fizikalno smis-
lene rubne uvjete koje smo upravo diskutirali ne dobivaju uvjet za kvazinormalne
modove, ve¢ za parametre prostorvremena koji bi odprije trebali biti fiksirani. Stoga
zakljucuju kako rjeSenje s takvim rubnim uvjetima ne postoji, nego tek ako nametnu
uvjete iste kao u Schwarzschildovom slucaju nalaze rezultat koji smo i mi pokazali

(3.23).

3.3 Asimptotski kvazinormalni modovi

Za Schwarzschildovu crnu rupu dosta dugo su bili dostupni Leaverovi rezultati kva-
zinormalnih modova te drugi numericki izracuni. Iako je bilo relativho jasno da
bi realni dio kvazinormalne frekvencije trebao teziti konacnoj vrijednosti razlicitoj
od nule [25, 26], prije Motla i Neitzkea [27] ta asimptotska vrijednost nije bila
izraCunata analiticki. U ovom dijelu pokazat ¢emo tehniku koju su koristili Motl
i Neitzke u svojem izracunu asimptotskih kvazinormalnih modova te reproducirati
njihove rezultate.

Metoda Motla i Neitzkea uvelike se oslanja na iskoriStavanje analitickih svojstava
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diferencijalne jednadzbe (3.1). Glavnu jednadzbu analiti¢ki produljujemo na kom-
pleksnu ravninu te ju analiziramo i trazimo njezine singularitete. Raspisana u stan-

dardnoj radijalnoj koordinati ona glasi

v=0 (3.24)

2M 1 1 I(l+1 2M
¢"+7m¢"[1_w(< ) 2 (1—82)>+w2

72 r

r

Na horizontu » = 2M i u ishodistu » = 0 imamo po jedan regularni singularitet, dok
u beskonacnosti r — +oo imamo iregularni singularitet. Osnova ove metode lezi
u proucavanju monodromija, odnosno faktora koji rjeSenja dobiju kada zaokruzimo
singularitet. IskoriStavajudi ¢injenicu da bi taj faktor, tj. monodromija morala biti jed-
naka neovisno o krivulji kojom singularitet zaokruzimo, Zelimo u razli¢itim asimptot-
skim podrucjima (gdje znamo oblik rjesenja) izracunati monodromiju te usporediti
rezultate i zahtijevati da budu jednaki. To ¢e nam u konacnici dati relaciju iz koje
mozemo dobiti frekvencije asimptotskih kvazinormlanih modova.

Promotrimo, sada analiticki produljeno, rjeSenje blizu horizonta u r-ravnini
. . . r r 2Mwi .
eWr — ezwr+zw2M1n<ﬁ—1) — (_ - 1) et 3.25
i (3.25)
Racunamo monodromiju rjeSenja tako da pogledamo koji faktor ¢e rjeSenje dobiti

prilikom 27 rotacije u r-ravnini u smjeru kazaljke na satu

—2mi

<re 1)2Mwi
w (I (T,e—27ri)) _ 2M _ 2mw2M 3 26
EC T 20

Klju¢no je za istaknuti da je ovo monodromija (opcenitog) rjeSenja jednadzbe (3.1)

oko horizonta, a ne samo monodromija rjeSenja pored horizonta. Drugim rije¢ima,
monodromija (oko horizonta) izracunata po proizvoljnoj krivulji u r-ravnini takoder
mora dati isti rezultat.

U beskonac¢nosti nam je nesto teze nametati rubne uvjete, budu¢i da smo u kom-
pleksnoj ravnini jer bi rjeSenja mogla nepozeljno divergirati. Stoga, rubni uvjet u
beskonacnosti namjestit ¢emo tako da se do beskonacnosti prose¢emo po pravcu duz

kojega je rjesenje iskljucivo oscilatorno, odnosno duz kojega
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0 =1Im(wz) =wrzr + wrer,
Wy (3.27)
Ty = ——— TR,
WR
uzimajudi w; > wp fokusiramo se iskljuc¢ivo na kvazinormalne modove u asimptot-
skom rezimu velikog gusenja te vidimo da taj pravac lezi to¢no na imaginarnoj osi.
Sada imamo plan za nametanje dobrih rubnih uvjeta te mijenjamo koordinatni
sustav u odprije poznatu kornjaca koordinatu x, a onda pak nju mijenjamo u z =
x — 2Min. Kada iz r predemo u z onda iregularni singularitet u beskonacnosti os-
taje u beskonacnosti. Singularitet u horizontu » = 2M prebacuje se u + — —oo,
dok preostali singularitet u ishodistu » = 0 dolazi na x = 2Minr. Stoga, prelazak
na z koordinatu ima za cilj spustiti singularitet iz sredista crne rupe u ishodiste z-

ravnine. Maloprije definiran pravac Im(wz) = 0 sada je na Im(wz) = 0, te uvjet na

monodromiju oko horizonta takoder ostaje isti.

r ) )

(a) r-ravnina (b) z-ravnina

Slika 3.1: Plava linija ukazuje na krivulju duz koje ¢emo racunati monodromiju
rjeSenja. Tamno podrudje oznacava Im(r) < 0, odnosno Im(x) < 0. Slike preuzete
iz [27].

Racunajudi eksplicitno rjeSenja u asimptotskim podru¢jima gdje znamo ponasanje
daje nam moguc¢nost da, korak po korak, pratimo kako se mijenja koeficijent ispred
ulaze¢ih odnosno izlazecih valova. Krivulja na slici 3.1a, odnosno 3.1b pokazuje
kojim smjerom i kuda ¢emo pratiti kako izgleda rjeSenje, pocevsi od podrucja A s
ciliem da monodromiju za tu krivulju usporedimo s monodromijom (3.26) koju smo
dobili koriste¢i rubne uvjete. U beskonacnosti znamo ponasanje, ali bitno nam je i

kako se rjeSenje ponasa za z — 0 bududi da u z-ravnini kruzimo oko ishodista. Stoga,
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razvijajuci potencijal oko z — 0 imamo

(3.28)

d*y , st—1
E+(“’ T )WO
¢ija rjesenja su, uz pogled na [21], Besselove funkcije. One se u kompleksnoj ravnini,
oko ishodista, ponasaju kao
j:l:s/? X Zi8/2¢(z)7 (329)

gdje je ¢(z) holomorfna.
Sada smo u poziciji gdje je sve spremno za pratiti faktor ispred rjeSenja. Dakle,

rjeSenja (3.28) su Besselove funkcije

Y x ApepvweTsp(wz) + A_coyvwzT g (wz) (3.30)

gdje biramo koeficijente ¢, tako da za wz — +oo vrijedi razvoj

ceVwzTys)2(wz) — 2cos (wz — o) (3.31)
gdje su o = §(1 £ s). Faktor ispred izlaze¢ih valova u podru¢ju A dobivamo upravo
raspisom ovog asimptotskog oblika Besselovih funkcija preko ravnih valova te pri-
mjenjujuci rubni uvjet da u beskonac¢nosti nemamo ulaze¢ih valova odnosno

Aje ™™ + A_e7 =0, (3.32)

Tako rjesenje u podrucju A 4, do kojega smo dosli razvojem (3.31) od rjeSenja
(3.28), ima konacan oblik

Pa X (A+em+ + A,em‘) ez, (3.33)

Sada nailazimo na ishodiste oko kojega (u z-ravnini) radimo 37 rotaciju. Uzi-
majuéi u obzir da se Besselova funkcija ponasa kao (3.29) te da ju mnozi jos$ i v/z

vidimo da ¢e rjeSenje pokupiti faktor e®*+ jer vrijedi

Vzei (zegm)is/Z ¢(Z€37ri) _ €6iai\/zzis/2¢(z). (3.34)
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Rjesenje u podru¢ju B dobivamo razvojem prema wz — —oo gdje vrijedi

ceVwzTespa(wz) o< 2cos (—wz — ay) . (3.35)

Opet, raspisujemo kosinus preko ravnih valova kako bismo jasno pratili koeficijent
ispred izlazedih valova te pribrajajuci koeficijent od rotacije oko ishodista (3.34) uz

izlazec¢e valove dobivamo

Yp X (A+e5m+ + A_e5i°‘*) e W, (3.36)

Preostalo je zaokruziti duz polukruga u beskonacnosti nazad do podrucja A te
usporediti konacni rezultat s (3.26). Kada napravimo puni krug u smjeru kazaljke na
satu ne smijemo zaboraviti da funkcija e~** dobiva faktor e=2"“2M | $to se ne treba
pomijeSati s monodromijom cijelog rjeSenja jednadzbe koja je e2™“2M, Dakle, prate¢i
Sto se dogada ispred izlazecih valova, poceli smo s faktorom kojeg smo izracunali u
podrudju A (3.33), a zavrsili smo s faktorom (3.36) kojeg jo$ mnozi e=2™?M Kada
izraCunate faktore podijelimo kako bismo dobili ukupnu monodromiju imamo

N (A+€5ia+ + A_65ia_) o—2mw2M

— (Ao 1 A e : (3.37)

gdje smo s lijeve strane jednakosti stavili ukupnu monodromiju rjeSenja izracunatu
blizu horizonta (3.26) jer nasa izracunata duz plave linije na slici 3.1b mora biti ista.

Kratki raspis eksponencijala daje

e — (1 4 2 cos(ms)), (3.38)

gdje smo s + ukljucili slucaj u kojemu sve prethodno radimo isto samo u suprotnom
smjeru. Konacno, kvazinormalni modovi u asimptotskom rezimu velikog gusenja

wr > wg su sljededi

Arw2M = +1n(1 4 2cos(ws)) + (2n + 1)in. (3.39)

Ako se prisjetimo slike 2.2 vidimo kako za s = [ = 1 realni dio modova tezi prema
nuli, dok za s = [ = 0is = | = 2 teZi nekoj kona¢noj vrijednosti — upravo to

ponasanje smo analiticki pokazali.
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Slika 3.2: Efektivni potencijal za s = [ = 2 sa skiciranim podrucjima u kojima zasebno
trazimo rjeSenja.

3.4 WKB metoda

Veoma prisutna metoda u racunanju kvazinormalnih modova je WKB metoda. Svima
je poznata iz kvantne fizike, nazvana prema trojici Wentzel-Kramers—Brillouin, ko-
jima se nekada dodaje i Jeffreys te se sva Cetiri slova znaju pojavljivati u raznim
permutacijama. NajceScCe se referira na nju kraticom WKB kako ¢emo i mi u daljnjem
tekstu.

Problem racunanja kvazinormalnih modova, pokazali smo, svodi se na rjeSavanje
obi¢ne diferencijalne jednadzbe, odnosno na rjeSavanje problema svojstvenih vri-
jednosti. Glavnu jednadzbu i sami smo nazivali Schrédinger-olikom stoga slicnost
s kvantnom fizikom nikako nije iznenadenje. Ako se sjetimo, u problemima u kvant-
noj fizici WKB metoda koristila se kao semiklasi¢na aproksimacija, dakle za Cestice
visokih energija u sporo mijenjaju¢em potencijalu. U takvoj je situaciji problem bio
kod tocaka obrata, gdje bi energija bila jednaka potencijalu te je proces rjesavanja bio
sljededi: aproksimativna rjesenja bi se nasla u podru¢jima daleko od tocke obrata te
je cilj bio spojiti njihove asimptotske razvoje. U kvantnoj fizici taj bi proces spajanja
najces¢e davao kvantizacijski uvjet na energiju.

U racunanju kvazinormalnih modova moZemo primijeniti istu tehniku. Referi-
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rajudi se na sliku 3.2, u podru¢jima / i /11 aproksimativno ¢emo izracunati rjeSenja u
tzv. aproksimaciji geometrijske optike, koja odgovara uzimanju [ — +oo. U podrucju
I1] dominirat ¢e centrifugalni ¢lan u potencijalu pa ¢e slaganje rjeSenja izmedu po-
dru¢ja [ i 111 najbolje vrijediti kada taj ¢lan dominira i u podrucju 7/, a to vrijedi
upravo za [ — +oo. Nas problem lagano mozemo pogledati u notaciji koja se stan-
dardno koristi za WKB metodu gdje definiramo Q(z) = V,(z)—w?, a rje$avamo glavnu

jednadzbu u kojoj smo pretpostavili da je druga derivacija mala [28]

d*y(z)
€ proa Q(z)v(x). (3.40)
Pretpostavivsi rjeSenje oblika
(x) o exp E HZ:O G”Sn(x)] (3.41)

dobivamo (za prva dva neis$cezavajuca reda) tzv. eikonalnu i transportnu jednadzbu,

redom

(S9)? = Q(x)
2818 + S = 0.

(3.42)

Ako stanemo na prvom neiSCezavaju¢em redu, odnosno rijeSimo samo eikonalnu
jednadzbu kazemo da radimo u aproksimaciji geometrijske optike. Odnosno, pro-
matramo Sirenje gravitacijskih valova ignorirajuéi njihovu valnu prirodu, analogno
promatranju elektromagnetskih valova kao ‘zraka svjetlosti’. Pomoc¢u S,,(z) moZemo
rekonstruirati, red po red, rjeSenja u podrucjima [ i I71.

Uvjet za kvazinormalne modove dobit ¢emo kada pronademo rjesenje u podrucju
11 te ga pokusamo spojiti na tockama obrata. Znamo da ¢e nas potencijal ima maksi-
mum te ¢emo oko njega razviti funkciju Q(z) = Qo+35Qf (x—x0)*+..., gdje je z, tocka
u kojoj potencijal postize maksimum. Uvodedi k = Q)/2 te z = (4k)Y*e™4(z — x)

glavna jednadzba svodi se na

2
v + (n + - — }122) P =0, (3.43)

gdje je
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] :
lo G (3.44)

2 ey
Rjesenja ove jednadzbe su parabolicne cilindarske funkcije [29]. Pokraj horizonta

moze se pokazati [28] da se ponasaju kao

¥ oc Ae” e /2 AL (—n)| P A e A, (3.45)

te stavljanjem rubnih uvjeta kojima branimo izlazece valove na horizontu dobivamo

uvjet za kvazinormalne modove 1/I'(—n) = 0 §to daje

W = V(o) +i(n + %)\/QV”(:UO). (3.46)

U kontekstu kvazinormalnih modova medu prvima su WKB metodu poceli koris-
titi Shutz i Will [30], a uslijedilo je i razvijanje u vece redove [31]. Zbog relativno
jednostavnog postupka i ¢injenice da je konacni oblik analiticki i eksplicitan ova me-

toda se Cesto koristi u izra¢unu kvazinormalnih modova.
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4 Nova istrazivanja

4.1 Hodova hipoteza

Shahar Hod 2007. godine donio je hipotezu o frekvenciji osnovnog kvazinormalnog
moda za razne crne rupe [32]. Koriste¢i argumente kvantne teorije informacija te
poveznicu informacije i entropije u kontekstu crnih rupa, dosao je do relacije koja
ogranicava frekvenciju osnovnog kvazinormalnog moda crnih rupa.

Pocevsi od teorije informacija oslanja se na rezultat od [33,34] o maksimalno

dozvoljenoj stopi prijenosa informacija /,,,q,

TAE
Iaz = 1o (4.1)
A onda pak, takoder uz potporu rezultata iz teorije informacija [35-37], povezuje
informaciju s entropijom. Entropiju smatra kao mjeru neznanja ili manjka informa-
cija o sustavu. Time od (4.1) dolazi do gornje granice za promjenu entropije AS u

danom vremenskom razdoblju 7

AS TwAFE
= < )
T — h

(4.2)

Nadalje, u standardnoj termodinamickoj relaciji % = T uzimamo za temperaturu
Bekenstein-Hawkingovu temperaturu crne rupe 7gy. Konacno, ovime dobivamo do-
nju granicu za period, odnosno gornju granicu za imaginarnu komponentu frekven-

cije crnih rupa u ovisnosti o njihovoj temperaturi

WTBH
Wi S h )

(4.3)

koja vrijedi za frekvenciju najdulje Zivu¢eg, odnosno osnovnog moda.

Hod je navedenu relaciju provjerio (gdje je moguce) analiticki i numericki na
nizu primjera crnih rupa. Za Kerrovu i Kerr-Newmanovu nalazi da posStuju granicu
te da u ekstremalnom sluc¢aju a/M — 1 saturiraju granicu, odnosno u (4.3) vrijedi
jednakost. Za Reissner-Nordstromovu takoder dolazi do istog zakljucka. Pokazuje
da postuju granicu jos i D-dimenzionalna Schwarzschildova crna rupa u asimptotski
ravnom i de Sitter prostorvremenu, te velike (u odnosu na kozmolosku konstantu)

AdS crne rupe. [32]
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Medutim, za ovu relaciju jasno mozemo re¢i da nije univerzalna. Primjere koje
je Hod pokazao su se naravno slagali s njegovom hipotezom, ali za niz prostorvre-
mena relacija ne vrijedi. Primjerice, Ortega je pokazao da relaciju ne postuju D-
dimenzionalno de Sitter prostorvrijeme, trodimenzionalna rotiraju¢a BTZ crna rupa,
i D-dimenzionalna bezmasena topoloska crna rupa [38]. Preostaje pitanje, ukoliko
uopce izvod same relacije mozemo smatrati preciznim, postoji li neSto inherentno
primjerima crnih rupa kao sto su Kerrova ili Kerr-Newmanova zbog ¢ega se drugacije

ponasaju.

4.2 Kvantna perspektiva

Kvazinormalni modovi sami po sebi predstavljaju uvid u svojstva crnih rupa. Oni
ovise o parametrima crnih rupa kao $to su masa, angularni moment i naboj. Buduca
mjerenja gravitacijskih valova otvorit ¢e prozor u kvantitativhu analizu kvazinor-
malnih modova te dati priliku da se dugo provjeravane teorije ispitaju. Primjerice,
mjerenjem kvazinormalnih modova lako se moze ispitati teorem o odsudstvu kose
(eng. no-hair theorem) [39]. Trenutne znacajke opce teorije relativnosti svakako ¢e
biti detaljno ispitivane sve boljim nadolaze¢im zemaljskim i svemirskim detektorima.
Medutim, tu se namece i pitanje je li moguce kvazinormalnim modovima dobiti uvid
u kvantnu strukturu prostorvremena?

Kao $to smo i ranije naveli Hod je predlozio vezu izmedu osnovnog kvazinormal-
nog moda crne rupe i njezine temperature oslanjajuci se na kvantnu teoriju informa-
cija. Nesto ranije, Hod je koristio Bohrov princip korespondencije kako bi izra¢unao
kvantizaciju povrsine horizonta crne rupe [26]. Podsjetimo se, Bohrov princip ko-
respondencije nalaze da bi frekvencije na visokim kvantnim brojevima trebale od-
govarati klasi¢nim vrijednostima. Uzimajuéi za povrSinu A = 167 M? i za energiju
dM = E = hw pronalazi da je AA = 4I21n(3), gdje je [, Planckova duljina. Hod
je ovaj rad napisao prije nego Sto su Motl i Neitzke analiticki pronasli asimptotske
kvazinormalne modove tako da nije mogao jednostavno pogledati (3.39). Medutim,
znalo se za Schwarzschildovu crnu rupu (numericki) da realni dio frekvencije tezi
prema In(3).

Takoder vezano za povrSinu crne rupe Motl i Neitzke u [27] motiviraju svoj rad

pretpostavljenom vezom izmedu asimptotskih kvazinormalnih modova i frekvencije
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koju crna rupa izrac¢i kada izgubi kvant povrsine. Konkretno, motivaciju grade na
ideji iz [40] te argumentiraju kako rezultat In(3) daje indikaciju da bi bazdarna grupa
za LQG (loop quantum gravity) trebala biti SO(3), a ne SU(2).

Iako smo ovdje pokazali perspektivu na pokojem specificnom primjeru, niz drugih
su itekako prisutni u literaturi. Zadnje poglavlje u [10] prikuplja na jedno mjesto
tadasnja nova istrazivanja gdje se moze pronaci ne samo ove primjere, veC i razne

druge, a detalji se naravno nalaze u tamosnjim referencama.
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5 Zakljucak

Detaljno je proucena teorija perturbacija crnih rupa na primjeru Schwarzschildovog
prostorvremena. Podijelivsi perturbacije po njihovom spinu, moguce je promatrati
njihovu dinamiku u zakrivljenom prostorvremenu koje prikladno nazivamo pozadin-
sko. Promatrajuci njima odgovarajuce jednadzbe moguce je opisati kako perturbacije
razlic¢itih polja evoluiraju u pozadinskom prostorvremenu. Gravitacijske perturbacije
su perturbacije same metrike Cija je evolucija kroz pozadinsko prostorvrijeme dana
Einsteinovom jednadzbom. Pretpostavivsi najopcenitiji oblik metrike mozemo one
dijelove razlicite od Schwarzschildove metrike prozvati malim velicinama i na taj
nacin raspisati komponente Einsteinovih jednadzbi kako bismo izveli tzv. glavnu jed-
nadzbu koju postuju perturbacije. Gravitacijske perturbacije moguce je, prema njiho-
vom utjecaju na prostorvrijeme i ponasanju na paritetnu transformaciju, podijeliti u
dvije skupine — aksijalne i polarne. Aksijalne perturbacije induciraju rotaciju te pri
paritetnoj transformaciji dobivaju predznak (—)"*!, dok polarne dobivaju predznak
(—)L. Sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koji tvore komponente Einsteinovih
jednadzbi odvezuje aksijalne od polarnih perturbacija te su medusobno nezavisne.
Konacni oblik diferencijalne jednadzbe koja opisuje gravitacijske (i ostale) perturba-
cije je oblik vremenski neovisne Schrodingerove jednadzbe s efektivnim potencija-
lom. Razlika medu aksijalnim i polarnim gravitacijskim perturbacijama vidljiva je u
medusobno razlic¢itom efektivhom potencijalu.

Obje vrste gravitacijskih perturbacija daju isti spektar kvazinormalnih modova,
iako diferencijalne jednadzbe koje ih opisuju imaju drasti¢no razli¢ite potencijale.
Razlog tomu krije se u dubokoj vezi tih potencijala koju je prvi pronasao Chandra-
sekhar. Uspjesno je zapisao oba potencijala kao proizlazece iz treceg. U literaturi se
takvi parovi potencijala znaju nazivati superpartner potencijali. Ne samo da su frek-
vencije kvazinormalnih modova iste za aksijalne i polarne gravitacijske perturbacije,
vec¢ Ce u problemu rasprsenja koeficijenti refleksije i transmisije takoder biti jednaki.

Racunanje samih kvazinormalnih modova jest izazov visokih razmjera. Numericki
nalije¢emo na razne tehnicke prepreke, dok analiticki pristupi ¢esto moraju pribje-
gavati aproksimacijama ili asimptotskim slucajevima. Egzaktna i potpuna rjeSenja
glavne jednadzbe za gravitacijske perturbacije i dalje nisu pronadena. Leaver je us-

pio analiticki izracunati implicitni uvjet za kvazinormalne modove, time stvorivsi
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najprecizniju metodu racunanja kvazinormalnih modova. Oslanjajudi se na analogiju
problema s kvantnom fizikom, pronasao je matematicki identi¢can (odavno rijeSen)
problem u kojem je Jaffé izracunao energetski spektar iona molekule vodika. Njegove
rezultate uspjesno je primijenio u trazenju kvazinormalnih modova. Takoder, Cesto
se koriste aproksimacije kao Sto je primjerice stavljanje Poschl-Tellerovog potencijala
za koji znamo rijesiti glavnu jednadzbu umjesto Schwarzschildovog.

Motivirani kvantnom teorijom gravitacije, Motl i Neitzke analiticki su pronasli
asimptotske kvazinormalne modove u rezimu snaznog guSenja. Oslanjajudi se na
rezultate koji povezuju asimptotske kvazinormalne modove s kvantizacijom povrsSine
crnih rupa daju naslutiti neke rezultate iz LQG. Kvazinormalni modovi su prisutni
u diskusijama o kvantnoj gravitaciji, a i o testovima opce teorije relativnosti. Zbog
njihovog eksperimentalnog legitimiteta daju savrseni uvid u teoriju unutar koje su
izracunati. Moguce ih je koristiti za ispitivanje teorema o odsudstvu kose (eng. no-
hair theorem), za mjerenje parametara crnih rupa, za ispitivanje modificiranih teorija
gravitacije te mnoge druge stvari. Nove generacije detektora gravitacijskih valova

modi ¢e upravo takve analize i provoditi s drasticno ve¢om preciznos¢u nego sada.
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Dodaci

Dodatak A D’Alambertov operator u zakrivljenom pros-

torvremenu

U izvodu jednadzbe koja opisuje dinamiku skalarnog polja u Schwarzschildovom

prostorvremenu separiramo Klein-Gordonovu jednadzbu

O = 0. (A.1)

Pitanje je kako izgleda operator [0 = V,V* ukoliko metrika nije ravna? Prva kovari-

jantna derivacija djeluje na vektor V# sto nam je dobro poznato te glasi

V,VE =9, VE 4 TE Ve (A.2)

Raspisujudi I'Y,, imamo

1
an = _guﬁ (0a9up + Ougas — Os9op)

2
1
= Eg“ﬁaagug (A.3)
! 0, ! Og/
= 7009 = —F/—0qV—Y,
29 V=g

gdje je g = det[g,,]. U drugoj jednakosti smo koristili Jacobijevu formulu koja pove-
zuje trag matrice s derivacijom njezine determinante 9 det M = det M Tr (M ~1OM).

Kona¢no imamo

O¢ = V,V*6
1
— 0,0"p + = (8,v/—9) 0"0. (A.4)
1
= —0,(9"0,0) =0

gdje smo koristili da je djelovanje kovarijantne derivacije na skalarno polje isto Sto i

djelovanje parcijalnom derivacijom V¢ = 0,¢.
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Dodatak B Specijalne funkcije od vaznosti

Vise o svim ovim specijalnim funkcijama moze se saznati na raznim mjestima, pri-

mjerice [21] odakle su i preuzete informacije napisane ovdje.

B.1 Gegenbauerovi polinomi
U izvodu aksijalnih gravitacijskih perturbacija razvijamo rjeSenje po Gegenbauero-
vim, odnosno ultrasferi¢nim polinomima C%(z). Oni su ortogonalni polinomi koji
tvore potpun skup na intervalu [—1, 1] s obzirom na tezinsku funkciju

w(z) = (1 -z 12, (B.1)

Zadovoljavaju Gegenbauerovu diferencijalnu jednadzbu

2CO(z) dC°(z)
2 n . n
(1-—27) T2 (2a+ 1)z I

+ n(n + 20)CS(z) =0, (B.2)

koja se supstitucijom = = cos # lagano svodi na jednadzbu (2.7). Moguce ih je defini-

rati i preko generirajuce funkcije

1 s . .
(1 — 2zt + ¢2)” - 207(1 )(l’)t Pt <1, a#0. (B.3)
n=0
Normalizacija im je
1 2172(111(” + 20{)
1 — 22)o-1/2 (oo Qd:ﬂ' N
Za a = 1/2 Gegenbauerova jednadzba (B.2) svodi se na dobro poznatu Le-

gendreovu jednadzbu, pa se tako i Gegenbauerovi polinomi svode na Legendreove

CY2(z) = Po(x).

B.2 Pridruzeni Legendreovi polinomi

Odavno svima dobro poznati, ali svejedno ¢emo ih u dodatku spomenuti kako bismo
sve koriSteno imali na jednom mjestu. RjeSenja su pridruzene Legendreove diferen-

cijalne jednadzbe
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2

2
(1 _ x?) % _ QdeZC(SC) + (l(l +1)— . TxQ) Pim(z) =0, (B.5)

koja se za m = 0 svodi na (nepridruzenu) Legendreovu jednadZbu, odnosno na
specijalan o = 1/2 sluc¢aj Gegenbauerove jednadzbe. Opet, uvodenjem supstitucije
x = cosf mozemo iz (B.5) do¢i do jednadzbe u koordinatama u kojima se i koristi

prilikom rjesavanja recimo jednadzbe za skalarne perturbacije

sin 6 df (sm@ a0 ) + (l(l +1) Sz Pim = 0. (B.6)

Povezani su s (nepridruzenim) Legendreovim polinomima

Pr(a) = (1" (1 =)™ T (R(a)). ®.7)

PridruZeni Legendreovi polinomi nisu opcenito svi medusobno ortogonalni, ali za

0 < m <[ zadovoljavaju

! 2+ m)!
/_ Prnl@) (s = b, (B.8)

Sto im definira normalizaciju.
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