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Uvod

Odredeni geometrijski izrazi vezani uz trokut imaju ekstrem, odnosno minimum ili
maksimum, koji postizu u nekim posebnim to¢kama trokuta poput tezista, srediSta opisane
1 srediSta upisane kruznice, ortocentra, Lemoineove tocke i sli¢no.

U prvom poglavlju navedeni su teoremi vezani uz neke posebne pravce i tocke trokuta.
Neki od njih nisu sastavni dio redovnoga osnovnoskolskog i srednjoSkolskog obrazovanja,
no zanimljivi su i korisni u geometriji.

U drugom poglavlju rada nalaze se joS neki teoremi i formule koji ¢e biti od koristi
u rjesavanju zadataka o ekstremima funkcija koji se postizu u nekim posebnim to¢kama
trokuta. Ti su zadatci ve¢inom preuzeti iz [1] 1 dio su treeg, a ujedno i glavnog, poglavlja
ovoga diplomskog rada.



Poglavlje 1

Trokut

1.1 Cevin teorem

Uvjet konkurentnosti triju pravaca koji prolaze vrhovima trokuta dan je Cevinim' teore-
mom, koji ¢e u ovome radu biti iskazan samo za neorijentirane duZine jer ¢e tocke D, E, F
lezati na stranicama danog trokuta, a ne na njegovim produZetcima (slika 1.1). Kada su te
tocke na stranicama danog trokuta, onda se to¢ka P nalazi u unutraS$njosti trokuta.

Slika 1.1: Dva sluc¢aja Cevinog teorema

Teorem 1.1.1. (Cevin teorem) Neka je dan trokut ABC i tocke D, E, F redom na redom na
stranicama BC,CA, AB. Ako su pravci AD, BE i CF konkurentni, onda vrijedi

|BD| |CE| |AF| _
IDC| |EA| |FB|

!Giovanni Ceva (1647. — 1734.), talijanski matematicar

2



POGLAVLJE 1. TROKUT 3

Dokaz. U ovom ¢emo dokazu koristiti povrSine trokuta. Budu¢i da trokuti AAFC 1 AFBC
imaju zajednicku visinu (slika 1.2), vrijedi

|AF]| - hy
Paarc _ 2 _ |AF| (1.1)
Pursc |FBl-hy  |FB| '
2

Na istoj slici vidi se da i trokuti AAF P i AF BP imaju zajednic¢ku visinu pa analogno vrijedi

P AF
AAFP — I | (12)
P,rgr  |FB]
Iz (1.1)1 (1.2) slijedi
PAAFC — PAAFP
PAFBC PAFBP'
Slika 1.2
Svojstvo razmiera © = < = 2_C povladi
Vojstvo raz —=-= vlaci
! T d " b-a®
IAFl — PAAFC - PAAFP — PAAPC (1 3)
|FB| PAFBC - PAFBP PAPBC, .
Sto je prikazano i na nizu slika 1.3. Analogno dobivamo
IBDI — PABDA — PABDP
|DC| PADCA PADCP.
Sada slijedi
BD| P -P P
IBD|  Pappa ABDP _ L'aABP (1.4)

|DC| - PADCA - PADCP - PAACP.
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Sada opet analogno dobivamo

|ICE|  Pxcesp _ Pacep

|EA| - PAEAB - PAEAP.

To nam pak daje
|CE| — PACEB - PACEP — PACPB (1 5)
|EA| PAEAB - PAEAP PAPAB - .
Sada pomnoZimo (1.3), (1.4) i (1.5) kako bismo dobili Zeljeni rezultat
IAF| '|BD| |CE| _ Prarc Prap Pucrp _ |
|FB| |DC| |EA| PAPBC PAAPC PAPAB .
O

Vrijedi i obrat Cevinog teorema, koji ¢emo sada dokazati.

Teorem 1.1.2. (Obrat Cevinog teorema) Neka je dan trokut AABC i tocke D, E, F redom

na stranicama BC, CA, AB. Ako vrijedi

|BD| |CE| |AF| _
IDC| |EA| |FB|

onda su pravci AD, BE i CF konkurentni.

Dokaz. Neka vrijedi
|BD| |CE| |AF| _
IDC| |EA| |FB|

Zelimo pokazati da su tada pravci AD, BE, CF konkurentni, odnosno da se sijeku u jednoj
tocki.

(1.6)
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Oznacimo sjeciSte pravaca AD 1 BE s P, a sjeciste pravaca CP 1 AB s F’ (slika 1.4). Buduci
da su D1 E na stranicama trokuta AABC, tocka P se nalazi unutar trokuta pa je onda i to¢ka
F’ na stranici trokuta.

Bududi da pravci AD, BE i CF’ prolaze tockom P, vrijedi

|BD| |CE| |AF'| _
IDC| |EA| |F'B|

(1.7)

Slika 1.4

Izjednacimo (1.6) 1 (1.7) ¢ime dobivamo

|BD| |CE| |AF| _|BD| |CE| |AF|
IDC| |EA| |FB| — IDC| |EA| |F'B|

paje
AF| _ |AF'|

[FB| — |F'B’
Zakljuéujemo da tocke F i F’ dijele duZinu AB u istom omjeru. Dakle, rije¢ je o istoj tocki.
O

Cevin teorem se moZze iskazati 1 trigonometrijski na sljedeci nacin.

Teorem 1.1.3. Neka je dan trokut AABC i tocke D, E, F redom na stranicama BC,CA, AB.
Pravci AD, BE i CF su konkurentni ako i samo ako vrijedi

sin|/EBA| sin|/FCB| sin|/DAC| _ |

sin|/CBE| sin|/ACF| sin|/BAD|
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Dokaz. Ako su AD, BE, CF konkurentni, odnosno sijeku se u tocki P, onda se primjenom
poucka o sinusu u trokutima AABP, ABCP, ACPA redom dobiva

sin|/BAP| |BP| sin|/BAD| |BP|
- = = - = , (1.8)
sin|ZPBA| |AP| sin|[ZEBA| |AP|
sin|/CBP| |CP| sin|£CBE| |CP|
- = = - = , (1.9)
sin|/PCB| |BP| sin|[/ZFCB| |BP|
sin[ZACP| |AP| sin|[Z/ACF| |AP|
- = = - = . (1.10)
sin [ZPAC| |CP| sin [ZDAC| |CP|
MnoZenjem (1.8), (1.9) 1 (1.10) dobiva se traZeni rezultat.
Sada dokazimo obrat Cevinog teorema. Neka za tocke D, E, F vrijedi
sin|/EBA| sin|/FCB| sin|/DAC| _ (L11)

sin|ZCBE| sin|/ACF| sin|/BAD| ~
Cilj je pokazati da su tada pravci AD, BE, CF konkurentni.
Oznacimo sjecisSte pravaca AD i1 BE s P, a neka pravac CP sijeCe AB u tocki F’. Tada po
Cevinom teoremu za pravce AD, BE, CF’ vrijedi

sin|/ZEBA| sin|/F'CB| sin|/DAC| _
sin|Z/CBE| sin|/ACF’| sin|/BAD|

(1.12)

Izjednacavanjem (1.11) 1 (1.12) dobivamo

sin|[ZF'CB| _ sin|/FCB]
sin|£ACF’| ~ sin|/ACF|’

Promatranjem trokuta AACF’ i ACF’B, prema poucku o sinusu dobivamo

sin|/ACF’| _ |AF'|

sind  |AC|’
sin|.F'CB| _ |BF'|
sin(180° — &)  |BC|’

gdje je 6 = |[ZCF’A|. Bududi da je sin 6 = sin(180° — 9), slijedi da nakon dijeljenja tih dviju

jednakosti imamo
sin|[ACF’| _ |AF’| |BC|

sin|F’CB|  |BF'| |AC|
Na analogan nacin, iz trokuta AACF 1 ACF B slijedi

sin|[/ACF| _|AF| |BC|

sin|£FCB| ~ |BF| |AC|
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Buducdi da su lijeve strane jednake, slijedi da su i desne strane jednake te vrijedi

|AF"| _ |AF|

|BF’| ~ |BF|’

to jest totke F i F’ dijele AB u istom omjeru, $to znadi da se radi o jednoj to¢ki, odnosno
F=F. O

KoriStenjem navedenog Cevinog teorema, izmedu ostaloga, moze se dokazati konku-
rentnost teziSnica, visina Siljastokutnog trokuta, simetrala unutarnjih kutova trokuta, te si-
medijana trokuta.

1.2 Simedijane i Lemoineova tocka

Postoji viSe nacina definiranja pojma simedijane trokuta, a za potrebe ovoga rada ko-
ristit ¢e se sljedeca definicija.

Definicija 1.2.1. Pravac koji prolazi vrhom A danog trokuta AABC i koji je simetrican
teZisnici t, iz toga vrha s obzirom na simetralu unutarnjeg kuta pri vrhu A naziva se
simedijana vrha A.

Analogno se definiraju simedijane za preostale vrhove danog trokuta. Onda kada je
trokut jednakokracan, jedna njegova simedijana se preklapa sa simetralom kuta i pravcem
na kojem lezi teziSnica, odnosno rijec je o istom pravcu.

B Bl p D\ C

Slika 1.5: Pravac AE simedijana je trokuta AABC

Slijedi iskaz i dokaz Steinerovog? teorema, koji ¢e nam od koristi biti u dokazivanju ne-
koliko sljedecih teorema o omjerima vezanim uz simedijane. Dokazi su prilagodeni prema
[9]1 [10].

2Jakob Steiner (1796. — 1863.), $vicarski matematicar
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Teorem 1.2.2. (Steinerov teorem) Neka je D tocka na stranici BC trokuta AABC te neka
osnosimetricna slika pravca AD s obzirom na simetralu kuta pri vrhu A sijece pravac BC
u tocki E. Tada vrijedi

|BD| |BE| _ |AB|?

IDC| EC| ~ |ACP

Dokaz. Prema poucku o sinusu primijenjenom na trokute ABDA i ADCA vrijedi

|BD| _ sin|/BAD|
|JAB|  sin|/ADB]
|IDC| _ sin|/DAC| _ sin|/DAC|
JAC| ~ sin|/ADC|  sin|/BDA|

Dijeljenjem tih jednakosti dobiva se

|BD| _ |AB| sin|/BAD|

(1.13)

IDC|  |AC| sin|/DAC|

Sli¢no se dobije 1

|IBE| _ |AB| sin|/BAE|
|[EC|  |AC| sin|/EAC|
Mnozenjem (1.13) 1 (1.14) dobiva se traZena jednakost

(1.14)

IBD| |BE| _ |ABP
IDC| |EC| ~ |ACP

jer je po konstrukeiji [ZBAD| = |£EAC| i |/BAE| = |/DAC|. O
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Teorem 1.2.3. Sjeciste E simedijane vrha A sa suprotnom stranicom BC danog trokuta
AABC dijeli tu stranicu u omjeru kvadrata prileZecih stranica, to jest

IBE| _ |ABP

|EC|  |AC)>

B E\ iL)\D C
1 -

\

Slika 1.7

Dokaz. Budu¢i da je AE simedijana trokuta AABC, prema definiciji 1.2.1, vrijedi da su
teziSnica iz vrha A 1 taj pravac osnosimetriéni s obzirom na simetralu kuta pri vrhu A.
Oznatimo sjecite spomenute teZiSnice sa stranicom BC s D. Buduéi da je D poloviste
stranice BC, slijedi |BD| = |DC). Dalje vrijedi

IBE| |BD| _ |BE]|

|EC| |DC| ~ |EC|
_ |BE|
" |EC|

pa iz Steinerovog teorema (tm. 1.2.2) slijedi tvrdnja

IBE| _ |AB]
|EC|  |AC)*

O

Teorem 1.2.4. Ako tocka S leZi na simedijani vrha A trokuta AABC, onda su joj udaljenosti
do stranica AB i AC proporcionalne duljinama tih stranica, odnosno vrijedi

ISPl |AB]

SOl 1ACT
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'_i
U

Slika 1.8

B

Dokaz. Neka je tocka E sjeciSte si_medij_ane iz vrha A sa stranicom BC, toéke_U 1 V nozista
okomica iz tocke E na stranice AB i AC, a tocka S proizvoljna tocka na AE (slika 1.8).
Trokuti AAPS i AAUE su sli¢ni pa vrijedi

ISP |AS|
R 1.15
|[EU| |AE| (1.15)
Trokuti AAQS i AAVE takoder su slicni pa vrijedi
SOl |AS]|
—_— = 1.16
|EV]  |AE] (1.16)
Izjednacavanjem (1.15) i (1.16) dobiva se
P S
ISP _ 1S9 (1.17)
|[EU| |EV|
Sto je ekvivalentno s
P EU
M = u (1.18)
SOl |EV]

Neka je |[£CBA| = B1|/BCA| = vy. Saslike 1.8 vidi se da vrijedi |ZEBU| = S te [LECV| = .
Promatranjem pravokutnih trokuta AUBE 1 AVEC redom dobivamo

EU

sinf3 = ﬁ — |EU| = |BE|sinp, (1.19)
EV

siny = % — |EV|=|EC|sinvy. (1.20)

Kada se jednakosti (1.19) 1 (1.20) uvrste u (1.18), dobiva se

ISP| _ |BE|sinB
ISQI ~ |EC]siny’

(1.21)
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Primjenom poucka o sinusu na trokut AABC vrijedi

AB| _ |AC|

siny  sing’
to jest

AB i

IAB| _ siny (1.22)

|AC|  sinf

UvrStavanjem (1.22) u (1.21) slijedi

ISPl |BG| |AC|
ISQI |EC| |AB|

(1.23)

Prema teoremu 1.2.2 vrijedi
|BE| _ |ABJ?
|EC| — |ACP’

zbog Cega sada konacno slijedi

ISPl |IAB|*> |AC]
SOl ~ IACE " 1AB|
_ 148
" jACT

Teorem 1.2.5. Simedijane nekog trokuta AABC sijeku se u jednoj tocki K.

Dokaz. Neka su AD, BE, CF simedijane trokuta AABC (slika 1.9). Iz teorema 1.2.3 slijedi

|BD| _ |ABJ*
ICD| ~ JACP
ICE| _ |BC
|AE| ~ |JABR’
|AF| _ |ACI?
IBF| ~ [BCP

Mnozenjem dobivenih jednakosti slijedi

|BD| |CE| |AF| _ |ABP |BCP |ACP

= =1
ICD| |AE| |BF| |ACP |ABP* |BCP

pa prema obratu Cevinog teorema (tm. 1.1.2) slijedi da se simedijane AD, BE, CF sijeku u
jednoj tocki.
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Slika 1.9

]
Definicija 1.2.6. Sjeciste K simedijana trokuta AABC naziva se Lemoineovom?® tockom.

U [6] Lemoineova tocka navedena je kao X(6) i naziva se jos i simedijalna toc¢ka (engl.
symmedian point) te Grebeova tocka.

A B
Slika 1.10: Tocka K je Lemoineova tocka trokuta AABC

Sljedeci teorem je izravna posljedica teorema 1.2.4.

Teorem 1.2.7. Neka je dan trokut AABC i tocka K unutar toga trokuta koja predstavlja
njegovu Lemoineovu tocku. Tada vrijedi da su udaljenosti tocke K do stranica trokuta
proporcionalne pripadnim stranicama tog trokuta

d,:dy,:d.=a:b:c.

Dokaz. Neka su s d,, d,, d. redom udaljenosti Lemoineove tocke K od stranica a, b, ¢ tro-
kuta AABC. Prema teoremu 1.2.4 ako tocka lezi na simedijani, njezine udaljenosti od stra-
nica trokuta koje se ne sijeku s tom simedijanom proporcionalne su duljinama tih dviju

3Emile Lemoine (1840. — 1912.), francuski matematicar
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stranica trokuta. Budu¢i da Lemoineova tocka K leZi na svim trima simedijanama danog
trokuta AABC, vrijedi

d,
5"
dp
d,

b

OIS IR

Zapisujudi te dvije jednakosti u obliku produzenog omjera, dobiva se Zeljeni izraz

d,:dy,:d.=a:b:c.

1.3 Pripisane kruZnice

Svaki trokut ima tri pripisane kruZnice, a prije same definicije potrebno je pronaéi gdje
se nalazi srediSte jedne takve kruZnice.

Teorem 1.3.1. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog treceg
unutrasnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Slika 1.11

Dokaz. Neka su konstruirane simetrale vanjskih kutova trokuta AABC pri vrhovima B 1 C,
kao na slici 1.11 1 neka je S, sjeciSte tih simetrala. Neka je tocka D sjeciSte okomice iz
tocke S, na stranicu BC. Buduéi da S, leZi na simetrali vanjskog kuta pri vrhu B, slijedi
da je

IS«D| =[S E| (1.24)
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No, tocka S, pripada i simetrali vanjskog kuta pri vrhu C pa vrijedi
ISo DI = IS F. (1.25)

Iz (1.24) 1 (1.25) slijedi |S . E| = |S . F|, Sto znaci da tocka S, pripada simetrali kuta /ZEAF,
odnosno kuta Z/BAC. Dakle, simetrale vanjskih kutova trokuta pri vrthovima B i C i sime-
trala unutarnjeg kuta pri vrhu A sijeku se u tocki S, a to¢ke D, E, F su koncikli¢ne. O

Definicija 1.3.2. Kruznicu k, koja dira stranicu BC s vanjske strane i produZetke ostalih
dviju stranica trokuta AABC zovemo pripisanom kruZnicom uz stranicu BC.

Analogno se definiraju pripisane kruznice kg 1 k,,.

Slika 1.12: Pripisana kruZnica k,

1.4 Leibnizova formula

Od koristi u rjeSavanju zadataka u glavnom dijelu rada bit ¢e i Leibnizova formula,
koja povezuje zbroj kvadrata udaljenosti neke tocke ravnine od vrhova trokuta sa zbrojem
trostrukog kvadrata udaljenosti te tocke od teziSta trokuta i kvadrata udaljenosti vrhova tro-
kuta od teZista. No, prije iskaza Leibnizove* formule, potrebno je pronaci duljinu teZiSnica
trokuta te dokazati Stewartov’ teorem. Prema [7] prvi poznati dokaz Stewartovog teorema
dao je Simson® 1751. godine.

“Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. — 1716.), njemacki matematicar
SMatthew Stewart (1717. — 1785.), $kotski matematicar
®Robert Simson (1687. — 1768.), §kotski matematicar
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Propozicija 1.4.1. Neka je dan trokut AABC i duljine teZisnica t,, t, t.. Tada vrijedi:
1
2 _ Ln2 2_ 2
t, = 4(2]9 +2c" —a ),

1
l’izz

= i(2a2 +2b% - %),

(2a2 +2c% — bz) ,

Dokaz. Dokaz bez rijeci rekonstruiran je iz [8] i nalazi se na slici 1.13.

Slika 1.13

Objasnjenje. Zadan je trokut AABC od kojega je nastao paralelogram ABA’C. U svakom
paralelogramu vrijedi da je zbroj kvadrata duljina dijagonala jednak dvostrukom zbroju

kvadrata duljina njegovih stranica
2
2 ay _ 2., 2
21,) +(2-§) —2(p + ),
odnosno
482 + a* = 2b* + 2¢7
iz ¢ega na kraju slijedi
1
2 _ 22 2_ 2
2= 4(2b +2c% - ).
Analogno se dokazu i jednakosti

2

t, = (Za2 +20% - bz) ,

= A=

(2a2 +2b% - c2) .

=



POGLAVLJE 1. TROKUT

16

Teorem 1.4.2. (Stewartov teorem) Neka je dan trokut AABC i tocka P na BC. Uz oznake

kao na slici 1.14 vrijedi
a(p2 + mn) = mb* + nc*.

A

B u P a

Slika 1.14

Dokaz. Buduci da vrijedi € = 180° — ¢, slijedi
COS € = —COS 0.

Koristec¢i poucak o kosinusu u trokutu AABP dobije se

¢t =m*+ p* —2mpcos
iz Cega slijedi
m + p? —
COs0 = ——— .
2mp

Sli¢no se u trokutu AACP dobije

n?+ p? — b2
2np

COS € =

Zbog (1.26) slijedi
n? + p? — b ~ m? + p? — ¢

)

2np 2mp
Sto mnoZenjem s 2nmp daje

m(n2+p2—b2) = —n(m2+p2—cz),

odnosno

2 2

mn* + mp? — mb* = —nm

—np* +nc’.

(1.26)
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Sredivanjem se dalje dobiva
p*(m + n) + mn(n + m) = mb* + nc’.
Zbog toga Sto je a = m + n sada slijedi
a(p2 + mn) = mb* + nc.
O

Teorem 1.4.3. (Leibnizova formula) Neka je T tefiste trokuta AABC. Za bilo koju tocku
P u ravnini, razli¢itu od vrhova danog trokuta, vrijedi

|PAP + |PB)* + |PC|* = 3|PT|* + |TA]* + |TB]* + |TC|.

Dokaz. Neka je D poloviste stranice BC. Tada je PD teZisnica trokuta APBC, a AD teZi$nica
trokuta AABC (slika 1.15.) Prema propoziciji 1.4.1 iz toga redom slijedi

1
PDF = 7 (21PBP + 2|PCI* - |BCP?), (1.27)

1
IAD]? = Z (21AB + 2IACP - |BCP). (1.28)

Slika 1.15

Buduci da je T teZiSte trokuta AABC, vrijedi sljedece
2
|AT| = Z|AD|,
3
1
|TD| = §|AD|. (1.29)

Prema Stewartovom teoremu (tm. 1.4.2) u trokutu APAD vrijedi

|AD| - |PT|? = |AT| - |PD| +|TD| - |PA]* - |AD| - |AT| - |T D).
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Zbog (1.29) to je ekvivalentno s
, 2 , 1 5 2 1
|AD| - |PT)| :glADl-lPDl +§|AD|.|PA| —|AD|-§|AD|-§|AD|,
Sto dijeljenjem s |[AD| daje
2 1 2
PT|? = Z|PD|* + =|PAP - Z|AD|*.
|PT| 3| | 3| | 9| |
Sada iz (1.27) i (1.28) slijedi
2 1 1 2
PT|> = = . = (2|PB|? + 2|PCJ> — |BC|?) + =|PA)? — =
IPT = 3 - 7 (2PBF +2IPCP — |BCF) + Z|PAF -
= 1|PB|2 + 1|BC|2 1|BC|2 + 1|PA|2 1|AB|2 + 1|AC|2 + 1 |BCJ?
3 3 6 3 9 9 18

_ 1 2 2 2 1 2 2 2
_§(|PA| + |PBJ* + |PC]| )—§(|BC| +|ACP + |AB| )

1 2 2 2
-Z(2|AB| +2|AC| —IBCI)

MnozZenjem s 3 dobiva se
1
3|PT| = |PAP + |PBJ* + |PCP? - 3 (lBC|2 +]ACP + |AB|2). (1.30)

Neka su duljine teZiSnica u trokutu AABC na stranice BC, AC i AB redom oznacene s 1, 1,
1 ¢.. Njihove duljine su dobivene u propoziciji 1.4.1 pa zbrajanjem slijedi

3
GGG = (IBCP +|ACP + |ABP).

odnosno
IBCP + |AC]® + |AB]® = g(zg +1+1). (1.31)
Bududi da je T teziSte trokuta AABC, vrijede sljedece jednakosti
3
la = g|AT|,
= §|BT|,
I = §|C T|,

iz Cega slijedi
9
2++1 = 7 (IATP + BT +|CTP).
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UvrStavanjem izraCunatog izraza u (1.31) dobiva se

4
IBC? + |ACP? + |AB]* = 3 (2+5+2)

_ 4 9 2 2 2
=31 (|AT| +|BT|? + |CT)| )
=3 (|AT|2 +|BTP + |CT|2).

Sada konacno slijedi da je (1.30) ekvivalentno s

1
IPAF +|PBF* +|PCP = 3|PTP + - (IBCP® +|ACP + |ABP)

1
= 3|PTP + 3 3 (|AT|2 + BT + |CT|2)
= 3|PT|)? + |AT)? + |BT)® + |CTJ*.
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Pomoc¢ni teoremi

2.1 Cauchy-Schwarzova nejednakost

U raznim zadatcima ¢emo koristiti Cauchy-Schwarzova nejednakost pa slijedi njezin
iskaz 1 dokaz prilagoden prema [5].

Teorem 2.1.1. Za sve realne brojeve ay,ay,...,a,iby,b,,...,b, vrijedi
n n n 2
i=1 i=1 i=1

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a4 _ const,¥Yi=1,2,...,n.

i

Dokaz. Promotrimo sljedecu funkciju
() = (a1x = b))’ + (@x = b)* + -+ + (a,x — by)”. (2.1

Bududi da je funkcija f zbroj kvadrata, slijedi da je ona uvijek nenegativna. Sada f(x)
mozemo zapisati kao

f(x) = [Z a,.z) -2 Z a;b; + Z b?,
i=1 i=1 i=1

Sto je kvadratna funkcija po x i njezin graf je konveksna parabola. Budu¢i da je f > 0, graf
dodiruje x-os ili se nalazi iznad nje. To znaci da f ima dvostruku realnu nultocku ili da
nema nijednu realnu nultocku.

20
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Ako f nema realnih nulto¢aka, onda joj je diskriminanta negativna, odnosno vrijedi
n 2 n n
i=1 i=1 i=1
Dijeljenjem s 4 dobivamo nejednakost
n n n 2
(Z a?) [Z bf) > [Z a,-bi) . 2.2)
i=1 i=1 i=1

Ako f ima dvostruku realnu nultocku, onda joj je diskriminanta jednaka nuli pa vrijedi
jednakost u (2.2). Zbroj kvadrata jednak je 0 ako 1 samo ako su oba pribrojnika jednaka O
pa primjenjujudi to svojstvo na (2.1), dobivamo

b
ax—b;=0 — “=x, Viel,...,n.

i

2.2 Nejednakosti medu sredinama

U nekim zadatcima ¢emo koristiti nejednakost izmedu aritmeticke 1 kvadratne sredine
te aritmeticke 1 geometrijske sredine. Slijede samo iskazi tih teorema.

Aritmeticko-kvadratna nejednakost

Teorem 2.2.1. (Nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine). Neka su a,,as, . .. ,a,
proizvoljni pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi

) (2.3)

n

@+t ay \/a§+a§+---+a§
N n

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je a) = a; = ... = a,,.

Aritmeticko-geometrijska nejednakost

Teorem 2.2.2. (Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine). Neka su
ai,a, ..., a, proizvoljni pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi

a+a+---+a,

> (/a1+a2+---+an, (2.4)
n

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je ay = a, = ... = a,.
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2.3 Ptolomejev teorem

Prije iskaza samog Ptolomejevog teorema slijedi definicija tetivnog Cetverokuta.

Definicija 2.3.1. Cetverokut oko kojega se moze opisati kruznica, odnosno kojemu su sve
stranice tetive jedne te iste kruznice, zove se tetivni Cetverokut.

Teorem 2.3.2. Cetverokut je tetivni onda i samo onda ako je zbroj njegovih unutarnjih
dvaju nasuprotnih kutova jednak 180°, odnosno

a+y=F+06=180°.

Dokaz. Neka je u ravnini dan proizvoljni tetivni cetverokut ABCD i neka je |[/BAD| = «,
|£.CBA| = B, |£DCB| = vy te [£/ADC| = ¢. Promatranjem obodnih kutova unutar kruZnice k
pronalazimo sukladne kutove. Oni su oznaceni na slici 2.1.
Vrijedi
O+ +@E+y)+Ww+2)+ (x+w)=360°
odnosno
x+y+z+w=180° (2.5)

Slika 2.1

Vidimo da je @ = x+y1i7y = z+ w pauvrStavanjem u (2.5) dobivamo upravo a +7y = 180°.
Takoder vrijedi daje 8 =y + z16 = x + w pa primjenom komutativnosti u (2.5) dobivamo
B+ 6 = 180° i time je tvrdnja dokazana. O

Ptolomejev teorem ¢e nam biti od koristi u rjeSavanju nekih zadataka pa slijedi njegov
iskaz 1 dokaz. Dokaz teorema prilagoden je prema [3].
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Teorem 2.3.3. (Ptolomejev teorem) U svakom tetivnom cetverokutu umnozak duljina dija-
gonala jednak je zbroju umnoZaka duljina nasuprotnih stranica.

Dokaz. Nekaje ABCD tetivni Cetverokut. Uz oznake kao na slici 2.2 tvrdnja Ptolomejevog
teorema zapravo glasi

|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD|.

Slika 2.2

Neka je totka M na dijagonali BD takva da vrijedi da su kutovi ZACB i £DCM sukladni.
Bududi da su kutovi ZBAC i1 Z/BDC nad istim kruZnim lukom BC, oni su takoder sukladni.
Stoga su trokuti AABC 1 ADMC sli¢ni prema K-K poucku o sli¢nosti trokuta. 1z toga slijedi

|ICD| |AC|
[MD| ~ |AB]’
odnosno
|AB| - |CD| = |AC| - |IMD|. (2.6)
Kutovi ZBCM i /DCA su sukladni pa su trokuti ABCM i AACD slicni iz Cega slijedi
|BC| |AC|
1BM| ~ |AD]
odnosno
|BC| - |AD| = |AC| - |[BM|. (2.7)

Zbrajanjem jednakosti (2.6) i (2.7) dobiva se
|AB| - |CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |MD) + |AC| - |BM|
= |AC|- (IMD| + |BM|)
= |AC| - |BD|.
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Vrijedi 1 Ptolomejeva nejednakost za Cetiri proizvoljne tocke ravnine. Dokaz teorema
preuzet je iz [1].

Teorem 2.3.4. (Ptolomejeva nejednakost) Neka su A, B, C, D proizvoljne tocke u ravnini.
Tada vrijedi
|AB| - |CD| + |AD| - |BC| > |AC| - |BD|.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZe se pretpostaviti da su sve Cetiri tocke medusobno
razlicite. Inace dana nejednakost vrijedi trivijalno.

Neka su B’, C’.D’ tocke redom na polupravcima AB, AC 1 AD takve da vrijedi

|AB'| - |AB| = |AC’| - |AC| = |AD'| - |AD| = 1.

Tada vrijedi
|IAB| _ |AC"|
IACl ~ |IAB|’
iz Cega se zakljucuje da su trokuti AABC 1 AAB'C’ sli¢ni. Stoga vrijedi
|BC|
B(C|= ———.
Bl |AB| - |AC]
Analogno se dobiva
|CD|
C/DI — ,
D |AC| - |AD|
BD| = |BD|
|AB] - |AD|’

Sada iz nejednakosti trokuta |B’C’| + [C'D’| > |B’D’| slijedi
|AB| - |CD| + |AD| - |BC| > |AC| - |BD|.

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je Cetverokut ABCD tetivan. O
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Tocke trokuta s ekstremalnim
svojstvima

U svakom trokutu postoje razne tocke definirane nekim posebnim geometrijskim svoj-
stvima. Primjerice teziSte, srediSte upisane, sredisSte opisane kruznice, Lemoineova tocka i
sli¢no. Ispostavlja se da je mnoge od ovih to¢aka moguce karakterizirati kao tocke u kojima
neke funkcije u ravnini ili prostoru postiZzu svoj ekstrem, odnosno maksimum ili minimum.

U nastavku slijede zadatci u kojima su navedene neke toCke trokuta u kojima odredene
funkcije postizu ekstrem. Osim u Cetirima karakteristi¢nim tockama trokuta, ekstremi funk-
cija koje slijede u nastavku postiZu se 1 u nekim manje poznatim tockama poput Lemoine-
ove tocke 1 Fermat-Torricellijeve tocke.

3.1 Teziste trokuta

Zadatak 3.1.1. Za bilo koju tocku P u danom trokutu ABC neka su njezine udaljenosti
od stranica BC, CA, AB redom oznacene s x,y, z. Pronadite poloZaj tocke P za koji je izraz

1 1 1
—+—+ —,
ax by cz

minimalan, pri ¢emu je |BC| = a,|CA| = b,|AB| = c.
Rjesenje. Vrijedi
Prapc = Ppapp + Papcp + Pacar

c-z a-x b-y
+ + ,
2 2 2

25
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to jest
2P apc = ax + by + cz. (3.1

Iz A-G nejednakosti za brojeve a, b, ¢ slijedi
ax + by + cz > 34/ax - by - cz, (3.2)

pri ¢emu jednakost vrijedi za ax = by = cz. S druge strane, za brojeve —, o slijedi
X cz

— e — =234 ——— 3.3
5 > ; (3.3)

pri ¢emu jednakost vrijedi za ax = by = cz.
MnozZenjem (3.2) i (3.3) dobiva se

>9.

1 1 1
(ax+by+cz)(— +—+ —)
ax by cz

Sada se uvrStavanjem (3.1) dobiva

1 1 1
ZPAAgc(—+— +—) 29,
ax by cz

odnosno
1 1 1 9
>

ax E ¢z 2Puapc’

pri Cemu se jednakost postiZze samo kada vrijedi ax = by = cz, a upravo tada trazeni izraz
postiZe minimum.
Sada je cilj pokazati da se taj minimum postiZe kada je P teziSte trokuta AABC.

Slika 3.1
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Usmjerimo sada paznju na toku P i njezinu udaljenost do stranice BC. Presje¢ne tocke te
paralele sa stranicama AB i1 AC oznacimo s D i E. Trokuti AADE i AABC su sli¢ni po K-K
poucku. Buduéi da je ax = by = cz, a zbroj ta tri broja je 2P,4pc, slijedi da je

2

ax = gPAABC~ (34)

Iz tocke A povucimo visinu v, na stranicu BC. Vrijedi

av, = 2P apc- 3.5)
Dijeljenjem jednakosti (3.4) i (3.5) dobivamo

x:v,=1:3,

to jest duljina visine iz vrha A u trokutu AADE jednaka je 2/3 duljine visine v,. To znaci
da je koeficijent sliCnosti ta dva trokuta 2 : 3. Ali teziSte T trokuta AABC dijeli teziSnicu iz
vrha A takoder u tom omjeru. To znaci da se teziSte T trokuta AABC nalazi se na paraleli
DE kroz P.

Sada se isto razmi§ljanje provede i za paralelu kroz P sa stranicom AB te sa stranicom
AC. Tako se dobije da se teZiste T nalazi na sve te tri paralele, a to moZe biti samo ako se
T nalazi u njihovom presjeku. Ali u njihovom presjeku je ve¢ tocka P ¢ime se dolazi do
zakljuckadaje P=T.

O

Zadatak 3.1.2. Neka je dana tocka P u unutrasnjosti trokuta AABC i neka su povucene
paralele sa stranicama trokuta kroz tu tocku. Ti pravci dijele trokut na Sest dijelova, od
kojih su tri trokuti s povrsinama S1,S,, S 3. Pronadite poloZaj tocke P takav da je zbroj
S+ S5+ S5 minimalan.

Slika 3.2
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Rjesenje. Trokuti s povrSinama S, S, 1 §3 sli¢ni su trokutu AABC prema K-K poucku
o sli¢nosti trokuta jer su im odgovarajuc¢i kutovi sukladni. Naime, prema konstrukciji u

zadatku, ti kutovi se nalaze uz presjecnicu paralelnih pravaca pa su sukladni (slika 3.2).
Osim tih triju trokuta nastaju i tri paralelograma.

Ako su dva trokuta slicna, onda im se povrSine odnose u omjeru kvadrata duljina njihovih
sli¢nih stranica. Neka je P,apc = S . Tako vrijedi

S FP? S -|ABP?
N
S PG? S, - |ABJ?
S I
S DE? S A32
Sy _IDEP e S3iIAB
S |AB|? S
Iz toga redom slijedi
AB| VS
|FP|:%, (3.6
AB| VS
IPGI=%, (3.7)
AB| VS
|DE|:%. (3.8)

Budud¢i da su ABPF, EBGP 1 HPIC prema konstrukciji paralelogrami, slijedi |FP| = |AD]|,
|PG| = EB|. Takoder vrijedi

|AB| = |AD| + |DE| + |EB| = |FP| + |DE| + |PG|.
Sada iz (3.6), (3.7) 1 (3.8) slijedi

|AB| \/_ |AB| \/_ |AB| \/_

R R

Sto dijeljenjem s |AB| # 0 daje

VTR P 7Y
s N5

Dalje slijedi

VS = \S1+ S, +

5
vl
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Sto kvadriranjem konacno postaje

S:(\/S_1+ \/S_2+ \/5—3)2

Sada prema A-K nejednakosti za brojeve VS, VS, i VS3 vrijedi

\/\/S_12+\/S_22+\/S_32> VST + V7 + S
3 B 3 ’

Obje strane nejednakosti su nenegativni brojevi jer sui1.S 1, .S, S 3 nenegativni pa se kvadri-
ranjem dobiva

2
51+SZ+S3>(\/S_1+ VS + VS3)
3 N 9 ’

Sto mnoZenjem s 3 postaje

(V51 + V524 VS3) s

S1+S8,+S853> —.
1 2 3 3 3

Jednakost izmedu aritmeticke 1 kvadratne sredine postize se ako i samo ako vrijedi
VS1= VS, = +S;, 0dnosno §; =S, =S;.

Promatrani trokuti su medusobno sli¢ni i u ovom slu€aju su im povrSine jednake pa
su stoga oni medusobno sukladni. Drugim rije¢ima, |HP| = |PE|, to jest P je poloviste
stranice HE trokuta AAEH. Dakle, AP je teZi$nica toga trokuta. Nadalje, trokut AAEH je
slican (StoviSe, homoteti¢an) trokutu AABC pa teziSnica trokuta AABC iz vrha A lezi na
pravcu AP.

Sli¢no se zakljuci da teZiSnice iz vrhova B i C leZe redom na pravcima BP i CP iz Cega
se vidi da je tocka P zajednic¢ka svim trima teZiSnicama, odnosno da je P teZiSte trokuta
AABC. To znaci da je zbroj S| + S, + S5 minimalan kada je P teZiSte trokuta AABC. O

Zadatak 3.1.3. Neka je dana tocka P u unutrasnjosti trokuta AABC i neka pravci AP,
BP, CP sijeku stranice BC, CA i AB redom u tockama D, E, F. Pronadite poloZaj tocke P
tako da je povrsina trokuta ADEF maksimalna.

AF BD CE
Rjesenje. Nekaje A := ﬁ, o= % iv:= ﬁ Prema obratu Cevinog teorema vrijedi

Auy = 1. (3.9)
Vrijedi da je
Piper = Paagc — Paare — Pappr — Pacep,
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Sto dijeljenjem s P,4pc postaje

PADEF -1 PAAFE PABDF PACED

Prasc Paapc Prapc  Parasc

(3.10)

Neka su s £’ i C’ redom oznaCene ortogonalne projekcije toaka E i C na AB. Trokuti
AAEE’ i AACC’ su pravokutni s pravim kutom u vrhu E’, odnosno C’. Neka je |ZE'AE| =
a. Tada u trokutima AAEE’ i AACC’ redom vrijedi:

. |EE’|

sina = ,
|AE|

. |ICC|

sina = ,
|AC]

odakle dalje slijedi

|[EE’| = |AE|sin «a,
|CC’| = |AC|sina.
Sada se za omjer povrSina trokuta AAFE 1 AABC dobiva
|AF| - |EE"|
Paare 2 _|AF|-|EE’| _|AF|-|AE|sina _ |AF| |AE|

Pusc |AB|-|CC’| " |AB|-|CC’| |AB|-|AC|sina |AB| |AC|
2

Dobiveni se omjer moZe zapisati ovako:

|AF|
Pure _\AFI-|FB|-|AE| _ [FB]  _ A A
Pupc  |AB|-|FB|-|AC|  |AB| |CA|  |AF|+|FB| |CE[+|EA|  (1+ 1)(v+ 1)
|FB| |EA| |FB| |EA|

Sli¢no se pokaze da vrijedi:
P ABpF _ |BD| ) |BF| _ H
Pupc  IBCl |BAl  (u+ D@+ 1)
Pycep |CE]| ) |ICD| _ v

Pupc  ICAl ICBl— (v+ D(u+1)’
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Sada se (3.10) moZe zapisati kao

PADEF_I_ A _ H _ v
Paagc A+Dy+1) Ww+DHA+1) @+Du+1)
@A+ D+ D+ D - Au+ 1) —p(v+ 1) —v(a+1)
- A+ D+ Dy +1)
C(Au+ A+ u+ D)+ D) —Au-A—py—p—val-v
a A+ D+ Dy +1)
A+ v+ v+ Aup+ A+pu+ - Adu—-Ad-py—u—vad-v
Bl A+Du+DHy+1)

3 1+ Auv
T A+ D+ D+ 1)

Sto je zbog (3.9) ekvivalentno s

PipeF _ 2
Puape @A+ D+ DHy+1)

Za A, u, v vrijede sljedece nejednakosti

(3.11)

(1- Va2 >0,
(1- v’ >0,
(1- VW) >0,

odnosno
1+1>2V2, (3.12)
1+ =2, (3.13)
1+v>2. (3.14)

MnozZenjem nejednakosti (3.12), (3.13) i (3.14) dobiva se

A+ D+ Do+1)22VA1- 2 -2Vv = 8+/auv = 8V1 = 8.
Zbog toga se (3.11) sada moZe zapisati kao

PpEF _ 2
Pupe @+ Du+Dv+1)

2
< ===
8 4
odnosno

Prper < ZPAABC~
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Jednakost vrijedi kada je A = ¢ = v = 1, odnosno kada su tocke D, E, F polovista stranica
trokuta AABC. Tada su duZine AD, BE i CF teZisnice trokuta AABC. Buduéi da su te
duzine konkurentne, slijedi da je toCka P teZiSte trokuta.

Dakle, kada je P teZiSte trokuta AABC, povrsina trokuta ADEF maksimalna.

U

Slika 3.3: Povrsina ADEF maksimalna je kada je P teZiste trokuta AABC

3.2 Fermat-Torricellijeva tocka

Zadatak 3.2.1. Pronadite tocku P u unutrasnjosti trokuta AABC tako da je zbroj
t(P) = |AP| + |BP| + |CP|
minimalan.

Rjesenje. Ako je toCka P izvan trokuta AABC, onda postoji tocka P’ takva da vrijedi
t(P") < t(P). Doista, pretpostavimo da je P izvan trokuta. Tada jedan od pravaca AB, BC, CA,
recimo AB, ima svojstvo da trokut AABC itocka P leZe u razli¢itim poluravninama odredenima
ovim pravcem (slika 3.4).

Slika 3.4
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Neka je tocka P’ osnosimetri¢na slika toCke P s obzirom na pravac AB. Tada vrijedi
|AP’| = |AP|, |BP’| =|BP|.

Takoder vrijedi da duZina CP sijece pravac AB u nekoj tocki X te da je |PX| = |P’'X|. Sada
iz nejednakosti trokuta slijedi

|CP'| < |CX| +|P'X| =|CX]| + |PX| =|CP|,
Sto povlaci da je #(P") < t(P).

Promatrajmo sada sve tocke P u unutrasnjosti ili na rubu trokuta AABC. Neka su «, 3,y
kutovi trokuta AABC. Bez smanjenja opcCenitosti moZze se pretpostaviti da vrijedi y > o >
B. Tada su « i 8 Siljasti kutovi.

Neka je s p oznaCena rotacija oko tocke A za kut od 60°. Za svaku toc¢ku M ravnine neka
je M" = p(M). Tada je AMM’ jednakostrani¢ni trokut. Tako je, primjerice, za C' = p(C)
trokut AACC’ jednakostranican.

Neka je tocka P u unutrasnjosti trokuta AABC. Tada je |[AP| = |PP’|. Rotacije p(P) = P i
p(C) = C’" povlace |CP| = |C'P’|. Posljedica toga je da vrijedi

t(P) = |BP| + |PP'| + |P'C’|,

odnosno #(P) jednak je duljini izlomljene linije BPP'C’. Sada je potrebno razmotriti tri
slucaja.

Prvi slucaj.

Neka je y < 120°. Tada je [£BCC’| = y + 60° < 180°. Buduci da je @ < 90°, vrijedi
|£BAC’| < 180° pa duZina BC’ sijeCe stranicu AC u nekoj tocki D (slika 3.5). Neka je Py
sjeciSte pravca BC’ s kruznicom opisanom trokutu AACC’. Zbog toga Sto je [£C'PyA| =
|£C"CA| = 60°, totka Py leZi na duzini BD, a tocka P, leZi na duZini C'P,.

Vrijedi i

1(Po) = |BPo| + [PoPy| + |P,C’| = |BC'|,

pa je t(Ty) < t(P) za svaku tocku u unutras$njosti trokuta AABC. Jednakost vrijedi samo
kada P 1 P’ leze na BC’, §to je moguce samo kada je P = P,.

MoZe se primijetiti da to¢ka P, konstruirana na opisani nacin zadovoljava sljedecu jedna-
kost

|£APyC| = |LAPyB| = |LBP,C| = 120°.

Ta se tocka naziva Fermat-Torricellijevom to¢kom trokuta AABC.
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Slika 3.5

Drugi slucaj. L
Neka je y = 120°. U ovom slu€aju duzina BC’ sadrzi to¢ku C i
t(P) = |BP| + |PP'| + |P'C’| = |BC’|
vrijedi to¢no onda kada je P = C.
Treéi slucaj.
Neka je y > 120°. Tada BC’ nema zajednickih to¢aka s AC (slika 3.6).

Cfl
Q)

Slika 3.6

Ako je |AP| > |AC|, onda prema nejednakosti trokuta slijedi
t(P) = |AP| + |BP| + |CP| > |AC| + |BC]|.
Ako je |AT| < |AC|, onda P’ lezi unutar trokuta AACC” 1 vrijedi
t(P) = |BT| + |PP’| + |P'C’| > |AC| + |BC]|

34
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zato Sto C lezi unutar etverokuta BC’ P’ P (slika 3.6). U oba slucaja jednakost vrijedi tocno
onda kada je P = C.

Dakle, ako su mjere svih kutova trokuta AABC manje od 120°, onda je #(P) minimalno
kada se toCka P podudara s Torricellijevom tockom trokuta AABC. Ako je mjera jednog
od kutova manja od 120°, onda je #(P) minimalno kada se to¢ka P podudara s vrhom toga
kuta. O

3.3 Lemoineova tocka

U prvom poglavlju je pokazano da je Lemoineova tocka nekog trokuta sjeciSte njego-
vih simedijana. Sada slijede zadatci koji daju dva ekstremalna svojstva ove posebne tocke
trokuta.

Zadatak 3.3.1. Za bilo koju tocku P unutar trokuta AABC neka su udaljenosti od pravaca
BC, AC i AB oznaceni redom s x, v, z. Pronadite poloZaj tocke P za koju je zbroj x* +y* + 22
minimalan.

Rjesenje. Neka je |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c (slika 3.7). Kao i u rjeSenju zadatka 3.1.1
lako se pokaze da vrijedi
ax + by +cz=2P,ppc.

Iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti slijedi
AP} ape = (ax + by + c2)’ < (@ + b* + ) +y* +2).

Stoga vrijedi

Slika 3.7
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Bududi da je neka konstanta, slijedi da je zbroj x* + y* + z2, u ovisnosti o tocki

. a+b+c : .
P, minimalan kada je ispunjena Cauchy-Schwarzova jednakost, odnosno kada je
Xy z
a b ¢
Prema teoremu 1.2.7 to vrijedi u slucaju kada je P Lemoineova tocka trokuta AABC.

Zadatak 3.3.2. U dani trokut AABC upiSite trokut kojemu je zbroj kvadrata duljina stra-
nica minimalan.

RjeSenje. Neka je K Lemoineova tocka trokuta AABC 1 neka su M, N 1 P redom ortogo-
nalne projekcije tocke K na stranice BC, AC 1 AB (vidi sliku 3.8). Neka je |[KM| = d(K, a) =
x,|KN| =d(K,b) =yte|KP| =d(K,c) =z.

Slika 3.8

Cilj je pokazati da je AMNP trazeni trokut i da je to jedini trokut koji zadovoljava uvjet iz
zadatka.

Najprije je potrebno pokazati da je K teZiSte trokuta AMNP. Oznacimo s T teZiSte trokuta
AMNP1d(T,a) = x,,d(T,b) =y,1d(T,c) = z;.

Slika 3.9
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Prema zadatku 3.3.1, za x = |KM|,y = |[KN| iz = |[KP| imamo
Xy + < x )+
pri ¢emu jednakost vrijedi ako je T = K.

S druge strane, Leibnizova formula (tm. 1.4.3) primijenjena na trokut AMN P daje
¥+ + 22 =3|KTP + |TM|* + TN + |TP?
> 3|KTP + x} +y] + 2]
>+ y2 + Zz.

Iz ovoga slijedi da je K = T', odnosno da je K teziSte trokuta AMNP.

Sada promatrajmo proizvoljni trokut AM;N;P; upisan u trokut AABC i neka je T nje-
govo teziSte (slika 3.9). Oznacimo s M,, N, i P, ortogonalne projekcije tocke T na stranice

BC,CA i1 AB, redom. Sada iz propozicije 1.4.1 slijedi
IMiN\[* + [N\ Pi[* + [Py M, P = 3T M\I* + TNy I* + TP, *)
> 3(TMP> + |TNP + TP
> 3(x% +y* + %) = [MN|* + INP]> + |PM/?,

pri ¢emu jednakost vrijedi samo kada je M; = M,,N; = N,, P = P, te T = K, odnosno
kadajeMle,leNiPlzP. O

3.4 Srediste trokutu opisane kruznice

Zadatak 3.4.1. Pronadite tocke P unutar Siljastokutnog trokuta AABC tako da trokut
kojemu su vrhovi ortogonalne projekcije tocke P na stranice trokuta AABC ima najvecu
povrsinu.

Rjesenje. Neka je P proizvoljna tocka unutar trokuta AABC te neka su D, E 1 F redom
ortogonalne projekcije tocke P na BC,CA,AB. Neka je R radijus, a O srediSte opisane
kruznice k trokuta AABC (slika 3.10), a kutovi pri vrhovima A, B, C trokuta neka su redom
oznaceni s @, f3,7.

Cilj je pokazati da je povrSina P,prr maksimalna kada je P = O. Najprije je potrebno
dokazati sljede¢u Eulerovu formulu:

d2 PAABC
PADEF = (1 - ﬁ) 4 )
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pri ¢emu je d = |OP).

Vrijedi
1
PADEF = ElDEl . |EF| - sin |ZDEF|

Slika 3.10

Neka je
1
P.per = §|AP| -|CP|-sina - siny - sin |[Z£DEF|.

Neka je Y sjeciSte polupravca AP s opisanom kruznicom k trokuta AABC. Tvrdimo da je
|/.DEF| = |/PCY].

Cetverokut AF PE je tetivan jer je
|[/PFA| + |£AEP| = 90° + 90° = 180°

zbog Cega vrijedi i [LFAE| + |£EPF| = 180°. Kada mu se opiSe kruznica, dobiva se da je
|/PEF| = |/PAF]| jer su to obodni kutovi nad lukom FP. S druge strane, vrijedi i

|£PAF|=|/YAB| = |/YCB].
Kutovi ZYAB 1 £YCB su obodni kutovi nad lukom BY pa su zato sukladni.
Cetverokut CEPD je takoder tetivan pa slijedi da je |ZPED| = |/PCD] to dalje povlaci

|.DEF| = |.DEP|+ |LPEF| = |/PCD| + |LYCB| = |LPCY|. (3.15)
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Dakle, moZe se primijetiti da je
|£CYP| = |LCYA| = |LABC| = .
Primjenom poucka o sinusu na trokut APYC dobiva se

ICPl  |PY|
sin|2CYP|  sin|[ZPCY|’

Sto je zbog (3.15) 1 (3.16) ekvivalentno s

ICP|  |PY]
sinB  sin|/FED|’

odnosno
|CP|sin|[/FED| = |PY|sing.

39

(3.16)

(3.17)

Tetivni Cetverokut AFPE upisan je u kruznicu Cija je duljina promjera jednaka |AP| pa

prema poucku o sinusu slijedi
|FE| = |AP| - sina.

Sli¢no se pokaze da za tetivni Cetverokut CEPD vrijedi
|DE| = |CP| - sinvy.

Zbog (3.18) 1 (3.19) vrijedi

1
PADEF = §|FE| . |DE| : SlI’llZFEDl

1
= §|AP| -|CP|sina siny sin |[ZFED|,

Sto je zbog (3.17) ekvivalentno s

1 sinf3
Puper = 5|AP| - |PY]-

———— .sinasinysin|/ZFED
2 sin|ZFED| ysin| |

1
= §|AP| -|PY|-sinasinSsiny.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Neka je P, P, promjer kruZnice k takav da prolazi tockom P. Pretpostavimo da se tocka O
nalazi izmedu to¢aka P, 1 P. Tada je |P;P;| = R+d1|P,P| = R—d. Buduc¢i da se tetive AY

1 P, P, sijeku u tocki P, slijedi

|AP| - |PY| = |P,P| - |PPs] = (R + d)(R — d) = R* — d*
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pa se uvrStavanjem u (3.20) dobiva
R* - d*

P.per = sin @ sin B sinvy.

S druge strane, vrijedi
Piapc = %|BC| -|CA[ - siny
= %(ZR sina@) - (2Rsinpf) - siny
= 2R?sina sinBsiny.

Stoga je

P :Rz—dz.PAABC: _d_2 PAABC
sPEF 2 2R? R) 4
1 time je dokazana Eulerova formula.

Sada je ocito da je P,pgr maksimalna kada je d = 0, odnosno kada je P srediSte opisane
kruznice trokuta AABC (P = O). O

Zadatak 3.4.2. Neka je dana tocka T unutar Siljastokutnog trokuta AABC te neka su
povucene paralele kroz T sa stranicama trokuta AABC, koje sijeku stranice trokuta u
tockama M € AC, N € BC, MN |AB, P € AB, Q € AC, PQ||BC,te R € BC, § €
AB, SR || AC. Pronadite poloZaj tocke T tako da je zbroj

[ TM|-|TN|+|TP|-|TQ|+|TR|-|TS]|

maksimalan.

Rjesenje. Neka su Ay, By, Cy redom noZista okomica iz tocke T na stranice BC,CA, AB.
Zbog jednostavnijeg zapisivanja neka je @ = |£BAC|, 8 = |£CBA|ivy = |LACB|.

Slika 3.11
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Vrijedi [£TNBy| = a te [LZA¢MT| = B jer su to kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca
(slika 3.11). U pravokutnim trokutima AByMT i AAoT N redom vrijedi

. |TByl
sina = ,
T M|
., |[TA
sinf = TN
Iz toga slijedi
TBy| |TA
) 7N = 22 A (3.21)
sina sing
Povrsina trokuta AT AgBy moZe se izracunati kao
1 )
Prrags, = 3 |T Byl - |T Aol - sin(|2A¢T Bo)). (3.22)

Prema konstrukciji toaka Ay i By vrijedi da je |£CA¢T| = |£TByC| = 90°, odnosno
|£CAGT| + |£T ByC| = 180° pa je TAyCB, je tetivni Cetverokut. Dakle, vrijedi

|£A0T By| = 180° — |ZByCAy| = 180° — .

Sada se (3.22) moZe zapisati kao

1 .
Prae, = 3 |T By| - [T Aol - sin(180° — y)
1
= 5 . |TB()| . |TA()| . SiIl’y.
Tada je (3.21) ekvivalentno s
TBy| |TA
- = oo A
sina sinf
_ 2PATA()B()
sina-sinf-siny
_ 2PATA()BO
sin@ - sinf-siny’
Sli¢no se dobije
2Prpc,
ITP|-|TQ| = — —
sina - sinf - siny
te -
TR TS| = o

sina - sinf3 - siny’
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Stoga je

2PATA()B() + 2PTB()C() + 2PTC()A0

I TM|-|TN|+|TP|-|TQ| +|TR|-|TS] . . :
sina - sinf - sinvy

2PAA()B()C0
sina - sinf-siny’

Sada se, koristeCi rjeSenje zadatka 3.4.1, zakljuCuje da je trazeni zbroj maksimalan upravo
onda kada je T srediSte opisane kruZnice trokuta AABC. O

3.5 SredisSte trokutu pripisane kruznice

Zadatak 3.5.1. Neka je zadan trokut AABC i neka je A’ tocka u ravnini razlicita od A, B
i C. Neka su L i M noZista okomica spustenih iz tocke A redom na pravce A’B i A’C.
Pronadite poloZaj tocke A’ tako da je duljina duZine LM maksimalna.

Rjesenje. Buduci da su trokuti AACM 1 AABL pravokutni, to¢ka M za bilo koji odabir
tocke A’ leZi na kruZnici k; s promjerom AC, a to¢ka L na kruZnici k, s promjerom AB
(slika 3.12a). Zbog toga vrijedi

AB
ILF| = |AF| = A8 — l
AC

|[EM| = |[EA| = |2—|

te je [LM| maksimalna upravo onda kada sredita E i F kruZnica k, i k, leZe na LM (slika
3.12b). Dakle, vrijedi

|LM| = |LF| + |FE| + |EM|
= |AF| + |FE| + |EA|
_ AB| IAC|
+ |FE| + . 3.23
- +|FE| + - (3.23)
Toc¢ke E i F su polovista duzina AC i AB pa slijedi da je EF srednjica trokuta AABC. Zato
vrijedi |[EF| = |BC|/2.
Sada se (3.23) moZe zapisati kao
|AB| |BC| |AC| o

LM| = =— =g 3.24
||2+2+22s (3.24)
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Slika 3.12

Kutovi ZMEC i LAEF su sukladni jer su to vrini kutovi, a zbog toga §to je EF srednjica
trokuta AABC, ona je paralelna s BC pa vrijedi

|.CEM| = |LAEF| = y. (3.25)

Trokut ACME je jednakokracan jer vrijedi |[EC| = |EM]| pa slijedi da je
|tMCE| = |LEMC). (3.26)
Zbroj mjera kutova u tom trokutu je
|/MCE|+ |£CEM| + |LEMC| = 180°,
odnosno zbog (3.25) i (3.26) to se moZe zapisati kao
2|/MCE| = 2|LEMC| = 180° — vy
iz Cega slijedi
|LMCE| = |LCME| = 90° - %

Bududi da kutovi ZEMC i £BCA’ imaju paralelne krakove, slijedi da su oni sukladni, od-

nosno vrijedi

|ZBCA’| = 90° — %

Sto je upravo jednako polovici mjere vanjskog kuta pri vrhu C trokuta AABC. Zbog toga
zakljuCujemo da je MC simetrala vanjskog kuta pri vrhu C. Za pravac LB se pokaze da ima
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sli¢no svojstvo - on je simetrala vanjskog kuta pri vrhu B trokuta AABC.

Slika 3.13

Dakle, tocka A’ je sjeciSte simetrala dvaju vanjskih kutova trokuta AABC pa iz teorema
1.3.1 slijedi da je A’ srediSte pripisane kruZnice k, trokuta AABC. O

3.6 SredisSte trokutu upisane kruznice

Idu¢i je zadatak preuzet iz [1] i1 [2], a bio je jedan od zadataka s IMO-a 1981. godine.

Zadatak 3.6.1. Za bilo koju tocku P u danom trokutu AABC neka su njezine udaljenosti
od stranica BC,CA, AB redom oznaceni s x,y, z. Pronadite poloZaj tocke P za koji je zbroj
a b c
Xy z

minimalan, pri ¢emu je |BC| = a,|CA| = b,|AB| = c.
Rjesenje. Kao i u rjeSenju zadatka 3.1.1 jednostavno se pokaze da vrijedi
ax +by+cz=2P,ppc.
Neka je
ay = Vax, ay=+by, a3=

b]z

%‘

S

[\e)

|

-~ S

S

(9%)

Il
=R
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Iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti slijedi

b
(a+b+c)2S(ax+by+cz)-(g+—+£),
Xy z

odnosno
a b

X oy
pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je

(a+b+c)?
2P aBc

b

c
+-2
V4

a, a a3
B b by
Sto je ekvivalentno s
VE= =2
odnosno
xX=y=z

Dakle, tocka P mora biti jednako udaljena od stranica trokuta AABC §to znaci da se mini-
malna vrijednost zbroja a4 b < postiZe kada je tocka P srediSte upisane kruznice trokuta
AABC. P O

Zadatak 3.6.2. Neka je P proizvoljna tocka ravnine, razlicita od vrhova A, B, C danog
trokuta AABC. Neka je x = |AP|, y = |BP|, z = |CP|, a; = |£/BPC]|, B, = |/CPA|, y, =
|£APB|. Pronadite poloZaj tocke P tako da je zbroj

q(P) = xsina; + ysinB; + zsiny;
maksimalan.

Rjesenje. Neka je k kruZnica opisana trokutu ABPC, te A’ sjeciSte kruZnice k 1 pravca AP
tako da se A’ 1 P nalaze s razlilitih strana pravca BC (slika 3.14). Neka su L 1 M noziSta
okomica povucenih iz A na pravce A’B 1 A’C. MoZze se pokazati da je g(P) = |LM|.
Vrijedi

|£PCB| = |£PA’B| = |LAML],

|.CBP| = |LCA'P| = |tMLA|.

Zbog toga su, prema K-K poucku o sli¢nosti trokuta, trokuti APBC 1 AALM sli¢ni pa slijedi
a |LM|

7 |AM|
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Slika 3.14

S druge strane, vrijedi
[£BCA’| = [£BPA’| = 180° — ;.

Zato vrijedi
|LZACM| = 180° —y — (180° — 1) = y1 — v,

iz Cega slijedi da je |AM| = b sin(y; — ). To pak povlaci da vrijedi

_alAM| _ absin(y, —7y)
LM |LM)|

Analogno se dobije

_ besin(a; — @)
- LM
_acsin(B; — p)

T/

Cetverokut ALA’M je tetivan jer mu je zbroj mjera nasuprotnih kutova jednak 180° pa iz
Ptolomejevog teorema (tm. 2.3.3) slijedi

|AA"] - ILM| = |AM| - |A’L| + |A"M]| - |AL],

dok poucak o sinusu primijenjen na trokut AA’ BC povlaci

A'B| = asiny
sina;
A'C| = asinf

sina;
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Buduéi da je AA’ promjer kruZnice opisane Cetverokutu ALA’ M, slijedi

ILM| _ |LM|

= = |AA’|.
sina; sinZMAL | |

Takoder se moZe primijetiti da vrijedi

AL = |A’B| + |BL] = 22V 4 ccos By — B,
sin @
A M| = IACl+ 1CM] = 3P L b cos v — .
- yi—y
1

Sada gornji identitet povlaci

ILMP? ,
—— = |AA'[ - |LM|
sina;
= bcosy, —y(ccos,Bl -B+ a?’m%) + csinf; (bcosyl -v+ a.sm,Bl).
sin @ sin @
Stoga je

|ILM|* = bc (siny, —ycosB — 8+ sinfB; —Bcosy; — %)
+ acsinB; sinf; — B+ absiny; siny; —vy

= bcsina; sina; —a + acsinfB sinfB; — B+ absiny; siny; — .
S druge strane, vrijedi

becsina; — a = x|LM)|,
acsinfy - B = y|lLM|,
absiny, —y = z|LM|.

Koristeéi ove tri jednakosti, za [LM|* se dobije
|LM| = xsina; + xsinB; + zsiny; = g(P).

Sada iz zadatka 3.5.1 slijedi da je zbroj ¢(P) maksimalan kada je A’ srediSte odgovarajuce
pripisane kruznice. U ovom je slucaju y; = 90° + y/2 te [£BAP| = a/2 pa vrijedi 1
|LABP| = B/2. Slijedi da P leZi na simetralama unutarnjih kutova trokuta AABC S$to znaci
da je P srediSte upisane kruZnice toga trokuta 1 da je upravo tada zbroj g(P) maksimalan.
O
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Zadatak 3.6.3. Neka je dana tocka P unutar trokuta AABC i neka su A’, B i C' redom
noZista okomica iz tocke P na pravce BC,CA i AB. Pronadite poloZaj tocke P u ravnini
tako da je omjer
|PA’| - |PB'| - |PC’|
|PA| - |PB| - |PC|

maksimalan.

Rjesenje. Neka su a, 8,y redom kutovi pri vrhovima A, B, C trokuta. Neka je a; = |/BAP|
ia, = |£ZPAC)|, kao na slici 3.15.

Slika 3.15

Trokuti AAPC’ 1 AAPB’ su pravokutni pa vrijedi

sin IPC]

)= ——,
L IPA]
. |PB|

sina, = .
|PA|

MnoZenjem dobivenih izraza dobiva se
. . |PB'| - |[PC’|
sin@; sin@y = ———— 3.27
@) Sin @z \PAP ( )

Takoder vrijedi
1
sina; sina, = 3 [(cos (a; — a3) — cos (a; + ar)]

1
< E(l — cos @) = sin’ %,

pri ¢emu jednakost vrijedi kada je @; = a, to jest kada se P nalazi na simetrali kuta .
Stoga iz (3.27) slijedi
|PB'|-|PC'| . ,«
————— < —. 3.28
pAR -2 (3-28)
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Sli¢no se dobije 1

|PA’|-|PC'| ., B
< - 3.29
12 ) (3.29)
|PB'| - |[PA"| _ .,y
——— < <. 3.30
pcp =" 2 (530
MnozZenjem jednakosti (3.28), (3.29) 1 (3.30) dobiva se
|PA'?-|PBP-|PC'? . ,a . ,B . LY
< — = L.
PAP-IPBP-IPCE ~ " 27" 27T )
Obje strane dobivene nejednakosti su nenegativne pa korjenovanjem slijedi
PA’|-|PB| - |PC’
IPA')- \PB - |PC] < singsin’§ sinz. (3.31)

|PA| - |PB| - |PC| — 2 22

Jednakosti u (3.29) 1 (3.30) po analogiji na slucaj s kutom « vrijede onda kada P lezi na
simetralama kutova S i y. Zaklju¢ujemo da je P srediSte upisane kruZnice jer pripada sime-
tralama svih triju unutarnjih kutova trokuta AABC. Dakle, jednakost u (3.31) vrijedi kada je
P srediSte upisane kruZznice trokuta AABC i u tom slu€aju je traZeni izraz maksimalan. O

3.7 Ortocentar

Sljedeci je zadatak poznat 1 kao Schwarzov problem trokuta te Fagnanov problem.
RjeSenje koje slijedi predstavio je madarski matematiCar Lip6t Fejér 1900. godine i
prilagodeno je prema [1] i [4].

Zadatak 3.7.1. Neka je dana tocka P u unutrasnjosti trokuta AABC, te D, E, F redom
sjecista pravaca AP, BP i CP sa stranicama trokuta AABC. Pronadite poloZaj tocke P
tako da je opseg trokuta ADEF minimalan.

RjeSenje. Najprije moZemo promatrati jednostavniji problem - neka je F' proizvoljna tocka
na AB. Sada ¢emo pronaci tocke D i E na BC 1 CA, takve da je povrSina trokuta ADEF
minimalna. Taj ¢e minimum, naravno, ovisiti o izboru tocke F.

Neka je F’ osnosimetri¢na slika toCke F' s obzirom na pravac BC, a F”’ osnosimetri¢na
slika to¢ke F s obzirom na pravac AC (slika 3.16a). Tada je |CF’| = |[CF| = |CF"|,
|/.BCF’| = |LFCB| te |LF"CA| = |£ACF]. Stavimo li da je y = |/ACB|, imamo da je
|LF"CF'| = 2y.
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Stovise, vrijedi 2y < 180° buduéi da je po pretpostavci y < 90°. Zbog toga duZina F'F"’
sije¢e stranice BC i AC u tockama D i F. Buduéi da je F’ osnosimetri¢na slika to¢ke F
s obzirom na pravac BC, za svaku to¢ku M na pravcu BC vrijedi [MF| = |MF’|. Dakle,
|DF| = |DF’|. Na slican se nacin pokaze da je |EF| = |[EF"|. Tada je opseg trokuta ADEF
jednak

osper = |FD| + |DE| + |[EF|
= |DF’'| + |DE| + |EF"|
— |F’F”|.

Sli¢no tako, ako je S bilo koja to¢ka na BC 1 T bilo koja tocka na AC, onda je opseg trokuta
AFST jednak duljini izlomljene linije F'STF”, koja je ve€a ili jednaka |F’F"’|. Zbog toga
je opseg trokuta AFST veci ili jednak opsegu trokuta AFDE, a jednakost vrijedi to¢no
ondakadajeS =DiT =E.

Slika 3.16

Stoga je potrebno pronadi to¢ku S na AB takvu da duZina F’F” ima najmanju duljinu. Pri-
mijetimo da je ova duZina osnovica jednakokracnog trokuta AF” F’C s konstantnim kutom
2y pri vrhu C i stranicama |CF’| = |CF"”| = |CF|. Dakle, moramo odabrati tocku F na AB
takvu da je |CF’| = |CF| minimalna, a to se postize onda kada je F noziste visine iz vrha C
u trokutu AABC.

U slucaju kada je F noziSte okomice visine iz vrha C, to¢ke D 1 E su noZziSta drugih dviju
visina. Kako bismo to dokazali, neka su D; i E; redom noziSta visina trokuta AABC iz
vrhova A i B (slika 3.16b).
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Pogledajmo jednakokracni trokut AFF’D;. Na pravcu BC lezi simetrala kuta ZFDF’ pa
vrijedi |£FDB| = |£BD F'|. Kutovi /BDF’ i £CD,E; su vrini pa su sukladni iz ¢ega sli-
jedi |[£CDE,| = |£FD;B| = x. Na slican se nacin pokaZe da vrijedi |LAEF| = |/DE,C| =
v, |¢BFDy| = |LE|FA| = z. Sada u trokutu AD,E | F vrijedi

(180° — 2x) + (180° — 2y) + (180° — 2z) = 180°,

odnosno
x+y+z=180°

Iz toga, promatranjem trokuta AAFE,, AFBD; i AD,\CE; slijedi
|/.F'AE| = x, |(tD\BF|=y, |LE\CDy| =z

Dakle, dobili smo
|£.BDF’'| = |£FD,B| = |tBAC| = |.CD\E,|,

Sto nam govori da tocka F’ leZi na pravcu D E;.
Sli¢no se pokaze da F” lezi na pravcu D E; pa je stoga D = D, E = E,. Sada moZemo

zakljuciti da od svih trokuta upisanih u trokut AABC najmanji opseg ima upravo onaj ko-
jemu su vrhovi noziSta visina trokuta AABC.

Znamo da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki - ortocentru. Dakle, ako s P oznacimo
sjeciste visina AD, BE i CF, zakljuCujemo da je P ortocentar trokuta i upravo tada je opseg
trokuta ADEF minimalan. O

Zadatak 3.7.2. Pronadite poloZaj tocke P unutar Siljastokutnog trokuta AABC tako da
Jje zbroj

1. |AP|-|BC|+ |BP|-|AC| + |CP| - |AB|
2. |AP|-|BP|-|AB| + |BP|-|CP|-|BC|+|CP| - |AP| - |CA|
minimalan.
Rjesenje.
1. Neka su AA; i PP, redom visine trokuta AABC 1 APBC (slika 3.17). Tada je

|BC|-1AA|  |BC| - |PP,|

2 2
_ (AA - |PPi]) - IBC] _ |AP]-|BC]

2 2 ’

PAAPB + PAAPC = PAABC - PAPBC =

(3.32)
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pri ¢emu jednakost vrijedi samo ako su AP i1 BC okomiti.

Sli¢no se dobiju i nejednakosti

|BP| - |AC|

2
|CP|-|AB|

2

Puap + Pappc < (3.33)

Prgpc + Paspc < (3.34)

Slika 3.17

Zbrajanjem (3.32), (3.33) 1 (3.34) dobiva se
|AP| - |BC| + |BP| - |AC| + |CP| - |AB| = 4P xspc.

Dakle, minimum dobivenog zbroja jednak je 4P,spc, a postize se samo ako je P
ortocentar trokuta AABC.

2. Nekasu E i F takve da su Cetverokuti BCPE i BCAF paralelogrami. Tada je i EPAF
paralelogram (slika 3.18). Stoga je

|AF| = |EP| = |BC|, |EF|=I|AP|, |EB|=|CP|, |BF|=|AC|.

Prema Ptolomejevoj nejednakosti (tm. 2.3.4) primijenjenoj na Cetverokute ABEF i
AEBP dobiva se

|AB| - |AP|+ |BC|-|CP| = |AB| - |EF|+ |AF|- |BE| > |AE| - |BF| = |AE| - |AC],
|BP| - |AE| + |AP| - |CP| = |BP|- |AE| + |AP| - |BE| > |AB| - |EP| = |AB| - |BC|.



POGLAVLIJE 3. TOCKE TROKUTA S EKSTREMALNIM SVOJSTVIMA 53

Slika 3.18

Sada slijedi

|PA| - |PB| - |AB| + |PB| - |PC| - |BC| + |PC| - |PA| - |CA|

= |PB| (|PA| - |AB| + |PC| - |BC|) + |PC| - |PA| - |CA|

> |PB| - |AE| - |AC| + |PC| - |PA| - |CA|

= |AC| (IPB| - |AE| + |PC]| - |PA])

> |AC| - 1AB| - IBC|.
Jednakost vrijedi ako i samo ako su Cetverokuti ABEF 1 AEBP tetivni, §to povlaci
da je Cetverokut AF EP takoder tetivan.
Buduci da je AFEP paralelogram, slijedi da je AP L EP, odnosno AP L BC.

Zbog toga Sto je AEBP tetivan Cetverokut, vrijedi [/ABE| = |/APE| iz Cega slijedi
BE 1 AB, odnosno CP L AB. Stoga je P ortocentar trokuta AABC.



Bibliografija

[1]

[9]

T. Andreescu, O. Mushkarov i L. Stoyanov, Geometric problems on maxima and
minima, Birkhauser, 2006.

AoPS, 1981 IMO Problems/Problem 1, https://artofproblemsolving.com/
wiki/index.php/1981_IMO_Problems/Problem_1, (pristupljeno 29. srpnja
2022.).

A. Bogomolny, Ptolemy’s theorem, https://www.cut-the-knot.org/proofs/
ptolemy.shtml, (pristupljeno 18. srpnja 2022.).

A. Bogomolony, Fagnano’s Problem, https://www.cut-the-knot.org/
triangle/Fagnano.shtml, (pristupljeno 31. kolovoza 2022.).

Brilliant.org, Cauchy-Schwarz Inequality, https://brilliant.org/wiki/
cauchy-schwarz-inequality, (pristupljeno 28. kolovoza 2022.).

C. Kimberling, Encyclopedia of Triangle Centers, https://faculty.
evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html, 1988., (pristupljeno 18.
srpnja 2022.).

B. Kisacanin, Mathematical Problems and Proofs, Kluwer Academic Publishers,
2002.

C. P. Lawes, Proof Without Words: The Length of a Triangle Median via the Paralle-
logram Law, Mathematics Magazine 86 (2017.), br. (2), str. 146.

S. Luo 1 C. Pohoata, Let’s Talk About Symmedians!, https://www.awesomemath.
org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2013-04/lets_talk_about_
symmedians.pdf, (pristupljeno 28. kolovoza 2022.), 2013.

[10] D. Palman, Trokut i kruznica, Element, 2004.

54



Sazetak

U ovom su diplomskom radu navedeni neki primjeri tocaka trokuta za koje odredene
funkcije postizu svoju minimalnu ili maksimalnu vrijednost. Tako su se ekstremi raznih
funkcija postizali u Cetiri karakteristi¢ne tocke trokuta - teZiStu, ortocentru, srediStu upisane
1 opisane kruznice, ali i u drugim to¢kama trokuta koje nisu sastavni dio kurikuluma nas-
tavnog predmeta Matematike u osnovnim i srednjim Skolama poput Fermat-Torricellijeve
tocke, Lemoineove tocke te srediSta trokutu pripisanih kruznica. Te su tocke u radu defini-
rane te su navedena i dokazana neka njihova posebna svojstva.

Kljucéne rijeci: trokut, teziste, ortocentar, srediSte opisane kruznice trokuta, srediSte upi-
sane kruZnice trokuta, srediSte pripisane kruZnice trokuta, simedijane, Lemoineova tocka,
Fermat-Torricellijeva tocka, ekstremi



Summary

In this thesis, some examples of triangle points for which certain functions reach their
minimum or maximum value are given. Thus, it could be seen that the extremal values of
various functions were reached in the four characteristic points of the triangle - the cen-
troid, the orthocenter, the center of the inscribed and circumscribed circle, but also in other
points of the triangle that are not an integral part of the curriculum of the subject of Mathe-
matics in primary and secondary schools, such as the Fermat-Torricelli point, the Lemoine
point and the excentres. These points were defined and some of their special properties
were stated and proven.

Keywords: triangle, centroid, orthocentre, circumcentre, incentre, excentre, symmedians,
Lemoine point, Fermat-Torricelli point, extrema
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