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Uvod

Parcijalne diferencijalne jednadZbe su podru¢je matematike koje je predmet intenzivnog
proucavanja. U ovom radu prezentirani su neki rezultati teorije parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi parabolickog tipa. Ove jednadzbe najCeScée se koriste za opisivanje pojava koje
evoluiraju u vremenu - od difuzije i1 provodenja topline do formiranja bioloskih uzoraka
(npr. pruge na zebrama), zarastanja rana i opisivanja toka u poroznoj sredini. U ovom radu
prezentiramo neke osnovne rezultate o jednadZbama parabolickog tipa. Prvi dio rada bavi
se udzbenickim primjerom jednadzbe provodenja, drugi i glavni dio govori nesto o teoriji
egzistencije 1 jedinstvenosti rjeSenja jednadzbi linearnog tipa, dok je u zavrSno poglavlju
raspravljen nelinearni slucaj i dan je primjer u primjeni.



Poglavlje 1

Jednadzba provodenja

1.1 O parabolickim jednadzbama

Kada je rije¢ o klasifikaciji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, jedna od klasifikacija
jednadzbi drugog reda je klasifikacija na elipticke, parabolicke i1 hiperboli¢ke jednadzbe.
Za jednadZbu oblika:

Auyy +2Buyy, + Cuyy + Du, + Eu, + F =0
rec¢i ¢emo da je parabolickog tipa ukoliko je:
B*-AC=0
ova definicija moZe se generalizirati i u ovom radu najcesée se bavimo upravo tim generali-
zacijama. Formu gore promatramo samo kao tipicnu motivaciju za uvodenje klasifikacije.

Opcenito, jednadzbu oblika:
u, = —Lu

gdje je L elipticki operator nazivamo parabolickom parcijalnom diferencijalnom jednadZzbom.
U mnogim primjenama, parabolicke jednadZbe opisuju evoluciju nekog procesa kroz vri-
jeme. UdZbenicki primjer je jednadzba provodenja topline, zatim Fokker-Planckove i Ko-
lomorgovljeve jednadzbe za opisivanje procesa difuzije, Black—Scholes-ov model dina-
mike trzista,...

1.2 Jednadzba provodenja topline

Za primjer linearne parabolicke parcijalne diferencijalne jednadzbe uzet ¢emo jednadzbu
provodenja topline. U homogenom obliku ona glasi:

u,—Au=0

2
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odnosno u nehomogenom obliku:
u, —Au = f.

Sto se tie fizikalne interpretacije, jednadZba provodenja topline opisuje evoluciju gustoée
neke fizikalne veli¢ine (1) kao Sto su toplina ili kemijska koncentracija kroz vrijeme.
Neka je V neko glatko podrucje u R”. Promatramo li promjenu ukupne koli¢ine gustoée
fizikalne veli¢ine u« na tom podrucju, tada je ona jednaka negativnom integralu gustoce toka
te veliine po rubu podrucja V. Imamo:

ifudx:—f F-vdS
dr Jy av

gdje je v jedini¢na vanjska normala na V. Sada primjenimo teorem o divergenciji na inte-

gral s desne strane, pa imamo:
d
— fudx = —fdiVFdx.
dat Jy v

Iz ovoga zapravo slijedi da su funkcije pod integralom jednake pa imamo:
u, = —divF.

U mnogim fizikalnim pojavama prirodno je pretpostaviti da je gustoca toka F proporci-
onalna gradijentu koncentracije u, no u suprotnom smjeru. Stoga piSemo:

F=-aVu
gdje je a neka konstantna proporcionalnosti. Sada imamo:
u; = adiv(Vu) = aAu.

Stavimo li @ = 1, dobili smo jednadZbu provodenja topline. Fundamentalnog rjeSenje
jednazbe provodenja topline je funkcija dana sa:

1 _ 2

e xeR, >0
D(x, 1) = (@nrr)?
0 xeR"t<O0

Izvod funkcije moguce je naciu [1].

Uocimo nekoliko stvari. Ponajprije, fundamentalno rjeSenje je radijalno u prostornoj va-
rijabli x. Ovo svojstvo ima i fizikalnog smisla. Zamislimo 1i vrlo plitki beskona¢ni bazen
smjeSten u koordinatni sustav u ravnini i stavimo li komad neke obojene topljive soli (npr.
hipermangana) u ishodiste koordinatnog sustava, tada ¢e se, ukoliko bazen miruje, iz is-
hodiSta hipermangan Siriti radijalno po bazenu. Navedena analogija je poneSto idealizirana,
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ali zapravo vjerodostojno opisuje idealnu situaciju. Promotrimo sada inicijalnu zadacu za
jednadzbu provodenja:

u; — Au =0 naR" X {0, o),
u=g naR"x{tr=0}.

RjeSenje ovog probema dano je konvolucijom:

u(e 1) = fR D=y, D) d.

Ovako dobiveno rjeSenje ima i odredena svojstva, tako npr. bez obzira na glatko¢u od g,
dovoljno je da je g € C(R") N L*(R") kako bi u bila klase C*. Drugim rijecima, kazemo
da jednadZba izgladuje pocetne uvjete. Ovo svojstvo jednadzbe provodenja korisno je pri
obradi slika. Naime slike s “’prljavim pikselima” moguce je obraditi pomocu jednadZbe
provodenja kako bi nepravilnosti na slici nestale. Jo$ jedno svojstvo jednadZbe provodenja
koje ¢emo koristiti u daljnjim razmatranjima je tzv. svojstvo srednje vrijednosti. Prije nego
ga iskazemo uvedimo jo§ jedan pojam.

Definicija 1.2.1. Za fiksne x e R" it € Rte r > 0 skup:

1
E(x,t;r) := {(y, s) e R"™s <1, d(x -y, t—5) > —}
rl’l

nazivamo toplinska kugla radijusa r.

Teorem 1.2.2 (Srednja vrijednost). Neka u € C %(U 1) rijesava jednadZbu provodenja. Tada
vrijedi:
1 x =y
u(x,t) = ff u(y, s) dyds
4rn E(x,t;e) (y (t - S)Z Y

Ovdje s Uy = U_>< (0, T] oznaCavamo parabolicki cilindar. Paraboli¢ki rub od Ur
oznacavamo sal'y = Uy \ Uy

za sve E(x,t;r) € Uy.
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1.3 Neka svojstva rjeSenja jednadzbe provodenja

U prethodnoj sekciji spomenuto je da rjeSenje jednadzbe provodenja topline ima odredena
svojstva. U ovoj sekciji prezentiramo neka od njih. Napomenimo samo da postoji joS
svojstava rjeSenja jednadZbe provodenja, no ovdje navodimo samo neka.

Principi maksimuma
Prvo svojstvo koje promatramo i dokazujemo je tzv. princip maksimuma.

Teorem 1.3.1. Neka u € C}(Ur) N C (Uy) rijesava jednadzbu provodenja na Uy. Tada
vrijedi slabi princip maksimuma:

max # = max u.
UT I'r

Nadalje, ako je U povezan skup i postoji tocka (xy, ty) € Ur takva da:

u(xo, tp) = max u,
Ur

tada je u konstantna na ﬁ,o. Ovu tvrdnju nazivamo jaki princip maksimuma.

Prije samog dokaza recimo neSto o interpretaciji. Ono Sto teorem zapravo kaze je da
ako u postize svoj maksimum (ili minimum) u nekoj tocki interiora, tada je u konstantna
funkcija u svim ranijim vremenima 7. Sto se ti¢e same fizikalne interpretacije, objasnjenje
gore ima i fizikalno uporiSte. Naime ako u prestavlja temperaturu i ona je konstantna na
nekom intervalu [0, 73] uz konstantne pocetne uvjete, tada do trenutka 7, temperatura ostaje
ista dok se rubni uvjeti ne promjene. Drugim rijeCima, dok se promjena temperature na
rubu ne dogodi, promjena unutar interiora nece se dogoditi. Prije samog dokaza dodajmo
jos jednu opasku. Gornja interpretacija Citatelju ¢e se Ciniti kao smislena u fizikalnom
smislu, no nije a priori jasno da jednadzba doista ima ovo svojstvo. Cilj dokaza je dakle
deducirati ovo (poZeljno) svojstvo iz same jednadZbe.

Dokaz:
Pretpostavimo sada da postoji tocka (xo, ty) € Uy takva da je:

u(xp,ty) = M := maxu
Ur

Tada je za dovoljno male r > 0 E(xy,t;r) C Ur. Upotrijebimo sada svojstvo srednje
vrijednosti kako bi dobili:

M = u(xy, ty) = ! ff u(y, s) bxo -y dyds < M,
4r" ) J e o) (to — 5)?
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1 Ixo — yI*
1=— ff dyds.
4rn E(xo,t0;r) (IO - S)2

Zadnja jednakost vrijedi samo ako je u identicki jednako M unutar E. Posljedi¢no,

bududi da vrijedi:

M(ya S) = M, V(y, S) € E(XO’ tO;r)'

Sada odaberimo neki segment L unutar Uy takav da povezuje (xo,%) s nekom drugom
tockom (yo, So) € Ur uz uvjet da sy < to. Uzmimo sada:

ro ;= min{s > solu(x,1) = MV (x,t) € L,s <t < 1y}

kako je u neprekidna, minimum se postize. Pretpostavimo sada da je ry > so. Tada je
u(zo, ro) = M za neku tocku (zo, r9) € L N Ur. 1z ovoga slijedi da u = M na L.

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Fiksiramo li x € U 1 neko vrijeme 0 < ¢t < fy. Tada
postoje tocke {xy, x1, . .., x,, = x} takve da segmenti izmedu x,_; 1 x; svi leZe unutar U. Pos-
tojanje ovih toCaka slijedi iz ¢injenice da skup to¢aka unutar U (koje se mogu tako povezati
s xo poligonalnim putem) je neprazan, otvoren i relativno zatvoren unutar U. Odaberimo
vremena ty > t; > --- > t,, = t. Tada segmenti u R"*! izmedu to¢aka (x;_1, ;1) i (x;, 1;) leZe
unutar Uy za sve i. Tada po prvoj tvrdnji imamo da u = M na svakom segmentu. Iz ovoga
slijedi da je u(x,t) = M. Q.C.D.

Sto se ti¢e posljedica jakog principa maksimuma, istaknimo najprije tzv. beskonaénu
brzinu provodenja. Naime, jaki princip maksimuma implicira da ako je U povezan skup
iu € C}(Ur) N C(Ur) zadovoljava:

u,—Au=0naUr
u=0naoU x|[0,T]
u=gnalUx{r=0}

gdje je g > 0. Tada je u pozitivna svuda na U7 ako je g pozitivna negdje na U. Naime, ako
je u rjeSenje gornje zadae za njega vrijedi 1 princip minimuma (iskaz je isti kao u teoremu
1.3.1, samo max zamjenimo s min). Stoga za g > 0 iz slabog principa minimuma slijedi da
je u > 0. Sada, kada bi u bila nula u nekoj toc¢ki na Uy tada iz jakog principa maksimuma
znamo da je u konstantna u svim ranijim vremenima. No budu¢i da je g pozitivna, ovo
je nemoguce. Nadalje, pomocu jakog principa maksimuma moguce je pokazati inicijalno
rubna zadaca na ograni¢enim domenama ima jedinstveno rjesenje te da Cauchyjeva zadaca
za jednadZbu provodenja ima jedinstveno rjesenje.
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Jedinstvenost rjesenja

Nesto jednostavniji dokaz jedinstvenosti rjeSenja inicijalno-rubnog problema predstavljamo
pomocu tzv. energetske metode.

Teorem 1.3.2 (Jedinstvenost). Inicijalno-rubni problem:

u, — Au = f na Uy,
u=gnaly,

ima jedinstveno rjesenje.

Dokaz:
Neka je it drugo rjeSenje inicijalno-rubnog problema. Tada w := u — it isto rijeSava zadacu:

w, —Aw =0 na Uy,
w=0nal7.

Definiramo sada funkcional energije u trenutku ¢ kao:

e(t) ::fwz(x,t)dx.
U

Sada deriviranjem funkcionala imamo da:

2fww,dx

U

waAwdx
U

= —2f IDw>dx <0
U

e(t)

paslijedidaje O < e(r) < e(0) =0zat € [0, T]. Posljedicno, sadajew = u — it = O na Ur.
Dakle u = ii. Pri tome smo u zadnjoj jednakosti koristili parcijalnu integraciju. Q.C.D.

Jedinstvenost unatrag

RjeSenje jednadZzbe provodenja ima joS jedno zanimljivo svojstvo. Kako bismo objasnili o
¢emu se radi, pretpostavimo da su u i it rjeSenja jednadZzbi s istim rubnim uvjetima na 0U
za neku funkciju g:

{ut—Au:O na Uy, (L.1)

u=gnaodlUXx|[0,T],
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{a, — Aii =0 na Uy, (12

it=gnadUx|[0,T].

Primjetimo pri tome da ne tvrdimo da # = & na samom pocetku procesa u t = 0. Jedinstve-
nost unatrag je iskazana teoremom:

Teorem 1.3.3 (Jedinstvenost unatrag). Neka su u i ii € CX(Uy) rjeSenja od (1.1) i (1.2).
Ako vrijedi:
ulx, T)=u(x,T), xe U

tada je u = it na cijelom Ury.

Prije samog dokaza recimo ponovno nesto o interpretaciji. Teorem zapravo kaze da ako
se dvije distribucije temperature na podru¢ju U slaZzu u nekom trenutku 7 > O 1 imaju iste
rubne vrijednosti za 0 < ¢t < T tada su ove dvije vrijednosti bile jednake u svakom trenutku
iz proslosti na U. Uo¢imo da ovo svojstvo nije apriori ocito.

Dokaz:
Kao u prethodnom dokazu stavimo w := u — iz 1 definiramo funkcional energije kao:

e(t) = f w?(x, 1) dx, t € [0,T].
U

Od ranije znamo da je prva derivacija po vremenu od funkcionala e jednaka:

e(t) = =2 f |Dw|? dx.
U

Deriviramo li funkcional jo§ jednom po vremenu tada imamo:

é(t) = —4wa-Dwt dx
U

4 f Aww; dx
U

4 f (Aw)? dx.
U

Kako je w = 0 na U imamo da:

lewIzdx = —fwAwdx < (f wzdx)2 (f(Aw)zdx)z.
U U U U
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Iskoristimo li dane izraze za prvu i drugu derivaciju od e(f) zapravo imamo da:

2
(e(n)? = 4( f |Dw|2dx)
U
< ( f w? dx) (4 f (Aw)? dx)
U U

= e()é(r).

Analizirajmo sada Sto se dogada sa funkcionalom e(?) na intervalu [0, T']. Ukoliko je e(t) =
0, Vt € [0, T] gotovi smo. U suprotnom, postoji neki interval [¢#,#,] C [0, T] takav da je
e(t) > 0,1t € [t),1p) dok je e(t;) = 0. Dakle e(r) > 0 zat; <t < 1, e(t;) = 0 Stavimo li
sada:

f(®) :=1ne(r)

iz nejednakosti gore imamo da:

. ) e
f(l)—%—EZO

Drugim rije¢ima, funkcija f je konveksna na intervalu (t,,1,) pa za neki A € (0, 1) vrijedi:
F(A =Dt + ) < (1 = Df(1) + Af (1)
iz ¢ega imamo da:
0 < e((1 -ty + A1) < e(t) e
Konac¢no sada imamo da:
0 < e((1 = D11ty < e(t)' e(t)'.

No sada ova nejednakost implicira da je e(f) = 0 za sva vremena ¢t € [t,1,] zbog ranije
pretpostavke, Sto je kontradikcija. Q.C.D.

1.4 Slaba formulacija

Na samom kraju ovog poglavlja recimo nesto o slaboj formulaciji problema traZzenja rjeSenja
parabolickih jednadZbi. Do sada smo problematiku traZenja rjeSenja proucavali uz odredene
pretpostavke na glatkocu funkcije u. Medutim, mnoge fizikalne pojave nisu opisane deriva-
bilnim funkcijama. Tipi¢ni primjer takve pojave je Brownovo gibanje. Za inicijalno rubni
problem:
u, —Au = f na Ur,
u=0nadUx|0,T],
u=gnalUx{t=0}
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kaZzemo da je u jako rjeSenje ukoliko su jednakosti dane gore zadovoljene u klasi¢nom
smislu. Pretpostavimo sada da nam je dana funkcija ¢ € C(U). PomnoZimo li prvu
jednadzbu sa ¢ i integriramo li cijeli izraz po U dobivamo:

fu,godx+fVu~Vgodx:ffgodx. (1.3)
U U U

Sada problem traZenja rjeSenja moZemo formulirati drukcije. Cilj je naéi funkciju u tako
da izraz (1.3) vrijedi za sve ¢ € C(U). Izraz (1.3) zovemo slaba formulacija parci-
jalne diferencijalne jednadzbe. Za slabu formulaciju linearne zadace teoremi o egzistenciji
1 jedinstvenosti su obradeni u poglavlju 2. O egzistenciji i jedinstvenosti slabih rjeSenja
za nelinearne probleme bit vise je reCeno u poglavlju 3. Za sada, uo¢imo nekoliko bitnih
stavki. Najprije, ukoliko je u klase C?, tada jako rjeSenje zadovoljava i slabu formulaciju
problema. Obrat nece vrijediti (odatle 1 poti€e naziv slabo rjeSenje). Veliku veéinu par-
cijalnih diferencijalnih jednadzbi nije moguce rijesiti eksplicitno. Umjesto toga, najcesci
pristup problemu je slaba formulacija. Nakon S$to je problem slabo formuliran, najcesce
se prelazi na neku od metoda kona¢nih elemenata i rjeSenje jednadzbe se aproksimira nu-
mericki.



Poglavlje 2

Linearne parcijalne diferencijalne
jednadzbe parabolickog tipa

Kratki uvod u prostore Soboljeva

U ovom poglavlju cilj naSih razmatranja bit e reéi nesSto o egzistenciji i jedinstvenosti
rjeSenja linearnog problema paraboli¢kog tipa. Prije nego se bacimo na konkretnu teoriju i
primjere, moramo uvesti nekoliko pojmova iz funkcionalne analize.

Definicija 2.0.1. Neka je Q C R" otvoren i ogranicen. Dodatno, neka je 1 < p < co. Tada
definiramo prostor:

LP(Q) = {f : Q — R|f je izmjeriva funkcija i f AP dx < oo}.
Q

Definiramo jos i prostor L™ (Q) kao skup svih funkcija f takvih da je:
IlfIl < M gotovo svuda,

odnosno L™ je prostor svih izmjerivih esencijalno omedenih funkcija na Q.

Nadalje, na prostorima L” definiramo pripadnu normu kao:

1/p
111, =(fg|lf|l”dx) ,

I flle =Inf{C >0 :|f(x)| < C gs. }.

odnosno za prostor L*:

11
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U iduéem koraku uvodimo takozvane H* prostore. Na Q definiramo prostor:
H Q) = {f € LX(Q)|6"f € L*(Q), |o < k),

Pri tome je §* standardna multiindeksna notacija. Drugim rije¢ima, prostor H* je pros-
tor svih L? funkcija takvih da su i njihove pripadne parcijalne derivacije do k-tog reda
ukljucujuéi takoder unutar L?. Lako se pokaZe da je prostor H*(Q) Hilbertov prostor uz
normu i skalarni produkt zadane kao:

1/2
11l = [Z ||a“f||iz(g)) :

ler|<k

@)= ) (00" @)y -

la|<k

Ranije smo pri formuliranju slabog problema koristili funkciju ¢ € C°(€2). Problem je
Sto prostor C°(€) nije gust u prostoru H*(Q). Stoga naSa promatranja ograni¢avamo na
specifi¢no zatvorenje prostora H*(Q), pa kona¢no definiramo:

Hy(Q) := C2 ()M,

ovo je zatvara¢ prostora C°(€2) u normi prostora H*(Q). Za k € N jos je prirodno promatrati
prostor H7%(Q). Njega definiramo kao prostor svih neprekidnih funkcionala na HS(Q).
Zbog gustoée od C u Hf vrijedi karakterizacija:

ue H Q) & [{u,¢)| < Cllull, ¢ € C2()

2.1 Opdi oblik parabolicke jednadZzbe

U nastavku, ukoliko druckije nije naglaseno, promatramo U C R” otvoren i ogranicen
skup. Nadalje, definiramo Uy = U X (0, T] za neki fiksni T > 0. Za zadane f € L*0,T;U)
i g € H'(U) inicijalno - rubni problem koji promatramo je:

u,+ Lu= f naUry
u=0naoUx[0,T] (2.1)
u=gnalUx{t=0}

pri tome za sva vremena ¢ L predstavlja parcijalni diferencijalni operator drugog reda u
obliku:

n n

LM == Z aij(-x’ t)”x[xj + Z bi(x, t)ux; —+ C(x’ l’)u
i=1

ij=1
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odnosno u divergentnom obliku L je dan sa:

Lu = - Z(Clij(xa t)ux,-)xj + Z bi(x, t)ux,- + C(x, t)u
i=1

ij=1

gdje su koeficijenti a'/(x, t), b'(x, t), c(x, t) zadani Vi, j € {1, ..., n). Nadalje nepoznanica je
naravno u, dok su jo§ zadane realne funkcije /i g. Uo¢imo, akosua”’ =6,;, b'=c=f=0
tada je L = —A, pa problem koji promatramo postaje jednadzba provodenja topline. Dakle
ima smisla promatrati ovakvo poopcenje parabolicke jednadzbe.

Definicija 2.1.1. KaZemo da je parcijalni diferencijalni operator % + L uniformo para-
bolican ukoliko postoji konstantna C > 0 takva da:

> i, 0gE; = CIEPV(x,1) € U, £ €R.

ij=1

U primjenama c¢lanovi drugoga reda (a"fuxl,xj)) opisuju difuziju, ¢lanovi prvoga reda
(b'u,,) opisuju transport dok ¢lan nultoga reda (cu) opisuje povecéanje ili smanjivanje kon-
centracije same tvari.

2.2 Slaba rjesenja

Formulacija slabe zadace

Ono $to mozemo primjetiti iz prethodne sekcije je da ¢emo do eksplicitnih formula za
rjeSenja generalne linearne parabolicke jednadzbe doci jako teSko. Stoga u ovom odjeljku
uvodimo slaba rjesSenja i raspravljamo o konstrukciji istih. Nakon toga dokazujemo nji-
hovu egzistenciju i jedinstvenost. Najprije, uvedimo nekoliko pretpostavki. Za sve zadane
funkcije pretpostavljamo: a”/,b',c € L™, i, j € {1,...,n). Nadalje, neka je a”/ = a’, Vi, j.
Uocimo da ovaj zahtjev nije problemati¢an, matricu ovih koeficijenata uvijek mozemo
prilagoditi da na pri formulaciji problema bude simetricna. Nadalje, pretpostavimo da
f € L>(Ur) i g € L*(U). Neka je jo§ L zadan u divergentnom obliku. Sada definiramo
vremenski zavisnu bilinearnu formu B:

Blu,v;t] := f Z a’(-, D vy, + Z b'(, Duy,v + c(-, Huv dx,
Uij=1 i=1

gdje su u,v € H)(U) it € [0,T]. Pojasnimo malo intuiciju prije nego izvedemo slabu
formulaciju. Pretpostavimo da je u glatko rjeSenje problema (2.1). Tada ¥ moZemo identi-
ficirati s preslikavanjem u : [0, 7] — Hé(U ) 1 to definirano kao:

[u(®)](x) := u(x,1).
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Ovime zapravo u viSe ne smatramo funkcijom od x i 7 nego preslikavanjem koje neko
vrijeme ¢ Salje u prostor H,(U) funkcija od x. Na sli¢an nacin tretiramo i ostale zadane
funkcije. Funkciju f identificiramo s preslikavanjem: f : [0, T] — L*(U) definiranim kao:

[F(O](x) := f(x,0), x€ U, t €[0,T].

Sada zapravo radimo istu stvar kao kada smo pretstavljali slabu formulaciju jednadzbe
provodenja. Fiksiramo li v € H}(U), pomnoZimo li cijelu jednadZbu s tom funkcijom i
odradimo parcijalnu integraciju imamo da vrijedi:

(u’,v) + Blu,v;t] = (f,v),

gdje ’ oznacava vremensku derivaciju. Sa (-,-) oznacili smo skalarni produkt na L*(U).
Uoc¢imo joS nekoliko stvari. Najprije, imamo da je:

u,:g0+2g§j na Ur
=1
gdje smo sa g° oznadili:
g i=f- Zbiuxi —cu
i=1

n

Je= ij
g = E a’u,,

i=1
Iz teorije Soboljevljevih prostora moguce je zakljuciti da desna strana izraza za u, danoga
gore leZi u prostoru H~'(U) uz ocjenu danu sa:

n 1/2
2
a0 < [Z ||gf||Lz(U)] < Cllullgy o + 1 lzw))

=0
Ocjena gore daje nam da u’ € H~'(U). Motivirani time, uvodimo definiciju:

Definicija 2.2.1. Neka su f € L*(Ur) i g € L*(U). KaZemo da je u € L*(0,T; Hy(U)) sa
w € L*(0,T; H ' (U)) slabo rjesenje problema (2.1) ukoliko je zadovoljeno:

1. (W,v)+ Blu,v;t] =, v)Vv e Hé(U) za gotovo sva vremenat € [0, T],

2. u(0) =g.



POGLAVLJE 2. LINEARNE PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE
PARABOLICKOG TIPA 15

Egzistencija i jedinstvenost slabog rjesenja

Objasnimo sada ideju kako dolazimo do slabih rjeSenja. Za problem (2.1) slabo rjeSenje
konstruiramo tako da rjeSenje konstruiramo u nekim kona¢nodimenzionalnim prostorima
aproksimacija. Nakon toga, ideja je prec¢i na limes tih aproksimacija. Ovaj pristup poznat
je kao Galerkinova metoda. Pretpostavimo da su Yk € N dane glatke funkcije wy, = wi(x).
Neka jo§ vrijedi da je (wy);>, ortonormirana baza za L*(U) koja je ujedno i ortogonalna
baza za Hy(U). Egzistencija ovakve baze moZe se naéi u literaturi. Za fiksni m € N sada je
cilj prona¢i funkeiju u,, : [0, 7] +— Hy(U) oblika:

() = ) dl(Owy
k=1

takvu da koeficijenti d* (f) zadovoljavaju

di(0) = (g, wp), k=1,...,m, (2.2)
W, wi) + Blw,,wi; t] = E,wp). k=1,...,m. (2.3)

Drugim rijeCima, funkcija u,, koju trazimo zadovoljava projekciju” pocetnog problema
na konaCnodimenzionalni prostor razapet vektorima (wy)” ;.

Teorem 2.2.2 (Konstrukcija aproksimacije rjeSenja). Za svaki m € N postoji jedinstvena
u,, koja zadovoljava (2.2) i (2.3).

Dokaz:
Kako je u,, oblika:

() = ) dl(Owg,
k=1

vidimo da je:
(u, (1), we) = dy/ (1),

Nadalje, imamo:

Blu,, wis 1] = Y e()d), (1),

=1
gdje je eX(1) := Blw;, wi;tl, k,1 € {1,...,m}. Oznacimo jos sa f*(¢) := (£(), wy). Jednakost
(2.3) sada postaje:

di/)+ ) Hd, @) = 10, (2.4)
=1

No sada smo dobili sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za koji znamo da rjeSenje
postoji iz teorije obic¢nih diferencijalnih jednadZzbi. Q.C.D.
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Prije dokaza egzistencije 1 jedinstvenosti slabe formulacije iskazimo joS jedan bitan rezultat
¢iji dokaz preskacemo, a isti se moZe naci u literaturi.

Teorem 2.2.3 (Energetska ocjena). Postoji konstanta C koja ovisi samo o U, T i koefici-
jentima od L takva da vrijedi:

522’; ||um(f)||L2(U) + ||um||L2(O,T;H(1)(U)) + ”u:nHLZ(O,T;H‘l(U)) < CUlfllzo.:r2wy) + gll2wy) (2.5)

Kao §to je naglaSeno ranije, ideja je sada konstruirati slabo rjeSenje problema prelaskom
na limes niza u, rjeSenja aproksimacijske zadace (2.2),(2.3).

Teorem 2.2.4 (Egzistencija i jedinstvenost slabog rjeSenja). Slabo rjesenje problema (2.1)
postoji i jedinstveno je.

Dokaz(u 4 koraka):
Korak 1: Najprije upotrijebimo energetsku ocjenu kako bismo zakljucili dvije bitne stvari

o nizovima (u,,)%_, i (u},)*_,. Naime, prvi niz je ograni¢en u prostoru L*(0,T; Hy(U))

,a drugi u prostoru L*(0, T; H"'(U)). Sukladno tome, po Banach-Alaogluovom teoremu
postoji podniz u,, i funkcija u € L*(0,T; Hé(U)) s njezinom slabom derivacijom u’ €
L*(0,T; H'(U)) takva da:

{um, — u slabo u L*(0, T; Hy(U)), (2.6)

w, — u slabou L*(0,T; H'(U)).

Korak 2: Sada fiksiramo N € N i odaberimo v € C!([0, T']; Hé(U )) oblika:
vy = ) dow,
k=1

gdje su {d* }kN= , ranije zadane glatke funkcije. Sada odaberemo m > N iizraz (2.3) mnozimo
sa d*(f) i sumiramo sve po k = 1, ..., N. Integriranjem po ¢ dobivamo:

T T
f (w,,v) + Blu,, v;t]dt = f (f,v)d:t. 2.7)
0 0
Sada stavljanjem m = m; i prelaskom na limes imamo:
T T
f (u’,v) + Blu,v;t]dt = f (f,v)dt. (2.8)
0 0

Uocimo sada da je ova jednakost zadovoljena za sve funkcije iz L*(0, T’; H,(U)) zato §to
su sve funkcije zadane poput funkcije v guste u ovom prostoru. Stoga vrijedi:

(W,v) + Blu,v;t] = (£, v), Vv € Hy(U) za g.st € [0, T] (2.9)
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Nadalje, imamo da je u € C([0, T]; L*(U)). (Ove tvrdnje proizlaze iz teorema o ulaganju.
Moguce ih je pronaci u Evansu, poglavlje 5.)

Korak 3: Preostaje joS pokazati da je u(0) = g. Iz izraza (2.8) imamo da za sve v €
C'([0, T1; Hy(U)) takve da v(T) = 0 vrijedi:

T T
f —(V,u) + Blu,v;t]dt = f £, v)dt + (u(0), v(0)),
0 0

Sli¢no, iz izraza (2.7) imamo:

T T
f —(v',u,,) + Blu,,, v;t]dt = f £, v)dt + (u,,(0), v(0)),
0 0

Ponovno stavimo m = m; i prelaskom na limes imamo:

T T
f — (v, u) + Blu,v; 1] dt = f (£, v) dt + (g,v(0))
0 0

zato §to u,, — g na L*(U). Oduzimanjem prve i tre¢e jednadzbe gore dobivamo da je
(u(0) — g, v(0)) = 0. Kako je v(0) proizvoljno, zaklju¢ujemo u(0) = g.

Korak 4: Na samom kraju dokazujemo jedinstvenost. Dovoljno je pokazati da ukoliko f =
g = 0 tada problem (2.1) ima samo jedno slabo rjeSenje u = 0. Ovu tvrdnju dokazujemo
tako da stavimo v = u u jednakosti (2.9). Tada vrijedi:

d (1 ,
7 (§||u||i2(U)) + Blu,u;7] = (u’,u) + Blu,u;7] =0

Kako je:
2

Blu, w; 1] 2 Bl ;) = Yl ) = =yl

W) LX(U)
za neke konstante 1 y. Pri tome smo iskoristili leme 2.2.5 1 2.2.6 ¢iji se dokaz moZe naci
u Evansu. Sada Gronwallova nejednakost povlaci tvrdnju. Q.C.D.

Lema 2.2.5. Neka je u € L*(0,T; Hy(U)) uz w’ € L*(0,T; H'(U)). Tada vrijedi (nakon
mogudeg redefiniranja na skupu mjere 0) u € C([0,T1; L*(U)). Nadalje, preslikavanje

e ||u(t)||i2 - Jje apsolutni neprekidno za gotovo sve t € [0, T| uz derivaciju:

d '
EH“”EZ(U) =2 <u (t)a u(t)> .
Dodatno, vrijedi ocjena:

59;’?; ||ll(t)||L2(U) < C(||u||L2(O,T;H(1)(U)) + ||u,||L2(0,T;H"(U)))~

Pri tome konstanta C ovisi samo o T.
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Lema 2.2.6. Postoje konstante a3 > 0i7y > 0 takve da za sve u,v € Hy(U) vrijedi:
L |Blu, v]| < alull g o) Vllg2 o)

2. Bluly ) < Bl ul + el g

Kratko o svojstvima

Prirodno je postaviti pitanja vezana uz regularnost slabih rjeSenja zadace (2.1). Ono Sto
je moguce pokazati je da je uz pretpostavke da je f € L*(0,T; L*(U)) te g € H,(U) slabo
rjeSenje u tada unutar prostora L*(0,T; H*(U)) N L*(0,T; Hy(U)),u’ € L*(0,T;L*(U)).
Opcenito, jaci zahtjevi na f i g daju i bolja svojstva od u. U najboljem slucaju, ukoliko
su f i g beskonacno puta diferencijabilne, tada uz jo§ neke minimalne dodatne zahtjeve
na iste (uvjeti kompatibilnosti na derivacije) inicijalno rubna zadaca ima jedinstveno, be-
skona¢no glatko rje$enje. Sto se ti¢e principa maksimuma i brzine provodenja, za opéeniti
parabolicki problem postoje takoder teoremi koji ih opisuju. Oni se poneSto razlikuju
od teorema koji je izreCen za jednadzbu provodenja topline, ali naglasimo da ukoliko
je jednadzba uniformno parabolicka tada se ponovno javlja svojstvo beskonacne brzine
provodenja.



Poglavlje 3

Primjer nelinearnog problema

U ovom poglavlju dokazujemo egzistenciju i rjeSenja lokalnog nelinearnog problema. Na-
kon toga, raspravljamo specifi¢ni slucaj reakcijsko-difuzijskog sustava opisanog paraboli¢kom
parcijalnom diferencijalnom jednadZzbom. Buduci da su zadani problemi nelinearani, eg-
zistenciju i jedinstvenost rjeSenja dokazujemo pomocu dva teorema o fiksnoj tocki. Nakon
toga, provodimo raspravu oko tzv. nefizikalnih rjeSenja i pojave eksplozije (eng. blow up)
rjeSenja u specificnom slucaju kada su pocetni podaci “’preveliki” u odredenom smislu.

3.1 Teoremi o fiksnoj tocki

Cesto u literaturi spomenut kao jedan od najjednostavnih teorema o fiksnoj to¢ki, Banachov
teorem o fiksnoj tocki reprezentiran u ovoj sekciji koristi tipi¢an dokaz s 2. godine. Za
njega je dovoljno promatrati preslikavanje koje je kontrakcija na nekom prostoru. Za takvo
preslikavanje lako je pokazati da posjeduje fiksnu tocku. Mi ¢emo ovdje pretpostaviti da je
X neki Banachov prostor i da je A : X — X nelinearno preslikavanje koje je kontrakcija,
odnosno da za njega vrijedi:

[[A(x) = A < yllx = yll, x,y e X, zaneki0 <y < 1.

Kazemo da je A stroga kontrakcija ukoliko je nejednakost navedena gore stroga. Napo-
menimo joS da je Banachov teorem o fiksnoj tocki Cesto koriSten u popularizaciji znanosti.
Tako je npr. moguce pokazati da postoje dvije tocke na planetu Zemlji u kojima su i tem-
peratura i tlak zraka isti.

Teorem 3.1.1 (Banachov teorem o fiksnoj tocki). Neka je A : X — X kontrakcija kao gore.
Tada A ima fiksnu tocku.

19
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Dokaz:
Odaberimo x, € X. Sada definiramo rekurzivno niz: x,,; = Ax,. Tada:

A1) = AXall < Ylixner = Xall = YIIAK) = A1)l

Nastavimo li dalje imamo da:

IA(x41) — ACe)Il < YIlA(xX0) — xoll, Yno=1,2...

Neka je sada n > [. Sada imamo:

n-2

bk = il = AGe- 1) = AGDIE S ) IACe ) = A

Jj=I-1
n-2

< IAG) = %ol D .
j=I-1
Jerjey < 1red Z?;,z_ 1 ¥ je konvergentan pa je (x;)Cauchyjev niz u X. Stoga postoji to¢ka
x € X takva da x; — x u X. Stoga A(x) = x pa je x fiksna toCka od A. Q.C.D.

U nastavku ¢emo koristiti jo§ jedan teorem o fiksnoj tocki:

Teorem 3.1.2 (Schauderov teorem o fiksnoj tocki). Neka je X Bancachov prostor i K C X
kompaktan i konveksan skup. Nadalje, neka je preslikavanje:

A: K-> K
neprekidno. Tada A ima fiksnu tocku.

Dokaz teorema moze se pronadi u literaturi. Sli¢no kao Banachov teorem o fiksnoj
toki, Schauderov teorem takoder je tema koja se koristi u popularizaciji znanosti. Cesti
primjer “primjene” Schauderovog teorema o fiksnoj tocki u popularnoj znanosti je dokaz
da ukoliko promjeSamo neki napitak u Salici, tada postoji barem jedna molekula koja je
ostala na istom polozaju.

3.2 Reakcijsko-difuzijski sustav
Promotrimo incijalno - rubni problem oblika:

u;, — Au = f(u) na U,,
u=0nadUx|[0,T], (3.1)
u=gnaUXx{r=0}.
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Ovdje suu = (u',...,u™)ig = (g',...,g") vektorske funkcije. Pretpostavljamo jo$ da je
g € Hy(U;R™). Uotimo da je funkcija f : R” — R” ono $to problem &ini nelinearnim. Za
nju za sada pretpostavimo da je Lipschitz neprekidna. U naSem slucaju, to povlaci da za
sve x € R” vrijedi:

IOl < C(L + IxID).

Uz iste oznake kao u linearnom slu¢aju, re¢i éemo da je u € L*(0, T’; Hé(U ;R™)) sa deriva-
cijomw’ € L*(0,T; H"'(U;R™)) slabo rjeSenje problema (3.1) ukoliko vrijedi:

(W', vy + Blu,v] = (f(u),v), Vv € H}(U;R™)

uz uvjet da: u(0) = g. Prije samog dokaza egzistencije i jedinstvenosti, naglasimo jo$ da
je norma na Hy(U;R™) dana sa:

172
2
||u||H01<U;Rm>:( f |Dul dx) .
U

Sto se ti¢e interpretacije, zadaca zadana sa (3.1) u primjeni najée$cée predstavlja evoluciju
gustoce (ili koncentracije) tvari unutar nekog sustava. Pri tome kemikalije reagiraju jedna s
drugom, njihove koncentracije zapravu su komponente funkcije u dok su kemijske reakcije
izmedu tvari opisane funkcijom f.

Teorem 3.2.1 (Egzistencija i jedinstvenost). Postoji jedinstveno slabo rjesenje problema
(3.1).

Dokaz (U 4 koraka):
Korak 1: Najprije uo¢imo da je prostor X = C([0, T]; L>(U;R™)) Banachov uz normu:

A\ = max ||v(f 2(U:-RmY.
Vil = mas IOz

Sada Zelimo specificirati operator A i povezati ga s jednadZzbom. Neka je u € X. Stavimo li:
h(¢) := f(u(?)) zbog Lipschitz neprekidnosti od f vidimo da je ovako definiran h iz prostora
L*(0,T; L>(U;R™)). No sada iz linearne teorije znamo da sustav:

w; —Aw = h na Uy,
w=0nadUXx|[0,T], (3.2)
w=gnaU X {tr=0}.

ima jedinstveno slabo rjeSenje i zadovoljava:

(W,v) + B[w,v] = (h,v). (3.3)
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Sada definiramo operator A : X — X kao A[u] = w

Korak 2: Sada tvrdimo da ukoliko je T > 0 dovoljno maleno tada je A stroga kontrakcija.
Da bismo to pokazali, stavimo A[u] = wiw = A[@]. Sadaiwiwuz h(?) := f(u(?)) i
h(7) := f(ii(¢)) zadovoljavaju jednakost (3.3). Sada Zelimo ocjeniti razliku
=2(w—-w,h—-h)

~ 112
—|lw — wl[7, + 2w — W[}

dt

dobivenu oduzimanjem (3.3) 1 pripadne sli¢ne formulacije za W. Za test funkciju ovdje
smo uzeli upravo w — w. Racunamo:

(U;R™) H)(U:R™)

2w =W, h — ) < ellw = FIL, 0, + ||f<u) £, ), (3.4)

< 8C||W W”HI(U Rm) ”f(U) f(u)”LZ(U Ry (35)

Sto daje Poincaréova nejednakost. Za £ > 0 i dovoljno malen i zbog toga $to je f Lipschitz
neprekidna imamo:

d

—lw — W]}

dt 2URrm) = Cllf(u) - f(ﬁ)||iz(U;Rm) < Clju—1?

L2(URm)"

No sada posljedi¢no tome vrijedi 1:
S
~ 112 ~ 12 =112
”W - w”LZ(U;R’") < C‘fo‘ ”u - u”LZ(U;R’”) dt < CT”u - u”

Na samom kraju maksimiziramo lijevu stranu gornje nejednakosti po s. U tom slucaju,
imamo da je zapravo:

A[u] - Afti]llx < VCT |l - @lly.

Dakle A je kontrakcija uz uvjet da je 7 dovoljno malo u odnosu na C.

Korak 3: Ukoliko je T > 0 proizvoljan, mozemo nac¢i 0 < 7T} < T takav da je uvjet
za kontrakciju naveden u koraku 2 zadovoljen, odnosno VCT; < 1. Tada na problem s
takvim 7'} primjenimo Banachov teorem o fiksnoj tocki kako bismo pronasli slabo rjeSenje
problema 3.1 na intervalu [0, 7]. Kako T ovisi iskljucivo o Lipschitzovoj konstanti od f,
moZemo na$§ argument proSiriti na interval [T,27,]. Nakon kona¢no mnogo ponavljanja
takve konstrukcije dolazimo do pravog pocetnog intervala.

Korak 4: Preostaje joS pokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da su u i it dva slaba rjeSenja
od problema (3.1). Tada ocjena iz koraka 3 postaje:

”u(S) u(s)”LZ(U Rm) —_ f ”u u”LZ(U Rm) dt7 NS [Oa T]

Grownallova nejednakost sada daje u = 1. Q.C.D.
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3.3 Opcenitiji nelinearni problem
U nastavku promatramo opceniti nelinearni problem oblika:

0 0
u — i — la(x, t; u)—u +b(x,t;u)u=f naQx(0,T),
ox; ox;

u =0 naoQ,
u(x,0) = up(x) na Q.

(3.6)

Pri tome je 9Q2 otvoren skup s Lipschitzovim rubom. Nadalje, zadane su Caratheodorijeve
funkcije a i b i neka za njih vrijedi:

O<m<alx,t;u) <M,

0<m<|b(x,t;u) <M,

dok su uy € LA(Q) i f € L*0,T; H'(Q)) gdje je V = H}(Q) Htjeli bismo pokazati da
slabo rjeSenje ovakve zadace postoji 1 da je jedinstveno. U samom dokazu koristit ¢emo
rezultat iz Poglavlja 2 o egzistenciji rjeSenja za linearni problem. Uz sli¢ne oznake kao
ranije, vrijedi naredni teorem:

Teorem 3.3.1. Uz pretpostavke kao gore postoji rjesenje problema:

u(0) = uy,
d , (3.7)
E(u,v) +a(u,v) =(f,v), VveV na D' (0,T).

Pri tome (-, -) oznaCava skalarni produkt na L*(Q2),a sa a(u, v) smo oznacili formu:
ou 0
a(u,v) = f a(x, 1 U)o - o+ b(x, 1w - vy dx
o) ax,‘ 6xi

Dokaz:
Ideja je iskoristiti Schauderov teorem o fiksnoj tocki. Neka je w € L*(0, TL*(2)) Tada
prema Teoremu 2.2.4 zadaca:
uel*0,T;V), u; € L*(0,T; V"),
u(0) = uo, (3.8)
d
7 V) +an(,v) = (f.v) naD'0.7),¥v eV,

gdje smo sa a,, oznacili formu:

ou 0
a,(u,v) = f a(x, t, w)—u R +b(x,t;Wu - vy dx 3.9)
Q 8)6,‘ ax,-
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ima jedinstveno rjesenje u € L*(0, T’; H,(Q)) pa mozemo definirati T(w) := u. Ovo presli-
kavanje je definirano na L*(0, T'; Hy(€2)), a zbog ulaganja:

L*0,T; Hy(Q)) — L*0,T; L*(Q))

slijedi da je T : L*(0,T; L*(Q)) — L*(0,T;L*(Q)). PokaZemo li da preslikavanje w
T (w) ima fiksnu tocku, gotovi smo. Stavimo li sada v = u uvrStavanjem u slabu formulaciju
imamo:

1d
EE(M’ u) + a,(u,u) = (f,u) gs. t€0,T).

Koristeci strogu pozitivnost od b vrijedi ocjena:

1d
37w+ mllulls < |1flleelly -

Pri tome je:

I/l = sup {f,v),

[vlv<1

lull?, = f IVul> + u? dx.
Q

Iskoristimo li sada Youngovu nejednakost na desnoj strani ocjene, dobivamo da:

1d 1
Eamm+mes§w%+5ﬂm%

MnoZenjem s 2 i sredivanjem imamo:

d 1
o () + milully, < E“ﬂﬁ

Sada sve integriramo na intervalu (0, 7') pa imamo:

T T
1
ma%+mf‘w%msm£+—ijdn
0 m Jo

Ovime su zapravo dobivene ocjene:

(*) el r20.7:v)» Ul 220712000 < C

gdje je
2

1 1
2 2
C™ = —lugl; + ) 1 220,707y

T m
Sada definirajmo skup:

B={veL*0,T;L*Q) : Vlzor.2@) < C)
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Slijedi da je w — u = T(w) preslikavanje sa prostora B na njega samog. Nadalje, iz slabe
formulacije imamo da:

() Neelz0mv < Mllull2o.7:v) + 1 l20.7:v) < MC + (| fll20,7:v) = C'.

Prema tome, u pripada ograni¢enom podskupu od skupa {v € L2(0,T; V) : u’ € L*(0,T;V")}
koji je relativno kompaktan u L*(0, T'; L*(Q2)) (ovo znamo iz teorema o ulaganju). Da bismo
mogli primjeniti teorem o fiksnoj tocki, preostaje joS pokazati da je preslikavanje T nepre-
kidno na B. Neka je sada (w,), niz u B takav da w, — wu B. Oznacimo jos sa u,, = T(w,).
Zbog ocjena (*) 1 (*x*), ovaj niz je ograni¢en pa mozemo naci podnizove (indeksi €e ostati
isti, no dalje radimo s podnizovima) takve da:

w, = wgs Qx(0,T),

U, = U U L*0,T; LX(Q)),
ou ou

T T2 LA0, T LA(Q
ax, ax, u L7(0,T; L~(€)),

Uy, — U, u L*(0,T; V"),

(3.10)

gdje je u., € L*(0,T; V). Slabu formulaciju mnoZimo sada vremenski ovisnom test funkci-
jom ¢ i sve integriramo:

T T 0 ; o
f (V) (1) dt + f f o(f) - aCx, t; wp) =2 22 dxdt
0 0 ox; 0x;

Q
T
+ f f e(Ob(x, t; wy)u,, - v dxdt
0 Q

T
:f (fL,typ(t)dtNv € V, Yo € D0, T).
0

Sada je ideja iskoristiti Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji. Za izraze pod
integralima vrijedi:
P(Ob(x, 1; W)y — @(Ob(x, 1; W)y
e(Da(x, 1 Wn)@ = e(Ma(x, 1; W)@
0x; 0x;
na prostoru L*(0, T; L*(Q)). Sada postoje i limesi nelinearnih ¢lanova. Prelaskom na limes
dobivamo da vrijedi:

%(uw, V) + a, (o, v) = (f,v) na D'(0, 7).

Sada za gotovo svaki t € (0,7) 1 za sve v € V moZemo pisati:

(Un(D),V) — (g, V) = f (v d.
0
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Ponovnim prelaskom na limes gornji izraz zapravo postaje:

(oo (1), v) = (19, v) = fo (Uoo, V) dt = (Ueo(2), V) = (Ueo(0), V).

Iskoristili smo i ¢injenicu da iz (3.6) moZemo zakljuditi da u,(f) — u.(f) u L*(Q) za gotovo
sve t € (0,T). Prema tome, u.(0) = uy. 1z svega navedenoga zakljuCujemo da je u,, =
T(w). Stoga je u., jedino gomiliSte niza u,,, pa onda 1 Citav niz u, konvergira k u.,.

3.4 ”’Blow-up” rjeSenja

U ranijem razmatranju reakcijsko-difuzijskog sustava opisanog problemom (3.1) pretpos-
tavka na funkciju f je bila da je ona Lipschitz neprekidna i to globalno. U realnim mo-
delima funkcija f najcesce je polinom u varijabli u. U ovom djelu rada pokazujemo da
postoje slucajevi u kojima uz odredene pocCetne uvjete rjeSenje nece postojati. Inicijalno
- rubni problem koji promatramo je naizgled jednostavan, a nelinearnost je manifestirana
pomocu obicne kvadratne funkcije:

u, — Au=u? na Uy
u=0naodux{0,T) (3.11)
u=gnalUx{tr=0}

Pokazat ¢emo da ukoliko su 7 > 0 i g > 0 dovoljno veliki u odredenom smislu, tada
rjeSenje problema ne postoji. Nepostojanje rjeSenja dokazujemo tako da pretpostavimo da
rjeSenje postoji, a onda pomocu odredenih nejednakosti svedemo tu tvrdnju na kontradik-
ciju. Analizirajmo prvo problem (3.11). Kada bi zanemarili ¢lan Au tada jednadZzba postaje
obi¢na diferencijalna jednadZba:
u = u’.

Jasno je da ako je pocetni uvjet u(0) > 0, tada rjeSenje jednadzbe sigurno raste neo-
grani¢eno u beskonacnosti. S druge strane, u jednadzbi je prisutan 1 ¢lan Au koji u ob-
zir uzima difuzijske efekte, pa ukoliko zanemarimo ¢lan #?, tada se radi o jednadZzbi
provodenja koja opcenito izgladuje nepravilnosti. MoZemo reéi da se na odredeni nacin
¢lanovi u? i Au “natjeu” u smislu da su njihovi uéinci na konacno rjesenje razliciti. Cilj
analize problema u ovom slucaju je tada dokuciti kako svaki od tih Clanova utjeCe na
konacno rjesSenje jednadzbe.

Uvedimo za pocetak najprije nekoliko oznaka. Neka je A4, najmanja svojstvena vrijed-
nost operatora —A na H;(U) i neka je wy njezina pripadajuéa svojstvena funkcija, odnosno
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neka je

“Aw; = A U,
{ Wi = Awn ha (3.12)

w; =0 na oU,

Nadalje, moze se dokazati da postoji rjeSenje w; > O na U te da:

fw]dle.
U

Dokaz tvrdnje dan je u poglavlju 6 u Evansu. Pretpostavimo sada da je u glatko rjeSenje
problema (3.6). Nekajeig > 01 g # 0. Tada je u > O unutar Uy po jakom principu
maksimuma. Uz ove pretpostavke vrijedi teorem:

Teorem 3.4.1 (Blow-up za velike podatke). Neka vrijedi:

fgwl dx > ;.
U

Tada ne postoji glatko rjesenje od (3.11) za sva vremena T > Q.

Dokaz:
Definiramo funkciju:

n(t) := f u(x,Hw(x)dx, t € [0,T],
U

Deriviramo li n(¢) dobivamo:

n= f uw dx = f(Au + uH)w, dx
U U

:quwl+u2w1dx:—/11n+fuzwldx.
U

U

Nadalje, imamo da vrijedi:

1/2 1/2 1/2
n= fuw%/zw}/zdxs (f wwy dx) (f wi dx) = (f wwy dx) .
U U U U

Iskoristimo li tu nejednakost u izrazu za derivaciju imamo:
: 2
nz -+,

Stavimo li &(f) := eY'5(¢) imamo:

é':: e/lltﬁ'i‘/lle/lltn > e/lltrlz — e—/lltgz.
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Stoga je: _
i (__1) — i > e_/llt

pa imamo:
-1 -1 1-eM

— >
& — £0) A

Sada sredivanjem izraza dobivamo da je:

£(0)4,
A = &0)(1 — et

uz uvjet da nazivnik izraza nije nula. No ukoliko sada vrijedi pretpostavka teorema tako da

n(0) = £(0) > A, tada £(1) — oo kada 1 — —- In(X2=2), QED.

&) 2

Drugim rijecima, rjeSenje koje dobivamo ili nije dovoljno glatko da opravda racun dan
ranije u dokazu, ili se za neki 0 < ¢, < ¢* dobiva da:

Iim | u(x,t)wi(x)dx =
t—t, U

Kazemo da rjeSenje eksplodira u beskonacnosti (odatle i naziv blow-up na engleskom).
Problem moZe nastati i za male inicijalne podatke. Naime, promatramo li zadacu:

(3.13)

u,—Au=u” naR"x{0,T)
u=gnaR"x{r=0}

uz pretpostavku da je g glatka funkcija s kompaktnim nosacem tada vrijedi teorem:

Teorem 3.4.2. Neka je:

n+2
I<p<

tada ne postoji nenegativno, integrabilno i glatko rjeSenje problema (3.13) za sva vremena
T >0.

Dokaz ovog teorema moZe se pronaci u [1].



Z.ahvale

Na samom kraju rada, htio bih se zahvaliti mnogim kolegama, prijateljima i ostalima zbog
kojih je ovo putovanje kroz studij matematike bilo moguce. Ponajprije, hvala mojim rodite-
ljima Nenadu i Mari na neograni¢enoj podrsci za vrijeme studiranja. Zahvaljujem se i baki
1 djedu na svakom pozivu i pruZanju podrSke. Mojem bratu Ivici zahvaljujem se na sva-
koj veceri koju smo proveli Zaleci se na to kako je studirati teSko. Zahvaljujem se svojem
najboljem prijatelju Marku Hodaku za svako bodrenje i svaki motivacijski govor. Hvala i
Davidu i Karlu za Saljive videe i slike koje su slali i koli¢ini glazbe koju sam preslusao s
njima uceci po noci. Hvala Darku 1 Ivanu na nezaboravnim odmorima kad bih se vratio
u Osijek. Hvala Kristijanu i Mariji na svakom savjetu. Osobito hvala svim mojim kole-
gama 1 kolegicama, a ponajviSe Marinu Gunji, Ani Alagi¢, Franu Bori¢u, Marijeti Pleskini,
Domagoju Bosnjaku i Iskri GaSpari¢ za svaku veCer provedenu na pivu i za svaki ispit za
koji smo ucili zajedni¢kim snagama. Hvala Marinu, Vedranu i ponovno Franu §to su me
ugostili dok sam vodio bitke sa studentskim centrom. Veliko hvala i mojem mentoru prof.
Josipu Tambaci jer je imao strpljenja za mene. Zahvaljujem se i ostalim profesorima ¢ija
sam predavanja sluSao. Zahvaljujem se Lovri koji se za mene brinuo kad sam se zarazio
COVID-om. Hvala Carlu za rasprave o filozofiji i mehanici fluida do zore. Hvala i Mirjam
za najbolju juhu koju sam probao. Zahvaljujem se Rebeki za dugacke Setnje i filozofiranja
kasno u no¢. Zahvaljujem se Ivanu, Mariji, Jeleni, Nikolini, Doris, Eleonori i Mariju za ne-
zaboravan Zivot u studentskom domu. Na samom kraju zahvaljujem se Google-u, autorima
silnih ¢lanaka na Wikipediji i Libgenu za znanje koje su mi pruZili na dlanu.

29



Bibliografija

[1] L. C. Evans, Partial differential equations, AMS, 1998.

[2] M. Chipot, Elements of nonlinear analysis, Springer Science & Business Media, 2000.

30



Sazetak

U ovom radu obraden je jedan dio teorije parabolickih parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi.

U prvom poglavlju opisani su neki rezultati vezani uz jednadzbu provodenja topline
koja je Skolski primjer parabolicke parcijalne diferencijalne jednadzbe. Dokazan je jaki
princip maksimuma, jedinstvenost rjeSenja i jedinstvenost unatrag.

Nakon toga, u drugom poglavlju definiran je op¢i oblik linearne paraboli¢ke parcijalne
diferencijalne jednadzbe. Izvedena je slaba formulacija zadace i dokazani su teoremi o
egzistenciji i jedinstvenosti slabog rjeSenja.

U trecem poglavlju obraden je dio teorije vezane uz nelinearne probleme. Najprije je
analizirana nelinearna zadaca koja opisuje reakcijsko-difuzijski sustav. Nakon toga je za
op¢i nelinearni problem dokazan rezultat o egzistenciji rjeSenja. U zadnjem odjeljku jos je
raspravljena pojava eksplozije (eng. blow-up) rjesSenja.



Summary

In this paper we discuss some parts of theory of parabolic partial differential equations.
In the first chapter we describe some results related to the heat equation which is a cla-
ssic example of parabolic partial differential equation. We prove the maximum principle,
uniqueness of the solution and backwards in time uniqueness.

In the second chapter we define the general form of linear parabolic partial differential
equation. After that, we define the weak solution of the problem and we prove its existence
and uniqueness.

In the final chapter, we turn to nonlinear problems. First, we analyze a specific nonli-
near problem that describes the reaction-diffusion system. After that we prove the existence
of weak solutions for general nonlinear problem. In the final section we discuss the blow-
up of solutions in some cases.
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