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Uvod

Neuroznanost je jedna od temeljnih medicinskih znanosti koja se bavi proucavanjem Zivéanog
sustava. Racunarska neuroznanost je dio neuroznanosti koja koriste¢i modeliranje i racunalne
simulacije pokuSava doci do odgovora vezanih uz Ziv€ani sustav. Na primjer, koriste¢i
racunalnu neuroznanost znanstvenici pokusavaju pronaci nacine kako usporiti ili sprijeciti
bolesti Ziv€anog sustava (npr. multipla skleroza, Parkinsonova bolest ...). Neuroni su bi-
oloske stanice koje se nalaze u srediSnjem Ziv€anom sustavu. One su specijalizirane stanice
koje omogucavaju informacijsko procesiraju¢e mehanizme u mozgu.

Navedene informacijsko procesiraju¢e mehanizme Alan Hodgkin i Andrew Huxley
1952., godine uspjevaju modelirati koristeCi eksperimentalne podatke dobivene s aksona
velike lignje. Pomo¢u njihovog modela kasnije su se radili i drugi modeli koji mogu dati
opis kompleksnijih sistema (npr. Wilsonov model). Uz napravljene modele i eksperimen-
talno dobivene podatke te znanjem elektrodinamike uspjelo se modelirati elektri¢no i mag-
netsko polje neurona.

U prvom poglavlju ovog rada objaSnjava se cilj raCunarske neuroznanosti te se razraduju
temeljni pojmovi vezani uz neurone i njihova svojstva. Drugo poglavlje daje pregled
osnovnih pojmova elektrodinamike. U treem poglavlju detaljno se opisuju Hodgkin-
Huxleyeve diferencijalne jednadZzbe te se u Cetvrtom poglavlju objasnjava nacin kako se
one mogu rijesiti. U zadnjem poglavlju prikazuje se implementacija numerickih metoda
na Hodgkin-Huxleyevim jednadZbama pomocu Python koda.



Poglavlje 1

Opcenito znanje o neuronu

1.1 Racunarska neuroznanost

Sto je to racunarska neuroznanost?

jevanje zivéanog sustava, tocnije mozga. Racunarska neuroznanost dio je neuroznanosti te
njena definicija glasi:

”Racunarska neuroznanost je teorijsko razmatranje mozga koje se koristi pri otkrivanju
zakona i mehanizama koji predvode unaprijedivanje, organizaciju, procesiranje
informacija i mentalnih sposobnosti Ziv€anog sustava [11].”

Koriste¢i matematicke modele, teorijsku analizu 1 apstrakcije mozga pokusava se doci do

odgovora na bitna pitanja vezana za operacije u mozgu.

Tehnike neuroznanosti

Neuroznanost koristi razliCite tehnike pri istraZzivanju Ziv€éanog sustava.
Tehnike koje se koriste su:

1. Genetsko manipuliranje
2. Opticko slikanje
3. Psihofizicko mjerenje

4. Racunalne simulacije
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Genetsko manipuliranje biljezi aktivnost stanica u kulturi stanica, dijelovima mozga
ili ¢ak na cijelom mozgu. Ujedno prekomjerna ekspresija nekog gena moze pomod¢i u
razjaSnjavanju njegove funkcije u neuronskim stanicama.

Opticko slikanje je ne-invazivno funkcionalno snimanje mozga koje omogucuje bolje
razumijevanje strukture 1 funkcije neurona te pruza veliku pomo¢ u opisivanju mehanizama
za odredene procese.

Psihofizicko mjerenje je analiza perceptivnih procesa proucavanjem ucinka na iskustvo
ili ponasanje subjekta dok se mijenjaju svojstva podrazaja.

Racunalne simulacije koriste matematicko modeliranje te simulacije pomocu racunala
da bi prikazale rad odredenog dijela Ziv€anog sustava koji se istraZuje (npr. neuron, mreza
neurona ...) pomocu eksperimentalnih podataka i teoretskog razmatranja [11].

Modeli u racunarskoj neuroznanosti

Racunarska neuroznanost razvija i testira vlastite hipoteze o funkcionalnim mehanizmima
mozga. Glavni fokus joj je stvaranje i evaluacija modela.

Model je apstrakcija sistema u stvarnom svijetu koja nam Kkoristi pri demonstraciji
odredenih obiljezja ili za istraZivanje specifi¢nih pitanja o sistemu. Ponekad zna biti u
obliku matematicke jednadzbe, racunalnog koda ili opisa rijeCima nekog hipotetskog sis-
tema. Modeli se koriste za istrazivanje specifi¢nih aspekata hipoteza ili teorija, ali se isto
tako koriste za pomo¢ pri tumacenju eksperimentalnih podataka.

Glavna uloga modela u znanosti je ilustracija zakona iza prirodnih fenomena na kon-
ceptualnoj razini. Ujedno svrha modela je bolje razumijevanje funkcionalnosti kompleks-
nih sistema, te bi jednostavnost trebala biti glavni vodi¢ u dizajniranju odgovarajuéih mo-
dela.

Cak i da je moguée simulirati cijeli mozak na radunalo, sa svim detaljima iz biokemije
do organizacija vecih skala, to ne bi izri¢ito znacilo da imamo bolje objasnjenje funkcija
mozga. Razli¢iti nivoi se moraju istraZiti kako bi se naslo Sto bolje objas$njenje te se moraju
nauditi poveznice tih razlicitih nivoa. Navedeno je potrebno kako bi se moglo pratiti zasto
odredene okolnosti na niskom nivou (mehanizmi na genetskom nivou ili biokemijski pro-
cesi u neuronu) mogu utjecati na karakteristike sistema na visokom nivou (kao ponaSanje
organizma).

1.2 Opcenito o srediSnjem ZivCanom sustavu

Podjela stanica u srediSnjem zivéanom sustavu

Sredignji Zivéani sustav (SZS) se najvise sastoji od dva glavna tipa stanica:
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Glija stanice

Brojnije su od neurona. Prije se smatralo da glija stanice isklju¢ivo imaju potpornu ulogu,
no nova istrazivanja donijela su dokaze da one imaju mnogo aktivnih funkcija. One ujedno
mogu regulirati sinapticku plasti¢nost i protok krvi koji je odreden preko sinapticke aktiv-
nosti.

Neuroni

Neuroni su bioloSke stanice te stoga imaju osnovne dijelove kao i ostale stanice. Neuron
je graden od stani¢nog tijela (tzv. some), jezgre (u kojoj se nalazi DNA), ribosoma (sluze
pri prevodenju genetskih uputa) i mitohondrija (daju energiju stanici). Za razliku od os-
talih stanica neuroni su specijalizirani za procesiranje i slanje signala koriste¢i posebne
elektrofizikalne i kemijske procese [11].

Grada i tipovi neurona
Grada neurona

Postoji mnogo razlicitih tipova neurona s razli¢itom veli¢inom, oblikom i fizioloSkim svoj-
stvima. Generalna struktura koju dijele svi neuroni su stani¢no tijelo (ili soma), dendriti
(nastavci u obliku korijena) i akson (nastavak najcesée u obliku kabela).

Stani¢no tijelo (ili soma) je glavni dio neurona, od kojega se dalje Sire dendriti i ak-
son. Ono ujedno sadrZi mnoge organele: granule koje se nazivaju Nissl granule i stani¢nu
jezgru.

Dendriti su stani¢ni ogranci s mnogim granama te im je glavna uloga da primaju ke-
mijske signale s aksonskih terminala od drugih neurona. Dendriti pretvaraju te signale u
elektricne impulse koji putuju do some.

Akson je drugi neuronski ogranak koji pocinje od some, on je nastavak slican kabelu
koji moze biti 10, 100 ili ¢ak 10 000 puta duzi od promjera some. Pocinje od some s di-
jelom koji se zove aksonski brezuljak, taj dio aksona je posebno bitan jer on sadrzi puno
naponski zavisnih natrijevih ionskih kanala, Sto ¢ini taj dio neurona najlakse podraZzljivim
dijelom. Akson najceS¢e provodi elektri¢ne impulse od neuronskog stani¢nog tijela. Nje-
gova funkcija je da dovede informaciju drugim neuronima. Toc¢nije on je specijaliziran za
provedbu posebnog elektricnog impulsa koji se zove akcijski potencijal. Akson zavrSava s
aksonskim terminalom gdje se nalaze sinapse. Sinapti¢ki gumbi su specijalizirane struk-
ture gdje se puStaju neurotransmiteri kako bi komunicirali s drugim neuronima.

Dendriti se razlikuju od aksona po nekoliko svojstava, ukljucujuci oblik (dendriti se
obi¢no suZavaju dok aksoni odrZavaju stalan radijus), duljinu (dendriti su ograni¢eni za
male udaljenosti oko stani¢nog tijela dok aksoni mogu biti puno duZi) i funkciju (dendriti
obi¢no primaju signale dok ih aksoni obi¢no Salju). Sva navedena pravila naravno imaju
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Slika 1.1: Grada neurona (preuzeto iz [11] i prevedeno na hrvatski)

iznimke, npr. iako akson generalno sluZzi za prijenos informacije, on ujedno moze primati
informacije od ostalih neurona. Prijenos informacija isto se moZe dogoditi od dendrita
do drugih neurona. Aksoni isto mogu biti jako kratki u ponekim tipovima neurona, a
neki neuroni niti nemaju akson (kod takvih tipova dendriti mogu sluziti funkciju prijenosa
signala od some) [10, 11].

Tipovi neurona (po obliku)

Obilan broj neokortikalnih neurona se kategorizira u piramidalne 1 zvjezdaste neurone.

Piramidalni neuroni - Takav tip neurona je najobilniji u neokorteksu (75 - 90 % ne-
urona). Ime su dobili po specificnom piramidalnom obliku stani¢nog tijela s aksonom koji
krece od baze piramide (tj. stani¢nog tijela). Dendriti piramidalnih neurona se mogu podi-
jeliti na dva tipa, dendritsko drvo koje ima veliki doseg i krece od vrha piramide stani¢nog
tijela te doseZe sve do gornjeg sloja korteksa i1 bazne dendrite s viSe lokalnom organizaci-
jom.




POGLAVLIE 1. OPCENITO ZNANJE O NEURONU 6

Takvi neuroni stvaraju kontakte s drugim neuronima koji su asimetricnog izgleda te se
smatraju uzbudljivim (ekscitatornim) neuronima.

-

Slika 1.2: Piramidalni neuron (preuzeto iz [5])

Zvjezdasti neuroni - Preostale dvije klase neurona u neokorteksu su ovog tipa, a ime
su dobili zbog svog zvjezdastog oblika. Dendriti bodljikavo zvjezdastih neurona (kao i
dendriti kod piramidalnih neurona) su prekriveni s mnogo sinaptickih gumbica, koje jos
nazivamo bodljama. Tipi¢no takvi tipovi neurona su uzbudljivi (ekscitatorni) neuroni. Za
razliku od tog tipa neurona, glatki zvjezdasti neuroni nemaju puno bodlji i stvaraju inhibi-
torske veze s drugim neuronima koji imaju simetri¢an oblik.
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Slika 1.3: Bodljikavo zvjezdasti neuron (preuzeto iz [7])

Moguce je podijeliti neurone i na razne druge nacine. Razlog zaSto je bolje promatrati
podjelu preko prostornog izgleda su racunalne posljedice koje se dogadaju zbog struktu-
ralnih svojstava [11]. Spomenulo se da su neki od tipova neurona uzbudljivi (ekscitatorni)
ili inhibitorni.

Uzbudljivi (ekscitatorni) neuroni su neuroni koji su ukljuceni u prijenosu Zivéanih im-
pulsa pomocu ekscitatornih neurotransmitera kao Sto je glutamat. Oni imaju vaznu ulogu
u olakSavanju depolarizacije postsinaptickog neurona (jo§ poznato kao ekscitacijski pos-
tsinapticki potencijal tj. EPSP) i time pomaZu postsinaptickom neuronu pri generiranju
akcijskog potencijala. Inhibitorni neuroni su neuroni koji uravnotezuju ucinak ekcitatornih
neurona. Glavni oblik neurotransmitera kojeg oslobadaju ovi neuroni je GABA. Ta vrsta
neurotransmitera ima inhibitorne u¢inke u smislu da oteZava generiranje akcijskog poten-
cijala Cine¢i postsinapticki neuron hiperpolariziranim. Hiperpolarizirani potencijal inhibi-
tornog neurona je takoder poznat kao inhibitorni postsinapticki potencijal (IPSP) [11].

Neuroni koji Salju signal kontaktiraju primajuce neurone na specijaliziranim mjestima
koja se nalaze na stani¢nom tijelu ili na dendritima. Ta specijalizirana mjesta joS nazi-
vamo sinapsama. One su sastavljene od posebnog vodljivog proteina koji dopusta direktan
prijenos elektromagnetskog signala izmedu dva neurona. Razni mehanizmi Koriste se za
prijenos informacije izmedu presinaptickog neurona (neurona koji Salje signal) i postsi-
naptickog neurona (neurona koji prima signal). Generalno informacijsko procesirajuce
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svojstvo sinapse je dopustanje da signali presinapti¢kog neurona promjene stanje postsi-
napti¢kog neurona. Sto nakon nekog vremena mijenja membranski potencijal i pokrene
pustanje elektricnog pulsa u postsinaptickom neuronu. Taj elektricni impuls koji inace
krece od krajnjeg dijela aksona, tzv. aksonskog brezuljka i nastavlja putovati kroz akson,
se joS naziva akcijski potencijal [11].

1.3 Ravnotezni i miruju¢i membranski potencijal

Svojstvo neurona da varira svoj unutarnji elektricni potencijal, tj. membranski potencijal,
je bitno za moguc¢nost signaliziranja kod neurona. Membranski potencijal, koji se oznacava
s V., se definira kao razlika elektri¢nog potencijala unutar i izvan stanice.

Stanica je iznutra neutralna kada su pozitivno nabijeni ioni (kationi) vezani s nega-
tivno nabijenim ionima (anionima). Razlog zaSto postoji razlika potencijala je u razli¢itim
koncentracijama iona unutar i izvan stanice te zbog razli¢ite permeabilnosti membrane za
razlicite tipove iona.

Za membranski potencijal neurona kada je on u stanju mirovanja (tj. kada nema ge-
neriranja akcijskog potencijala u neuronu) uvodimo naziv mirujuci potencijal (Vies). Za
stanicni membranski potencijal za referentnu to¢ku uzimamo okolinu izvan stanice. Kod
vecine neurona koji su u mirujuéem stanju, kako je unutar stanice vise negativno nabijenih
iona nego izvan nje, imaju mirujuci potencijal od vrijednosti =30 do —90 mV.

Membrana se smatra polariziranom zbog postojanja razlike potencijala preko mem-
brane. Stoga ako membranski potencijal postane pozitivniji od mirujuéeg potencijala sma-
tra se da je membrana depolarizirana. Ujedno ako postane negativniji smatra se da je
membrana hiperpolarizirana [11].

Postoji razli¢ita koncentracija iona izvan i unutar stanice (npr. K™ iona ima 20 puta
viSe unutar stanice nego u okolini izvan stanice). Ta razlika koncentracije iona potice
tok kalijevih iona (K*) iz stanice u okolinu preko procesa koji se zove difuzija, ali samo
ako je membrana propusna za taj ion. Neuronska membrana nije propusna za anione koji
se tipi¢no vezu za K* ione, pa nakon difuzije preostaje viSak negativnog naboja unutar
neurona i viSak pozitivnog naboja u okolnoj tekucini izvan neurona.

Kako raste razlika membranskog potencijala povecava se i elektri¢na sila koja nakon
nekog vremena postane dovoljno jaka da pobije” djelovanje druge sile koja je stvorena od
razlike koncentracije iona. Odnosno, elektri¢na sila uravnotezi difuzijski proces i neuron
se nalazi u ravnoteZnom stanju.

Racunajuéi ravnotezni potencijal za kalijeve kanale u tipicnom neuronu dobiva se vri-
jednost, oko Ex = — 90 mV, taj potencijal naziva se 1 preokretni potencijal (takoder poznat
1 kao Nernstov potencijal, jer se moZe izraCunati Nernstovom jednadZbom) za taj kanal. To
je potencijal na kojem je ionski koncentracijski gradijent izbalansiran s elektri¢nim poten-
cijalnim gradijentom te zbog toga nema toka iona tog tipa.
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Sli¢an proces se provodi i kod drugih iona npr. Na* koji ima vecu koncentraciju u
okolini neurona nego unutar njega. Nakon procesa razdvajanja dolazi se do ravnoteznog
potencijala za natrijeve kanale, oko En, = + 60 mV [11].

1.4 Ionski kanali

Propusnost stanicne membrane za odredene ione se postize pomocu kanala. ITonski kanali
su poseban tip proteina ugraden u membranu stanice. Oni formiraju pore koje dopustaju
odredenim ionima da udu ili izadu iz stanice. Tipi¢ni ioni koji su u takvim procesima
unutar Ziv&anog sustava su natrijevi (Na*), kalijevi (K*), kalcijevi (Ca**) i klorovi (CI").
Postoje razne vrste ionskih kanala.

Pasivni (propustajuci) kanali su cijelo vrijeme otvoreni te stoga odrzavaju mirujuéi
potencijal neurona.

Ionski kanali regulirani neurotransmiterima su poseban tip ionskih kanala u postsi-

naptickim dendritima, koji se otvaraju i zatvaraju prema regulaciji neurotransmitera. Kada
nema neurotransmitera veliina pore ionskog kanala je premala te stoga ioni ne mogu pro-
laziti kroz njega. Kad se neurotransmiteri veZu za specificno mjesto (receptor) na ionskom
kanalu on se otvara, nakon ¢ega ioni odredene veli¢ine i oblika mogu prolaziti kroz njega
te tijekom toga mijenjaju membranski potencijal neurona.
Efekti neurotransmitera ovise o tipu receptora na koje se vezu, time isti neurotransmiteri
mogu imati drugacije efekte u postsinaptickom neuronu. Receptori koji su usko vezani
s ionskim kanalom se zovu ionotropski, takvi ionski kanali regulirani neurotransmite-
rima se tipi¢no otvaraju naglo nakon spajanja s neurotransmiterima. Za razliku od toga,
metabotropske sinapse samo utjecu na ionske kanale preko sporednih glasnika te su zbog
toga puno sporiji i manje specificni.

Naponski regulirani ionski kanali otvaraju se ili zatvaraju kao odgovor promjeni na-
pona membrane neurona. Glavna funkcija ovih ionskih kanala je stvaranje akcijskog po-
tencijala i njegov prijenos.

Ionske pumpe su ionski kanali koji mogu prebaciti odredene ione protiv njihovog kon-
centracijskog nivoa (prebaciti ione iz mjesta gdje ih ima manje u mjesto gdje ih ima vise)
izmedu vanjskog 1 unutarnjeg dijela stanice, samo Sto se tijekom tog procesa mora koristiti
energija. lonske pumpe koriste 70% ukupne metabolicke konzumacije neurona ili 15%
ukupne energije, dok npr. mozak treba 20% ukupne metabolicke energije [11].
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Slika 1.4: Svi tipovi ionskih kanala (preuzeto iz [11] 1 prevedeno na hrvatski)

1.5 Detaljniji opis djelovanja kemijske sinapse i
neurotransmitera

Prijenos informacija izmedu neurona se dogada na razne nacine no najces¢a veza izmedu
neurona u srediSnjem Ziv€anom sustavu je kemijska sinapsa. Sastoje se od specijaliziranog
nastavka aksona, tzv. aksonski terminal, i specifi¢ne primajuce postaje na dendritima. Ak-
sonski terminali kemijskih sinapsa imaju svojstvo sintetiziranja posebnih kemikalija koje
se zovu neurotransmiteri. Oni su koncentrirani i spremljeni u sinaptickom mjehuricu.

Kad se akcijski potencijal generira on pokrece vjerojatnosno ispustanje neurotransmi-
tera. IspuSteni neurotransmiteri ’plove” preko sinaptickog rascjepa (mali razmak izmedu
aksonskog terminala i dendrita postsinapti¢kog neurona, oko 1 um = 107° m).

Najcesc¢i neurotransmiteri u srediSnjem Zivéanom sustavu su male organske molekule
kao glutamat (Glu) ili gama - aminomasla¢na kiselina (GABA), dopamin (DA) i acetilkolin
(ACh) [11].
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Ekscitatorne i inhibitorne sinapse

Razliciti tipovi neurotransmitera i njihovi asocirani ionski kanali imaju razli¢ite efekte na
stanje postsinaptickog neurona. Bitna klasa neurotransmitera otvara kanale koji dopustaju
samo pozitivnim ionima da udu u stanicu. Time se zapocCinje poveanje membranskog
potencijala koji potiCe postsinapticki neuron u pobudeno stanje. Taj se proces (ili ponekad
jednostavno sinapsa) naziva ekscitatoran.

Neki ionski kanali pokrenuti neurotransmiterima, mogu pomaknuti potencijal postsi-
naptickog neurona prema mirujuem potencijalu, tj. inhibirati efekt ekscitatorne sinapse.
Takav proces (ili sinapsu) nazivamo inhibitornim.



Poglavlje 2

Elektricno i magnetsko polje u neuronu

2.1 Elektrodinamika

Elektric¢no polje

Elektri¢no polje (E) je vektorska veliCina definirana kao sila (Fp) po jedinicnom naboju
koja bi djelovala na testni naboj (Q).

Fy
0

Elektri¢no polje moZe se izraziti i na drugi nacin. Kako bi izveli drugi izraz za elektri¢no
polje koristi se Stokesov teorem [3]:

fs(ﬁxﬁ)-dazséﬁ-df (2.2)

Zbog toga Sto je VXE=0 (za stacionarne naboje) slijedi da je ﬁ) E-dl'=0, %o slijedi iz

E = (2.1)

Stokesovog teorema (2.2). Zbog navedenog slijedi da je linijski integral od E neovisan o
putu integracije, stoga definiramo funkciju V() koju zovemo elektri¢nim potencijalom:

>

V() = -frﬁ- al (2.3)

>

0
Gdje je O standardna referentna toc¢ka gdje elektricni potencijal iS¢ezava (najéesce se uzima
da je O = oo ili uzemljenje).
Elektri¢ni potencijal nije jednoznacno definiran, ali razlika potencijala, odnosno napon
je jednoznacan. Razlika potencijala izmedu dviju tocaka jednaka je sljedecem:

> >

b a b 0 b
V(E)—V(@z—ﬁﬁ~df+ﬁ E-df:—ﬁﬁ.df—f E.df:_f E-dl (24)
o o o a a

12
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Pomocu gradijentnog teorema [3]:

;
V(b) - V(@) = f (VV)-dl (2.5)
a
slijedi izraz:

E=-VV (2.6)

Elektri¢na struja i Ohmov zakon

Elektri¢na struja je naboj koji u jedinici vremena prode kroz odredenu povrsinu.
Elektri¢nu struju (/) definiramo na sljedeci nacin:

. Ag dq
I=lim -2 = =2, 2.7
A}LI%) At dt 2.7)
I:ff- da, (2.8)
S

gdje je J gustoca elektricne struje.

Ako zamislimo “cijev” i u njoj povrS$inu infinitezimalnog popre¢nog presjeka da, , koja
je postavljena tako da je paralelna s tokom (slika 2.1), te ako je struja kroz tu povrsinu d/
tada je iznos gustoce struje dan s:

_dl
"~ da,

J (2.9)

Flow

Slika 2.1: Prikaz “cijevi” s povrSinom infinitezimalnog poprecnog presjeka da, , paralelno
postavljenoj s tokom struje (preuzeto iz [3])

U slucaju jednostavnih vodi¢a Ohmov zakon zapisujemo na sljedeci nacin [2]:

Vv
I=—=GV, 2.10
7 =GV (2.10)

gdje je V napon na krajevima vodica, a R je njegov otpor. G je vodljivost vodica.
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Magnetsko polje
Magnetsko polje je fizikalna veli¢ina koju moZemo izracunati iz Biot-Savartova zakona:
_ Mo f)( r ,
B(P) = — dl (2.11)
4n r?

Integracija prati put toka struje i smjer toka struje. dI’ oznacCava element duljine dijela
vodica, a uy oznacava permeabilnost vakuuma.

Magnetsko polje djeluje samo na naboje koji se gibaju nekom kona¢nom brzinom v, a
sila koja djeluje na te naboje dana je sljede¢im izrazom:

Fy = 0@ x B) (2.12)
U prisutnosti elektri¢nog 1 magnetskog polja ukupna sila na naboj Q je sljedeceg oblika:
F=0|E+@xB| (2.13)

Tu silu joS nazivamo Lorentzovom silom.
Prethodni izraz moZemo zapisati i drugacije ukoliko se radi o struji naboja:

Fy = I(dl'x B), (2.14)

gdje je I struja unutar magnetskog polja B dok vektor [ prikazuje smjer struje.
Smjer magnetskog polja moZemo definirati pomocéu Biot-Savartovog zakona (2.11) ili
Amperovog zakona:
S oL OF
VXB= /J()J +,U()€()E (215)

Ako imamo ravnu Zicu, postavljamo palac u smjeru struje, a smjer u kojem nam se
mogu saviti prsti predstavlja smjer magnetskog polja. Ujedno ako imamo Zicu u obliku
kruZnice, postavljamo prste tako da prate smjer struje ako se savinu, tada palac predstavlja
smjer magnetskog polja (slika 2.2).
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a) i b) t

ol

Slika 2.2: Smjer linija magnetskog polja B kada (a) struja I teCe kroz ravan vodic te kad
(b) te€e u kruznoj petl;ji

Elektromagnetska indukcija

Michael Faraday je 1831. godine objavio niz rezultata eksperimenata koristeéi zatvorenu
petlju Zice 1 magnet. Primijetio je da se promjenom magnetskog toka (®p) inducira razlika
potencijala koji zovemo elektromotorna sila (&):

ddp
E=— 2.16
7 (2.16)
Navedeno moZemo joS napisati i na sljede¢i nacin, koji zovemo Faradayevim zakonom:
- - d(DB
E-dl=— 2.17
56 7 (2.17)

Minus znak u Faradayevom zakonu zovemo i Lenzovo pravilo koje tvrdi da ¢e indu-
cirana struja u petlji te¢i u takvom smjeru da se njen magnetski tok (koji ona proizvodi)
suprotstavlja promjeni magnetskog toka (koje je induciralo struju). Lenzovo pravilo samo
odreduje u kojem smjeru Ce teci inducirana struja.

Maxwellove jednadzbe

Maxwellove jednadZzbe prikazuju teorijski sadrzaj klasi¢ne elektrodinamike. One u dife-
rencijalnom obliku izgledaju ovako:
Gausov zakon

v.E=L (2.18)
€
Divergencija magnetskog polja
V-B=0 (2.19)
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Faradayev zakon indukcije

> o 0B
VXE=—-—— 2.20
X o (2.20)

Amperov zakon s Maxwellovom popravkom

-

VX B =+ ,uoeoaa—lf (2.21)
U ovoj formi Maxwellove jednadZzbe ucvrscuju predodzbu da se elektricna polja mogu
proizvesti ili pomocu naboja (p predstavlja gustocu elektricnog naboja), ili promjenjivim
magnetskim poljem (%—?), te da se magnetska polja mogu proizvesti ili sa strujama (), ili s
promjenjivim elektri¢nim poljem (%—’f .
Na temelju navedenih osnovnih pojmova iz elektrodinamike mozemo modelirati elek-
tromagnetska polja u neuronu.

2.2 Teorija kabela

Kako bi uspjeli modelirati elektri¢na i magnetska polja u neuronu moramo spomenuti te-
oriju kabela. Glavna ideja ove teorije je promatranje dijelova neurona (dendrita i aksona)
kao da su dijelovi kabela.

U ovoj teoriji postoji jednadZba kabela koja opisuje prostorno-vremensku promjenu
elektrinog potencijala, potaknutog vanjskom strujom (/i,;), po vodicu u obliku kabela. Za
idealizirani jednodimenzionalni linearni kabel jednadZba je sljedeceg oblika:

2 0V, (x,1) _ T@Vm(x, 1) _
0x? ot

Vi(x, 1) + Vo = Ry, Lini(x, 1) (2.22)

RjeSenje ove jednadzbe, (V,,(x, 1)), opisuje potencijal kabela (tj. membranski potencijal) na
svakoj lokaciji te kako se on mijenja na svakoj lokaciji s vremenom.

Prostorna konstanta A opisuje fizicka svojstva kabela u dimenzijama Qcm. Na primjer,
cilindri¢ni kabel promjera d u ekvipotencijalnom okruZenju ima A parametar od:

dR,,

A= R, (2.23)
gdje je R,, specifian otpor membrane, a R; specifican otpor kabela unutar stanice. Spe-
cifian otpor je otpor dijela materijala s konstantnim poprecnim presjekom, podijeljen s
volumenom otpornika. Membranski otpor je mnogo veéi nego unutarstanic¢ni otpor, Sto
objaSnjava zaSto najviSe struje teCe unutar dendritskog stabla. Lambda parametar se ujedno
mijenja s promjerom kabela.
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Vremenska konstanta 7 isto ovisi o fizikalnim svojstvima kabela:
7=R,Cy, (2.24)

gdje je C,, specifini kapacitet membrane, tj. kapacitet po jedinici povrSine.

RjesSenje jednadZzbe 2.22 ujedno ovisi o formi vanjske struje fi,(x, ). Jasno je da Ce
potencijal kabela postici stabilnu konfiguraciju ako vanjska struja ne ovisi o vremenu. Na
primjer, ako promatramo polubeskonacan kabel koji pocinje na x = 0 s fiksnim potencija-
lom Vy = R, 1 te koji se proteze u beskonacCnost poslije toga, tada se potencijal smanjuje
eksponencijalno s:

Viu(x) = Voe (2.25)

Ovakav eksponencijalni pad je problem pri prijenosu informacija u kabelu koji je dugacak,
stoga je potrebno pojacavati potencijal periodi¢no kako bi se prenio na velike udaljenosti
[11].

Sli¢no ako se promatra promjena elektriénog potencijala na odredenom mjestu u kabelu
(npr. x = 0) dobije se sljedece rjeSenje jednadzbe kabela:

V,.(t) = Voe (2.26)

U prostoru i vremenu dinamika potencijala se moZe opisati sljedeCcom generaliziranom
jednadzbom [2]:
Viau(x,t) = Voe i -7+ (2.27)

2.3 Elektricno i magnetsko polje dendrita i aksona

Poznavajuéi distribuciju potencijala V,,(x, ¢) preko dendritske osi moZzemo pronaci distri-

buciju elektricnog polja duz dendrita u prostoru i vremenu na sljedeci nacin, koristeéi 2.6:

E=-VV,(x,0)=-——"22%= Vet ek (2.28)

Maksimalna vrijednost elektricnog polja jednog ekscitatornog postsinaptickog potencijala
(EPSP) s vrijednos$¢u od 0.2 mV je = 0.57 V/m.

Elektri¢no polje kod aksona je drugacije nego kod dendrita zato Sto je prostorna kons-

tanta A u aksonu veca. Potencijal varira od 70 mV do 100 mV te stoga i elektri¢no polje

moze doseci vrijednosti do 10 V/m [2].
Magnetsko polje mozemo odrediti pomocu izraza:

1 = -
—SEB- dl =1, (2.29)
M Jr
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1 eksperimentalno izmjerenih struja u dendritu i aksonu. Vektor magnetskog polja B formi-
rati ¢e zatvorene petlje oko osi neuralne projekcije, a smjer definiramo ponovno pravilom
desne ruke.

Unutar dendrita eksperimentalno se izmjerila struja jakosti od 20 pA do 100 pA. Za
duljinu puta I' uzima se duljina [ = nd, gdje za dendrit uzimamo da je d =~ 1 um. Time
se dobiva vrijednost magnetskog polja u dendritima. Maksimalna vrijednost magnetskog
polja dobije se daje B=4-10"'°T.

Kod aksona magnetsko polje je snaZnije zbog jacih ionskih struja. Struje su u rasponu
od 5 do 10 uA te je promjer aksona od manje od 1 um do 25 um za ljude (za ogromnu
lignju doseze veli¢inu 1 od * 1 mm). Maksimalna vrijednost magnetskog polja kod ¢ovjeka
u aksonu dobije se daje B=1.6-10"T.

Da bi uspjeli modelirati elektri¢no 1 magnetsko polje u neuronu potrebno je modelirati
neuron pomocu kojega se dobiju vrijednosti elektricnog potencijala i struje.



Poglavlje 3

Biofizicki modeli neurona

3.1 Hodkin-Huxleyev model

Pomocu neurotransmitera pustenih s presinaptickog neurona mijenja se membranski poten-
cijal na dendritu. Neurotransmiteri otvarajuci specifi¢ne sinapticke ionske kanale stvaraju
tok iona izvan 1 unutar neurona. U ovom poglavlju promatra se kako promjena u membran-
skom potencijalu generira akcijski potencijal u dijelovima neurona s razli¢itim naponski
reguliranim ionskim kanalima, te nacin kako se to modelira.

Tipican oblik akcijskog potencijala, kakvog su izmjerili u velikom aksonu lignje Alan Hod-
gkin 1 Andrew Huxley, prikazan je na slici ispod (3.1).

Hodgkin-Huxley Model AP

Membrane Voltage (mV)

10 20 30 40 50
Time (s)

Slika 3.1: Ovisnost membranskog potencijala s viemenom tijekom generacije akcijskog
potencijala (preuzeto iz [9])

Prikazana forma karakterizirana je naglim porastom (depolarizacija) membranskog po-

19
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tencijala do pozitivnih vrijednosti, te nakon toga nagli pad prelazeéi i vrijednost mirujuceg
membranskog potencijala (hiperpolarizacija) neurona te nakon toga vracanje do potenci-
jala mirovanja. Hodgkin i Huxley su kasnije formu akcijskog potencijala prikazali kvanti-
tativno, tj. matematickim formulama.

Minimalni mehanizmi potrebni za generaciju akcijskog potencijala

Minimalno dva tipa naponski reguliranih ionskih kanala i jedan tip pasivnog ionskog ka-
nala su nuzni za generiranje akcijskog potencijala.

Kad ionski kanali koji ovise o neurotransmiterima depolariziraju dovoljno neuron, na-
ponski zavisni natrijevi kanali se otvaraju te Na* ioni ulaze zbog negativnog potencijala i
manje koncentracije Na* iona unutar stanice. Dominiranje Na* iona prebacuje membran-
ski potencijal do natrijevog ravnoteznog potencijala, otprilike Ex, = + 60 mV. Sljedeca
dva procesa uzrokuju kasniju fazu padanja.

Prvo se natrijevi kanali deaktiviraju zbog blokade kanala, koja je dio proteina od kojeg
je napravljen kanal. To se dogodi oko 1 ms nakon otvaranja kanala.

Drugo, drugi tip naponski reguliranih kanala, K* kanali, se otvaraju, $to rezultira da K*
ioni izlaze van stanice.

Za razliku od naponski reguliranih natrijevih kanala, koji se otvore gotovo odmah, na-
kon prelaska praga (za aktivaciju akcijskog potencijala), naponski regulirani kalijevi ka-
nali otvore se oko 1 ms nakon pocetne depolarizacije akcijskog potencijala. Dominacija
kalijevih kanala prebacuje membranski potencijal blizu kalijeve ravnoteZe, odnosno oko
Ex = — 90 mV, ¢ak se spusti i niZe od potencijala mirovanja.

Ova hiperpolarizacija neurona srodna je potencijalu mirovanja, Vi, te uzrokuje za-
tvaranje natrijevih i kalijevih kanala, tako da se potencijal mirovanja polako vrati do svoje
vrijednosti (Ve = =70 mV). Opisani proces moZze se pratiti 1 pomocu grafa na slici 3.1,
1ako iznosi potencijala mogu varirati.
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Slika 3.2: Proces generacije akcijskog potencijala

Stalna generacija akcijskog potencijala rezultirala bi stalnim tokovima natrijevih i ka-
lijevih iona. Ako neuron puno puta ponovi proces to bi smanjilo koncentraciju kalijevih
1 povecalo koncentraciju natrijevih iona unutar stanice. Stoga kako bi se i dalje moglo
nastaviti s generacijom akcijskog potencijala koriste se posebni ionski kanali koje zovemo
ionske pumpe. Ionske pumpe koristeci energiju prebacuju odredene ione protiv njihovog
koncentracijskog nivoa izmedu vanjskog i unutarnjeg dijela stanice.

Hodgkin - Huxley jednadzbe

Hodgkin i Huxley su kvantificirali proces generacije AP-a sa setom od Cetiri diferencijalnih
jednadzbi, koristeci izmjerene vrijednosti s aksona lignje.

U pocetku promatramo sljedeci strujni krug koji obuhvaca samo neke aspekte biofizike
navedenog sustava.
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Slika 3.3: Pocetni model neurona u obliku strujnog kruga

Baterija simbolizira odrzavanje mirujuéeg potencijala, a oznake simboliziraju:
® [iypu - vanjsku struju koja uzbuduje neuron kako bi generirao AP,

e (C - nepropusnu stani¢nu membranu (elektri¢ni kapacitet),

¢ R - ionske kanale (elektricni otpor)

Zelimo jo$ nadodati glavna tri ionska kanala koja smo naveli te modelirati dinamiku njiho-
vog otvaranja i zatvaranja.

Specifi¢ne ionske kanale za Na™ i K* ione te pasivni ionski kanal modeliramo na
sljedeci nacin:

Vin = V Vin = V V,_ — V
INal % RNa IK l % RK IL l % RL
T Fwa T = T
Voue=0mV  V,,, =0mV V,,=0mV

Slika 3.4: Modeli Na®, K™ i pasivnog (propustajuceg) ionskog kanala

Uvodimo nove oznake:
e V - membranski potencijal
e Vi - napon van neurona (po dogovoru Vo, = 0 mV)

e Enax.r - ravnotezni potencijal za odredene ionske kanale
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® Rn.x 1 - elektricni otpor koji predstavlja ionske kanale
e Inax.1 - struja iona kroz napomenute ionske kanale

Sve navedene struje koje prolaze kroz ionske kanale prikazujemo pomoc¢u Ohmovog za-

kona (2.10). Pri tome koristimo elektriénu vodljivost (g = 11? , umjesto otpora R. Radi
lakSeg zapisa kasnije, koristi se oznaka g za elektricnu vodljivost.

INa = gNa (V - ENa) (31)
I =% (V - E) (3.2)
IL =%, (V-EL) (3.3)

Hodgkin i Huxley empiricki su otkrili da vodljivosti nisu konstantne ve¢ da su one funkcije
membranskog potencijala i vremena, a upravo ta ovisnost je klju¢na pri razumijevanju ak-
cijskog potencijala. Glavno svojstvo zbog kojeg dolazi do generacije akcijskog potencijala
je Cinjenica da K™ i Na* kanali ovise o naponu i vremenu.

Promatranjem jednog ionskog kanala (npr. K*), za gy sada vrijedi:

8k = &k * D» (3.4)

gdje je gx maksimalna vodljivost K ionskog kanala (kao da je potpuno otvoren[konstanta]),
a p oznacava vjerojatnost da je kanal otvoren (p € [0, 1]).
Navedenu promjenu za elektri¢nu vodljivost dodatno izmjenjujemo gdje umjesto oznake p
za K™ ionski kanal vrijedi:

8k = gk -1, (3.5)

gdje n predstavlja vjerojatnost da su jedna (od 4)vrata K* ionskog kanala otvorena te ju
nazivamo kalijevom varijablom vrata (n € [0, 1]). Razlog zaSto je na Cetvrtu potencijalu
navedena varijabla je taj Sto su s tim zapisom Hodgkin i Huxley dobili najbolje poklapanje
s eksperimentalnim podacima.
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Nacin na koji ta Cetiri vrata vizualiziramo je sljedeci:

Slika 3.5: Vizualni prikaz otvorenih Cetiri vrata u K™ ionskom kanalu

Da bi taj kanal bio otvoren moramo imati sva 4 vrata otvorena. Stoga moZemo proma-
trati da je vodljivost kanala (gy) proporcionalna s vjerojatnosti da su prva, druga, treca i
Cetvrta vrata otvorena (ujedno se pretpostavlja da su sva vrata neovisna). Stoga se dolazi
do zakljucka da je gy ~ n*.

Modeliranje dinamike varijabli vrata radimo promatranjem sljedece reakcijske jed-
nadzbe:

Zatvorena vrata (1 —n) & Otvorena vrata (n) (3.6)

Tranziciju od stanja zatvorenih vrata do otvorenih nazivamo brzinom prijelaza iz zatvore-
nog u otvoreno stanje i oznacavamo ju s @, a suprotnu tranziciju tome nazivamo brzinom
prijelaza iz otvorenog u zatvoreno stanje 1 oznacavamo ju s 8,. Diferencijalna jednadzba
koja predstavlja kako se stanje vrata mijenja s vremenom moZe se prikazati na sljedeci
nacin:

dn

E:an-(l—n)—ﬁn-n (3.7)

Vidimo iz navedene jednadZbe da se % povecava kad imamo prijelaze iz zatvorenog u otvo-
reno stanje, te se smanjuje kad imamo obrnuti prijelaz. Navedenu diferencijalnu jednadzbu
(3.7) je moguce 1 drugaclije zapisati:

dn n- no(V)

v T (3.8)

gdje je ny(V) vrijednost stacionarnog stanja, a 7,,(V) je vremenska konstanta.

Zbog ovisnosti o naponu diferencijalna jednadzba 3.8 postaje kompliciranija jer se napon
mijenja s viemenom dok neuron generira AP, stoga se no(V) 1 7,(V) mijenjaju s vremenom.
no(V) 1 1,(V) su ujedno funkcije @, i g, funkcija:

0.1 -0.01(V + 65)

a,(V) = el - 0.1(v+65) _ |

B,(V) = 0.125¢ %" (3.9)
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Navedeni izrazi su empirijski jer su dobiveni usporedivanjem s eksperimentalno dobivenim
podacima.
Na sli¢an nacin kao kod kalijevog kanala, kod natrijevog kanala prvo se izmjenjuje
elektri¢na vodljivost:
Sne = &Na - M, (3.10)

gdje slicno kao kod kalijevog kanala gy, predstavlja maksimalnu vodljivost natrijevog ka-
nala dok m oznaCava vjerojatnost da su jedna (od 3) vrata Na* ionskog kanala otvorena
(natrijeva aktivacijska varijabla vrata), a h oznaCava vjerojatnost da je blokiran Na™ ionski
kanal (natrijeva inaktivacijska varijabla vrata). Na analogan nacin kao kod kalijevog kanala
zapisuju se diferencijalne jednadzbe koje opisuju vremenski promjenjivo stanje vrata:

dm _m—mO(V) dh _h—ho(V)

A (V) At (V) G-AD

Ujedno imamo i pasivni (propustajuci) kanal, no kako se kod njega ne mijenja vodljivost
slijedi:

8L = 8L (3.12)
Vrijednosti stacionarnih stanja u odnosu na membranski potencijal su komplicirane funk-
cije koje je jednostavnije analizirati ako se promatraju graficki.

1
X0

0.8}

0.6

0.4¢

0.2}

S0 80 0 80 100
Membrane potential V

Slika 3.6: Stacionarna stanja (ng, mg i hg) za tri varijable n, m i h u odnosu na membranski
potencijal (V) (preuzeto iz [11])

n, m 1 h teze svojim stacionarnim stanjima 1 vidimo da kad je neuron depolariziran
(V= +60 mV) (3.6) vrijedi:



POGLAVLIJE 3. BIOFIZICKI MODELI NEURONA 26

en — ny ~ 1 (otvoreno)
em — my ~ 1 (otvoreno)
e hh — hy ~ 0 (zatvoreno)

Tada su kalijevi kanali otvoreni, a natrijevi kanali su zatvoreni (iako su sva tri vrata otvorena(m)
blokada () ga odrzava zatvorenim). Kalijevi (K*) ioni tada izlaze van neurona te time sma-
njuju membranski potencijal. Kako se smanjuje membranski potencijal kalijevi kanali se
pocinju zatvarati. Kad je neuron hiperpolariziran (V ~ —-90 mV), tada su:

en — ny ~ 0 (zatvoreno)
e m — my ~ 0 (zatvoreno)
e i — hy ~ 1 (otvoreno)

Kalijevi kanali su tada zatvoreni, a natrijevi kanali su isto zatvoreni (iako viSe nema blo-
kade (h) sva tri vrata (m) su zatvorena). Preko ove analize Na* ioni ne prolaze kroz ionske
kanale, no zbog toga je potrebno ujedno analizirati vremenske konstante.

Y00 50 0 50 100

Membrane potential V

Slika 3.7: Vremenske konstante (7, 7, 1 7),) za tri varijable n, m i h u odnosu na
membranski potencijal (V) (preuzeto iz [11])

Iz grafa (3.7) se primjecuje da je natrijeva aktivacijska varijabla vrata (m) s obzirom na
natrijevu inaktivacijsku varijablu () znatno brza.
Nakon svega navedenog strujni krug sada izgleda ovako:
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Iinput =1
Vin =V
% lIK lINa l L1 l /
— cap
e P B

JT—VM = 0mV

Slika 3.8: Kona¢ni model neurona u obliku strujnog kruga

Izrazi za struje u modelu:

o Ina = gNan4 (V - ENa)

Ix = gKm3h (V- Ex)
L =g.(V-Ep)

— v
* lap =CY

Neuron skladisti elektri¢ni naboj, $to formalno izrazavamo kapacitetom, C. Kapacitet pos-
toji od Cinjenice da lipidni dvosloj aksonske membrane formira tanki izolirajuci sloj koji
sluzi pri skladiStenju elektricnog naboja na isti nacin kao i elektriéni kondenzator. Struja
(Icap) puni kondenzator stavljajuci ione na gornju i donju plocu.

Ako se ujedno zamisli da se postavlja elektroda na neuron i Salje struja (finpu = 1), ta
struja ima Cetiri nacina kroz koja moze teci te zbog Kirchoffovog zakona oCuvanja naboja
slijedi sljedece:

I=1Ig + Ing + It + Ly (3.13)
Spajanjem svih navedenih izraza za struju s gornjom jednadzbom dobivaju se Hodgkin -
Huxleyeve jednadzbe.

dv
CE = —gxn*(V = Ex) — gnam®h(V — Exy) — g(V — EL) + 1(1) (3.14)
d
rn<v>d—’: = — [n— ne(V)] (3.15)
d
rm<v>d—’f = — [m — my(V)] (3.16)

dh
(V) = = ho(V)] (3.17)
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Generacija akcijskog potencijala promatrala se kao posljedica djelovanja natrijevog,
kalijevog i1 pasivnog kanala, no potrebno je napomenuti da je generacija AP-a zapravo
rezultat istovremenog djelovanja viSe takvih kanala. Stoga su vodljivosti u Hodgkin -
Huxleyevim jednadzbama sveukupni rezultati individualnih ionskih kanala u membrani.

3.2 Wilsonov model

Hodgkin - Huxleyeve jednadZbe su puno doprinijele pri razumijevanju koncepta genera-
cije akcijskog potencijala, ali za razliku od aksona velike lignje, neuroni sisavaca imaju
dodatne tipove ionskih kanala koji doprinose kompleksnijem neuralnom odgovoru.

Jedan od nacina kako se moze modelirati kompliciraniji model je izravno nadodavanje
drugih ionskih kanala. Na takav na¢in mozemo imati mnogo povezanih diferencijalnih jed-
nadzbi kojima modeliramo vise razli¢itih kanala u odredenom dijelu aksona. Takvi modeli
su bitni pri istraZivanju detaljnih karakteristika odgovora neurona i pri interakciji izmedu
dvaju razli¢itih kanala.

Pojednostavljenja su Cesto neizbjeZna kada pokuSavamo istraZiti neSto na vecoj skali. De-
taljnim proucavanjem Hodgkin - Huxleyevih jednadzbi primijetile su se moguénosti sma-
njivanja njihove dimenzionalnosti.
Prvo Sto se primijetilo je da je vremenska konstanta 7,, jako mala za sve vrijednosti od
potencijala (slika 3.7). Varijabla m stoga brzo prilazi svojoj ravnoteznoj vrijednosti, pa ju
moZemo 1 aproksimirati:

m = my(V). (3.18)

Time se eliminira 3.16 jednadZba.

Ujedno se primijetilo da su rezultati za varijable n(V) 1 h(V) prikazani preko grafa 3.6,
aproksimativno recipro€ni. Zapravo, se dobije dobra aproksimacija ako se postavi sljedeca
jednakost:

h=1-n (3.19)

Ono $to se time tvrdi je da se Na* kanal zatvara (k) u isto vrijeme kad se K* kanal otvara

(n). S 3.19 eliminiramo 3.17.

Ova pojednostavljenja smanjuju Hodgkin - Huxleyev model na dvodimenzionalni sistem:
dv

C3 = —gkR*(V = Ex) = gnamo(V)’ (1 = R)(V = Exa) = gL(V = EL) + I(t) ~ (3.20)

dR
(V) g = ~[R=Ro(V)] (3.21)
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Akcijski potencijal koji se generira ovim modelom jako je sli¢an originalnom Hodgkin -
Huxleyevom modelu neurona.
Kako bi se naglasilo pojednostavljenje i promjena varijabli, koristi se nova varijabla R za
opisivanje otvaranja K™ i zatvaranja Na™ kanala, koji zajedno ¢ine oporavljenu (’recovery”)
varijablu (ime je dobila jer opisuje oporavak membranskog potencijala).
Stoga dvodimenzionalnu aproksimaciju (3.20 1 3.21) Hodgkin - Huxleyevih jednadzbi
mozZemo jo§ pojednostaviti tako da prikazuje osnovna dinamicka pravila za generaciju ak-
cijskog potencijala.
Kako bi se odrzala biofizi¢ka znacajnost Ohmov zakon i ovisnost o Na* i K™ ravnoteZnim
potencijalima se mora prikazati eksplicitno. Koriste¢i odredene aproksimacije jednadzbe
dobivaju sljedeci oblik:

dv

Cq = —R(V — Ex) = gna(V)(V = Ena) + 1(D) (3.22)

dR
(V) g = ~[R=Ro(V)] (3.23)

Radi jednostavnosti, struju pasivnog propustajuceg kanala (I, ), koji nema uloge u genera-
ciji akcijskog potencijala, spaja se s Na* kanalom stvarajuci time novi Na* kanal, tako §to
se dodaje linearni dio u opisu ovisnosti napona novog kanala (viSe detalja o aproksimaci-
jama koje su se provele mogu se naci u [4] poglavlje 9).

Prateci navedene aproksimacije Wilson je pokazao da pojednostavljenim modelom sa samo
dvije diferencijalne jednadZbe dobivamo sli¢ne rezultate kao kod Hodgkin - Huxleyevog
sistema od Cetiri diferencijalnih jednadzbi.

S pomocu Wilsonovog modela ujedno se moze dodavajuci jo§ dva tipa ionskih kanala
koji su specifi¢ni za drugacija svojstva generiranja AP-a, modelirati neokortikalne neurone
sisavaca. Time se dobiju ponovno Cetiri diferencijalne jednadzbe koje opisuju puno kom-
pliciraniji sistem naspram aksona velike lignje. Ne¢emo napisati napomenute jednadzbe
(mogu se naci u knjizi [11], str. 42, jednadzZbe (2.18)-(2.21)) jer u ovom radu prikazujemo
osnovno modeliranje neurona.



Poglavlje 4

Numericke metode

Tijekom rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi Cesto se nailazi na slu€ajeve kojima ne mozemo
pronaci analiti¢ko rjeSenje, tada se oni pokuSavaju rijesSiti numerickim metodama. Koristeci
numeri¢ke metode pri rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi s pocetnim ili rubnim uvjetom
dobiva se tabli¢no zadana funkcija gdje se korak u vrijednosti nezavisne varijable moze
dovoljno fino izabrati. Kao aproksimaciju rjesenja kontinuirane funkcije moZemo dobiti
interpolacijski splajn [8].

Interpolacija u matematici zna¢i odredivanje nepoznatih vrijednosti neke veliCine s
pomocu poznatih vrijednosti u nekom intervalu u kojem su poznate zakonitosti njezinih
promjena. Dok je splajn posebna funkcija definirana u dijelovima pomocu polinoma. In-
terpolacija splajnovima se vise preferira od polinomne interpolacije (interpoliranje poda-
taka polinomom) jer se interpolacijska pogreSka moZe znatno smanjiti ¢ak i kad se koriste
polinomi niskog stupnja za splajn.

Promatrat éemo problem gdje za zadanu funkciju f(x,y) trebamo naci funkciju y(x),
y:la,b] — R, x € [xy, b], koja zadovoljava diferencijalnu jednadZbu prvog reda:

d
d—y = f(x.y), @.1)
X
uz pocetni uvjet
Y(x0) = Yo 4.2)

Navedeni problem nazivamo inicijalnim ili Cauchyjevim problemom. U slucajevima kad je
npr. funkcija f linearna, problem se moZze rijesiti elementarno, ali u veéini prakti¢nih pro-
blema moramo traziti aproksimativno rjeSenje. Zapravo u istrazivanjima se obicno javlja
problem rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi ovakvog oblika:

dy; '
d_y = ﬁ(xayh "-’ym)’ 1= 1, ey M, (43)
X

uz pocetne uvjete y;(xo) =c;, i = 1,...,m [8].

30



POGLAVLIJE 4. NUMERICKE METODE 31

Razlog zaSto ima smisla posvetiti posebnu pozornost inicijalnom problemu za linearnu
diferencijalnu jednadZbu mozemo prikazati preko sljedeeg primjera.
Primjer 1
Diferencijalnu jednadZbu treceg reda oblika:

Y7 =gy, .y, (4.4)
s pocetnim uvjetima y(0) = ¢y, y'(0) = ¢, 1 y”(0) = ¢3, uz pomocu sljedece supstitucije:
a=y, 2=y, u=y (4.5)

svodimo u sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda [8].

Zi =2 21(0) = ¢
2 = =23 20) =
73 = 8(x,21,22,23) 73(0) = 3

U racunalnoj neuroznanosti Hodgkin-Huxleyev model definiran je s diferencijalnim jed-
nadzbama (3.14 - 3.17) koje, ako se promatraju jako pojednostavljeno, mogu se svesti
na oblik inicijalnog problema. One specificiraju promjenu veli¢ine dx za infinitezimalni
vremenski korak dr. Ta promjena je ujedno opisana funkcijom f(x, ), koja moZe ovisiti o
veli¢ini x te ponekad i eksplicitno o vremenu. Matematicki se to izraZzava na sljedeci nacin:

dx
TE = f(x,1), (4.6)

Sto je diferencijalna jednadZba prvog reda s jednom neovisnom varijablom i vremenskom
konstantom 7. Ovdje isto pokuSavamo izraCunati vrijednosti veli¢ine x(f) u odredenim
trenutcima ¢ > f kad poznajemo da je u trenutku 7, vrijednost veliCine,

x(to) = Xo 4.7)

4.1 Eulerova metoda

Zbog 4.1 poznata je prva derivacija funkcije y(x), a kako znamo 4.2 slijedi:

¥ (x0) = f(x0,0) (4.8)
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.1 —

Y2

|

o I T2

Slika 4.1: Plavom bojom prikazana je vrijednost funkcije y-on, a crvenom bojom
prikazana je aproksimacija dobivena Eulerovom metodom (preuzeto iz [8])

Funkciju y u okolini to¢ke xy moZemo aproksimirati linearnim aproksimantom, ¢iji je
graf tangenta (slika 4.1):

I(x) = yo + f(x0,y0)(x = Xo) 4.9)

Za dovoljno mali /4 je tocka x; = xy + h blizu tocki xy, te s time moZemo vrijednost traZene
funkcije y u tocki x; aproksimirati s pomocu vrijednosti linearnog aproksimanta:

yi = (x1) = yo + f(x0,y0)h (4.10)

Ponavljajudi taj postupak, dobivamo Eulerov iterativni proces

Virl = Vi +hf (e, y), k=0,1..., (4.11)

koji daje aproksimaciju funkcije y u toc¢kama [8]:
x;i=xo+ih, i=0,1.. (4.12)

Iteracija je matematicka metoda pribliznog rjeSavanja analiti¢ki nerjeSivih jednadzbi uzas-
topnim uvrStavanjima pribliznih rjeSenja i dobivanja sve toc¢nijih rezultata do neke Zeljene
razine to€nosti.

Veli¢ina koraka 4 mora biti dovoljno malena jer se pogreSke mogu brzo akumulirati.
Ako se odabere potrebno maleni korak broj iteracija postaje jako velik (Primjer 2, 4.13).
Ova metoda i dalje ima vazno teorijsko znacenje, jer se druge metode zasnivaju na ovoj
ideji. U sljede¢em primjeru vidjet ¢emo primjenu Eulerove metode s razli¢itim veli¢inama
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koraka #A.

Primjer 2 Treba rijesiti sljede¢i Cauchyev problem na intervalu [0, 1].

y=x+y,

y(0) =1,

RjeSenje navedenog problema je funkcija y = 2¢* — x — 1, a potrazit ¢emo ga takoder i
pomocu Eulerove metode uz korake & = 0.2 1 h = 0.1. Dobiveni rezultati, kao i usporedba

sa stvarnim vrijednostima prikazani su u tablici 4.2 [8].

h=0.2 h=0.1
. y(ok) Yk y(Te) — Yy Yk y(zk) — Yk
0 1 1 0 I 0
0.1 1.11034 1.11 —0.00034
0.2 1.24281 1.24 —0.00281 1.241 —0.00181
0.3 1.39972 1.3951 —0.00462
0.4 1.58365 1.568 —0.01565 1.57461 —0.00904
0.5 1.79744 1.78207 —0.01537
0.6 2.04424 2.0016 —0.04264 2.02028 —0.02396
0.7 2.32751 2.29231  —0.03520
0.8 2.65108 2.56192 —0.08916 2.60154 —0.04954
0.9 3.01921 2.95169 —0.06752
1 3.43656  3.2743 —0.16226 3.34686  —0.08970

Slika 4.2: RjeSavanje inicijalnog problema y’

=x+y, y(0) =1 (preuzeto iz [8])

Vidimo da smanjenjem koraka % dobiju se to¢niji rezultati odnosno rezultati koji su
blizi pravim vrijednostima funkcije y.

4.2 Runge-Kutta metoda

Runge-Kutta metoda je efektivna i Siroko koriStena metoda za rjeSavanje inicijalnih pro-
blema diferencijalnih jednadzbi. Ujedno Runge-Kutta metoda je familija numerickih me-
toda i viSeg reda. Promatramo inicijalni problem prvog reda:

d
= = f). (4.14)
X
uz pocetni uvjet
y(x0) = Yo, 4.15)

gdje je x € [xo, b].
Da bi izveli Runge-Kutta metodu prvo podijelimo interval [xy, ] na N subintervala oblika
[Xn, Xpi1] Zan =0, 1,...,n — 1. KoriStenjem Riemannovog teorema Ciji iskaz glasi ([1]):
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Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a, b] C R. Tada je ona R-integrabilna na
[a, b]. Takoder, postoji tocka c € [a, b] takva da je f[a " f(x)dx = f(c)(b — a).

Integriranjem j—fC = f(x,y) preko [x,, x,+1] dobivamo sljedece:
Xn+1

Y(Xne1) = y(Xn) = Jf(xy(x)dx = hf(&, y(&)), (4.16)

Xn

gdje je h = x,11 — X, & € [Xp, Xu41]. Time dobivamo:
Y(Xni1) = y(xa) + 1f (&, ¥(6)) 4.17)

Ako aproksimiramo f(¢&, y(¢)) linearnim kombinacijama f(£1, y(§1)), f (&2, Y(£2)), s f (Ens Y(Em))
od f(x,y(x)) na intervalu [x,, x,,1], time dobivamo op¢i oblik Runge-Kutta metoda:

Y0o) = Y(5) + ) eif (6 3(ED) (4.18)
i=1

Birajudi razlicite vrijednosti za parametre m, c¢; i &;, moZemo dobiti razli¢ite forme Runge-
Kutta metode, no najpoznatija Runge-Kutta metoda je Cetvrtog reda (vidi [6]):

1
Yntl =Y t+ 3 (ki + 2k + 2k3 + ky)
kl = hf(xm yn)

1 1
ky=hf|x,+ =h,y, + =k
2 f(x > y 21)

2 2
ks = hf(x, + h,y, + k3)

1 1
k3 = hf (xn + _h, Ynt _kZ)

Na sljedeem primjeru moZemo vidjeti razliku u to€nosti aproksimacije izmedu Runge-
Kutta metode Cetvrtog reda i Eulerove metode.
Primjer 3 Treba rijesiti sljedeci Cauchyev problem na intervalu [0, 1].

y =30@sinx—y), y0)=0 (4.19)
RjeSenje navedenog problema je funkcija y(x) = 2 (30 sin x — cos x + e‘3°x). Rjesenje
navedenog problema Eulerovom i Runge-Kutta metodom te pravo rjeSenje prikazano je u
tablici 4.3 [8].
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Eulerova metoda

Runge-Kutta metoda

e Y(Tk) e Y(Te) —ye Yk Y(zi) — Y
0 0 0 0 0 0

0.1 0.068 0.299 —0.231 0.112 —0.044
32 01656 —0.002 0.168 0.228 —0.062
0.3 0.263 0.892 —0.629 0.349 —0.085
0.4 0.358 —0.616 0.975 0.475 —0.116
0.5 0.449 2.671 —2.222  0.609 —0.159
0.6 0.536 —3.649 4,186  0.754 —0.218
0.7 0618 9,232 —8.614 0.916 —0.298
0.8 0.693 —16.313 17.006  1.102 —0.408
0.9 0.761 34.976 =34.214 1.321 —0.560
1 0.822 —67.428 68.250  1.590 —0.768
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Slika 4.3: RjeSavanje inicijalnog problema y" = 30(sin x — y), ¥(0) = O (preuzeto iz [8])

Odmah primjec¢ujemo da s Runge-Kutta metodom dobivamo puno bolju aproksimaciju
pravom iznosu y(x) funkcije za razliku od Eulerove metode.
Sli¢no kao kod Eulerove metode kad imamo diferencijalnu jednadZbu viseg reda isto

ju svodimo na sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Tako npr. inicijalni problem:
(4.20)

svodimo na sustav:

v =gxyy), yxo)=a, ¥Y(x)=p,

y =z

7 =g(x,y,2)

koji moZemo rijesiti Runge-Kutta metodom na sljedeéi nacin:

y(x0) = Yo
2(xo) = 2o,

1
Vi :)’0+8(k1+2k2+2k3+k4)

1
Z1=zo+g(m1+2m2+2m3+m4)

k]II’lZO
m
) =h(Zo+ 71)
m
k3 :]’l(ZO'l' 72)

ky = h(zp + m3)

my = hg(xo, Yo, 20)

h k] mi
2 2 2

my :hg(x0+ — Yo+ —,20+ —=—

n; :hg(

Xo+ =, Yo+ —,20+ —

h k2 my
2 2 2

my = hg (xo + h,yo + k3,20 + m3)
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Python kod Hodgkin-Huxleyevog
modela

U ovom poglavlju prikazat éemo implementaciju navedenih metoda pomocu Python koda.
Na sljededi naCin prikazujemo Hodgkin-Huxleyev model pomocu Python koda:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math

#Alfa i beta funkcije varijabla vrata (kalijevih i natrijevih)
def alphaN (V):

return (0.1-0.01%(V+65))/(np.exp(1-0.1x(V+65))—1)
def betaN (V):

return 0.125xnp.exp((-V-65)/80)
def alphaM (V):

return (2.5-0.1%(V+65))/(np.exp(2.5-0.1%(V+65))-1)
def betaM (V):

return 4xnp.exp((—-V-65)/18)
def alphaH (V):

return 0.07=np.exp((-V-65)/20)
def betaH(V):

return 1/(np.exp(3-0.1%(V+65))+1)
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#Hodgkin—Huxleyev model neurona
def HH(I0,TO):
dt=0.01
T=math.ceil (TO/dt)# [ms],
gNa0=120 # [mS/cm”2],
ENa=60 # [mV],
gK0=36 # [mS/cm”2],
EK=-77 # [mV],
gl0=0.3 # [mS/cm"2],
EL=-54.4 # [mV],
t=np.arange (0,T)=dt
V=np.zeros ([T,1])
m=np.zeros ([T,1])
h=np.zeros ([T,1])
n=np.zeros ([T,1])

V[0]=-70.0
m[0]=0.05
h[0]=0.54
n[0]=0.34

for i in range(0,T-1):
VIi+1]=V[i]+dt«(gNaOsm[i]**3«h[i]*(ENa-V[i])+
gKOsn[i]*%4%(EK-V[i])+gLOx(EL-V[i])+I0)
m[i+1]=m[i]+dt=(alphaM (V[i])*(1-m[i])—-betaM (V[i])=*m[i])
hl[i+1]=h[i]+dt=«(alphaH(V[i])*(1-h[i])-betaH(V[i])*h[i])
n[i+l]=n[i]+dt=x(alphaN(V[i])*(1-n[i])—-betaN(V[i])*n[i])
return V,m,h,n,t

#10 = vanjska struja koja moze potaknuti generiranje AP-a
#T0 = ukupno vrijeme simulacije u [ms]

#V = membranski potencijal

#m = natrijeva aktivacijska varijabla vrata

#h = natrijeva inaktivacijska varijabla vrata

#n = kalijeva aktivacijska varijabla vrata

#t = vremenska os
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Pomocu navedenog koda graficki moZemo prikazati membranski potencijal neurona za
razlicite vanjske struje i u odredenom vremenskom periodu. Prvo promatramo membranski
potencijal kada nema vanjske struje (5.1).

10=0

TO=100

[V,m,h,n, t]=HH(IO,TO)
plt. figure ()
plt.plot(t,V, k")
plt.ylabel (’V[mV] )
plt.xlabel (t[ms]’);

0 20 40 60 80 100
t [ms]

Slika 5.1: Membranski potencijal s vanjskom strujom vrijednosti I, = 0 mA

Dobije se ono Sto se i ocekivalo, tj. neuron ne generira akcijski potencijal. Medutim
kada povec¢amo vanjsku struju dobijemo sljedece:

10=10

TO=100

[V,m,h,n, t]=HH(I0 ,TO)
plt.figure ()
plt.plot(t,V, k")
plt.ylabel (’V_o[mV] ")
plt.xlabel (’t.[ms]’)
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Slika 5.2: Membranski potencijal s vanjskom strujom vrijednosti /, = 10 mA

Unutar 100 ms viSe puta se generira akcijski potencijal. Ako promatramo samo odredeni
dio vremena moZemo se fokusirati na samo jedan akcijski potencijal.

plt. figure ()
plt.plot(t,V,’k”)
plt.xlim ([42, 56])
plt.ylabel (’V_o[mV] ”)
plt.xlabel (’t.[ms]’)
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Slika 5.3: Prikaz ovisnosti membranskog potencijala o vremenu za vrijeme generiranja
jednog akcijskog potencijala

Fokusirajuéi se na jedan akcijski potencijal moZemo i1 promatrati graficke prikaze di-
namicnih varijabli vrata (n, m i h). Odnosno promatrati éemo njihovu ovisnost o vremenu.

plt.

axl
ax2

axl.

plt
ax?2
ax2
ax?2

plt.

plt

.legend (loc="center._right’,

figure ()
plt.subplot(211);

= plt.subplot(212, sharex=axl);
plot(t,V, k)

.xlim ([42, 56]);

.plot(t,m,’r’, label="m")
.plot(t,h,’db’, label="h")
.plot(t,n,’g’, label="n");

xlabel (t_o[ms]’);

bbox_to_anchor=(1.2,

0.5))
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Slika 5.4: Graficki prikazi akcijskog potencijala te dinami¢nih varijabli vrata (n, m i h)

Promatrajuci ta dva grafa jedan pokraj drugoga mozemo vidjeti da odgovara 1 s biolo-
gijom neurona tijekom generiranja. U trenutku kada varijabla m — 1, neuron se depolari-
zira, jer natrijevi ioni naglo ulaze u stanicu (neuron postaje pozitivniji). Poslije toga ostale
varijable vrata polako sustizu varijablu m. Vidimo da varijabla 4 — 0, no znatno sporije
nego m varijabla, te se zbog toga prolaz natrijevim ionima blokira. Tijekom toga varijabla
n —> 1 te se kalijevi ionski kanali otvaraju i K* ioni izlaze van iz stanice (neuron postaje
negativniji). Nakon odredenog vremena neuron se vraca u stanje mirovanja.
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Sazetak

Racunarska neuroznanost koriste¢i matematicke modele istraZuje Zivcani sustav. Hodgkin-
Huxleyev model bio je prvi takav koji je matemati¢ki opisao generiranje i propagiranje
akcijskog potencijala u neuronu. Koriste¢i modele neurona i1 pojmove iz elektrodinamike
moZe se izraCunati vrijednost elektricnog 1 magnetskog polja neurona. Uz pomocu nu-
meri¢kih metoda prikazani matematicki modeli neurona rjeSavaju se pomocu Python pro-
gramskog jezika.

Kljucne rijeci: model, racunarska neuroznanost, neuroznanost, Hodgkin-Huxleyev model,
akcijski potencijal, neuron, elektrodinamika, numericke metode



Summary

Computational neuroscience investigates the nervous system using mathematical models.
The Hodgkin-Huxley model was the first to mathematically describe the generation and
propagation of an action potential in a neuron. Furthermore, the value of the neuron’s
electric and magnetic fields can be calculated using neuron models and concepts from
electrodynamics. By using numerical methods, the presented mathematical models of ne-
urons are solved using the Python programming language.

Key words: model, computational neuroscience, neuroscience, Hodgkin-Huxley model,
action potential, neuron, electrodynamics, numerical methods
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