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Uvod

U raznim primjenama Cesto se pojavljuju matrice jako velikih dimenzija. Eksplicitna po-
hrana takvih matrica u ra¢unalu prostorne sloZenosti O(n?) u veéini slu¢ajeva je neefikasna,
a ponekad i nemoguca. Jos se ve¢i problemi javljaju ako nad takvim matricama vr§imo ma-
tri¢ne operacije, primjerice, vremenska sloZzenost mnozenja dviju matrica dimenzije n X n
je O(n*). Postoje neka poboljsanja poput ,,podijeli pa vladaj” Strassenovog algoritma', no
ni taj algoritam nema sloZenost manju od O(n?), §to svakako nije dovoljno dobro za velike
matrice.

Sre¢om, neke matrice koje se javljaju u primjenama su rijetko popunjene matrice ili
se mogu aproksimirati rijetko popunjenom matricom. Njih dobivamo, npr. diskretizaci-
jom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi metodom kona¢nih elemenata, a pojavljuju se i
kao matrica susjedstva u teoriji grafova kod analize drustvenih mreza. Ovo su samo neki
od primjera gdje se pojavljuju rijetko popunjene matrice. Takve matrice mogu se pohra-
niti u prostornoj slozenosti O(n), a neke matri¢ne operacije nad rijetko popunjenim matri-
cama moguce je efikasnije izvrSavati. Medutim, svojstvo rijetkosti u vecini slucajeva nije
oCuvano prilikom standardnih matri¢nih algoritama, na primjer LU faktorizacije ili inverza
matrice.

Tema ovog diplomskog rada su hijerarhijski formati matrica. To je jedan primjer podat-
kovno rijetke strukture matrica, tj. matrice koja se moze pohraniti u prostornoj slozenosti
manjoj od O(n*). Takve matrice imaju rekurzivnu blok-strukturu, mogu se efikasno po-
hraniti, a pri matricnim operacijama im je oCuvana struktura. No, ne mogu se sve matrice
efikasno pohraniti u hijerarhijskom formatu. VaZan je uvjet da se odredeni blokovi ma-
trica koje biramo po nekom uvjetu prihvatljivosti mogu pohraniti u reprezentaciji niskog
ranga, to¢nije u obliku umnoska dva faktora UV7?, gdje U i V imaju jako mali broj stupaca.
Takve matrice prirodno se javljaju u diskretizacijama diferencijalnih i integralnih jednadzbi
s obzirom na to da tada znamo u kojim blokovima moZemo ocekivati dobru reprezentaciju
niskog ranga.

Hijerarhijske ili #{-matrice prvi je put uveo Wolfgang Hackbusch? krajem 90-ih go-

Vidi [2].
2Wolfgang Hackbusch (1948.), njemacki matemati¢ar, pionir u istraZivanju hijerarhijskih struktura ma-
trica.



SADRZAJ 2

dina proSlog stoljeca. Hijerarhijske matrice sa oslabljenim uvjetom prihvatljivosti (svaki
vandijagonalni blok se moZe pohraniti u reprezentaciji niskog ranga) nazivaju ss HODLR
matrice i njima ¢emo se najvise baviti u ovom radu. Jo$ neki primjeri hijerarhijske struk-
ture matrica su HSS i #{?-matrice koje se razlikuju od prethodne dvije u tome $to se njihovi
prihvatljivi vandijagonalni blokovi ne pohranjuju nezavisno ve¢ su reprezentacije niskog
ranga na svakoj razini ugnijezdene.

Primjena hijerarhijskih formata matrica vazna je posebno kod diskretizacije diferenci-
jalnih i integralnih jednadzbi. No, to prelazi okvire ovog diplomskog rada. ZadrZat ¢emo
se uglavnom na primjenama kojima je naglasak na linearnoj algebri.



Poglavlje 1
Motivacija 1 opis ideje

U ovom poglavlju opisat éemo rijetko popunjene (engl. sparse) i podatkovno rijetke ma-
trice (engl. data-sparse). Na kraju ¢emo opisati ideju za jedan hijerarhijski format, tzv.
HODLR (Hierarchically Off-Diagonal Low Rank) format, i to na primjeru inverza tridija-
gonalnih matrica.

1.1 Rijetko popunjene matrice

KaZemo da je matrica A € R™" rijetko popunjena ako je broj elemenata matrice koji nisu
nula mnogo manji od n>. Matrice koje nisu rijetko popunjene nazivamo gusto popunjene
(engl. dense) matrice. Dok je broj elemenata koji nisu nula gusto popunjene matrice O(n?),
broj je ne-nul elemenata rijetko popunjene O(n). Rijetkost matrice moze biti vrlo korisno
svojstvo, posebno kod matrica velikih dimenzija. Rijetko popunjene matrice se mogu se u
racunalu pohraniti na razne nacine koji bi uStedili prostor. Jedan od nacina je pohrana tri
polja: rows, columns i A. Prvi sadrZi indekse redaka, drugi stupaca, a treéi elemente matrice
koji nisu nula i to tako da uredena trojka (rows[k], columns[k], A[k]) jedinstveno odreduje
polozaj 1 vrijednost elemenata matrice, za svaki k € N,k < nnz(A), gdje je nnz(A) broj
ne-nul elemenata matrice A. Na ovaj nacin pohranjuje se 3nnz(A), tj. O(n), za razliku od
uobicajenih O(n?) elemenata. Takoder, neke algoritme poput mnoZenja matrice i vektora
je moguce efikasnije implementirati. SloZenost Ce biti O(n - z), gdje je z prosjecni broj ne-
nul elemenata u svakom retku matrice. Razlikujemo nestrukturirane i strukturirane rijetko
popunjene matrice. Posebna su vrsta strukturiranih matrica vrpcaste matrice (engl. banded
matrix). Matrica A je vrpcasta ako postoji d > 0 tako da vrijedi a;; = 0 za |i — j| > d.
Zanimljiv ¢e nam slucaj biti d = 1, tj. tridijagonalna matrica.

Nazalost, svojstvo rijetke popunjenosti se moze lako narusiti odredenim operacijama.
Na primjer, trokutaste matrice dobivene LU faktorizacijom rijetko popunjene matrice obi¢no
imaju mnogo manje nula od zadane matrice. Ovo takoder vrijedi i za inverz rijetko popu-
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njene matrice.

Primjer 1.1.1. Primjer inverza 8 X 8 tridijagonalne matrice. Na ovom primjeru vidimo da
inverz takve matrice, koja je rijetko popunjena, nije rijetko popunjena matrica.
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Primjer 1.1.2. Primjer LU faktorizacije 6 X 6 rijetko popunjene matrice. Gornjetrokutasti
i donjetrokutasti faktor nisu rijetko popunjene matrice.
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Problem se u nekim slucajevima moze rijeSiti pribliZnom rijetkosti,
aproksimirati rijetkom matricom M. U tom slucaju vrijedi

A~ = M|| < tol,

1 1
-1 -1
-2 =2
2 2
5/3 2/3
0 7/5]

tj. A™! se moze

za maleni fol > 0 1 neku matricnu normu. Pokazuje se da se inverz tridijagonalne matrice
A, ako postoji, mozZe aproksimirati vrpastom matricom ako je dobro uvjetovana, tj. ako
je uvjetovanost matrice A, k(A) = ||Al|,]JA™!|l, mala (vidi [1]). No, ni ovo nije uvijek

primjenjivo.

Napomena 1.1.3. lako se ova tocka odnosila na kvadratne rijetko popunjene matrice,
analogni opis vrijedi i za pravokutne matrice.

1.2 Podatkovno rijetke matrice

KaZemo da je matrica A € R™" podatkovno rijetka ako se moze prikazati s puno manje
od n? elemenata. Podatkovno rijetka matrica predstavlja generalizaciju rijetke matrice.
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o U

Slika 1.1: Vrpcasta matrica. Izvor: [4].

Najpoznatiji primjer podatkovno rijetke matrice je matrica niskog ranga, tj. matrica ranga
k << n. Ona se mozZe prikazati u obliku UVT, U,V € R™*, Na ovaj ée nalin prostorna
sloZenost pohrane matrice biti O(nk). Medutim, postoje 1 primjeri podatkovno rijetkih ma-
trica, a koje su ranga n 1 koje nisu rijetke. Inverz tridijagonalne matrice je, ako postoji,
regularna matrica, pa je o€ito punog ranga. Na Primjeru 1.1.1 vidimo da inverz tridijago-
nalne matrice ne mora biti rijetko popunjena matrica. Pokazimo kako je moZemo pohraniti
u prostornoj sloZenosti O(n log n).

Neka je A tridijagonalna matrica. Sherman-Morrisonova formula', koju éemo koristiti
u ovom razmatranju, glasi: ako je A € R™" regularna matrica i u,v € R" , onda je A + uv’
regularna matrica ako i samo ako vrijedi 1 + v/ A~'u # 0. U tom slucaju vrijedi:

AT A

AvwTyl=a1 -2 02
( uv') 1+viA- 1y

(1.1)

Radi jednostavnosti pretpostavimo da je A simetri¢na i pozitivno definitna?® tridijagonalna
matrica. Matricu A moZemo prikazati na sljedeéi nacin:

All 0 enl enl ! nyxny naXny
A= 0 A22 — Anyny+1 —eq||—e; ) All e R ’AZZ € R P

gdje je e; j-ti jediniCni vektor odgovarajuce veliCine. Tada prema (1.1) vrijedi:
_ T
A=A Ol i — (1.2)
0 Ay 1+elAle, +elAjye [W2] |12

1Vige o formuli na [7, str. 81-82.].
2A € R™" je pozitivno definitna ako vrijedi x” Ax > 0 za svaki x € R" \ {0}.
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gdje je w; = Ajle,, i wy = —A3 e;. Zakljuujemo da su vandijagonalni blokovi A™' ranga
1. Induktivno moZemo zakljuditi za vandijagonalne blokove dijagonalnih blokova.
Neka imamo sljede¢u particiju blokova matrice B := A~! € R™", uz pretpostavku n = 27,

p €N:
By B
B = .
[321 Bzz]

Matrica B podijeljena je na blokove jednake veli¢ine. Pohranjujemo samo vandijagonalne
blokove B, i By, koji su ranga 1 u obliku umnoska UVT, U,V € RY>!_ Tako se pohrana
vandijagonalnog bloka smanjila na 2 - n/2 prostornih jedinica, npr. varijabli tipa double.
Analogno pohranjujemo vandijagonalne blokove podmatrica By, i By, koji su prema (1.2)
opet ranga 1. Rekurzivno ponavljamo postupak. Dakle, cijelu matricu B moZemo pohraniti
sa:

2n/2 +4n/4 + ... +2Pn/2? = n(logn + 1)

jedinica prostorne sloZenosti.

Opisani nacin pohranjivanja inverza tridijagonalne matrice jedan je primjer strukture
tzv. HODLR matrica koje ¢e detaljnije biti opisane u Poglavlju 3. No, nece uvijek biti
slucaj da su vandijagonalni blokovi egzaktno niskog ranga. Ono ¢ime ¢emo se baviti u
1idu¢em poglavlju bit ¢e aproksimacije niskog ranga koje ¢e se primjenjivati u mnogo re-
alistinijim sluc¢ajevima od navedenog primjera.



Poglavlje 2

Aproksimacije niskog ranga

Aproksimacija niskog ranga je vaZzan problem minimizacije u numerickoj linearnoj alge-
bri. Problem glasi: za danu matricu A i rang k prona¢i matricu A ranga k tako da je greska
aproksimacije matrice A matricom A minimalna.

U ovom poglavlju prvo ¢emo opisati osnovu aproksimacije niskog ranga - dekompozi-
ciju na singularne vrijednosti. U nastavku poglavlja dotaknut emo se nekih algoritama za
navedenu aproksimaciju.

2.1 SVDi najbolja aproksimacija niskog ranga

Teorem 2.1.1 (SVD - Dekompozicija na singularne vrijednosti). Neka je A € R™" |
m > n. Tada postoje ortogonalne' matrice U € R™™ i V € R™" tako da:

01
A — UZVT, Y = . c Rmxn,
On
iocy=20,2>2...20,2>0.

Definicija 2.1.2. Brojeve o, 0>,...,0, nazivamo singularne vrijednosti matrice A. Stupce
matrice U = [uy, ..., u,], nazivamo lijevi, a stupce matrice V = [vy, ..., v,], desni singularni
vektori matrice A. Rastav A = ULVT nazivamo dekompozicija na singularne vrijednosti
(SVD) matrice A.

Napomena 2.1.3. U slucaju m < n, SVD definiramo za matricu A”.

'Matrica A € R™" je ortogonalna ako vrijedi ATA = 1.
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Primjer 2.1.4. SVD 3 X 2 matrice A.

3 4 -0.6291 0.7669 —0.127 1.2222 0 0.6982
A=|2 1|, U-=]0558 03306 -0.762(, X-= 0 6.4425|, V= [_0 7159
3 2 0.5424 0.5501 0.6350 0 0 '

Napomena 2.1.5. MoZe se pokazati da su singularne vrijednosti matrice A kvadratni ko-
rijeni svojstvenih vrijednosti matrice ATA i AAT. Obje su matrice simetricne i pozitivno
semidefinitne®, pa su njihove svojstvene vrijednosti nenegativne. Stupci matrice V su svoj-
stveni vektori matrice ATA, a stupci matrice U svojstveni vektori matrice AAT. Ako je A
simetri¢na, tj. A = AT, tada su njezine singularne vrijednosti jednake apsolutnim vrijed-
nostima njezinih svojstvenih vrijednosti.

Napomena 2.1.6. Singularne vrijednosti su jedinstveno odredene matricom A.

Dekompozicija na singularne vrijednosti ima mnogo primjena. Jedna od njih je raCunanje
ranga matrice. U i V su ortogonalne, pa su i regularne prema definiciji. Dakle, rang matrice
A = UZVT jednak je rangu matrice X, tj. broju singularnih vrijednosti matrice A koji nisu
nula.

Ovo su jos neka svojstva i primjene SVD-a:

* [|All> = o,

Al = \Joi+ ...+ 02,

lA~!|, = 1/0, ako je A regularna,

e uvjetovanost regularne matrice A, k(A) = ||All|A7"|,, jednaka je oy /o,

e za A € R™" m > n, ako je rang(A) = r, tada prvih r stupaca matrice U Cini ortonor-
miranu bazu za Im(A),

e za A € R™" m > n, ako je rang(A) = r, tada zadnjih n — r stupaca matrice V Cini
ortonormiranu bazu za Ker(A),

e rjeSavanje problema najmanjih kvadrata min, ||Ax — b||,
e kompresija slike,

e najbolja aproksimacija niskog ranga koju ¢emo sada obraditi.

2A € R je pozitivno semidefinitna ako vrijedi x” Ax > 0 za svaki x € R" \ {0}.

0.7159
0.6982

|
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Neka je k < n 1 neka su:

(O
Uk::[ul Mk], X = , Vk::[vl vk].
Tk
Definirajmo:
Ti(A) = U V). (2.1)
Matrica 7;(A) ocito je ranga k 1 vrijedi:
17:(A) — All2 = 41, (2.2)

1T:(A) = Allp = \Joi, + oo + 02 (2.3)

Sljedeci teorem osnova je za daljnje razmatranje.

Teorem 2.1.7 (Schmidt-Mirsky). Za matricu A € R™" neka je T;(A) definiran kao u
(2.1). Tada vrijedi:

IA = T%x(A)|| = min{||A — B|| : B€ R™" je ranga k}.
Ovo vrijedi za svaku unitarno invarijantnu normu || - ||. 3

Napomena 2.1.8. Ako vrijedi o > 041, tada je aproksimacija ranga k jedinstvena. Za
O = Oy1 to nije slucaj. Npr. matrica:

1 00

010

0 01

ima nekoliko najboljih aproksimacija ranga 2.:

00O 1 00 1 00
0 1 0f, 0 0 0Of, 0 1 0f.
0 01 0 01 0 0O

Pitanje koje se namece je kako odabrati rang k tako da vrijedi ||A — 7 (A)|| < €, za neki
e>0.

3Spektralna norma || - || i Frobeniusova norma || - || su unitarno invarijantne.
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Numericki rang

Rang matrice definiramo kao broj linearno nezavisnih stupaca ili redaka. Ta dva broja su
jednaka. No, moze se dogoditi i da nakon samo male promjene (perturbacije) stupci ili retci
postanu linearno zavisni, Sto moZe stvoriti probleme kod raCunanja u aritmetici raCunala.
Dakle, prema [8], moZemo definirati numericki rang matrice A, u oznaci r. kao broj redaka
matrice A koji su linearno nezavisni za bilo koju promjenu E koja je po normi manja ili
jednaka e.

re = re(A,€) = min rang(A + E) (2.4)

lEll2<e

Vidjeli smo da je rang matrice A jednak broju singularnih vrijednosti te matrice koji nisu
nula. SVD se takoder mozZe upotrijebiti i za racunanje numeri¢kog ranga. 1z Teorema 2.1.7
i (2.2) vidimo da je najmanja udaljenost matrice A do najbliZe matrice ranga k, tj. 7;(A),
jednaka o71. Stoga, slijedi da je numericki rang broj singularnih vrijednosti koje su vece
od nekog praga e.

O, > €2 0,41. (2.5)

Numericki rang ima smisla odredivati kod matrice koja ima jasan razmak izmedu singular-
nih vrijednosti, tj. izmedu relativno velikih i relativno malih singularnih vrijednosti. Ako
je kvadratna matrica punog ranga i loSe uvjetovana, tj. o1/, je dovoljno velik (jer je o,
malena vrijednost) tada je njezin numericki rang manji od stvarnog ranga.

Primjer 2.1.9. Primjer matrice punog ranga s gotovo linearno zavisnim retcima.

1 2 3
5 2 7
4

6 9.999

A=

Njene singularne vrijednosti su:
o = 15.5434, o, = 1.54398, o3 = 0.000333352.

Ako bismo uzeli € = 1073, njen numericki rang jednak je 2. Najbliza matrica ranga 2 joj
je:

5.00011 2.00011 6.99989
5.99989 3.99989 9.99911

T2(A) =

1.00011 2.00011 2.99989}

i vrijedi:
|A; — All, = 0.000333352 = 0.
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2.2 Algoritmi za aproksimaciju niskog ranga

U ovoj ¢emo tocki razmotriti najpoznatije algoritme za aproksimaciju niskog ranga zadane
matrice. Odabir optimalnog algoritma ovisi o veliini i gusto¢i matrice. No, moramo imati
na umu da ovi algoritmi ne mogu vratiti dobru aproksimaciju zadane matrice ako njene
singularne vrijednosti ne opadaju dovoljno brzo.

Algoritmi koji se zasnivaju na SVD-u

Za pocetak, pogledajmo kako izracunati SVD. U programskom jeziku Python za raCunanje
koristimo rutinu iz paketa numpy.linalg, a koja se oslanja na biblioteku LAPACK . Za ma-
tricu A € R™" i m > n sloZenost ratunanja SVD-a je O(mn?).

Ti(A) se nece pohranjivati eksplicitno, nego kao dva faktora U; X i V. Takva pohrana
zahtijeva (m + n)k jedinica pohrane. Velika prednost SVD-a je ta §to znajuéi singularne
vrijednosti, lako moZemo odrediti Zeljeni rang k za dobru aproksimaciju. To postizemo
odbacujuéi jako male singularne vrijednosti.

Ako matrica nije zadana eksplicitno nego je faktorizirana u obliku A = BC?, aproksi-
macija niskog ranga preko SVD-a se racuna na sljede¢i nacin. Neka je matrica A zadana
na sljedeci nacin:

A =BC",Be Rk, C e R™K, (2.6)

gdje je K veci od Zeljenog ranga k, a mnogo manji od m i n. Aproksimacija ranga k se
racuna sljede¢im redoslijedom:

1. IzraCunaj reduciranu QR dekompoziciju B = QgRp i C = QcRc.

2. Tzratunaj Ti(RsRY) = UpS Vi .

3. Ui = QsUs Vi = QcVi.

4. Vrati Ti(A) = UL V]

Algoritam vraca najbolju aproksimaciju ranga k matrice A. SloZenost algoritma je O((m +
n)K?). Ovaj postupak najéesce se koristi za kompresiju faktora pri zbrajanju matrica niskog
ranga o kojoj ¢e biti rijec u Poglavlju 3.

Napomena 2.2.1. QR dekompoziciju definiramo kao prikaz matrice A € R™" u obliku
A = QOR, gdje je Q € R™" matrica s ortonormiranim stupcima, a R € R™" gornjetroku-
tasta matrica. Za racunanje najcesce se koriste Householderove transformacije sloZenosti
O(mn?) (vidi [16, str. 81.-87.]). Ako pretpostavimo m > n, tada rastav matrice na Q € R™"
i R € R™ nazivamo reduciranom QR dekompozicijom.
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Lanczosov algoritam

Iako je SVD koristan zbog toga §to daje najbolju aproksimaciju niskog ranga, za matrice
prevelikih dimenzija to raunanje postaje preskupo. U mnogim primjenama nece ni biti
vazna toliko visoka to€nost aproksimacije koliko manja sloZenost algoritma. Takoder, SVD
ne moze iskoristiti svojstvo rijetkosti matrice. Lanczosov algoritam, koji ¢e biti opisan u
ovoj tocki, umjesto transformiranja matrice A koristit ¢e samo operaciju mnoZenja matrice
A nekim vektorom. MnoZenje matrice i vektora je mnogo manje sloZenosti ako je matrica
rijetka. O tome je bilo rijeci u Poglavlju 1.

Definicija 2.2.2. Neka je A € R™" i b € R". Krylovljev potprostor reda m generiran matri-
com A i vektorom b, u oznaci K,,(A, b), definiramo kao linearnu ljusku od {b, Ab, ..., A"~ b}.

Neka je A € R"™" matrica koju Zelimo aproksimirati. Lanczosov algoritam racuna
matrice Ug,; € R™&*D j Vi, e R™E*D takve da su njihovi stupci ortonormirane baze
za Ky 1 (AAT, uy) i Ki1(ATA, v)) redom, gdje je u; € R™ slu¢ajni normirani vektor i v, =
ATu; /||ATu||. Takoder, ovaj algoritam generirat ée skalare «; i B; koji ¢e biti poredani u
bidijagonalnu matricu:

a

= @

Bx ag

Ako Zelimo odbaciti male singularne vrijednosti matrice A i tako izraCunati njezin nu-
meriCki rang k, prema [13] dovoljno je izracunati SVD matrice By . Singularne vrijednosti
matrice Bx dobra su aproksimacija singularnih vrijednosti matrice A. Singularni vektori
matrice Bx kombinirani s matricama Uy 1 Vg koriste se kao aproksimacija lijevih 1 desnih
singularnih vektora matrice A. Tada vrijedi:

Ti(A) = Ak = UxTi(Bx) V- (2.8)

U Algoritmu 1. naveden je pseudokod za Lanczosov algoritam. Vrijednost K biramo na
temelju a priori procjene ranga zadane matrice. Sljedeca lema daje nam ocjenu greSke
aproksimacije (2.8).

Lema 2.2.3 ([1, Lema 1.]). Za aproksimaciju iz Algoritma I vrijedi:

Ak — Allr < Voe1(Bx)? + ... + 0x(Bg)? + wk,

gdje je %, = AIL — @2 £5,(0% + B).
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Algoritam 1: Lanczosov algoritam
Ulaz: Matrica A € R™", vektor u; € R™ tako da vrijedi ||u||, = 1, prirodni broj
K < min{m, n}
Izlaz: Matrice U, € R™*, V, € R koje imaju ortonormirane stupce, dijagonalna
matrica 3; € RP* tako da vrijedi T3(A) ~ ﬁkfkva

1 v=A"u, @) = |V, vi =7/

2 forj=1,..,Kdo

3 L u=Av;—auj,Bji = U, uj =u/Bjn

4 V= ATMj+1 —ﬁj+1Vj,C¥j+1 = |M|2,Vj+1 :T;/a“/j-f-l

5 Uk = [uy,....,ugl, Vg = [vi, ..., vk

6 Konstruiraj bidijagonalnu matricu Bx prema (2.7)

7 Izralunaj SVD od Bx = USV”

8 Odbaci singularne vrijednosti manje od nekog praga, neka je broj preostalih k&
9 Upy=UxOC,1:0), T =32(1 1k, 1:k), Ve = Vg V(, 1 k)

Dokaz. Zbog (2.3), nejednakosti trokuta i oCuvanju norme pri mnoZenju s ortogonalnom
matricom vrijedi:
IAk = Allr = Uk Tw(Bx)V = Allr

= |[Ux(Tx(Bx) — Bx)Vg + UxBx Vi — Allr

T
< \,O’Ia_l + ...+ O'%( + ”UKBKVK —Allr.

Zbog ortogonalnosti vrijedi [|All% = || Bkl + |[Ux Bk VE — All%, pa moZemo ograni&iti drugi
pribrojnik tako da vrijedi tvrdnja. O

SloZenost Algoritma 1. za rijetko popunjene matrice je O((m + n)K + K?%), gdje je
O((m+n)K) sloZenost mnoZenja rijetko popunjene matrice s m redaka i vektora i mnoZenja
rijetko popunjene matrice s n redaka i vektora u petlji koja se izvrSava K puta. Ovo vrijedi
jer smo pretpostavili da je broj ne-nul elemenata u svakom retku matrice konstantan. O(K>)
je slozenost SVD-a K X K matrice.

Randomizirani algoritam

Za algoritam kaZemo da je randomiziran ako Koristi slu¢ajne brojeve. U ovoj tocki ukratko
¢emo opisati jedan od randomiziranih algoritama za aproksimaciju niskog ranga.
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U Lanczosovom se algoritmu za svako mnoZenje matrice i vektora iz memorije dohvaca
cijela matrica A, S$to znatno oteZava izvrSavanje na raCunalu. Postoje neka poboljSanja po-
put blok-Lanczosovog algoritma®, ali najjednostavnija je alternativa koriStenje nekog od
randomiziranih algoritama. U Algoritmu 2. nalazi se pseudokod za jedan od njih.

U algoritmu koristimo Gaussovu matricu, tj. matricu Ciji elementi su slucajni brojevi ge-

Algoritam 2: Randomizirani algoritam za aproksimaciju niskog ranga

Ulaz: Matrica A € R™", Zeljeni rang k, parametar uzorkovanja p > 0
Izlaz: Matrice U; € R™k 'V, € R™* koje imaju ortonormirane stupce, dijagonalna
matrica X, € R® tako da vrijedi Tx(A) ~ A = UL, V!

1 Generiraj standardnu Gaussovu matricu Q € R™*+»)
2 Y =AQ

3 Izracunaj reduciranu QR dekompoziciju ¥ = OR

4+ Z=0Q"A

5 Izralunaj SVD od Z = USV”

6 Up=0QUC,1:k, =31 :k1:k),Vi=V(,1:4)

nerirani standardnom Gaussovom distribucijom. Prema [6], slika matrice Q ¢ini dobru
aproksimaciju slike matrice A.

Dokazimo korektnost algoritma. Ako je matrica A ranga k, dovoljno je uzeti p = 0.
Neka je A faktorizirana u obliku BCT, gdje je B € R"™*, a C € R™*. S vjerojatnoséu 1
vrijedi da je CTQ € R** regularna. Iz togi Y = AQ = B(CTQ) slijedi da Y i B razapinju
isti prostor. Tada i Q razapinje isti taj prostor, §to zna&i da je QQ7 ortogonalni projektor
na vektorski prostor razapet stupcima matrice B. Zbog toga vrijedi QQ7 = B. Iz tog slijedi
A=00"A =(Q0"B)CT = BCT = A.

Kada matrica A nije ranga k, ali je aproksimiramo matricom ranga k, tada je poZeljno
uzeti parametar p > 0. U praksi, ako ne znamo koliki je rang k, p se bira na nacin da
je greska aproksimacije Sto manja. Sto je veci p, time je i greSka manja. To vrijedi zbog
sljedeceg teorema koji nam daje ocjenu greske aproksimacije iz Algoritma 2.

Teorem 2.2.4 ([6, Tm 1.1]). Neka je k > 2i p > 2 takvi da vrijedi k + p < min{m, n}. Tada
za A dobivenu u Algoritmu 2 vrijedi:

4 \/(k + p) min{m, n}
p—1

EllA - Al < 2 +

O—k+1’

gdje je s E||A — All, oznaceno ocekivanje greske aproksimacije.

4vidi [15].



POGLAVLIJE 2. APROKSIMACIJIE NISKOG RANGA 15

Slozenost Algoritma 2. za rijetko popunjene matrice ovisi o sloZenosti mnozenja ma-
trice A 1 matrice Q koja ima k + p stupaca i sloZenosti QR faktorizacije matrice Y reda
nX (k+ p). Slozenost SVD-a matrice Z zanemarujemo jer pretpostavljamo da je jako malih
dimenzija.



Poglavlje 3

Hijerarhijske strukture

U ovom poglavlju opisat ¢emo po uzoru na [1] 1 [11] najcesce hijerarhijske strukture ma-
trica 1 neke operacije nad njima. Takve strukture smislene su kod matrica ¢iji vandijago-
nalni blokovi dopustaju dobru aproksimaciju niskog ranga. Na kraju poglavlja opisat ¢emo
implementaciju HODLR matrica i osnovnih operacija s njima u programskom jeziku Pyt-
hon.

3.1 HODLR matrice

Vrlo vazan pojam bit Ce stablo grupiranja, pa ¢emo ga definirati.

Definicija 3.1.1 ([11, Def. 1.]). Za n € N, neka je T; potpuno i uravnoteZeno binarno
stablo! visine p &iji Svorovi su podskupovi od {1, ..., n}. KaZemo da je T, stablo grupiranja
ili klaster stablo ako zadovoljava:

e korijen stabla T je I? =1={1,...,n},

e &vorovi na razini l, oznaceni sa I, ..., Ié, tako da je svaki ¢vor skup koji se sastoji od

nekoliko uzastopnih prirodnih brojeva, Cine particiju od I, a iznimno je dozvoljeno
da se u particiji nalazi i prazni skup,

o &vorl, 1 <1< p-—1,imadjecu IZT_II i IZTI, a djeca Cine particiju svojih roditelja.

Napomena 3.1.2. Obicno uzimamo da su skupovi koji su djeca istog ¢vora pribliZno ekvi-
potentni.

Potpuno binarno stablo je stablo u kojem svaki &vor ima dvoje ili nula djece. UravnoteZeno binarno
stablo je stablo u kojem se visine podstabala svakog ¢vora razlikuju najvise za 1.

16
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HODLR (Hierarchically Off-Diagonal Low Rank) matrica je blok-matrica s viSerazinskom
rekurzivnom strukturom takva da su joj vandijagonalni blokovi niskog ranga. Dakle, za
n € N, HODLR matrica A € R™" ima sljedeéu strukturu: >

[An Alz]

Ay An|’

gdje su blokovi Ay 1 A,y niskog (numerickog) ranga, a Ay; 1 Ay, su ponovnho HODLR ma-
trice. Rekurzivno particioniranje po blokovima se nastavlja sve do razine koja je odredena
minimalnom veli¢inom dijagonalnih blokova n;, > 1.

Opisimo konstrukciju HODLR matrice. U nastavku teksta oznaka A(Z, Ij.) oznacavat
¢e matricu A reduciranu na redove indeksa iz skupa /! i stupce indeksa iz skupa I j gdje je [
razina rekurzije na kojoj se trenutacno nalazimo. Takoder, Aﬁj = AL T j.). Radi jednostav-
nosti ratunanja pretpostavimo n = 2”n,;,, za najvecu razinu p € N. Za pocetak definirajmo
skup indeksa redaka i stupaca I = {1, ..., n} koji ¢e ujedno biti i korijen stabla grupiranja.
Pogledajmo Sto se dogada na svakoj razini.

I=1{1,2,3.4,5.6,7,8}

(——//I\
It ={1,2,3,4} I3 ={5,6,7,8}
— T —T
=412} 2 ={3,4} 12 = {5,6} IZ ={7,8}
P e " ™
BF={1} B={2} B={3} B={4 B={5} LB={6} B={1} IE={8}
(=0 2=1 £=2 é=3

Slika 3.1: Slika prikazuje stablo grupiranja dubine 3 i pripadajuce particioniranje blo-
kova. Blokovi koji su oznaceni plavom bojom pohranjujemo faktorizirane kako je opisano
u (3.1). Izvor:[11].

e Razina/ = 0. [° := [ particioniramo na dva podskupa: 1| = {1,...,n/2} i
I) ={n/2 + 1, ...,n} i ta dva podskupa su djeca ¢vora I° u stablu grupiranja.

?Mozemo definirati HODLR strukturu i za pravokutne matrice, ali zbog jednostavnosti, a i s obzirom na
to da su neke operacije poput inverza, LU faktorizacije i rjeSavanja linearnih sustava dozvoljene samo nad
kvadratnim matricama, u daljnjem tekstu bavit ¢emo se samo njima.
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e Razina [ = 1. Matricu A podijelimo na Cetiri bloka A(I!,I}) = Ailj, i,j = 1,2.
Skupove I} i I, particioniramo na ekvipotentne podskupove, tj. na njegovu djecu u
stablu grupiranja.

e Razinal = 2,..., p — 1. Dijagonalne blokove A(I',I'), i = 1,...,2/, dijelimo na kva-
dratne blokove veli¢ine 27~'n,. Skupove I! particioniramo na ekvipotentne skupove
L i I kao dosad.

e Razina ! = p. Skupovi I}, ..., I}, listovi su stabla grupiranja. Podijelimo dijagonalne
blokove tako da odgovaraju particiji iz prosle razine. Sada su manji blokovi veli¢ine
nmin. Dijagonalne blokove pohranjujemo kao ny,;, X ny,;, gusto popunjene matrice.

1

o]

&

Slika 3.2: Slika prikazuje konstrukciju HODLR matrice za razli¢ite dubine rekurzije p.
Prikaz za p = 2, 3,4 redom. Izvor:[1].

Pretpostavimo da je svaki vandijagonalni blok A(Z/, I'), gdje su I} i I} braca u stablu
grupiranja, ranga najvise k. Njih pohranjujemo faktorizirane na sljedeci nacin:

gl IRTONG D k
ALy = ULV, Ul v e R 3.1)
gdje je n; veli¢ina bloka na trenuta¢noj razini [. Preciznije, n; = 2 iy
Sada ¢emo ocijeniti prostornu sloZenost ovakve strukture. Primijetimo, na svakoj razini
[ > 0 nalazi se 2! vandijagonalnih blokova. Oni su pohranjeni kao dvije matrice dimenzije

n; X k. Ako bismo zbrojili prostor za pohranu vandijagonalnih blokova na svakoj razini,
dobivamo:

)4 )4 )4 )4
Dokl =2k Y 2lny = 2k Y 227 i = 2k Y 2 My =
=1 =1 =1 =1

)4
2k Y n = 2kpn = 2kn1og(n/nmin) < 2knlogn

=1
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Na razini p potrebno nam je jos 2Pnl2nin = Nny;, jedinica pohrane za dijagonalne blokove.
Ako pretpostavimo n,;, € O(1), tada je ocjena ukupne prostorne sloZenosti pohranjivanja
HODLR matrice O(kn log n).

Primjer 3.1.3. Na primjeru 8 X 8 matrice prikazat ¢emo konstrukciju HODLR strukture
iako se za matrice tako malih dimenzija ta konstrukcija ne koristi. Neka je A tridijagonalna
matrica iz Primjera 1.1.1 i A" njezin inverz. U Poglavlju 1. takoder smo pokazali da su
vandijagonalni blokovi matrice A™' ranga 1. Neka je nmin = 1i 1 = {1,2,3,4,5,6,7,8}

korijen stabla grupiranja. Slijedi opis konstrukcije HODLR struktrure matrice A™".

Razina | = 0O:
Djeca korijena su:
I} =1{1,2,3,4}, I, =1{506,7,8}.
Razinal = 1:
[ —1.73205081 | [ ~0.8660254 ]
3.46410162 0.28867513
I gl _ (D), (DNT 1 _ (1)
AlLL) =U (V00 U=t coo800323 |© 2 = 028867513 |
| —10.39230485| —0.28867513)
—17.23368794] [~0.34815531]
11.48912529 0.34815531
I i\ _ 77Dy, (DNT 1 _ 1 _
AL L) =Uy (Vi) U =1 0097805059 | V1 = | 0.69631062
| —45.95650117 -0.52223297
Djeca ¢vora I} su I} = (1,2} i I; = (3,4}, a cvora I, sul; = {5,6} i I = {7,8}.
Razina l = 2:
[—3.20156212] [—0.78086881 |
2 12y _ 77y (ONT 2) _ 2 _
AULL) =UFV U= 640312424 | V2 =] 0.62469505 |°
[—7.07106781] [—0.70710678]
2 12N — 77y ONT 2) _ 2 _
AL =V U= sis708s |© Y10 =] 070710678 |
[—2.82842712] [—0.70710678]
2 72y _ 77Dy ONT 2 _ 2 _
AL = UV U= quao13s6 |- Y% = 070710678 |°
[—8.24621125] [—-0.70710678]
2 12y _ 77y (ONT 2) _ 2 _
AULR) = UV U= 6404205 | Y5 = 070710678 |
Djeca ¢vora IF su I3 = {1}i I3 = {2}.
Djeca ¢vora I; su I3 = {3} i I} = {4}.
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Djeca ¢vora I% Su 153 = {5} ilé = {6}.

Djeca ¢vora I su I3 = (T} i I] = {8).

Vandijagonalni blokovi na razini 3 velicine su nyy, = 1, pa se faktoriziraju na trivijalan
nacin. Preostalih 2° = 8 blokova pohranjujemo kao 1x1 matrice. To su upravo dijagonalni
elementi polazne matrice.

MnoZenje matrice i vektora

MnoZenje matrice i vektora y = Ax gdje je A € R HODLR matrica, a x € R”" vektor,
postizemo rekurzivnim blokovskim mnoZenjem matrice koja je po definiciji ve¢ podije-
ljena na blokove 1 vektora kojeg dijelimo na blokove. Vektor x podijeljen je na naCin da
dimenzije bloka omoguéavaju mnozenje s odredenim blokom matrice.

Na razini / = 1 imamo sljedecu situaciju:

Ay Anllx _ Ajxy +Apx;
Ay Anllx Ayix; +Apxy |’

ili drugacije prikazano:

y(I)) = AL, IHx) + AL, B)x(1),
y(h) = AL, IDx(I}) + A(Ly, L)x(1,).

Dva su slucaja. Prvi je mnoZenje dijagonalnog bloka, odnosno HODLR matrice s
vektorom Aj;x; 1 Ayx, Sto raCunamo rekurzivno, a drugi je mnoZenje vandijagonalnog
bloka s vektorom A,x; 1 Az x; Sto, koristeéi asocijativnost mnoZenja matrica, racunamo
na sljede¢i nacin radi manje vremenske sloZenosti:

A, L)x(ly) = UL((V3)" x(1))).

Analogno pomnoZzimo A(l,, 1})x(I}). Na ovaj nain za mnoZenje vandijagonalnog bloka
veliCine n ranga k s vektorom potrebno nam je 4nk operacija. Rekurzija se nastavlja do
razine [ = p, gdje je veliCina bloka n.;,. Na toj razini pomnoZimo dijagonalni blok s
vektorom standardnim algoritmom matricnog mnozenja.

Oznacimo broj operacija potrebnih za mnozenje HODLR matrice i vektora s c(n).
SloZenost mnoZenja dijagonalnih blokova s vektorom tada je jednaka c(n/2). Za zbra-
janje vektora Ay x; + Ajpxy 1 Ayix; + Apx, potrebno nam je n operacija. Imamo sljedecu
rekurzivnu relaciju:

c(n) =2c¢(n/2) +2-4k(n/2) + n.
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Koriste¢i Master teorem?, dobivamo

c(n) = (4k + 1) log(n)n. (3.2)

Zbrajanje matrica

Pogledajmo Sto se dogada pri (blokovskom) zbrajanju dvaju HODLR matrica A 1 B, koje
su jednako particionirane, na razini [ = 1.

[Ail AHJF[BiI Biz]: Ai1+Bi1 Ai2+3i2
A2] A22 BZ] BQZ A21+B21 A22+B22

Zbroj vandijagonalnih blokova A}, + B}, ratunamo na sljede¢i na¢in. Radi jednostav-

nosti pretpostavimo da je rang oba vandijagonalna bloka k. Neka je A}, pohranjen kao
produkt matrica U! i (V))”, a B!, kao produkt G} i H}, gdje su U}, V., G!, H, € R”*. Tada
vrijedi:

vl G’ = vl Gll[vi

Ovim postupkom broj stupaca faktora vandijagonalnih blokova povecao se s k na 2k, a
moglo bi se dogoditi da su ti stupci (skoro) linearno zavisni, odnosno da im je numericki
rang manji od broja stupaca. Tada se primjenjuje algoritam za kompresiju faktora (vidi
2.2) . Drugi problem na kojeg nailazimo je prevelik rast ranga vandijagonalnih blokova pri
daljnjim zbrajanjima. Tada se primjenjuje kompresija faktora bloka i broj stupaca faktora
ograni¢imo na Zeljenu vrijednost. U nastavku teksta radi jednostavnosti raCunanja pretpos-
tavit cemo da je nakon svake kompresije faktora rang vandijagonalnih blokova ograni¢en
sa k. Naravno, pri ovakvom zbrajanju ne dobiva se egzaktni rezultat. Analogno raCunamo
zbroj A}, + B},. Nad dijagonalnim blokovima rekurzivno ponavljamo postupak do razine
P, gdje primjenjujemo standardni algoritam zbrajanja matrica.

IzraCunajmo broj operacija potrebnih za zbrajanje matrica A 1 B. Za pocetak, odredimo
broj operacija za zbrajanje vandijagonalnih blokova veli¢ine n. Ona iznosi:

crr+rr(n) = CSVD(nk2 + k3)-

csyp je genericka konstanta koja ovisi o sloZzenosti QR dekompozicije i SVD-a. Na svakoj
razini [ imamo 2’ vandijagonalnih blokova veli¢ine n;, pa ukupni broj operacija iznosi:

p P
Z crr+rr(Ny) = Csvp Z 21 + mik?) <

=1 =1

3Master teorem najbolja je metoda brzog izra¢una vremenske sloZenosti ,,podijeli pa vladaj” algoritama,
a koja je zadana rekurzivnom relacijom. Iskaz i dokaz Master teorema nalazi se u [3, str. 96.-106.].
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P
< csyp(PTE + ) 212 k)
=1
< csyp(2nk® + nlog(n)k?).

Broj operacija potrebnih za zbrajanje 27 dijagonalnih blokova na razini p iznosi 2°n?. =

NNpyin. Tada ukupna vremenska sloZenost zbrajanja dviju HODLR matrica iznosi O(nk® +
nlog(n)k?).

MnoZenje matrica
Oznacimo sa C umnozak HODLR matrica A 1 B. MnoZenje po blokovima izgleda ovako

(narazini / = 1). Neka je A;; = A,-lj 1B = B[‘lj'

C = Ay Ap||{Bi B _ AyBi +ABy ApBiy +ApBy (3.3)
Ay Axp||Ba Bxn Ao By + AnBy Ay By +AnBy ’

MnoZenje se moZe prikazati i sljede¢om ilustracijom.

s [EE-DD EBDDE
T mm-En DmeEE

Slika 3.3: Slika strukturno opisuje blokovsko mnozenje HODLR matrica. Izvor: [1].

Kao Sto se moze vidjeti iz (3.3) 1 slike 3.3, Cetiri su razlicita tipa mnoZenja:
1. mnoZenje dviju HODLR matrica veli¢ine n/2,
2. mnoZenje dvaju vandijagonalnih blokova,
3. mnoZenje HODLR matrice s vandijagonalnim blokom,
4. mnoZenje vandijagonalnog bloka s HODLR matricom.

Korake 1., 3. i 4. rekurzivno racunamo sve do posljednje razine [ = p gdje primjenjujemo
standardne algoritme mnoZenja matrica. Takoder, rekurzivno primjenjujemo i kompre-
siju faktora vandijagonalnih blokova na svakoj razini (za korak 1. i zbrajanje) kako bismo
sprijeCili prevelik rast ranga vandijagonalnih blokova umnoska. Ocekivano, rezultat tada
ne mora biti egzaktan.
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Izracunajmo sloZenost algoritma mnoZenja matrica veli¢ine n. Neka su cp.p, CrrLrs
CH.LR> CLr-n Oznake za broj operacija potrebnih za sve navedenih tipova mnoZenja redom.
Neka je cp. g broj operacija potrebnih za zbrajanje HODLR matrice i matrice niskog
ranga, a c;gyrr Za zbrajanje dviju matrica niskog ranga (s kompresijom faktora za oba
slucaja). Tada je:

ca.n(n) = 2(cp.a(n/2) + crrir(n/2) + cy.rr(n/2)
+cpa(n/2) + curr(n/2) + crrerr(n/2)).

Broj operacija potrebnih za mnoZenje vandijagonalnih blokova je:

(3.4)

crrir(n) = 4nk*.

Broj operacija potrebnih za mnoZzenje HODLR matrice i vandijagonalnog bloka (i obratno)
ranga k za toliko je puta je ve¢i od mnozenja matrice s vektorom (vidi (3.2)) jer je postupak
sli¢an.

cyLr(n) = cru(n) = k(4k + 1) log(n)n.

SloZenost zbrajanja (uz kompresiju faktora) HODLR matrice 1 matrice niskog ranga jed-
naka je zbrajanju dviju HODLR matrica:

crsr(n) = cpen(n) € OMk® + nlog(n)k?).

Broj operacija za zbrajanje dviju matrica ranga k iznosi c g, zr(n) = k - n, ali se to zanema-
ruje.
Ukupan broj operacija (3.4), koji smo izraunali koriste¢i Master teorem, tada je:

cu.n(n) € O(K’nlogn + kK*nlog*(n)).

Rjesavanje linearnih sustava

RjeSavanje linearnog sustava Ax = b gdje je A HODLR matrica reda n, a x, b € R”
izvrSavamo sljedec¢im redoslijedom:

1. priblizno izra¢unamo LU faktorizaciju matrice A,
2. rijeSimo Ly = b, gdje je L donjetrokutasta HODLR matrica,
3. rijeSimo Ux =y, gdje je U gornjetrokutasta HODLR matrica.

Prvo pokazimo kako izraCunati korak 2. Blok-matri¢no zapisano sustav na razini / = 1

izgleda ovako:
Ly 0 ||n by
= ) 3.5
[LZI Lzz] [)’2] [bz] (3-5)
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Ovdje su L;; i L, HODLR matrice, a L,; je matrica niskog ranga. Racunamo sljede¢im
redoslijedom:

Lyiy: = by, (3.6)
¢ = by — Loy, (3.7
Ly, = c. (3.8)

Koraci (3.6) 1 (3.8) racunaju se rekurzivno do posljednje razine p, gdje primjenjujemo
standardne algoritme za rjeSavanje sustava. Na isti nacin rjeSavamo i Ux = b.

IzraCunajmo sloZenost rjeSavanja trokutastih sustava. Racunanje (3.7) sastoji se od
mnoZenja matrice s vektorom (2kn operacija) i oduzimanja vektora (n operacija). Ukupni
broj operacija tada je (2k + 1)n. SloZenost rjeSavanja trokutastih sustava stoga zadovoljava
sljedecu rekurzivnu relaciju:

c(n) =2¢(n/2) + 2k + Nn.

Na razini / = p direktno rjeSavamo 27 = n/n,,;, sustava reda n,,;,,. RjeSavanje tih sustava je
sloZenosti O(n? . ).

Ukupna sloZenost tada iznosi:
c(n) € O(nn]z7 + knlogn).

Na isti nacin rjeSavamo i sustav LY = B (L je HODLR matrica, a B gusta matrica) gdje:

Ly O Yii Yi By B
L= ,Y = ,B= .
[LZI Lzz] [YZI Yzz] [321 Bzz]

Prvo rjeSavamo
LYy = B, Li1Y12 = B,

a zatim
Ly Y1 = By — Ly Yy, Ly Y2 = By — Ly Yoo (3.9)

Primijetimo da (3.9) sadrzi matricno HODLR mnoZenje i zbrajanje, a tada koristimo kom-
presiju faktora vandijagonalnih blokova, pa rezultat uglavnom nece biti egzaktan.
Sli¢no se rjeSava i1 sustav YU = B, gdje je U gornjetrokutasta HODLR matrica.

LU faktorizacija

Sada ¢emo pokazati kako se priblizna LU faktorizacija ra¢una za HODLR matricu A. L i
U su takoder HODLR matrice. Kao svi algoritmi dosad opisani, i ovaj je rekurzivan.
Narazini [ = 1 struktura matrica izgleda ovako:
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Slika 3.4: Priblizna LU faktorizacija HODLR matrice. Izvor: [1].

R S R A S
a iz njih dobivamo jednadzbe:
An=LnUn, Ap=LnUn, Axy=LnUn, Axn=LyUp+ LnUxn.
Racunanje se odvija sljede¢im redoslijedom:

1. rekurzivno rac¢unamo L;; i U}, faktore od A, (jer su dijagonalni blokovi gornjetro-
kutaste (donjetrokutaste) matrice opet gornjetrokutaste (donjetrokutaste) matrice),

2. rjeSavamo L; U, = Ayy,
3. rjeSavamo L, U} = Ay,
4. izracunamo faktore Ly, 1 Uy od Ay — Lr1Ujs.

Ovaj postupak ponavljamo do posljednje razine / = p, gdje primjenjujemo standardne al-
goritme za navedene korake. Primijetimo, na koraku 4. primjenjuje se kompresija faktora
pa rezultat ne mora biti egzaktan.

Na sli¢an nacin kao za mnoZenje HODLR matrica pokazuje se da slozenost LU fakto-
rizacije nije ve€a od iste.

Invertiranje matrice

Inverz HODLR matrice A je takoder HODLR matrica koju raCunamo na sljedeci nacin:
1. izracunamo LU faktorizaciju matrice A, A = LU,
2. izraCunamo inverz donjetrokutaste matrice L,
3. izraCunamo inverz gornjetrokutaste matrice U,

4. inverz matrice A tadaje A~! = U™'L7".
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Pokazimo Sto se dogada u 2. koraku. Inverz donjetrokutaste HODLR matrice je donjetro-
kutasta HODLR matrica i raCunamo ga na sljedeci nacin:

Ly, O|[X;y O _ I 0
Ly Lyl X X2 0 1y’
iz Cega slijedi:

Xu =Ly X22=L§21,

11 Xo1 = =X L1 Xy

L;! i L;, ratunamo rekurzivno do posljednje razine gdje primjenjujemo Gaussovu metodu
za invertiranje matrice. Analogno racunamo 3.korak.

Obicno izbjegavamo raCunanje inverza matrice jer algoritam nece dobro raditi za ma-
trice koje su loSe uvjetovane. Primjer takve matrice je Hilbertova matrica ¢iji elementi su
definirani s h;; = 1/(i + j + 1). Ako znamo da je algoritam invertiranja moguce numericki
stabilno izvesti, postoji efikasan nacin da ga provedemo.

Transponiranje matrice

Transponiranje HODLR matrice moZe se napraviti na vrlo jednostavan nacin.

AT AT]
AT = [ 11 21
Al, Aj,

Za vandijagonalne blokove vrijedi:
A1T2 = (U12V1T2 "= V12U1T2’

AL = (Un V)" = VyUs,.

Postupak rekurzivno ponavljamo za dijagonalne blokove, sve do posljednje razine gdje
primijenimo standardno transponiranje.

3.2 ‘H-matrice

Particioniranje blokova kakvo sre¢emo kod HODLR matrica nije uvijek i optimalan izbor.
Ono ponekad nije primjenjivo, a ponekad su blokovi prevelikih dimenzija ili prevelikog
ranga. Netrivijalno particioniranje blokova koje je prilagodeno situaciji ¢emo nazivat ¢emo
grupiranje ili klasteriranje. Glavni ciljevi grupiranja blokova matrice A € R™" su:

1. rangovi vandijagonalnih blokova su mali u odnosu na n,

2. ukupni broj blokova ne smije biti velik.
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Spomenut ¢emo dvije strategije grupiranja blokova: geometrijsko i algebarsko grupiranje.
Oba su motivirana poloZajem bloka u odnosu na dijagonalu, ali na razli¢ite nacine. Prvo
je motivirano geometrijom samog problema, a drugo grafom incidencije matrice A (ako je
A rijetka). G = (V, E) nazivamo grafom incidencije matrice A ako je V = {1,...,n} skup
indeksa redova i stupaca, a E je definiran na sljedeci nacin:

(i,j)) e E e AU, j)#0.
Za potrebe opisa konstrukcije H-matrice bit ¢e nam potrebna sljedeca definicija iz [1].

Definicija 3.2.1. Za skupove Q,, Q, C R?,d € N, definirajmo:
diam(L),) = {max ||x — yll» : x,y € €},

dist(Q, Q) == {min||x —y|l, : x € Q,,y € Q,}.

Neka vrijedi:
min{diam(Q,), diam(Q,)} < i - dist(Qy, Q,),

za 0 < n < 2. Ovaj uvjet nazivamo uvjet prihvatljivosti, a konstantu n konstanta prihvat-
ljivosti.

Kako bismo konstruirali skup prihvatljivih blokova, moramo particionirati skup in-
deksa I po uzoru na stablo grupiranja iz Definicije 3.1.1. To stablo i uvjet prihvatljivosti
koristimo za rekurzivno particioniranje blokova zadane matrice. Na sljedeCem primjeru
geometrijskog grupiranja pokazat ¢emo kako.

Pretpostavimo da Zelimo naéi funkciju u : Q@ — R tako da je zadovoljena sljedeca
integralna jednadZba:

1
f log |x — ylu(y)dy = f(x), xe€Q=10,1],
0

gdje je f : Q — R. Neka je n = 27, za p € N i neka je interval [0, 1] podijeljen na manje
intervale:
T = —-1)/n,i/n], i=1,..,n

Iz Galerkinove diskretizacije* s funkcijom ¢;(x) kojoj je vrijednost 1 ako x € 7;, a 0 inace,
dobivamo matricu A € R™":

1 1
A, j) = f f $(0)1og |x — Yl (")dydx = f f log |  yldydx.
0 Jo 7 JT;j

4Vidi [5, str. 284.].
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Zbog singulariteta funkcije log|x — y| za x = y moZemo ocekivati dobru aproksimaciju
niskog ranga samo za one blokove za koje vrijedi da su indeksi svakog elementa dovoljno
udaljeni. To nas dovodi do Definicije 3.2.1. Da bismo tu definiciju iskoristili za blokove
matrice A, definiramo:

Q, = U 7,CQ,

i€t
za skup indeksa ¢ C {1, ..., n}. Stoga, blok (s, t), odreden skupom indeksa redaka s i skupom
indeksa stupaca ¢, nazivamo prihvatljivim ako za skupove € i Q, vrijedi uvjet prihvatlji-
vosti za neki > 0. Intuitivno, to je blok koji je ,.,dovoljno daleko” od dijagonale s obzirom
na njegovu velicinu.

Blokove rekurzivno particioniramo koristeci neko stablo grupiranja na sljede¢i nacin.
Pocevsi od korijena stabla I = {1, ..., n}, provjeravamo je li blok (s, #) prihvatljiv, gdje su
s 1t ¢vorovi na istoj razini ili s = t. Ako nije prihvatljiv i ako su djeca ¢vora s s1 1 52, a
¢vorat t i tp, tada blok (s, 7) particioniramo na Cetiri bloka (s1, #1), (51,%), (82,11), (52, 1).
Provjeravamo dalje za svaki od tih blokova. Ako je blok prihvatljiv, dalje ga ne partici-
oniramo, a u suprotnom ga nastavljamo rekurzivno particionirati. Rekurzija staje kada su
¢vorovi s i t listovi. Za blokove generirane skupovima indeksa koji su listovi provjerimo
jesu li prihvatljivi, no viSe ne particioniramo blokove koji nisu.

Konstrukcija H -matrice

Slika 3.5: Particioniranje blokova za razlicite dubine stabla grupiranja p = 2, 3,4 1 kons-
tantu prihvatljivosti 7 = 1 (vidi Definiciju 3.2.1). Crvene blokove pohranjujemo kao gusto
popunjene matrice, a zelene u reprezentaciji niskog ranga. Izvor: [1].



POGLAVLIJE 3. HIJERARHIJISKE STRUKTURE 29

Hijerarhijske ili H-matrice generalizacija su HODLR matrica. Particija blokova HODLR
matrice konstruirana je tako da smo rekurzivno particionirali samo dijagonalne blokove
(ukljucujuéi 1 poCetnu matricu), a vandijagonalne blokove oznacili smo kao prihvatljive i
nismo ih dalje particionirali. Kod /-matrica koristimo op¢enitiju particiju blokova koja je
opisana u prethodnoj toc¢ki. Prednosti ovakvog pristupa su veca sloboda u strukturiranju
matrice 1 Sira mogucnost primjene. No, konstrukcija same matrice i matri¢nih algoritama
postaje mnogo kompliciranija.

Neka je P proizvoljna particija blokova matrice A € R™" konstruirana koriste¢i stablo
grupiranja 7. P dijelimo na uniju dvaju disjunktnih skupova P = P* U P~ . Gdje je

P :={beP:b jeprihvatljiv}, P =P\ P".

Svi blokovi b € P* pohranjeni su u reprezentaciji niskog ranga. Dakle, ako je blok b =
(s, 1), a koji je odreden skupom indeksa redaka s i skupom indeksa stupaca ¢ , prihvatljiv,
pohranjujemo ga u obliku:

Ab) = U, VI, U, € R0y, RI<k

gdje je k;, rang bloka b. Pretpostavimo k;, < k, za neki k € N. Blokove iz P~ pohranjujemo
kao guste matrice.

IzraCunajmo prostornu slozenost stor ovakve strukture. Za prikaz prihvatljivog bloka
b = (s,t) potrebno nam je k;(|s| + |#|) jedinica prostorne sloZenosti, gdje je k, rang tog
bloka. Za prikaz bloka (w, z) koji nije prihvatljiv 1 koji je odreden skupom indeksa redaka
w 1 stupaca z potrebno nam je |w| - |z| jedinica prostorne sloZenosti. Tada je prostorna
sloZzenost H-matrice dana s:

stor = Z Ky (I + [2]) + Z Wl - 2.

b=(s,r)eP* (w,2)eP™

Ako za sve neprihvatljive blokove (w, z) € P~ pretpostavimo min{|w|, |z|} < Byin, Za Ppin €
N, tada vrijedi ocjena |w| - |z| < n,;,(Iw| + |z|). Dakle, za prostornu sloZenost stor vrijedi:

stor < max{n,, k} Z (sl + 170, (3.10)
(s,)EP

gdje je k maksimum rangova svih prihvatljivih blokova, kako je i navedeno.

Sada ¢emo zbrojiti ukupan broj blokova i ocijeniti prostornu slozenost svakog bloka s
obzirom na njegovu veliCinu. Za svaki ¢vor s stabla 7 broj svih blokova kojima je s skup
indeksa redaka jednak je card{t € T, : (s,t) € P}, a za svaki ¢vor t je card{s € T : (s,t) €
P} broj svih blokova kojima je ¢ skup indeksa stupaca. Neka je:

Cs,(P) = max{mee}x(card({t eT;:(s,1)€ P}),Iga%x(card({s eT;:(s,1) € P}
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Ova vrijednost naziva se konstanta rijetkosti 1 oznaCava koliko se puta pribrojnik |s| ili [7]
najviSe moze pojaviti u sumi na desnoj strani nejednakosti (3.10).

Vrijedi:
Dl )l

(s,H)eP seTy

D < CoP) ) I

(s,H)eP teTy
Takoder vrijedi ocjena:

D lsl < n(1+ (T,

seTy
gdje je h(T) visina stabla 7;. Ova ocjena vrijedi jer je ukupan broj elemenata skupova na
svakoj od razina stabla uvijek n. Ako pretpostavimo n.,;, < k, tada vrijedi ukupna ocjena
prostorne slozenosti H-matrice:

stor < 2C,,(PYkn(1 + h(T))).

Za ograniceni C,(P) 1 h(T;) € O(logn) vrijedi ocjena stor € O(knlogn) kao za HODLR
matrice.

Operacije definirane nad HODLR matricama mogu se prosiriti i za 9-matrice, pa ih
ovdje ne¢emo posebno opisivati. Detaljno su opisane u [5].

3.3 HSS matrice

HSS (Hiearchically Semi-Separable) matrice Koriste istu particiju blokova kao HODLR
matrice, ali od njih se razlikuju po tome $to se vandijagonalni blokovi ne pohranjuju neza-
visno jedni od drugih nego su reprezentacije niskog ranga na svakoj razini / ugnijezZdene.
Ovim postupkom smanjuje se i koli¢ina memorije potrebne za pohranu matrica. OpiSimo
konstrukciju HSS matrica.

Neka je vandijagonalni blok u matrici A € R™" na razini 0 < [/ < p pohranjen u obliku

AL T = UPS (v, (3.11)

gdje je S flj € R®*_ a ostale su oznake iste kao za HODLR format (vidi (3.1)). Primijetimo,
indekse blokova niskog ranga biramo kao kod HODLR matrica. Na razini /+1 skup indeksa
redaka dijelimo na I = I/!, U I}}', a stupaca I, = I}! U I}t

2j-1
Vazan je uvjet za HSS format egzistencija matrica X" € R*** i YJ(.I) € R** takvih da
vrijedi:
U(l.+]) O / . V(l+1) 0 l
Ul = [ 21 | X0, v =L YO (3.12)
0o Ul PTl o v
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Uvjet (3.12) dopusta nam da faktore Ul.(l) 1 V](.l), [ =1,..., p—1 rekurzivno dohvatimo iz baza
Ul.(p ' VJ(.” ). Dakle, za reprezentaciju matrice A moramo pohraniti: dijagonalne blokove na
razini p, baze Ul@ i V;p), faktore Sl(lj) S;lz i Xl@, Y;l), l=1,..,p—1,iostale blokove koje
spremamo kao gusto popunjene matrice. Sada moZemo analizirati prostornu sloZenost
ovakve strukture.

Radi jednostavnosti ra¢unanja pretpostavimo n = 2”n,. Neka je n; = 27 'nyy, veli¢ina
bloka na razini /. Na razinama gdje vrijedi n; < k vandijagonalne blokove pohranjujemo
kao n; X n; matrice, tj. ne pohranjujemo ih kao (3.11). Neka je [, := [p —1og,(k/nmin)]
najmanja razina na kojoj to vrijedi.

Prvo izra¢unajmo potrebnu pohranu za Xf’), Y;[) na svakoj razini [ < [.. Za svaki [
potrebno nam je po 2/~' matrica X" i Yﬁ.l). Imamo:

-1
2> 21712k < 4K < BKP2P - /K = 8nk.
=1

Na sli¢an na¢in pokazuje se da nam je potrebno O(nk) prostora za pohranu matrica S,
[ =1,..,1. — 1. Za pohranu vandijagonalnih blokova na razinama [ = [, ..., p vrijedi
sljedece:

p p—1 p—1
Do} = 2Pl Y 2P <k + 2%l N 27 <k 2 2], 07
= [0 =
<nk+2- 220 27k g = nk + 2 - 2Pnpi, = nk + 2n < 3nk.

Pohrana dijagonalnih blokova na razini p dana je zadnjim pribrojnikom ove sume. Dakle,
kada sve zbrojimo, prostorna sloZzenost HSS matrica je O(nk), Sto je za logaritamski faktor
bolje od HODLR matrica.

Efikasni algoritmi nad HSS matricama opisani su u [12]. Na primjer, LU faktorizacija
HSS matrice sloZenosti je O(n).

3.4 JH%-matrice

Ukratko ¢emo opisati strukturu 9{>-matrica. One su na neki nacin kombinacija H i HSS
matrica.

Neka je particija blokova P definirana kao za H-matrice. Svaki prihvatljivi blok b =
(s, 1) € P* pohranjujemo u reprezentaciji niskog ranga na sljedeci nacin:

A(b) = U,S, V!, U, e R v, eR*K g, e RE¥K (3.13)
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U, je baza za skup indeksa redaka s, a V; za skup indeksa stupaca ¢. H{-matrice sa svojstvom
(3.13) nazivamo uniformne H-matrice.

Uvedimo joS§ neke restrikcije na matrice U, 1 V,. Prema [1], familiju matrica (Uy);er,
nazivamo ugnijeZdenom ako za svaki s € Ty, koji nije list, sa skupom djece s’ postoji
matrica X, ¢ € R takva da:

Uy(s',:) = UgX;p.

Analogna definicija vrijedi i za (V,)ser, .

Uniformne HH-matrice s ugnijezdenim familijama (U,)cr, 1 (V;)ser, nazivamo H?-matrice.
Prostorna sloZenost H>-matrice je O(nk), gdje je k maksimalni rang prihvatljivih blo-

kova. Analiza prostorne sloZenosti nalazi se u [1].

3.5 Implementacija HODLR matrica u Pythonu

Na poveznici https://github.com/lumarij/hodlr nalazi se implementacija strukture
kvadratnih HODLR matrica u Pythonu napravljena za potrebe ovog diplomskog rada. Im-
plementirana je po uzoru na ve¢ postojecu biblioteku u Matlabu opisanu u [11], a matricne
operacije i algoritmi su implementirani kako je opisano u ovom poglavlju. Gdje nam pros-
tor dopusti, prikazat ¢emo i neke dijelove koda.

Klasa HODLR

HODLR matrica implementirana je kao klasa sa sljedecim varijablama:
e Alli A22 instance su HODLR klase i predstavljaju dijagonalne blokove,
e Ul21 V12 faktori su vandijagonalnog bloka Ay,
e U211 V21 faktori su vandijagonalnog bloka A,;,
e F je (gusta) matrica pohranjena na posljednjoj razini rekurzije.

Napomena 3.5.1. lako smo dosad pohranu vandijagonalnih blokova prikazivali u obliku
UVT, u ovoj implementaciji su prikazani kao produkti U12 - V12 i U21 - V21, odnosno ti
faktori reprezentiraju vandijagonalni blok. SVD u Pythonu vraéa vrijednosti U,S, V' pa
ée varijable V12 i V21 veé reprezentirati VT .
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Slika 3.6: Prikaz pohrane HODLR matrica u raCunalu za razli¢ite dubine stabla grupiranja
(p = 1,2,3,4 redom), a koja je odredena veli¢inom minimalnog bloka. Sivi dijagonalni
blokovi guste su matrice koje predstavlja varijabla F. Izvor: [11].

Konstruktori HODLR matrica

Aproksimaciju niskog ranga vandijagonalnih blokova HODLR matrice racunamo preko
SVD-a, Lanczosovog algoritma ili Randomized algoritma opisanih u Poglavlju 2. Kriterij
odabira algoritma je gustoca i veli¢ina matrice. Postupak rekurzivno ponavljamo do ra-
zine gdje je velicina bloka odredena varijablom block_min. Slijedi konstruktor za gusto
popunjene matrice.

import numpy as np

def __init__(self, A, type=None):

self .sz = len(A)
if self.sz > block_min:
self . F = []

tmp = self.sz//2
self . Ul2, self.V12 = compress_matrix_svd(A[:tmp, tmp:])
self.U21, self.V21 = compress_matrix_svd (A[tmp: ,:tmp])

self .All = HODLR(A[:tmp,:tmp], type)

self.A22 = HODLR(A[tmp: ,tmp:], type)
else:

self .F = A

self .All = []
self .A22 = []
self . Ul2 = []
self . U21 = []
self .V12 = []
self . V21 = []
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Kod velikih 1 rijetko popunjenih matrica koristimo posebni konstruktor jer je matrica
zadana u scipy . sparse formatu, gdje su podrZane drugacije operacije nego kod gusto popu-
njenih (dense) matrica. Biramo Zelimo li koristiti Lanczosov ili Randomizirani algoritam
unosom varijable type. Za blokove manjih dimenzija koristimo SVD, a na dnu rekurzije
dijagonalne blokove pohranjujemo kao gusto popunjene matrice.

Ako je matrica posebne strukture koja dopusta da faktore vandijagonalnih blokova
procitamo bez koriStenja algoritama za aproksimaciju niskog ranga, tada koristimo posebne
konstruktore ovisno o tipu matrice. U nastavku ¢emo prikazati faktorizaciju vandijagonal-
nih blokova jer je za dijagonalne blokove isti postupak.

Tridijagonalne matrice
Vandijagonalni blokovi tridijagonalnih matrica ranga su 1 i njihovi faktori mogu se odmah
i8¢itati iz strukture bloka.

self.sz = len(A)

if type == "tridiagonal”:
self . Ul12
self.VI12 = np.block ([[1, np.zeros(self.sz—tmp—-1)]])
self .U21 = np.block ([[A[tmp, tmp—-1]],

[np.zeros ((self.sz—tmp-1,

self.V21 = np.block ([[np.zeros(tmp — 1), 1]])

Dijagonalne i nul-matrice

Vandijagonalni blokovi takvih su matrica nul-matrice, pa su o€ito ranga 0. Faktore bloka
dimenzije m X n pohranjujemo kao matrice dimenzija m X 01 0 X n. UmnoZzak takve dvije
matrice u Pythonu je nul-matrica dimenzija m X n.

self.sz = len(A)

if type == “diagonal” or type == "zeros”:
self .sz = len(A)
self .Ul2 = np.zeros ((tmp,0))
self.VI2 = np.zeros((0, self.sz—tmp))
self .U21 = np.zeros ((self.sz—tmp, 0))
self.V21 = np.zeros ((0, tmp))

Matrica jedinica
Matrica koja se sastoji samo od jedinica ranga je 1, pa su takvi i njezini vandijagonalni
blokovi. Njih se vrlo jednostavno moze faktorizirati.

self .sz = len(A)
if type == “ones”:
self.Ul2 = np.ones((tmp,1))

np.block ([[np.zeros ((tmp — 1, 1))], [A[tmp—-1, tmp]]])

1)1
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self .VI2 = np.ones((1, self.sz—tmp))
self .U21 = np.ones((self.sz—tmp, 1))
self.V21 = np.ones((1, tmp))

Vrpcaste matrice

Vrpcaste matrice zadane su s gornjom i donjom granicom bandu i bandl koje Python
odreduje s pomocu funkcije bandwidth. Da budemo u skladu s definicijom u Poglavlju
1, pretpostavimo bandu = bandl. Postupak je slican faktoriziranju vandijagonalnog bloka
tridijagonalne matrice. Rang vandijagonalnih blokova vrp€aste matrice jednak je bandu.

Metode HODLR Kklase

is_leafnode
Vraca True ako smo dosli do dna stabla grupiranja, tj. do posljednje razine rekurzije. U
velini Ce se funkcija pozivati za provjeru jesmo li na dnu rekurzije ili ne.

def is_leafnode (self):
return False if self.All else True

full
Za zadanu HODLR matricu vraca njezin originalni (gusti) format mnoZenjem faktora van-
dijagonalnih blokova na svakoj razini rekurzije i rekurzivno ih pohranjujuci.

def full(self):

if self.is_leafnode ():
return self.F

else:
all = self . All. full ()
al2 np.matmul (self .Ul12, self.V12)
a2l np.matmul (self .U21, self.V2l)
a22 = self . A22. full ()
sz = self.All.sz
A = np.zeros ((self.All.sz + self.A22.sz,

self .All.sz + self .A22.sz ))

Al:sz, :sz] = all

Al:sz, sz:] = al2

Alsz:, :sz] = a2l

Alsz:, sz:] = a22

return A
hodlr_rank

Metoda vraca najveéi rang vandijagonalnog bloka provjeravajuci na svakoj razini rekurzije
broj stupaca faktora vandijagonalnog bloka U12 i U21 odnosno broj redaka V12 i V21.
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def hodlr_rank (self):
if self.is_leafnode ():
return 0
else:
return max(self.All.hodlr_rank (),
self .A22. hodlr_rank (), len(self.V12), len(self.V2l))

hodlr_depth
Metoda vrac¢a dubinu stabla grupiranja zadane HODLR matrice.

def hodlr_depth(self):
if self.is_leafnode ():
return 1
else:
return 1 + self.All.hodlr_depth ()

storage_complexity
Metoda vrac¢a ukupnu prostornu sloZenost zadane HODLR matrice. Zbog njegove veliine
kod ovdje nece biti prikazan.

Implementacija matricnih operacija i algoritama

MnoZenje matrice i vektora

Funkcija prima HODLR matricu i vektor i vraéa vektor koji je njihov umnoZak. Postupak
prati opis algoritma mnoZenja matrice i vektora iz ovog poglavlja. Zbog veli¢ine kod ovdje
nece biti prikazan.

Zbrajanje HODLR matrica

Funkcija hodlr_plus prima dvije HODLR matrice i vrac¢a njihov zbroj u HODLR formatu.
Varijablu H pretvaramo u HODLR objekt uz pomoc¢ funkcije copy.deepcopy zbog toga Sto
¢emo tako ocCuvati vrijednost H1. Funkcija compress_factors smanjuje dimenziju faktora
na nacin kako je to opisano u cjelini 2.2.

def hodlr_plus (H1, H2):

H = copy.deepcopy (H1)

if Hl.is_leafnode ():
H.F = np.add(H1.F, H2.F)
return H

else:
H.All
H.A22
H.U12

hodlr_plus (H1.All, H2.All)
hodlr_plus (H1.A22, H2.A22)
np.block ([HI.UI2, H2.U12])



POGLAVLIJE 3. HIJERARHIJISKE STRUKTURE 37

H.U21 = np.block ([H1.U21, H2.U21])

H.V12 = np.block ([[H1.V12], [H2.VI2]])

H.V21 = np.block ([[H1.V21],[H2.V21]])

H.U12, H.V12 = compress_factors (H.Ul2,np.transpose (H.V12))
H.U21, H.V2l = compress_factors (H.U21, np.transpose (H.V21))
return H

Mnozenje HODLR matrica

Na (3.3) i Slici 3.3 vidimo da za svaki blok matrice A moramo posebno implementirati
mnoZenje zbog razli¢itih vrsta mnozenja i zbrajanja koji se vrSe da bi se pojedini blok
izracunao. Prikazat cemo kod za raCunanje bloka A;; 1 bloka A, jer se ostala dva racunaju
analogno.

Blok All

def hodlr matrix_multiplication (H1, H2):

H = copy.deepcopy (H1)

if Hl.is_leafnode ():
H.F = np.matmul (HI.F, H2.F)

else:
H.All = hodlr_matrix_multiplication (H1.Al1l, H2.All)
U = np.matmul (H1.V12, H2.U21)
U = np.matmul (H1.U12, U)
H.All = hodlr_rank_update (H.All, U, H2.V2l)

Funkcija hodlr_rank_update (H,U,V) prima HODLR matricu H i dvije matrice niskog
ranga U iV te vrata H+U*V primjenjujuci kompresiju faktora pri zbrajanju vandijagonal-
nih blokova na svakoj razini rekurzije opisanu u cjelini 2.2.

Blok A12

H.UI2 = np.block ([ hodlr_times_dense (Hl1.A1l1, H2.U12 ), H1.UI12] )
H.VI2 = np.block ([[H2.V12], [dense_times_hodlr (HI.V12, H2.A22)]])

Funkcija hodlr_times_dense (H, U) prima HODLR matricu H i1 (gustu) matricu niskog
ranga U 1 vraca njihov umnoZak u gustom formatu. Postupak je sli¢an kao za mnoZenje
HODLR matrice 1 vektora. Na isti naCin raCunamo funkciju dense_times_hodlr (V, H)
gdje je V matrica niskog ranga, a H HODLR matrica.

Kada se cijeli algoritam mnoZenja izvr$i, preostaje nam jo§ kompresija faktora vandi-
jagonalnih blokova na razini 1.
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LU faktorizacija

Funkcija hodlr_lu (H) prima HODLR matricu i vraca gornjetrokutasti i donjetrokutasti
faktor u HODLR formatu.

def hodlr_lu (H):
HL = copy.deepcopy (H)
HU = copy.deepcopy (H)
if H.is_leafnode ():
HL.F, HU.F = lu(H.F, permute_l=True)
return HL, HU

else:
n = H.sz
ml = H.All.sz
HL.UI2 = np.zeros ((ml, 0))
HL.VI2 = np.zeros ((0,n—ml))
HU.U21 = np.zeros ((n-ml,0))
HU.V21 = np.zeros ((0, ml))

HL.A11, HU.A1l = hodlr_lu (H.All)

HU.U12 = solve_lower_triangular (HL.All, H.U12)
HL.V21 = solve_upper_triangular (HU.All, H.V2l)

U = copy.deepcopy (H.A22)

V1 = np.matmul (HL. V21 ,HU.UI12)

V1 = np.matmul ((-1)«HL.U21, V1)

V2 = HU.VI12

HL.A22, HU.A22 = hodIlr_lu(hodlr_rank_update (U,VI1,V2))
return HL HU

Funkcije solve_upper_triangular (HU.A11, H.V21)1 solve_lower_triangular (HL.A11, H.U12)
rjeSavaju korake 2 1 3 redom iz opisa priblizne LU faktorizacije u ovom poglavlju. Za
racunanje HL.A22 1 HU.A22 koristimo funkciju hodlr_rank_update (U, V1, V2) koja re-
kurzivno ra¢una U+V1*V2, a koju smo koristili i kod mnoZenja matrica.

Implementacija algoritama za aproksimaciju niskog ranga

Za potetak, opisimo kako biramo numericki rang vandijagonalnog bloka A(1}, 1;) HODLR
matrice. Spektralnu normu greSke aproksimacije vandijagonalnog bloka ogranicavamo s
threshold - || A(1!, Iﬁ-)”z, gdje je threshold tolerancija greske i po njena pretpostavljena vri-
jednost je 1072 iako se u kodu moZe promijeniti u funkciji change_threshold. Time osigu-
ravamo da je spektralna norma greske aproksimacije matrice A ogranicena s O(threshold -
log(n)||A|l,). Dakle, odbacujemo sve singularne vrijednosti manje od threshold- ||A(If, I;)Ilz.
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Numericki rang tada je broj preostalih singularnih vrijednosti i njega koristimo za aproksi-
maciju niskog ranga.

Aproksimacija niskog ranga koriste¢i SVD

def compress_matrix_svd (A):

u, s, v = np.linalg.svd(A, full_matrices = True)
smatrix = np.diagflat(s)
k =0

for i in s:
if (abs(i) > s[0] % threshold):
k += 1
u = np.matmul(u[:,:k], smatrix[:k, :k])
v = v[:k,:]
return u, v

Funkcija vraca 7;(A) u obliku dva faktora u i v, gdje je kK numericki rang kojeg biramo
kako je opisano na pocetku ove tocke.

Kompresija faktora vandijagonalnog bloka

Ovaj algoritam koristi se pri zbrajanju i mnoZenju HODLR matrica. On osigurava da
rang vandijagonalnih blokova ne raste prebrzo. Rang aproksimiramo kako smo opisali na
pocetku cjeline. MoZemo odrediti i gornju granicu broja stupaca (ili redaka) faktora, ali
time se neCemo baviti u ovoj implementaciji. Algoritam je opisan u Cjelini 2.2 .

Lanczosov i Randomizirani algoritam
Algoritmi su opisani u Cjelini 2.2 i kod prati taj opis. Slijedi kod za Randomizirani algori-
tam.

def randomized _algorithm (A, k, p):

m = A.shape[0]

n = A.shape[1]

O = np.random.normal(size = (n, p+k))
Y =A@O

q, r = np.linalg.qr(Y, ’reduced’)

Z = np.transpose(q) @ A

u, s, v = np.linalg.svd(Z)

rk = 0

for i in s:

if (abs(i) > s[0] % threshold):
rk += 1
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U = np.matmul(q, ul[:, :rk])
S = np.diagflat(s)

S = S[:rk, :rk]

V=v][:rk, :]

U

= np.matmul (U, S)
return U, V

U kodu koristimo operator @ za mnoZenje matrica u scipy.sparse formatu. Na kraju algo-
ritma odbacujemo male singularne vrijednosti da bismo se osigurali od prevelike procjene
ranga matrice.

Greska aproksimacije matrice HODLR matricom

Gresku aproksimacije matrice A HODLR matricom H ra¢unamo na na¢in da HODLR ma-
tricu prvo pretvorimo u full format koriste¢i metodu full(), a zatim izraCcunamo spektralnu
normu razlike matrice A i H.full(). Nju racuna funkcija check tolerance (A, H. full ()).



Poglavlje 4
Primjeri 1 primjene

4.1 HODLR strukture nekih matrica

U ovoj tocki pokazat ¢emo primjere matrica ¢iji vandijagonalni blokovi dopustaju dobru
aproksimaciju niskog ranga. To ¢e posljedi¢no znaciti da se takve matrice mogu efikasno
pohraniti u HODLR strukturi. To ¢e biti samo mali dio takvih matrica.

Primjer 4.1.1. Hilbertova matrica H,(i, j) = 1/(i + j + 1) kanonski je primjer loSe uvje-
tovane matrice. Uvjetovanost joj raste jako brzo u ovisnosti o velicini matrice n. Ve¢ smo

|

WHy 0] «H) |

1.928-10"' | 9 | 4.932-10"
5.241-10% | 10 | 1.603 - 10"
1.551-10* | 11 | 5.231- 10"
4.766 - 10° | 12 | 1.713-10'®
1.495-107 | 13 | 5.628- 10"
4.754-10% | 14 | 1.853-10"
1.526-10'° | 15 | 6.117 - 10%

e < BN B o) NV, TS NS \S )

Tablica 4.1: Prikaz rasta uvjetovanosti Hilbertove matrice u ovisnosti o veli¢ini matrice n,
zan < 15. Podaci su preuzeti iz [14].

spomenuli da je numericki rang loSe uvjetovane matrice manji od njenog egzaktnog ranga,
tako da aproksimacija numerickim rangom ima smisla. To onda moZemo ocekivati i za
njene vandijagonalne blokove. Iz Tablice 4.2 moZemo zakljuciti da rang vandijagonalnih
blokova nece previse narasti ni za vece dimenzije matrice H,.

41
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Tablica 4.2: HODLR rang k Hilbertove matrice, tj. najveci rang vandijagonalnog bloka
na svim razinama, u ovisnosti o n, gdje je rang broj singularnih vrijednosti bloka vecih od
10~"20|, 0y je najveca singularna vrijednost bloka. Odabrali smo 7y, = 1.

Primjer 4.1.2. Neka je funkcija [ : [Xmin> Xmax] X [Ymins Ymax] — R definirana na mreZi
{X1, eees X} X AV15 oees Yu} tako da vrijedi Xpin = X1 < X3 < ooo £ Xy = Xmax § Ymin = V1 < Y2 <
coe £ Yn = Ymax- lada vrijednosti funkcije f moZemo rasporediti u matricu A(i, j) = f(x;,y;).
Pretpostavimo da se [ moZe zapisati u obliku f(x,y) = g(x)h(y), g : [Xmin> Xmax] —
R, % [YVmin» Ymax] — R. Za takve funkcije kazemo da su separabilne.

Tada matricu A moZemo zapisati u obliku:

g(x1)
g(x2) [

A= ) .. ).

g(xp)

Ovakva matrica ocito je ranga 1.

Sada promotrimo slucaj gdje matricni elementi same matrice A nisu vrijednosti se-
parabilne funkcije, ali su takvi elementi njezinih vandijagonalnih blokova. Zgodan pri-
mjer (osim tridijagonalne matrice i njezinog inverza ako postoji) je ,eksponencijalna”
matrica B,(i, j) = exp(a|i — jl/n), a € R. B, je regularna i Stovise jako dobro uvje-
tovana, ali njezini vandijagonalni blokovi su ranga 1. Njih moZemo prikazati u obliku
B,(i, j) = exp(ai/n)exp(—aj/n), zai > ji B,(i, j) = exp(aj/n)exp(—ai/n) za j > i. Takva
matrica jako je dobar primjer matrice koju moZemo prikazati s pomocu HODLR strukture
- sama nije niskog ranga, ali njezini vandijagonalni blokovi jesu.

Generalizacija separabilnih funkcija su semi-separabilne funkcije. To su funkcije koje
se mogu prikazati kao aproksimacija sume odvojivih funkcija. Dakle, mogu se prikazati u
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obliku:
fy) = g1 () + 20" (y) + ... + gD (y) + &(x, ),

gdje je €.(x,y) greska aproksimacije funkcije f funkcijom fi.(x,y) = g1(x)h1(y)+g2(x)h,(y)+
oo+ () (y). Neka je matrica A(i, j) = f(x;,y;). Takva matrica ima dobru aproksimaciju
matricom ranga k.

Na primjer, takva je funkcija fi(x,y) = Z;‘zl exp(i(x — y)/n) + 1072 i matrica A,(i, j) =
fi(xi,y;) moZe se dobro aproksimirati matricom ranga k.

Funkcija f>,(x,y) = 25‘:1 exp(i(|x — y)/n) + 107'2 nije semi-separabilna, tako se ni matrica
Ay(i, ) = fo(xi, y:) ne moZe aproksimirati matricom ranga k, ali njeni vandijagonalni blo-
kovi mogu.

Primjer 4.1.3. Sada ¢emo promotriti funkcije cija vrijednost ovisi o udaljenosti izmedu
ulaza i neke fiksne tocke, npr. ishodista. Takve funkcije nazivaju se radijalne bazne funk-
cije. U ovom primjeru bavit ¢emo se matricama A € R™" (iji elementi su zadani sa
A, j) = ¢(rij)) = ¢lxi — xjll2), gdje je ¢ radijalna bazna funkcija, a x; i x; tocke na
jedinicnoj kruZnici. Varijablu x; moZemo zapisati kao x; = (cos(6;),sin(6;)) = cos(6;) +
isin(6;), gdje je 6; = 2n -i/n, zai = 0,...,n — 1. Tada su elementi matrice A zadani sa
A, j) = ¢l sin(©; - 6)/2))) 6,6, € [0, 2m).

Radi jednostavnosti promatrat ¢emo numericki rang najveceg vandijagonalnog bloka
matrice A. Pretpostavit cemo da se singularne vrijednosti unutarnjih vandijagonalnih blo-
kova (kada bismo particionirali dijagonalni blok) matrice A slicno ponasaju. Numericki
rang odreden je brojem singularnih vrijednosti vec¢ih od 100

n 1+ N1+72 10+ 1/(N1+12) exp(=r) exp(=r?) log(l +r)
1024 3 17 20 19 12 19 12
2048 3 17 20 19 12 19 12
4096 3 17 20 19 12 19 12
8192 3 17 20 19 12 19 12

Tablica 4.3: Rang vandijagonalnog bloka matrice A(i, j) = ¢(||x; — x;|,) za razlicite veliCine
matrice i razliite radijalne bazne funkcije. Primjec¢ujemo da se rang vandijagonalnog
bloka ne mijenja s veli¢inom matrice n.

Napomena 4.1.4. Kada se sama matrica moZe aproksimirati matricom niskog ranga, njena
hijerarhijska (u ovom sluc¢aju HODLR) struktura nam je naizgled nepotrebna. No, kod
rjeSavanja matricnih jednadZbi, npr. koje se nalaze u [10], u iteracijama se gubi pri-
kazivost niskog ranga u obliku faktora s malim brojem stupaca i tada moramo koristiti
hijerarhijsku strukturu.
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Primjer 4.1.5. U drugom poglavlju naveli smo da za aproksimaciju velike i rijetko popu-
njene matrice koristimo Randomizirani algoritam radi brZeg racunanja. U ovom primjeru
promatramo sluc¢ajnu vrpcastu matricu koja je vrsta strukturirane rijetko popunjene ma-
trice. lako postoji izravni i jeftiniji nacin, radi ilustracije za aproksimaciju niskog ranga
njezinih vandijagonalnih blokova koristit cemo Randomizirani algoritam uz k = band i
p =0, band je gornja (i donja) granica matrica. Takoder ¢emo pokazati da je najveci rang
vandijagonalnih blokova HODLR strukture inverza vrpcaste matrice jednak onom vrpcaste
matrice.

H vond | - b |

Tablica 4.4: Najveci rang k; vandijagonalnog bloka HODLR strukture vrpcastih matrica
reda 1024 kojoj su donja i gornja granica odredene varijablom band 1 najveci rang k, van-
dijagonalnih blokova HODLR strukture njezinog inverza uz n;, = 1. Elementi vrpCaste
matrice su slucajni cijeli brojevi od 1 do 9. Rang matrice odreden je brojem singularnih
vrijednosti veéih od o;107!2, gdje je 0| najveca singularna vrijednost matrice.

H vond | - | o |

Tablica 4.5: Najveli rang k; vandijagonalnog bloka HODLR strukture vrpcastih matrica
reda 2048 kojoj su donja i gornja granica odredene varijablom band i najveci rang k, van-
dijagonalnih blokova HODLR strukture njezinog inverza uz ny, = 1. Elementi vrpCaste
matrice su slucajni brojevi od 1 do 9. Rang matrice odreden je brojem singularnih vrijed-
nosti veéih od o-;107'2, gdje je 0| najveca singularna vrijednost matrice.

Primjer 4.1.6. U ovom primjeru bavit cemo se matricom A, iz Primjera 4.1.2 (uz x; = i i
y; = J) i njezinim inverzom. lako nije rijetko popunjena, vandijagonalne blokove matrice
A, prvo ¢emo aproksimirati s pomocu Randomiziranog algoritma radi ilustracije. Zatim
¢emo najveci rang vandijagonalnih blokova usporediti s onim koji dobiven preko SVD-a.
Takoder, izracunat cemo i najveci rang vandijagonalnih blokova HODLR strukture inverza
matrice A,.
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[k 1p]n]
5005
50215
5155
100 6
1026
1056

Tablica 4.6: Najveci rang r;, vandijagonalnog bloka HODLR strukture matrice A, iz Pri-
mjera 4.1.2 reda 512 u ovisnosti o varijabli k& koja oznacava broj pribrojnika u funkciji
kojom je generirana matrica A, kao i rang kojim Zelimo aproksimirati vandijagonalni blok
1 parametru uzorkovanosti p. Rang bloka odreden je brojem singularnih vrijednosti ve¢im
od 011072 i vrijedi ny, = 1. Velike vandijagonalne blokove aproksimiramo randomizira-
nim algoritmom.

k Tk Vipy

515|187
10| 6 | 206

Tablica 4.7: Najveci rang r; vandijagonalnih blokova HODLR strukture matrice A, iz Pri-
mjera 4.1.2 reda 512. Vrijedi sve isto kao u Tablici 4.6 samo §to za aproksimaciju niskog
ranga vandijagonalnih blokova koristimo SVD. r;,, oznacava najveci rang vandijagonalnih
blokova HODLR strukture inverza matrice A,. Zakljucujemo da, iako se matrica A, moze
efikasno pohraniti u HODLR strukturi, za njezin inverz ne vrijedi isto.

4.2 Primjene hijerarhijskih matrica

Osim ve¢ nabrojenih primjena, poput omogucavanja manje vremenske sloZenosti pri ma-
tricnim operacijama, LU faktorizaciji 1 najvaZnije, rjeSavanja linearnih sustava, neke pri-
mjene izlaze iz okvira ovog rada. Nabrojat ¢emo ih, a reference na neke od njih nalaze se
u[l]:

e rjeSavanje matri¢nih jednadzbi (vidi [9], [10]),
o diskretizacija integralnih i diferencijalnih jednadzbi,

e rjeSavanje linearnih sustava proizaslih iz prekondicioniranja metode konacnih ele-
menata bazirano na {-matricama,
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e hijerarhijski format kombiniran s direktnom faktorizacijom rijetko popunjenih ma-
trica,

e racunanje svojstvenih vrijednosti,
e aproksimacija jezgre u strojnom ucenju,
e klasteriranje u grafovima koriStenjem aproksimacija niskog ranga.

Ovo je samo mali dio primjene hijerarhijskih struktura, a u budu¢nosti ¢e primjena biti jos$
Sira.
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se aproksimacijama niskog ranga i najpoznatijim algoritmima
za iste. Temelj za ove algoritme je dekompozicija na singularne vrijednosti (SVD). No,
glavna tema ovog rada je pregled najpoznatijih hijerarhijskih formata matrice (HODLR,
H, HSS, H?) i operacija nad njima. Pokazalo se da uz odredene uvjete, poput malog
(numerickog) ranga vandijagonalnih blokova matrice, matrice moZemo pohraniti u mnogo
manje od O(n?) prostornih jedinica, a matri¢ne operacije se izvr$avaju u skoro linearnom
vremenu, Sto je posebno korisno za matrice velikih dimenzija kakve se najcesée javljaju
u praksi. Najveci naglasak stavljen je na HODLR strukturu matrice jer smo istu imple-
mentirali u programskom jeziku Python. Na kraju rada dani su neki primjeri matrica koje
se mogu pohraniti koriStenjem HODLR strukture 1 dan je pregled najvaznijih primjena
hijerarhijskih formata matrica.



Summary

In this thesis, we dealt with low-rank approximation of matrices and well known algo-
rithms for such purpose. The basis for these algorithms is singular value decomposition
(SVD). The main topic of this thesis is an overview of hierarchical matrices (HODLR, H,
HSS, H?) and operations on them. It has been shown that under certain conditions, such
as a small (numerical) rank of off-diagonal matrix blocks, matrices can be stored in less
than O(n?) storage complexity and matrix operations are executed in almost linear time.
This is especially useful for matrices of large dimension, such as those that are most often
encountered in practice. The greatest emphasis was put on HODLR matrices because we
implemented them in the Python programming language. At the end of the thesis, a num-
ber of examples of matrices that can be well stored in HODLR structure and an overview
of the most important applications of hierarchical matrix formats is given.
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