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Uvod

Ovaj ¢emo rad zapoleti proucavajuci svojstva skupa formalnih redova { Y20 a;p’ | a; €
{0,1,..p — 1},i € Ny}, gdje je p fiksan prost broj. Elemente toga skupa nazivat ¢emo p-
adskim cijelim brojevima. U prvom ¢emo poglavlju proucavati neka osnovna svojstva toga
skupa, kao Sto je kardinalnost. Od posebnog ¢e nam interesa biti rezultat da uz prikladnu
definiciju zbrajanja + taj skup postaje komutativna grupa. Tada ¢emo skup p-adskih cijelih
brojeva poceti oznaCavati sa Z,. Nakon toga ¢emo demonstrirati i postupak mnoZenja -.
Pokazat ¢emo da tada (Z,, +, -) postaje komutativni prsten. Ispitat ¢emo neka standardna
svojstva od Z, kao prstena. Konkretno, pokazat cemo da je Z, domena glavnih ideala te
vidjeti koji su to ideali.Takoder ¢emo dati karakterizaciju skupa svih invertibilnih eleme-
nata od Z, u oznaci Zj. Kroz prvo ¢emo se poglavlje takoder podsjetiti osnovih definicija i
rezultata iz podrucja algebarskih struktura koji su vazni za ovaj rad. Vidjet ¢emo nekoliko
primjera p-adskih brojeva za konkretni prost broj p.

Nakon Sto promotrimo Z, kao grupu i prsten, uvidjet ¢emo da na tom skupu moZemo i
definirati metriku d te ¢emo se ukratko prisjetiti tzv. aksioma metrike. Nakon toga ¢emo
vidjeti da je Z, topoloSka grupa i topoloski prsten, uz topologiju induciranu metrikom d.
Buduc¢i da je Z, integralna domena, moguce je definirati polje razlomaka tog prstena, ko-
jeg ¢emo oznaCavati sa Q, i svojstva toga polja proucavat cemo u Poglavlju 2. Elemente
toga polja jednostavno ¢emo zvati p-adskim brojevima. Dat ¢emo nekoliko jednostavnih
karakterizacija toga polja. ProSirit ¢emo definiciju metrike d iz Poglavlja 1. na Q, na
vrlo prirodan i intuitivan nacin. Usporedit ¢emo udaljenosti nekih brojeva u standardnoj,
Euklidskoj metrici te u metrikama vezanim za Q,. Pokazat ¢emo da metrika d zadovoljava
svojstvo ultrametrike, tj. da

d(x,z) < max{d(x,y),d(y,2)}Vx,y,z € Q,.

Skup p-adskih brojeva prvi je opisao njemacki matematicar Kurt Hensel (1861. - 1941.).
Kurt Hensel prvi je put doSao do pojma p-adskoga broja 1897. godine, stoga moZemo za-
kljuciti da su p-adski brojevi relativno nov, ali niSta manje zanimljiv pojam u matematici.
Po Kurtu Henselu nazvana je jedna od fundamentalnih tvrdnji vezana za p-adske brojeve,
tzv. Henselova lema. Tom ¢emo se tvrdnjom baviti u Poglavlju 3. gdje ¢emo je iskazati
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SADRZAJ 2

1 dokazati. Henselova lema govori o postojanju rjeSenja jednadzbe P(x) = 0 za x € Z, i
polinom P € Z,[x]. Vidjet ¢emo da je tvrdnja Henselove leme usko vezana za vrlo Cesto
koriStenu Newtonovu metodu aproksimacije nultocki derivabilne funkcije f.

Ukratko, Henselova lema nam govori da ukoliko krenemo od neke pocetne aproksimacije
X € Zp t.d. P(x) = 0 (modp") zanekin € N, mozemo doci do jedinstvenog rjeSenja x € Z,
ako su zadovoljeni odredeni uvjeti. Na kraju ¢emo vidjeti da su posljedice Henselove leme
kvadratna proSirenja od Q,,. Koriste¢i Henselovu lemu, pokazat ¢emo da neki polinomi
nemaju rjeSenja u Q,, dok ¢emo za neke polinome na jednostavan nacin doci do rjeSenja
u Q,. U zadnjem poglavlju ovoga rada, promatrat ¢emo algebarska proSirenja p-adskih
brojeva. Upoznat Cemo se s pojmom ultrametrickoga polja te vidjeti da je Q, ultrame-
tricko polje zajedno s apsolutnom vrijednoScu koja inducira ultrametriku d iz Poglavlja 2 .
Takoder ¢emo iskazati teorem Ostrowskog, poznati teorem u teoriji brojeva. Kratko ¢emo
se dotaci konacnih Galoisovih proSirenja i vidjeti primjer konacnog Galoisovog proSirenja
od Q3. Napomenimo da se u ovom radu za teorijske rezultate i njihove dokaze oslanjamo
na [3].



Poglavlje 1

Osnovna svojstva prstena Z,

Neka je p fiksan prost broj. U ovomu ¢emo poglavlju promatrati skup formalnih redova
X=X,={3% a;p' | a; € {0,1,..p — 1},i € Ny}. Elemente ovog skupa zvat ¢emo p-
adski cijeli brojevi. Osnovni ciljevi ovog poglavlja jesu promotriti X, u kontekstu teorije
skupova, pokusati ga opisati kao algebarsku strukturu te definirati metriku na tom skupu
kako bismo dobili metricki prostor. Krenut éemo iz perspektive teorije skupova, odnosno
htjet ¢emo odrediti kardinalnost tog skupa i definirati relaciju jednakosti izmedu dvaju
elemenata tog skupa. Nakon toga ¢emo prijeéi na opis skupa p-adskih cijelih brojeva
u terminima algebarskih struktura. Tada ¢emo taj skup poceti oznaCavati sa Z,. Kroz
primjer ¢emo demonstrirati (pogodan) naCin zbrajanja i mnozenja uz koje je (Z,, +) postaje
Abelova grupa, a (Z,, +, -) komutativni prsten. Pokazat ¢emo neka osnovna svojstva od Z,
kao grupe i prstena. Definirat ¢emo fukncijud : Z, X Z, — R koja ¢e zadovoljavati svojstva
metrike, odnosno (Z,,d) ¢emo moci promatrati i kao metricki prostor. Budu¢i da svaka
metrika inducira topologiju, vidjet ¢emo i neka topoloska svojstva od Z,. U ovom ¢emo
dijelu takoder vidjeti i neke primjere p-adskih brojeva za neke konkretne proste brojeve p.

1.1 Skup p-adskih cijelih brojeva

Definicija 1.1.1. Neka je p prost broj. Formalni red Y22, a;p', gdje su a; € {0, 1,...,p — 1}
Vi € Ny zovemo p-adskim cijelim brojem.

Uoc¢imo, p-adski cijeli broj moZemo identificirati nizom njegovih koeficijenata (a;);o.
Nadalje, uo¢imo takoder da X, moZemo promatrati kao Kartezijev produkt X = X, =
[12,40,1,... ,p—1}={0,1,... p— 1}

Propozicija 1.1.2. X, je neprebrojiv.
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Dokaz. Lako se vidi da vrijedi X, = {f|f : No — {0, 1,...p — 1}}.
Ako sa k(X) oznacimo kardinalnost skupa X znamo da vrijedi
k(X,) = k({0,1,... p — 1}}@0) = pRo,
Iz

c=2%< pKO < Noxo =c,

zakljuujemo da je skup svih p-adskih cijelih brojeva neprebrojiv. O

Pogledajmo sada nekoliko konkretnih primjera p-adskih cijelih brojeva.

Primjer 1.1.3. U sljedecim je primjerima broj a raspisan kao p-adski cijeli broj, tj a

Yo aip'
a) 1=1p°+0p' +0p + ... 1 kao p-adski broj za opcenit prost broj p
b) 23=3-5"+4.5'+0-52+... 23 kao 5-adski broj

¢) Za svaki prirodni broj n € N jasno je da je raspis kao p-adski broj zapravo identican
raspisu u bazi p i da je taj zapis konacan.

1.2 Prsten Z,

U ovomu ¢emo odjeljku kroz primjere pokusati ilustrirati na koji nac¢in ¢emo zbrajati i
mnoZiti p-adske cijele brojeve kako bi (X, +) postao Abelova grupa, a (X, +, ) prsten te
prouciti svojstva od X, kao grupe, tj. prstena.

Dva p-adska cijela broja, a = 3% a;p' i b = Y, b;p' zbrajat éemo po komponentama.
Cilj nam je da koeficijenti dobivenog zbroja ostanu u rasponu {0, 1,. .., p — 1}. Prvi koefi-
cijent zbroja bit ¢e jednak ag + by ako je ag + by < p, a inace Ce iznositi ay + by — p. U oba
slucaja smo osigurali da je prvi koeficijent zbroja u dopustivom rasponu. U drugom ¢emo
slucaju prenijeti ostatak od p na sljedeci koeficijent i nastaviti sa zbrajanjem na isti nacin.
Iz ovakvog nacina zbrajanja vidimo da vrijedi

(@+b) = ap'+ ) bip), nel,
i=0 i=0

gdje (a + b), predstavlja n-ti koeficijent pri zbrajanju za n € Nj,.

[lustrirajmo sada na konkretnim primjerima gornje opisan postupak zbrajanja dva p-
adska cijela broja.
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Primjer 1.2.1. a) Za fiksan broj p zbrojimo brojeve a = 1 = 1p° + Op' + 0p*> + ... i
b=Y2(p—Dp. Stavimo c = Y2 c;p' = a+b.

Pogledajmo zbroj prvih komponenti brojeva a i b, vrijedi ay + by = 1 +(p — 1) = p.
Medutim p nije u rasponu {0, 1, ..., p — 1}. No, moZemo reci da zbrojeci ove dvije kom-
ponente, imamo "nula p-ova na nultu i jedan p na prvu”. Tocno ¢emo tako i nastaviti
proceduru zbrajanja.

Stavimo cy = 0i "zapamtimo jedan p na prvu’ koji nam je ostao te ga pribrajamo sljedecoj
komponenti.

Pogledajmo sada zbroj a; + by = 0+ (p—1) = p—1. Uz ¢lan p sada ¢emo imati (p—1) + 1
koji smo zapamtili. Kao i u prethodnoj opservaciji, opet moZemo zakljuciti da “imamo
nula p-ova i prvu i jedan p na drugu”. Analogno nastavimo dalje i zakljucujemo da vrijedi
1+ b =0, odnosno da ée nam sve komponente pri zbrajanju isceznuti. PiSemo b = —1.
Primijetimo sada da je za p = 7 broj —1 ima zapis 6666666...;, dok broj —1 kao 5-adski
broj ima zapis 4444444...s.

b) Zbrojimo brojeve 123 i 44 kao T-adske brojeve. Vrijedi:
123=4-7"+3-7"+2.7?

44=2-7+6-7

Sada ponavljamo postupak iz dijela a).

Zbrojimo clanove uz 7°. 0 < 4 + 2 = 6 < 7, tj. prvi koeficijent u dopustivom je rasponu.
Zbrajajuci druge komponente, imamo: 0 <3+6=9 > 7.

Vrijedi: 97" = (2+7)-7"' =2-7" +1-7?. Dakle, "prenosimo” 1. Na kraju, uz tre¢i ¢lan
¢emo imati 2 + 0 + 1 = 3 $to je u dopustivom rasponu.

Dakle, 123 +44 =6-7°+2-7' +3.7? = 623,.

Prisjetimo se sada nekih osnovnih pojmova iz kolegija Algebarske strukture koji su od
fundamentalnog znacaja za ovaj rad. Svi pojmovi mogu se pronaci u [2], [3] 1 [4].

Definicija 1.2.2. Neka je G neprazan skup i - : G X G — G. Uredeni par (G, ) zovemo
grupom ako vrijede sljedeca svojstva:

Gl (x-y)-z=x-(y-2), ¥x,9,2€ G (asocijativnost)

(G2) (Ae)e G x-e=e-x=x, Yx€lG (postojanje neutrala)

(G3) WxeG@Ax'eG) x-xT=xT-x=e (postojanje inverza)

Ako joS k tome vrijedii x-y = y-x Vx,y € G, tada kazemo da je (G, -) komutativna,
odnosno Abelova grupa. Inace za G kazemo da je nekomutativna grupa.
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Napomena 1.2.3. Ako imamo neprazan skup G i operaciju - : GXG — G tj. Yx,y €
G x-y € G tada ¢emo (G, -) zvati grupoidom. Za grupoid u kojem vrijedi i svojstvo asocija-
tivnosti reci cemo da je polugrupa. Polugrupu u kojoj postoji neutralni element zvat cemo
monoidom. Jasno, za monoid u kojem za svaki element postoji njemu inverzan vrijedi da

je grupa

Definicija 1.2.4. Neka je X skup i o : X — X funkcija na tom skupu. Za o kaZemo da je
involucija ako vrijedi o o o = id, odnosno Yx € Xvrijedi (o0 (x)) = x.

Vratimo se Primjeru 1.2.1. Uocimo, 1 + b = 0, tj. b je aditivni inverz od 1.
Definirajmo preslikavanje o : X, — X, kao

o@=) (p-1-a)p (1.1)
i=0

Lako se vidi da je o dobro definirana jer Vi vrijedi0 < p—-1-a; < p— 1.
Takoder, vrijedi da je a + o(a) + 1 = 0, odnosno o(a) + 1 aditivni je inverz p-adskog broja
a. 1z gornje relacije lako vidimo da je funkcija o involucija.

Propozicija 1.2.5. Ako je p neparan, involucija o definirana s (1.1) ima fiksnu tocku.

Dokaz. Neka je p neparan prost broj. Tvrdimo da je fiksna tocka involucije o jednaka

i=0
Jer je p neparan, vrijedi da je ”T_l €{0,1,...p—1}. Vrijedi

&) _ 1 . &) _ 1 .
@)=y p-1-Ep =Y ey
i=0

i=0
O

Lema 1.2.6. Skup p-adskih cijelih brojeva sa zbrajanjem opisanim kao u Primjeru 1.2.1
c¢ini Abelovu grupu.

Dokaz. Potrebno je provijeriti aksiome grupe iz Definicije 1.2.2.

Zbog nacina zbrajanja opisanog u Primjeru 1.2.1 vrijedi x +y € X, Vx,y € X,. Aso-
cijativnost slijedi iz asocijativnosti zbrajanja cijelih brojeva. Neutral za zbrajanje je 0 =
0-p°+0-p"+0-p?+....Zaproizvoljni element x € X, njemu inverzni element dan je
s o(x) + 1 gdje je o funkcija dana s (1.1). O
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Napomena 1.2.7. Uocimo takoder da imamo injektivni homomorfizam grupa 7. — X, koji
Jje proSirenje ulaganja monoida Ny u X,. (Sjetimo se, homomorfizam h : G; — G, je
preslikavanje izmedu grupa takvo da h(a -, b) = h(a) -¢, h(b),Va,b € G)

Napomena 1.2.8. Od sada pa nadalje, skup p-adskih cijelih brojeva oznacavat ¢emo sa
Z

-

Kao §to smo u Primjeru 1.2.1 pokazali kako zbrajamo dva p-adska cijela broja, sada
bismo htjeli uvesti i operaciju mnoZenja. Neka su ponovo a = Y2 a;p' i b = Yoy bip' dva
p-adska cijela broja. Umnozak a - b definirat ¢emo tako $to ¢emo Clanove reda pomnoziti
svaki sa svakim s ciljem da koeficijenti (a - b),, n € Ny ostanu u rasponu {1,2,... ,p —
1}. Da bismo osigurali to svojstvo, ponovo ¢emo Koristiti sustav prijenosa. Takav nacin
mnozenja je zapravo proSiren nacin mnoZenja dvaju prirodnih brojeva zapisanih u bazi p.
S mnoZenjem opisanim kao gore, vidimo da vrijedi

@ 5= (> ) (> b,
i=0 i=0

Primjer 1.2.9. Uzmimo p = 3,a = 5,b = 4. Demonstrirajmo na ovom primjeru kako
mnozimo dva p-adska cijela broja. Prvo raspisujemo 4 i 5 kao 3-adske brojeve.

4=1-3"+1-3!
5=2-3%4+1-3
4,5=(1-3"+1-3-2-3°+1-3)=-..=2-3"+3.3" +1.3%

Drugi koeficijent nije u dopustivom rasponu. Sada postupamo slicno kao pri zbrajanju.
Dakle,
2:3°+3.3'4+1.32=2.3"+0-3"+2.3=4.,5.

Uocimo, mnoZenje dvaju p-adskih cijelih brojeva slicno je mnoZenju redova, samo trebamo
paziti da nam koeficijenti ostanu u rasponu {0, 1,...,p — 1}.

U Primjeru 1.2.1 smo vidjeli da je

Dp-Dp'=-1.
i=0
Odnosno, vrijedi

-1 :<p—1)§]p"
i=0
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1z Cega slijedi:
St
i=0 I=p

Odnosno, multiplikativni inverz broja 1 — p je Yoy p’. Zakljuujemo da na ovaj nalin

ratunamo sumu geometrijskog reda. Uzmemo li x = < = £, lako vidimo da njegovu
3-adsku reprezentaciju moZzemo zapisati kao x = 3- 45 =3-(1+3+32+ 3 +...) =

0-3°+1-3"+1-32+1-3+--..

Napomena 1.2.10. Prost broj p nema multiplikativni inverz u Z.,. Naime, kada bi postojao
broja = Y2, a;p' t.d. pa =1, vrijedilo bi pa = p Yo a;p' = app' + a;p* + ayp® +--- # 1.

Definicija 1.2.11. Neka je P neprazan skup i + : PX P — Pte-: P X P — P binarne
operacije na skupu P. Za (P, +, -) reCi cemo da je prsten ako vrijedi:
(P1) (P,+) je Abelova grupa
(P2) (P, ) je polugrupa
(P3) (a+b)-c=a-c+b-c
a-b+c)y=a-c+a-b Va,b,ceP.
Ako je - komutativna operacija reci cemo da je (P, +, -) komutativni prsten.

Napomena 1.2.12. Napomenimo da ako u prstenu P postoji neutralni element za mnoZenje,
prsten P nazivamo prstenom s jedinicom. Ako ne napomenemo drugacije, u ovom radu
¢emo podrazumijevati da kada govorimo o prstenu, zapravo govorimo o prstenu s jedini-
com.

Lema 1.2.13. (Z,, +, ) sa zbrajanjem kao u Primjeru 1.2.1 i mnoZenjem kao u Primjeru
1.2.9. je komutativni prsten s jedinicom.

Dokaz. Potrebno je provijeriti aksiome prstena iz Definicije 1.2.11.

U Lemi 1.2.6 smo ve¢ pokazali da je (Z,, +) Abelova grupa. Da je (Z,, -) polugrupa lako
vidimo iz nacina na koji smo definirali mnoZenje. Naime, u Primjeru 1.2.8. smo vidjeli
da zahtijevamo Yx,y € Z, je 1 x - y € Z,. Asocijativnost mnoZenja slijedi iz asocijativnosti
mnoZenja cijelih brojeva. Direktnim racunom provjeri se da aksiom (P3) zapravo slijedi iz
istog svojstva cijelih brojeva kao i komutatitivnost operacije -. Lako se vidi da je neutral za
mnozenje 1 =1-p°+0-p+0-p>+... . i

U nastavku ¢emo definirati pojam reda p-adskog cijelog broja te pokazati neka dodatna
svojstva od Z, kao prstena.

Definicija 1.2.14. Neka je a = Y. a;p’ € Z, proizvoljan p-adski cijeli broj, a # 0. Red
cijelog broja a je prvi indeks i € Ny takav da a; # 0. Red cijelog broja a oznacavamo s
ord(a).
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Iako smo se veé podsjetili pojma homomorfizma grupa, formalizirajmo ga u sljedecoj
definiciji.

Definicija 1.2.15. Neka su (G,-) i (H,-) grupe. Neka je f : G — H. Funkciju f zvat cemo
homomorfizam izmedu G i H ako vrijedi f(a-b) = f(a)- f(b) Va,b € G.

Ako je f joS dodatno injekcija, zvat cemo ju monomorfizmom. Ako je f dodatno surjekcija,
zvat ¢emo ju epimorfizmom. Ako je f jos i bijekcija, zvat cemo ju izomorfizmom. Ako je G =
H, tada funkciju f zovemo endomorfizmom. Ako je G = H i f bijekcija, to preslikavanje
zvat éemo automorfizmom.

Napomena 1.2.16. Ako su (P, +,-) i (R, +, -) prstenovi, takoder je moguce definirati homo-
morfizam. Naime, rec¢i ¢emo da je f : P — R homomorfizam prstenova ako je to preslika-
vanje aditivno i multiplikativno, tj. f(a+b) = f(a)+ f(b)i f(a-b) = f(a)- f(b),Ya,b € P.
Na analogan nacin definiramo i ostale pojmove za prstenove iz Definicije 1.2.15.

Definicija 1.2.17. Neka je (P, +,-) prstenia,b € P takvidaa # 0,b # 0ia-b = 0. Tada
a i b zovemo djeliteljima nule. Prsten bez djelitelja nule nazivamo integralnom domenom.

Propozicija 1.2.18. Z, je integralna domena.

Dokaz. Buduci da Z, # {0}, moramo pokazati da u Z, ne postoje djelitelji nule. Neka je
a=Y2pap #01Y2bip' #0 € Z, Nekajev = ord(a)iw = ord(b). Jasno je da
vrijedi a,, b,, # O(mod p). Direktnim ra¢unom se pokaZze da je prvi ne-nul koeficijent u

a - b jednak a,b,,(mod p) # 0, iz Cega slijedidaa - b # 0. O

Korolar 1.2.19. Red p-adskog cijelog broja ord : Z, — {0} — Ny zadovoljava sljedeca
svojstva:

a) ord(a - b) = ord(a) + ord(b)

b) ord(a + b) > min{ord(a), ord(b)}

akoa,b,a+ b # 0.

Dokaz. a) Sli¢no kao u Propoziciji 1.2.18, ako a,b # 0,1 v = ord(a),w = ord(b) direk-
tnim raunom provjerimo da je jedini kandidat za prvi ne-nul koeficijent u a - b upravo
a,b,,(mod p). Taj broj nikad nije jednak nuli zbog a,,, b, # 0(mod p).

b) Oznadimo s ¢ = Y22, c;p' = a + b Neka je, BSO v < w. OCito, za i < v vrijedi ¢; = 0.
Ako je v < w, tada je ¢; = a; za i < w pa specijalno ord(c) = ord(a) = v = min{v, w}.
Ako je w = v, tada je ¢, = a, + b,(mod p), $to ne mora biti razli¢ito od nule, odnosno,
ord(c) > v =w = min{v, w}. O

Korolar 1.2.20. Neka je x € Z, # 0. Vrijedi ord(x) = ord(—x).
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Dokaz. Po Korolaru 1.2.19 a) znamo da je ord(x - y) = ord(x) + ord(y) Vx,y € Z, — {0}.
Specijalno, ako je x # 0 proizvoljaniy = —1 = Y2(p — 1)p', sada lako vidimo da je
ord(—1) = 0. Stoga slijedi da je ord(—x) = ord((—1)-x) = ord(—1)+ord(x) = 0+ord(x) =
ord(x). O

Definicija 1.2.21. Neka je P prsten i I C P takoder prsten takav da je 1, € 1. Tada I
nazivamo potprsten prstena P u oznaci I < P.

Definicija 1.2.22. Neka je P prsten i I < P. Potprsten I zvat ¢emo lijevim idealom ako
(WVa € PY(Wx € I) ax € I tj. RI C 1. Potprsten I zvat cemo desnim idealom ako vrijedi
Va € P)(Vx € I) xa € 1 tj. IR C I. Ukoliko je I i lijevi i desni ideal, zvat éemo ga
obostranim idealom u oznaci I < P.

Definicija 1.2.23. Za prsten P reci cemo da je tijelo ili prsten s dijeljenjem ako svaki ne-nul
element ima multiplikativni inverz. Komutativno tijelo zovemo poljem.

Neka je F, = Z/pZ. OCito je F, konaCno polje s p elemenata. Promotrimo preslikava-
nje
a= Z aipi — ag(mod p).
i=0
Lako se provjeri da gornje preslikavanje definira surjektivni homomorfizam grupa e : Z, —
F, s jezgrom {a € Z,|ay = 0} = pZ,. Preslikavanje € bit ¢e nam od koristi pri dokazu
sljedece propozicije.

Propozicija 1.2.24. Vrijedi ZIX, = {Y2paip’ | ap # 0}, gdje smo sa ZIX, oznacili skup svih
invertibilnih elemenata skupa Z.,,.

Dokaz.
Neka je a € Z;. Tada je e(a) = ap(mod p) takoder invertibilan u F,. Zakljucujemo da
ay # 0(mod p).

Moramo pokazati da Ya € Z, t.d. ord(a) = 0 postoji b € Z, takavdaa-b = 1.
Buduc¢i da ord(a) = 0, jasno je da je ap # 0 iz Cega slijedi da e(a) # 0 = €(a) je
invertibilan u F,. Uzmimo sada by € {0,1,...,p — 1} t.d. aphy = 1mod(p). Vrijedi da je
aobg = kp+1zanekik € Zia = Ip+ayzanekil € Z. Iz gornje dvije relacije vidimo da je
aby = (Ip + ag)by = lpby + apby = Ipby + kp +1 = (lby + k)p+ 1 =mp + 1 zanekim € Z.
Sada je dovoljno pokazati da je mp + 1 invertibilan jer ¢e tada slijediti a~! = by(mp + 1)7L.
Lako se vididaje (mp+1)"! = 1 —mp + (mp)> —(mp)> +--- =1L +cip+cp*—... , gdje
jec; €{0,1,..., p— 1} kada taj broj zapiSemo kao p-adski cijeli broj.

O
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Definicija 1.2.25. Za ideal I < P kazZemo da je glavni ideal prstena P ako je generiran
Jjednim elementom, tj. ako Ax € P takav da je

J<PxelJ

Definicija 1.2.26. Ako je svaki ideal I u prstenu P glavni rec¢i ¢emo da je P prsten glavnih
ideala. Ako je P jos'iintegralna domena, reci cemo da je P domena glavnih ideala.

Propozicija 1.2.27. Z, je domena glavnih ideala. Glavni ideali od Z, su {0} i (p*) =
kap ={x€Z,|v(x)>k},keN.

Dokaz. Neka je I # {0} proizvoljni ideal u Z,, i neka je O # a € I element u I s najmanjim
redom k, ord(a) = k < oco. Vrijedi da je a = p*(ay + arsp + areap® +...) = p*u. Po
Propoziciji 1.2.24 znamo da je u € Z, invertibilan. Stoga vrijedi da je p* = au™, a buduci
da je I ideal, zaklju¢ujemo da je p* € I'i (p*) C I. Obratno, akoje b € I t.d. ord(b) = w > k,
tada vrijedi b = p"u’ = p*p*~*u’ € (pb). O

Definicija 1.2.28. Za ideal M od prstena P rec¢i cemo da je maksimalan ako vrijedi:
(M1) M # P
(M2) VNI P)(MCNCP=>M=NIiliN-=P)

Korolar 1.2.29. Jedinstveni maksimalni ideal od Z,, je pZ, = Z, — Zj,.

Dokaz. 1z Propozicije 1.2.24 odmah vidimo da je Z, = pZ, LI Z. Takoder, lako se vidi da
vrijedi jednakost
z,-10)=| |p'z;,
k=0
odakle slijedi tvrnja. O

1.3 Metrikana Z,

Za pocetak, prisjetimo se definicije metrike kao funkcije.

Definicija 1.3.1. Neka je X skup i d : X X X — R funkcija koja zadovoljava sljedeca
svojstva:

(D1) d(x,y)=0&© x=yVx,yeX.

(D2) d(x,y) =d(y,x)Vx,ye X

(D3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)Vx,y,z€ X

tada funkciju d : XXX — R zovemo metrikom na X, a uredeni par (X, d) zovemo metrickim
prostorom.
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Definirajmo funkciju | - | : Z, — R kao
| p7 x#0(=ordx)
|x|—{0 A (1.2)
Takoder definirajmo funkcijud : Z, X Z, — Rkao d(x,y) = [x — y|.
Propozicija 1.3.2. Funkcija|-|: Z, — R definirana s (1.2) zadovoljava sljedeca svojstva:

(NI) |x|20VxeX

(N2) x]=0x=0

(N3) lxyl = |xllyl Yx,yeX
(N4) |x+yl <|xl+[yVx,ye X

Dokaz. Uzmimo proizvoljni x,y € Z,,x = Yo xip, y = YioYyip's 1 0znaimo s v =
ord(x),w = ord(y).

(N1) vrijedi jerje 0 > 01 p~¥ > 0 za svaki fiksni p prost broj i za svaki v > 0.

(N2) vrijedi jer p~” > 0 za svaki fiksni prost broj p 1 za svaki v > 0. Dakle |x| = 0 ako 1
samo ako x = 0.

Po Korolaru 1.2.19 a) znamo da vrijedi ord(xy) = ord(x) + ord(y) = v + w. Stoga vrijedi

sliedeca jednakost: |xy| = p=¢*". S druge strane, x| |y & p~'p™ = p~0*"), odnosno
vrijedi (N3).

BSO, pretpostavimo da je v < w. Po Korolaru 1.2.19 b) vrijedi ord(x +y) > v. = |x+ y| =
pordew) < p™. Stoga zakljuCujemo |x+y| < p™ < pV+p™ = |x|+|y| pa vrijedii (N4). O

Napomena 1.3.3. Uocimo, | - | nije norma (ne zadovoljava sve aksiome norme). Da bi | - |
bila norma potreban nam je i aksiom |Ax| = |A| |x| Vx € X, A € E. Medutim, nije jasno koje
bi polje F bilo prikladno (buduci da mnoZenje dvaju p-adskih brojeva nije ”standradno”
mnoZenje, umnoZak Ax ne mora imati smisla). Ova se funkcija cesto naziva p-adska apso-
lutna vrijednost.

Propozicija 1.3.4. Funkcijad : X X X — R definirana s d(x,y) = |x —y| je metrika na Z,,.

Dokaz. Potrebno je dokazati aksiome metrike iz Definicije 1.3.1. Vrijedi d(x,y) = 0 &
|x — y| = 0, a po Propoziciji 1.3.2 to je mogucée ako i samo akoje x —y = 0, tj. x = y.
Dakle, vrijedi (D). Pokazimo da vrijedi i (D2). Ako je x = y tada tvrdnja trivijalno slijedi.
Pretpostavimo da x # y. Po definiciji je d(x,y) = |x —y| = p™ Y id(y,x) = |y — x| =
p~" =9 Po Korolaru 1.2.20 znamo da je ord(x — y) = ord((=1)(x — y)) = ord(y — x).
Stoga je d(x,y) = d(y, x). Neka su sada x,y,z € Z,. Primijenimo (N4) iz Propozicije 1.3.2
na brojeve x —yiy—z, imamo d(x,z) =[x -z =|(x -+ G- < |x -yl +|y—2 =
d(x,y) +d@,?2). O
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Budu¢i da svaka metrika inducira topologiju, to ¢ini i p-adska metrika d koju smo
definirali na pocetku ovog odjeljka. U nastavku rada ¢emo kratko prouciti neka topoloska
svojstva od Z,. Definirat cemo neke osnovne pojmove iz opCe topologije te navesti neke
rezultate bitne za ovaj rad, a viSe o njima se moze pronaci u [3] te [1].

Definicija 1.3.5. Neka je G grupa opskrbljena topologijom. Ako je preslikavanje (x,y)
x -y~ neprekidno, G éemo zvati topoloskom grupom.

Primjer 1.3.6. PokaZimo da su (Z,, +) i (Z,, ) topoloske grupe gdje p"Z, ¢ine bazu topo-
logije 0ko 0, a 1+ p" Z,, bazu topologije oko 1. Ovaj primjer kao i druge primjere topoloskih
grupa mogu se pronaci u [3].

Ummimoa € a+p"Z,ib" € b+ p"Z, Tadajea —b" € a—b+ p"Z,za svakin > 0.
Odnosno, koristeci p-adsku metriku, vrijedi:

x—al<p™ly-bl<p"=lx-y)-(a-bl<p™,

iz ¢ega zakljucujemo da je preslikavanje (x,y) — x — y neprekidno u proizvoljnoj tocki
(a,b).

Poromatrajmo sada (Z,,-). Osnovni sustav okolina oko neturala 1 su podgrupe:

1+p2,21+p*2,>--D>1+p"Z,>...
Uzmimo sada a,B € Z,. Vrijedi da je (1 + p"B)™' = 1+ p"B’ za neki B’ € Z,. Tada za
a=1+p'aib=1+ p'Bvrijedi
ab™ = (1 + p"a)(1 + p"B) = 1+ py,
za nekiy € Z,,. Stoga vrijedi
d €a(l+p'Z,), beb(l+p'Z,) = ab™ €ab™(1+p"Z,), n>1
Iz gornje implikacije sada zakljucujemo da je preslikavanje (x,y) — xy~' neprekidno.

Sada ¢emo na analogan nacin definirati topoloski prsten i pokazati da je Z, topoloski
prsten.

Definicija 1.3.7. Za prsten P opskrbljen topologijom reéi cemo da je topoloski prsten ako
su preslikvanja

X, ) x+y : PXP— P, te

(x,y))»x-y :PXP—>P

neprekidna.
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Propozicija 1.3.8. Z, je topoloski prsten uz p-adsku metriku d.

Dokaz. Budu¢i da znamo da je Z, topoloSka grupa, dovoljno je pokazati neprekidnost
mnoZzenja. Neka su a, b € Z, proizvoljni. Stavimo x =a + h,y = b + k € Z,. Vrijedi

|xy — ab| = |(a+h) (b+k) — ab| = |lak + hb — hk| < max{|al, |b|} (|h] + |k|) + |h| k| — O,

kada |h|, |k| — 0. Sada zakljuujemo da je preslikavanje (x, y) — xy neprekidno u svakoj
toCki (a,b) € Z, X Z,. m]

1.4 Projektivni limes

Pretpostavimo da imamo niz (E,),so takvihdajeVn e Ny E,, = H?:_Ol X; za neki niz skupova
X)i. Zeljeli bismo na neki nacin re¢i da E, — E = [[2,X; kadan — oo. Jasno je da
takvu konvergenciju ne moZemo opisati standardnim alatima realne analize. Zbog toga
uvodimo sljedece funkcije

pn-E—E, n>0
¢n:En+l_)En’ I’lZO

Takve da za e = (eg, ey, €2, ...) € E vrijedi

pn(e) = (eOa €ly..es en—l)
te
Pnleo, e1,...,e,) = (eq, €1, ... 1)
Shematski vezu gornjih projekcija moZemo pokazati ovako:

Pn+2 Pn+1 Pn
pn:E_> ce. En+2 - En+1 _)En

MoZemo reci da Ce bilo koji skup X sa danim nizom funkcija (f,),s0, fn : X — E, biti
gornja meda niza (E,), ako taj niz funkcija zadovoljava gornje svojstvo. Limes ¢e u tom
slucaju biti, sli¢no kao u realnoj analizi najmanja gornja meda. Dakle, limes (E, (p,),) ¢e
biti najmanja gornja meda u smislu da se sve gornje mede (X, (f,),) mogu dobiti kompo-
niranjem funkcije f : X — E na sljedeéi nacin:

ﬁl:pnof:Xi)E%"'_)ErHl _)En
Takoder, Zelimo da vrijedi
Jn = Pn 0 farl = Pn 0 Pui1 © frur2 =0 f.

To nas motivira da uvedemo sljedecu definiciju.
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Definicija 1.4.1. Niz (E,, ¢,).>0 skupova (E,), i preslikavanja ¢, : E,., — E, zovemo
projektivnim sustavom. Skup E zajedno s preslikavanjem s, : E — E, takvim da vrijedi
Un = @, 0 Wy za svaki n > 0 zovemo projektivnim limesom niza (E,, ¢,).s0 ako vrijedi:
za svaki skup X i niz preslikavanja (f,)ns0, fn : X — E, takvih da f, = ¢, o f,+1 postoji
Jjedinstvena funkcija f takva da je

fo=U,of:X—>E—>E, ¥n>0.

Preslikavanja (¢,),s0 zovemo tranzicijskim preslikavanjima.
Kada sustav prikazemo na sljedeci nacin
Ei—Ey—---«—E

zvat ¢emo ga inverznim sustavom. Projektivni limes E oznacavamo s lim E,,.

Primijetimo, ne moZemo unaprijed znati postoji li uopce projektivni limes nekog pro-
jektivnog sustava i ako postoji, je li jedinstven. Sljedeéi rezultat koji navodimo bez dokaza
daje odgovor na ta pitanja. Dokaz teorema moZze se pogledati u [3].

Teorem 1.4.2. Za svaki projektivni sustav (E,, ¢,)q>0 postoji projektivni limes
E=lmE, C H E, sa preslikavanjima (), kao u Definiciji 1.4.1.

n>0

Napomena 1.4.3. PokaZe se da eksplicitno moZemo odrediti projektivni limes nekog sus-
tava (do na bijekciju iz prehodnog teorema) (E,, ¢,), i on je jednak

E = (x| ¢,0t1) = % n2 0} C | | E,
n=0

Napomena 1.4.4. Analogno definiramo projektivni sustav (topoloskih) prstena i njegov
projektivni limes pri cemu zahtijevamo da su sva preslikavanja (neprekidni) homomorfizmi
(topoloskih) prstena.

Pokazali smo da je Z, topoloski prsten i uveli smo pojam projektivnog limesa to-
poloSkog prstena. Sljedeci teorem koji navodimo bez dokaza daje karakterizaciju od Z,
u terminima topologije i projektivnih limesa. Tvrdnju sljedeega teorema moZemo sma-
trati i alternativnom definicijom p-adskog cijelog broja. Dokaz sljedece tvrdnje moze se
pronaci u [3].

Teorem 1.4.5. Preslikavanje Z, — 1imZ/p"Z koje p-adskom broju x = Y2, x;p' pri-

druZuje njegov niz parcijalnih suma x, = Y'°) x;p' (modp"), n > 0 je izomorfizam to-
poloskih prstenova.
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Iako prethodni teorem nismo dokazali, on zapravo govori da je Z, moguce promatrati
kao projektivni limes sustava (Z,/p"Z,, ¢,)n>0 gdje je ¢, preslikavanje takvo da

Zp/p"“Zp > Z xip' (modp"“Zp) — Z x;p' (modp"Z,) € Z,/p"Z,,

i<n i<n

U ovom smo poglavlju promatrali Z, u kontekstu teorije skupova, algebarskih struk-
tura 1 metrickoga prostora. Naime, pokazali smo da je Z, neprebrojiv skup kada smo
ga promatrali kao Kartezijev produkt {1,2, ..., p — 1}'*. Zatim smo zakljuéili da uz prik-
ladnu definiciju zbrajanja moZemo Z, promatrati kao Abelovu grupu, a uz prikladnu de-
finiciju mnoZenja Z, postaje i komutativni prsten. Pokazali smo i neke karakteristike
prstena Z,. Naime, vidjeli smo da je Z, integralna domena i Cak StoviSe domena glav-
nih ideala. Na konktetnim smo primjerima vidjeli kako funkcionira zbrajanje 1 mnoZenje
p-adskih cijelih brojeva. Definirali smo i funkcije |- | : Z, = R, [x| = Lz0p 7™ i
d:7Z,xZ,— R, dx,y) = |x—yl. Zafunkcijud : Z, X Z, — R pokazali smo da za-
dovoljava svojstva metrike. Budu¢i da svaka metrika inducira topologiju, na kraju smo se
upoznali i sa nekim topoloSkim svojstvima od Z,,. Naime, pokazali smo da je Z, topoloska
grupa 1 topoloski prsten uz topologiju induciranu p-adskom metrikom. Kasnije smo defi-
nirali pojam projektivnog sustava i projektivnog limesa. Ustvrdili smo da projektivni limes
postoji za svaki projektivni sustav te da je jedinstven do na bijekciju. Pojam projektivnog
limesa bio nam je vaZan jer nam je omogucio da na alternativni nacin definiramo Z,,.



Poglavlje 2

Polje razlomaka Q,,

Neka je p ponovo fiksni prost broj. U ovom ¢emo poglavlju opisati polje razlomaka od Z,,
koje ¢emo oznacavati sa Q, te dati nekoliko karakterizacija toga polja.Elemente toga polja
nazivat ¢emo p-adski brojevi. Jedan od najbitnijih pojmova u ovomu radu, pojam reda
p-adskog cijelog broja prosirit cemo na polje razlomaka Q,. Pokazat ¢emo da p-adsku
apsolutnu vrijednost i metriku koje smo definirali u proSlom poglavlju, moZemo proSiriti
na polje razlomaka. Na kraju ¢emo za metriku d : Q, X Q, — R pokazati da zadovoljava
svojstvo d(x,z) < max{d(x,y),d(y,z)} ¥x,y,z € Q,, §j. da je d ultrametrika na Q,.

2.1 Definicija i karakterizacije polja Q,

Prisjetimo se prvo kako za danu integralu domenu D konstruiramo polje razlomaka. Tvrd-
nje necemo dokazivati niti éemo previse ulaziti u teoriju bududi da to izlazi iz okvira ovoga
rada. Neka je D integralna domenainekaje S = {(a,b) | a,b € D,b # 0}. Na § definiramo
relaciju ~ kao (a,b) ~ (¢,d) © a-d = b - c. Pokazuje se da je ~ relacija ekvivalencije.
Oznacimo s [a, b] klasu ekvivalencije od (a, b). Operacije zbrajanja i mnoZenja definiramo
kao [a, b]+[c,d] = [a-d+b-c,b-d] 1 [a, b]-[b, c] = [a-c, b-d] za koje se pokazuje da su dobro
definirane. Pokazuje se takoder da je skup svih takvih klasa ekvivalencija polje s definici-
jom zbrajanja 1 mnoZenja kao gore 1 za danu integralnu domenu oznacavamo ga s Frac(D).

U Poglavilju 1. pokazali smo da je Z, integralna domena. Stoga ozna¢imo s Q, =
Frac(Z,). Takoder smo vidjeli da se svaki x € Z,, x # 0 moZe zapisati kao x = p”“™y
gdje je u € Z. Inverz od x u polju razlomaka je 1/x = p™u ' . 1/x € p™Z,. Sada
vidimo da je:

Qp = U p" Zp-

m>0

17
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Iz gornje opservacije jednostavno se vidi da Yx € Q, postoji m € N, takav da je
x = p"a zanekia € Z,. Ukoliko x # 0, tada a # 0. Sjetimo se da a # 0 € Z, moZemo
na jedinstven nacin zapisati kao p‘u gdje je k = ord(a)iu € Z,. Stoga lako vidimo da
x € Q, — {0} na jedinstven nalin moZemo zapisati kao x = p™p*u = p'lu zanekil € Z i
u € Z,. Buduc¢i da je Q, polje, odnosno Q; = Q,, — {0}, vrijedi

Q= |z

mezZ

Prosirimo sada definiciju reda na polje razlomaka Q,,.

Definicija 2.1.1. Neka je x # 0 € Q, i x = p"u, m € Z,u € Zj jedinstven prikaz p-adskog
broja x. Definiramo funkciju ord : Q, — Z formulom ord(x) = m. Broj ord(x) nazivamo
redom p-adskog broja x.

Napomena 2.1.2. Funkcija ord : Q, — {0} — Z zadovoljava sva svojstva kao i u slucaju
Zp. Ta funkcija je homomorfizam izmedu Q, i Z. Takoder, ako je x # 0,x = a/bza a,b €
Zy, b # 0, vidimo da je ord(x) = ord(a/b) = ord(a-%) = 0rd(a)+ord(%) = ord(a)—ord(b).
Zadnja jednakost slijedi iz diskusije na pocetku poglavlja.

Napomena 2.1.3. Po konvenciji, uzimat cemo da je ord(0) = +oo.

Neka je ponovo x € Q) i v = ord(x). Znamo da je tada x = p'u za neki u € Z;. Tada
znamo da u moZemo zapisati kao u = Yoy a;p' gdje ap # 010 < a; < p—1, Vi > 0. Sada

vidimo daje x = p'u = Y2 a;p™ = X2 xip'.

Takoder, lako se vidi da je zam € Z ord;l(m) = {a € Q,|ord(a) = m} = p" ZIX,.
Vrijedi ord(a) > 0 & a € Z,,.

2.2 Ultrametrika na Q,

U ovom odjeljku ¢emo definirati ultrametriku na Q,. Vidjet ¢emo da je ona zapravo
poopcenje ultrametrike iz Poglavlja 1.

Definicija 2.2.1. Neka je X skup i d : X X X — R metrika na tom skupu. Ako d zadovo-
ljava i dodatno svojstvo d(x,z) < max{d(x,y),d(y,2)} Vx,y,z € X, tada funkciju d zovemo
ultrametrikom na X. Gornje svojstvo nazivamo jos i jakom nejednakos¢u trokuta.

Definirajmo funkciju | - | : Q, — R kao

] = { p~ x#0((v=ordx))

0 x=0 (2.1)
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Gornju funkciju Cesto zovemo p-adska apsolutna vrijednost. Uo¢imo, ova je funkcija pri-
rodno proSirenje funkcije definirane s (1.2) na polje razlomaka Q,,. Jasno je i da vrijedi
| - |1z, dana s (1.2). Direktnim rac¢unom se provjeri da ova funkcija zadovoljava i sva
svojstva iz Propozicije 1.3.2. Analogno, definirat ¢emo i funkciju d : Q, X Q, — R kao
d(x,y) = |x — y|. Trivijalno se vidi da je ona proSirenje iste funkcije iz Poglavlja 1. na po-
lje razlomaka. Da je d metrika neCemo pokazivati u ovom poglavlju jer je dokaz potpuno
analogan onomu iz Poglavlja I. nego ¢emo se baviti nekim novim svojstvima te funkcije.

Oznacimo sada s v = ord(x), w = ord(y) za x,y € Q;. Po Napomeni 2.1.2 znamo da
vrijedi ord(x + y) > min{v,w} & |x + y| = p~" ) < max{p™, p7'} = max{|x|, |yl}.

Propozicija 2.2.2. Funkcijad : Q, x Q, — R definirana s d(x,z) = |x — y| zadovoljava
sljedeca svojstva:

a) d(x,y) < max{d(x,y),d(y,2)} < d(x,y) +d(y,z) Vx,y,z € Q,., (d je ultrametrika)
b)d(x+z,y+z)=d(x,y)Vx,y,z € Q, (d je invarijantna na zbrajanje)
¢)d(zx,zy) = |zl d(x,y) Vx,y,2 € Q,

specijalno d(px, py) = @

Dokaz. a) Vrijedi d(x,z) = |x —z] = |(x —y) + (y — 2)| §to je po gornjem komentaru manje
ili jednako od max{|x — y|, |y — z|} = max{d(x,y), d(y, 2)}.

b)dx+zy+2) =l(x+2) - +2)|=lx—yl =dxy).

¢) Bududi da | - | zadovoljava svojstvo (N3) kao u Propoziciji 1.3.2 imamo d(zx,zy) =
|lzx — 2yl = |z(x = Y)| = |zl |x =yl = [zl d(x, y).

Primjer 2.2.3. Usporedimo udaljenosti brojeva 2 i 2001/1000 u standardnoj Euklidskoj
metrici te nasoj p-adskoj metrici za razlicite p-ove.

[2001/1000 — 2| gy = 0.001

[2001/1000 — 2}, = [1/1000], = 2772(1/1000) NP2 2 5~(-ordx(1000) — pord: (1000

— pord(2’s%) Kor 1219 5 ord(2%)+ord(s*) _ 93+0 _ 93 _ g

Na slic¢an nacin se dobije da je |2001/1000 — 2|5 = [1/1000|5s = 5° = 125

Zakljucujemo da su brojevi 2 i 2001/1000 najudaljeniji u | - |s. Zanimljivo je vidjeti kako
su ti brojevi "vrlo blizu” u standardnoj Euklidskoj metrici, a vrlo daleko” u | - |s.

Sljedeci teorem govori o nekim topoloSkim svojstvima od Q,, a preuzet je iz [3].

Teorem 2.2.4. Polje razlomaka Q, inducira p-adsku topologiju na Z,. Takoder, Q, je
lokalno kompaktno polje s karakteristikom jednakom nuli, tj. char Q, = 0. Q, moZemo
identificirati kao upotpunjenje prstena Z|1/p] = {ap’|a € Z,v € Z} ili Q uz p-adsku
metriku d.
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Dokaz. Primijetimo, uz metriku d definiranu kao gore, Z, je zapravo zatvorena jediniCna
kugla sa centrom u 0, odnosno vrijedi

x€Z,oordx) 20 x| <1 edx0) <1

Sli¢no, ako je k > 0, ideali p* Z, = {x € Z, | ord(x) > k} zapravo Cine kugle radijusa
p ¥ oko 0 u Q,. Te kugle ¢ine glavni sustav okolina oko 0 u Q,. Buduéi da Z, sadrzava
okolinu oko 0, ona je otvorena (i zatvorena) kugla. Odnosno, Z, je kompaktna okolina oko
0 uQ,. Sada zakljuCujemo da je Q, lokalno kompaktno polje pa stoga i potpuno (za dokaz
vidi Korolar 3., Poglavlje 3.2. u [3].)

Neka je sada x € Q, — {0}, x = 22, xip' (v = ord(x)). Lako se vidi da je niz (x,)en C
Z[1/pl, x, = = x;p' Cauchyjev niz u Z[1/p] koji konvergira prema x. Naime, vrijedi

X=X, = inpi €p'Z,,
i>n
odnosno
d(x,x,) < p™" —>0kadn — oo.

Dakle, za proizvoljni ne-nul element u Q, pokazali smo da postoji Cauchyjev niz iz Z[1/ p]
koji konvergira prema x, odnosno da je Z[1/p] gustu Q,,.
]



Poglavlje 3

Henselova lema

Kao Sto smo spomenuli u uvodu, Kurt Hensel bio je njemacki matematicar koji je djelovao
u drugoj polovini 19. 1 prvoj polovini 20. stoljeca, a jedan od njegovih najvecih doprinosa
matematici jesu njegovi radovi o p-adskim brojevima koje je prvi opisao. U ovom ¢e nam
poglavlju glavni cilj biti iskazati i dokazati tvrdnju nazvanu po njemu, tzv. Henselovu lemu
koja opisuje rjeSenje jednadzbe P(x) = 0 za P € Z,[X], x € Z,. Prisjetimo se, kada god
imamo neki komutativni prsten (ili polje) brojeva A, od koristi je promatrati i prsten A[X],
tj. prsten polinoma nad A u varijabli X (ili opéenitije, u varijablama X = (Xy,--- , X),)), te
pokusati pronaci nultocke polinoma P iz A[X], tj. broj x koji zadovoljava jednadzbu P(x) =
0 u nekom specificnom skupu B € Dp. Pri traZenju rjeSenja takve jednadZbe, prirodno
je postaviti pitanje koliko ima takvih rjeSenja i imaju li ta rjeSenja odredena svojstva, tj.
opisati skup rjeSenja. Takoder, kada opiSemo skup rjeSenja moZemo se pitati i koje su
daljnje posljedice naSih razmatranja.

U ovom ¢emo poglavlju traZiti rjeSenje jednadzbe P(x) = 0 u ve¢ nam poznatome skupu
Z,, dok ¢e P biti polinom sa koeficijentima iz Z,. Tada ¢emo dokazati tzv. Henselovu
lemu, koja tvrdi da ako krenemo od neke pocetne aproksimacije x koje zadovoljava P(x) =
0 (mod p") za neki n € N, moZemo doci do jedinstvenoga rjeSenjau y € Z, za koje vrijedi
y = x (mod p™) za specifican m € N. Nakon toga ¢emo vidjeti da su posljedice ove tvrdnje
kvadratna proSirenja polja Q,,.

3.1 Tvrdnjaidokaz Henselove leme

U ovom nam je odjeljku osnovni cilj iskazati 1 dokazati Henselovu lemu. Prije nego Sto
krenemo na dokaz tvrdnje, potrebno je pokazati nekoliko tehnickih detalja te se prisjetiti
jos ponekoga pojma iz algebre.

21
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Prisjetimo se prvo, ako je P neki komutativni prsten, tada s P[X;, X5, - - - , X,,] oznaCavamo
skup svih polinoma u varijablama X, X5, - - - , X,, sa koeficijentima iz P. Lako se provjeri
da je i P[Xi, Xa, -, X,] takoder komutativni prsten. Naravno, kada govorimo o polino-
spomenuli u uvodu poglavlja, €esto nas zanima i koliko ima rjeSenja x 1 mozemo li na neki
nacin okarakterizirati skup rjeSenja jednadzbe P(x) = 0.

Krenimo s nekoliko tvrdnji koje ¢e nam biti potrebna kako bismo dosli do Henselove
leme.

Propozicija 3.1.1. Neka je P € Z[X, Y]. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) P(x,y) = 0 za neke x,y € Z,

b) ¥Yn > 0 postoji rjesenje u Z/ p"Z gdje je Z] p"Z sustav ostataka modulo p
c) ¥n > 0 postoje a,, b, € Z takvi da P(a,,b,) = 0 (mod p")

n

Dokaz. Da je b) & c) slijedi trivijalno.

Pretpostavimo sada da imamo rjeSenje (x,y) € Z, te neka je standardno x = Y2, a;p'.
Sada ¥Yn € Ny definiramo x, = Y2 a;p' (mod p") € Z/p"Z. Na isti nalin definiramo i
niz (y,),»0. Sada vidimo da ako je (x,y) € Z, X Z,, tada je zbog svojstva funkcije modp"
P(x,,y,) = P(x,y)(modp™) € Z/p"Z. Dakle a) = b).

Pokazimo sada b) = a). Definirajmo za svaki n € N konacni skup X, = {(x,y) €
Z|/p"Z x Z/p"Z|P(x,y) = 0}.Po pretpostavci slijedi da X, # 0, Vn € N. Defini-
rajmo funkciju ¢, : X,»1 — X, kao ¢,(x) = (x(modp"),y(modp™)). Lako se vidi da
je ¢, neprekidni homomorfizam prstena Yn € N. Sada po Teoremu 1.4.2 znamo da
(Xi» n)nen ima projektivni limes X = limX, C Z, X Z,. Korolar Propozicije 1. u Po-

glavlju 4.4 u [3] garantira da je X # () bududi da X,, # 0 za svaki n € N. Stoga postoji
(x,y) € X takav daje P(x,y) =0. |

Propozicija 3.1.2. Neka je A prsten i P € A[X] proizvoljni polinom. Tada postoje Py i P,
u A[X, Y] takvi da je P(x + h) = P(x) + hPi(x, h) = P(x) + hP'(x) + h*Py(x, h).

Dokaz. Znamo daje P(x+h) = Y% o a,(x+h)" = 39_; a,(x"+nx"" ' h+h12(...)) = ¥, a,x"+
h 39 na,x"" + W2Py(x, h). O

Kao §to smo ve¢ napomenuli, u ovom nam je poglavlju jedan od ciljeva pronaci nultocke
nekog polinoma P. Naravno, pronaéi nultocku polinoma nije uvijek jednostavno pa Cesto
numerickim metodama trazimo aproksimacije rjeSenja za neku danu tocnost. Sjetimo se
da je jedna od najpoznatijih metoda za pronalazenje nultocki neke funkcije f tzv. Newto-
nova metoda. Da bismo mogli koristiti Newfonovu metodu u realnoj analizi, funkcija f
mora biti derivabilna i mora vrijediti f'(x) # 0 Vx € Dy . Ona se temelji na nizu aproksi-
macija nulto¢ke dok ne dodemo do Zeljene to¢nosti. Uzmemo pocetku aproksimaciju x 1
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definiramo

J(x)

Xprl = Xy — ———,n € N.

INZED)

Uzmimo sada polinom P € Z[X] i x € Z takav da je P(x) = 0 (mod p). BSO, mozemo
pretpostaviti da je x = ag € {0,1,---, p — 1} jer Vn € Z je ostatak pri dijeljenju s prostim
brojem p unutar toga skupa. Prisjetimo se, ako za neki broj x vrijedi x = 0 (mod p"), tada je
x = 0 (mod p"™') za n € N, stoga moZzemo pokusati pronaci u tom smislu "finije” rjesenje tj.
a za koji zelimo da vrijedi i P(a) = 0 mod(p?). 1z svojstva funkcije modulo znamo da ako
vrijedi P(ay) = 0 (mod p), tada je i P(ay + a;p) = 0 (mod p) zaneki a; € {0,1,--- ,p— 1}.
Stavimo stoga a = ay + a;p. Po Propoziciji 3.1.2 znamo da je P(a) = P(ap + a1p) =
P(ay) + P'(ag)a,p + b(a;p)* za neki cijeli broj b (zato $to je P, iz prethodne propozicije
prsten nad Z). Po pretpostavci znamo da je P(ap) = pt za neki ¢. Sada uz pretpostavku
P’(ap) # 0 vidimo da Ce vrijediti

-t

P(&) = 0 (mod p*) & t+P (ag)a; = 0 (mod p) & a;
P’(ap)

(mod p) uz P'(ag) % 0 (mod p).

pt P(ap)
P/(a()) . P,(a()) eqe . . .

odnosno P(a) = 0 (mod p?). Uo¢imo da smo dobili istu jednakost kao i u Newtonovom

nizu aproksimacija. Napomenimo da ¢emo za izraz N,(x) = x — P pazivati Newtonovim

P’(x)
preslikavanjem.

Stavimo li sada a = ag — = ay— vidimo da je zadovoljena trazena jednakost,

Pokazimo sada neka svojstva Newtonovog preslikavanja.

Propozicija 3.1.3. Neka je P € Z,[X]ix € Z, td. P(x) = 0(modp"). Ako je k =
ord(P'(x)) < n/2, tada Newtonovo preslikavanje £ = N,(x) = x — P(x)/P'(x) zadovoljava
sljedeca svojstva:

a) P(%) =0 (mod p™")

b) %= x (modp"™*)

c) ord(P' (X)) = ord(P'(x)).

Dokaz. Stavimo P(x) = p"y zanekiy € Z, i P'(x) = p*u za u € Z. Sada vidimo da je
f-x=-PW)/P () =-p" ' epz,

odnosno pokazali smo b). RaspiSemo li sada P(x) kao u Propoziciji 3.1.2 oko tocke X
dobivamo:

P(x) = P(R) + P'(R)(x — %) + P’ (x)(x = ®)* = P(X) + P'(R)(x — %) + t(x — ®)*.
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Buduci da je P” polinom nad Z, vrijedi da je t € Z,. UvrStavanjem ¥ = —P(x)/P’'(x) u
gornju jednakost dobivamo da je

P(.i') — t(.x _ -)/(\:)2 e p2n—2k Zp — pnpn—Zk Zp c pn+1 Zp

buduci da je 2k < n. Dakle, vrijedi 1 a). Preostaje pokazati ¢). OznacCimo sa k = ord(P’(x)).
1z Propozicije 3.1.2 znamo da je

PR=Px+GE-x)=Px)+(E—-x)s = pku + p"_kzs = pk(u + p"_Zkzs) = pkv

za neke s,v € Z,, u,z € Z,. Jo3 samo preostaje pokazati da je v invertibilan, no to lako
slijedi jer je n — 2k > Ote v = u + p"*zs € u + pZ, C Z. Sada je jasno da vrijedi tvrdnja
). O

Sada smo spremni dokazati Henselovu lemu.

Teorem 3.1.4. (Henselova lema) Neka je P € 7,[X] i x € Z, takav da
P(x) = 0 (mod p").
Ako je k = ord(P'(x)) < n/2, tada postoji jedinstveni korijen'y € Z, od P koji zadovoljava:
y = x (mod p"™)
i

ord(P'(y)) = ord(P'(x)) = k

Dokaz. Egzistencija. Konstruirajmo niz (x,),s¢ na sljedeéi nacin:

Xo =X

x1 = xo (mod p"™™)

P(x)) = 0 (mod p™*")
ord(P'(x))) = k.
Analogno nastavimo dalje, stavimo

X2 = x; (mod p™'7")

P(x) = 0 (mod p"*?)
ord(P' (x))) =k



POGLAVLIJE 3. HENSELOVA LEMA 25

1 tako dalje. Po Propoziciji 3.1.3 znamo da takav niz postoji. Na taj smo nacin konstruirali
Cauchyjev niz (x,),s0 za Ciji p-adski limes y vrijedi P(y) = 0iy = x (mod p"7).

Jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dva p-adska cijela broja y, z koji zadovoljavaju
svojstva iz teorema. Tada mora vrijediti z = y (mod p"~*). Jer je n > 2k imamo da je
n—k>k+ 1, stoga vrijedi i z = y (mod p**'). Sada po Propoziciji 3.1.2

P(z) = PG) + Pz —y) +a(z—y)°

zanekia € Z,. Buduci da je P(z) = P(y) = 0, imamo da je

(z=y(P'() +az-y)) =0.

Znamo da je ord(P'(y)) = k > 0, azbog z = y (mod p**!), zaklju¢ujemo da je ord(a(z—y)) >
k + 1, pa je gornja jednakost jednaka ako i samo ako je y = z. O

Napomena 3.1.5. Primijetimo, specijalni slucaj Henselove leme za n = 1 nas zapravo
dovodi do standardnih” iteracija Newtonove metode u smislu kongruencija. Naime, pret-
postavka k = ord(P'(x)) < n/2 iz teorema vrijedit ¢e ako i samo ako je k = 0, a to
vrijedi ako i samo ako P'(x) = ag + a\p + a»p* + - -+ uz ap # 0 Sto vrijedi ako i samo ako
P’(x) # 0 (mod p).

Primjer 3.1.6. Pogledajmo jednadzbu X* —2 = 0 u Z.

Trazimo rjeSenje jednadZbe & = ap + a\7 + a;7* + - - - € Z,, (ako postoji). Tada je ai —2 =
0 (mod 7). Imamo dvije mogucnosti: a; = ay = 3 i a; = agp = 4. Odaberemo a; = ay = 3.
Stavimo a, = ag + a, - 7 € Z/49Z. Lako se provjeri da vrijedi

a; —2=0(mod7*) © a; = 1 (mod 7).

Uocimo da na ovaj nacin zapravo kreiramo niz sve boljih aproksimacija iz Teorema 3.1.4
Iterirajuci dolazimo do rjeSenja:

a=3+1-742-7+6-P+1-7"+2-7 +--.

3.2 Primjene Henselove leme

Pogledajmo sada neke od posljedica Henselove leme.

Invertibilni elementi u Z,

Neka je P € Z,[X], P(x) = aX — 1,a # 0. Jasno je da je P(x) = 0 & aX = 1. Pretposta-
vimo da je ord(a) = 0, tj. akoje a = ap + a;p + a,p* + - -+, tada ay # 0 jer u suprotnom
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ne mozemo pocetnu aproksimaciju x € Z, t.d. P(x) = 0 (mod p). Tada je jasno da je
ord(P'(x)) = ord(a) = 0. Sada iteracijom sve boljih aproksimacija (u smislu modulo p")
dolazimo do rjeSenja u Z, po Henselovoj lemi. Mozemo zakljuciti da je nuzan uvjet kako
bismo na ovaj nacin dosli do rjeSenja ag # 0, odnosno po Propoziciji 1.2.24 a € Z;.

Uoc¢imo sada, u prvom koraku Newtonove metode imat cemo

P(x) 1

CP(x) a

X=x

Medutim, Newtonova metoda pretpostavlja da znamo Sto znaci podijeliti. Da smo u polju
relanih ili kompleksnih brojeva, odmah bi bilo jasno da je rjeSenje gornje jednadZzbe é, tj.
ve¢ bi druga aproksimacija bila stvarno rjeSenje. 1z toga razloga ovu opservaciju shva¢amo
viSe kao ilustrativhu. Za numericko pronalaZenje inverza bolja je opcija koristiti funkciju
f(X) = 1/X — a. Tada je X = 2x — ax? te izbjegavamo dijeljenje u pronalasku inverza.

Kvadratna proSirenja od Q,

Promotrimo sada jednadzbu P(X) = X* — a gdje je P € Z,[X]. PokuSajmo pronaci
rjeSenja ove jednadZbe. Jasno je da vrijedi P(X) = 0 & a = X?, a za to je nuZno da
je ord(a) = ord(X?*) = ord(X - X) = 20rd(X), odnosno red p-adskog cijelog broja a mora
biti paran. Ako sada podijelimo a s p*" za odgovarajuéi m € Ny, ponovo dolazimo do
invertibilnog elementa u Z,. Buduci da je ord(P'(X)) = ord(2X) = ord(2) + ord(X), vi-
dimo da u slucaju p = 2, ord(P’(X)) = 1, a nula inae. Stoga ¢emo posebno promatrati
slucaj kada je p = 2 i kada je p neparan.

1. p je neparan.
Neka je 1 < a < p takav da a # x*(mod p) za neki x. Tada vrijedi da a,ap i p nemaju
kvadratnih korijena u Q,. Oni Cine skup reprezentanata za klase modula kvadrata, tj.

Q@ = (PP ™) X (T3 /(2P = /2L X Z/2Z. (3.1)

Buduc¢i da je svako kvadratno proSirenje polja karakteristike 0 (kakvo je Q,) generirano
kvadratnim korijenom, zaklju¢ujemo da imamo sva kvadratna proSirenja do na izomorfi-
zam, a to su:

Q,p(Va), Qu(VP), Qy( Vap).
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Objasnimo ukratko kako smo dosli do izomorfizama u (3.1). Uo¢imo prvo da je p* =
Z, a pripadni izomorfizam je Z > n +— p" € p®. Sli¢no, p** = 2Z. Od tuda slijedi
p%/p** = Z/27Z. Sjetimo se sada da je

Q= |rz;

mezZ

Budu¢i da je unija disjunktna, sada lako vidimo da je p? X Zy > (p"u) = p"-u € Q)
izomorfizam, odnosno slijedi da je

Q; ~ p? x Z;

1 to neovisno o (parnosti) od p. Od tuda slijedi
Q /(@) = (P°/p™) X (Z;/(Z)).
Jos samo preostaje pokazati da je (Z,,/ (Z;)z) =~ 7/27Z, a tu ¢e nam pomoci Henselova lema.
Kao prvo, vrijedi da je
mod,

7, Z]pZ

epimorfizam, pa je i restrikcija
mod,
z "% (2 pzy*

takoder epimorfizam. Oznacimo jezgru ovog epimorfizma s U;. Lako vidimo da je

Hen.lema

U =1+pZ, < (Zy)

Sada imamo
z,/ (Z,X,)z) = (Z/pZ)*|(Z/pZ)*)* = Z/2Z.

2. pjeparan, tj. p =2
Uocimo prvo da je Z5 = 1 + 2Z,.

Propozicija 3.2.1. Invertibilni element a u Z, je kvadrat ako i samo ako a € 87Z, + 1.

Dokaz. Nekajea = b* € Z§ zanekib € Z,, tjb = 1 + 2by + 2*hy + --- = 1 + 2¢. Tada je
b* =1 +4(c + c?) zaneki c. Jer je ¢ = ¢*(mod27Z,), jasno je daje a € 8Z, + 1.

Obratno, uzmimo proizvoljni element a = 1(mod 8 Z,). Lako vidimo da je a invertibi-
lan. Sada primjenjujemo Henselovu lemu na X? — a = 0 uz po&etnu aproksimaciju x = 1.
Ocito je sada P(x) = X? — a = 0(mod2?).Te je zadovoljena pretpostavka 3 = n > 2k = 1.
Sada konstruiramo niz sve boljih aproksimacija to¢no kao u dokazu Henselove leme. Na
kraju dolazimo do pravog rjeSenja y za koje vrijedi y = x (mod2*~!) za koje vrijedi y* = a
uz,. O
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Imamo:
Q3 /(@) = 2%/2%%) x (ZF [(Z5)*). (3.2)

Znamo da je (27/2%%) = 7,/27 pa preostaje odrediti ¢emu je izomorfno (Z5/ (Z;)z). Vel
smo napomenuli da je
Z5 =1+2Zy = {£1}(1 + 4Z,),

uvrStavanjem u gornju relaciju i po prethodnoj propoziciji imamo:
ZX)(Z5)* = {£1} x (1 +4Z,)/(1 + 8Z,y). (3.3)

Jasno je da je {1} = Z/2Z. Sada joS pokazimo ¢emu je do na izomorfizam jednako
(1 +47Z,)/(1 + 8Z,). Promotrimo preslikavanja

Ty Zy, = Z[p"Z, n>1.
Jasno je da je m, epimorfizam za svaki n > 1, stoga je i restrikcija
T, Zy — (Z/p"Z), n> 1.

takoder epimorfizam. Oznacimo jezgre ovih epimorfizama s U,, n > 1. Lako se vidi
daje U, = 1 + p"Z,. Ako sada pogledamo preslikavanje modp : U, — Z/pZ, tj. 1 +
p"z — z (modp), jasno je da Ce jezgra ovog preslikavanja biti U,,;. Po prvom teoremu o
izomorfizmu (za dokaz i tvrdnju vidi [4]) zaklju¢ujemo da je

Un/Un+l = Z/PZ
Iz gornjega jednostavno slijedi da je (1 + 42Z,)/(1 + 82,) = U, /U3 = Z/27Z. stoga je
Q(Q)? = Z/2Z X 227 X Z/2Z.

Uocimodaje 5 € (1+47Z,)/(1+8Z,). Nadalje, zbog (3.2) 1 (3.3) sada je jasno da ¢emo imati
proSirenja generirana s: 5,(—1),2 te £5 - 2, £2, +5. ZakljuCujemo da do na izomorfizam
imamo sedam kvadratnih proSirenja od Q,, a to su:

Qu(V=1), Qu(V£2), Qu( V£5) i Qo V£10).

Primjer 3.2.2.

a) Lako se vidi da je =7 = 1 — 8 = 1(mod 8) iz fega zakljucujemo da je N—7 € 75 C Q.
Takoder, korijeni brojeva 9,17,41 nalaze se u Q, jer svi ti brojevi pri dijeljenju s 8 daju
ostatak 1.

b) Jednadzbe X* + 1 = 0, X> — 3 = 0 nemaju rjesenja u Q, jer brojevi —1 i 3 ne zadovolja-
vaju uvjete Propozicije 3.2.1.



Poglavlje 4

Algebarska prosirenja p-adskih brojeva

U ovom Ce nas poglavlju zanimati proSirenje p-adske metrike na konacna algebarska proSirenja
polja p-adskih brojeva.

Definicija 4.0.1. Apsolutna vrijednost na polju K je homomorfizam f : K* — Ry proSiren
s f(0) =0takavda f(x+y) < f(x)+ f(y) Vx,y e K.

Napomena 4.0.2. Apsolutnu vrijednost na polju K oznacavamo s | -|. Trivijalnom apsolut-
nom vrijednoséu smatrat cemo onu za koju je |x| = 1 Yx € K*.

Definicija 4.0.3. Ultrametricko polje je uredeni par (K, |-|) gdje je K polje, a | -| apsolutna
vrijednost koja zadovoljava jaku nejednakost trokuta, tj.

|x +y| < max{|x|,|[y]} < |x|+ |y Vx,y € K.
IskaZimo sada neka svojstva apsolutne vrijednosti na polju K ¢iji dokaz izostavljamo.

Propozicija 4.0.4. Neka je x — |x| apsolutna vrijednost na polju K. Tada vrijedi:

1) funkcija d(x,y) = |x — y| je metrika na K.

2) YO0 < a <1 preslikavanje x — |x|* takoder je apsolutna vrijednost.

3) Ako je x — |x| ultrametricka apsolutna vrijednost, tada je i x — |x|* takoder ultrame-
tricka apsolutna vrijednost.

Napomena 4.0.5. Uocimo, (Q,, |- |,) je ultrametricko polje.

Navedimo bez dokaza teorem koji je Ostrowski dokazao 1916. godine (za polje Q), a
daje poveznicu izmedu netrivijane ultrametricke apsolutne vrijednosti na polju Q i p-adske
apsolutne vrijednosti. Dokaz se moze pogledati u [3].

Teorem 4.0.6. (Ostrowski) Neka je x — |x| netrivijalna ultrametricka apsolutna vrijednost
na polju Q. Tada postoji prost broj pi @ € R, @ > 0 takvi da vrijedi

Il = 2, x € Q.

29
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Neka je K konacno proSirenje od Q, (dakle, nadskup od Q, koje je i samo polje).
MoZemo smatrati K kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorom nad poljem Q,, (bit ¢e
zadovoljen aksiom mnoZenja skalarom vektorskog prostora). Svaka apsolutna vrijednost
koja proSiruje p-adsku apsolutnu vrijednost od Q, je norma na K, odnosno dobivamo nor-
mirani prostor (K, |-]). Sljedeca propozicija koju navodimo bez dokaza precizira da postoji
najviSe jedna takva norma, a dokaz se moze pogledati u [3].

Propozicija 4.0.7. Postoji najvise jedna apsolutna vrijednost na K koje prosiruje p-adsku
apsolutnu vrijednost na Q,,.

Sada ¢emo prethodnu propoziciju i1 razmatranja primijeniti na tzv. konac¢no Galoisovo
prosirenje, nazvano po francuskom matemati¢aru Evaristeu Galoisu, jednom od utemelji-
telja teorije grupa. Ukratko, kona¢no Galoisovo proSirenje nekoga polja je proSirenje koje
je algebarsko i separabilno. Napomenimo da se svako konac¢no proSirenje moze uloZiti
u konac¢no Galoisovo prosirenje. Za viSe o konacnim Galoisovim proSirenjima moZe se
procitati u [1]. Neka je K konacno Galoisovo proSirenje od Q, te pretpostavimo da postoji
p-adska apsolutna vrijednost na Q, koju proSirujemo na K. Promatrajmo za svaki auto-
morfizam o od K/Q, apsolutnu vrijednost |x|" = |o(x)|. Napomenimo da ¢e K fiksirati
polje Q, po svakom automorfizmu. Po prethodnoj propoziciji znamo da postoji najvise
jedna apsolutna vrijednost koja ¢e prosiriti p-adsku apsolutnu vrijednost. Oznac¢imo sada
s G = Gal(K/Q,) Galoisovu grupu proSirenja i za x € K promotrimo element

Nw=]|]eweq,

oeG

Sada imamo:

NI =] el =] [lexd = 1x

oeG ogeG
gdje je d = [K : Q,] = dimg,(K). Napomenimo da broj d zovemo stupanj prosirenja.
Dakle, apsolutna vrijednost koja prosiruje p-adsku apsolutnu vrijednost je |x| = |N(x)|"/.

Za kraj ovog poglavlja upoznat ¢emo se s joS dva pojma, indeksom grananja i rezidu-
alnim stupnjem te vidjeti u kojoj su oni vezi s ve€ spomenutim stupnjem prosirenja.

Neka je K opet konac¢no proSirenje od Q,, tada je K lokalno kompaktno i potpuno.
Oznatimo s R = {x € K | |x| < 1}. Maksimalni ideal tog prstena je P = nR gdje je «
element od K s najveCom apsolutnom vrijedno$¢u takvom da vrijedi 0 < |n] = 6 < 1.
Za k = R/P vrijedi da je konacno proSirenje od F, = Z,/pZ. (Prisjetimo se Korolara
1.2.29 koji kaze da je jedinstveni maksimalni ideal od Z, upravo pZ,.) Oznac¢imo sada s
f =1k :F,] = dimg, (k). Tada vrijedi

k=F,, q=#k) = #(]Fp)f =p.
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Takoder, buduéi da je p € P, vrijedi

lpl=1/p =6, Il =Ipl'*

za neki cijeli broj e > 1.

Definicija 4.0.8. Broj
f =1k :F,] = dimg (k)

zvat ¢emo rezidualnim stupnjem konacnog prosirenja K od Q,,. Broj
e = [IK*|: Q5] = [IK*| : p?] = #(K*|/p”)
zvat ¢emo indeksom grananja.

Za kraj istaknimo teorem koji daje vezu izmedu brojeva f 1 g iz prethodne definicije, a
dokaz tog teorema moZze se pogledati u [3].

Teorem 4.0.9. Za svako konacno proSirenje K od Q,, vrijedi

fe=1[K:Qpl,
gdje su oznake kao u Definiciji 4.0.8 .

Primjer 4.0.10. Pogledajmo proSirenje Qs( V3).

Iz Poglavlja 3. znamo da V3 ¢ Qs. Prosirenje Q3(V3) je proSirenje stupnja 2 koje je
konacno Galoisovo proSirenje. Naime, proSirenje polja karakteristike 0 kakvo je Q, je
separabilno, a generirano je svim korijenima jednadzbe X* — 3 = 0 pa je normalno. Ga-
loisova grupa proSirenja ima dva elementa, a netrivijalni automorfizam fiksira Qs te V3
preslikava u — 3. Nadalje, uocimo da je

la +b V3| = (@ +bV3)a-bV3) = |a® - 30} < max{lals, 37 |bl3)

Vidimo da je maksimalna vrijednost, strogo manja od 1, koja se postiZe \/% za V3. Dakle,
n sa diskusije na pocetku stranice jednak je V3. Kako je |3 = 1/3 = (%5)2 = |\/§|2, imamo
e =2, a iz prethodnog teorema sada slijedi ef = 2, tj. f = 1.
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Sazetak

U ovom smo se radu bavili proucavanjem p-adskih brojeva koje je prvi puta opisao njemacki
matematicar Kurt Hensel 1897. godine. Skup p-adskih brojeva opisali smo u kontekstu te-
orije skupova, algebre 1 metrickoga prostora. Prvo smo krenuli od prstena Z, p-adskih
cijelih brojeva, a budu¢i da smo pokazali da je Z, integralna domena, proSirili smo Z, na
polje razlomaka koje smo oznacavali sa Q,. Vidjeli smo da je na Q, moguce definirati
ultrametriku. Iskazali smo i dokazali jednu od osnovnih tvrdnji vezanu za p-adske brojeve,
Henselovu lemu, koja govori da moZemo do¢i do jedinstvenog rjeSenja jednadzbe P(x) = 0
za polinom P € Z,[x]. Vidjeli smo da je Henselova lema usko vezana na Newtonovu
metodu pronalazenja aproksimacije nultocki. Dotaknuli smo se kvadratnih proSirenja polja
Q, kao direktne posljedice Henselove leme. Na kraju smo proucavali algebarska proSirenja
p-adskih brojeva i vidjeli primjer kona¢nog Galoisovog prosirenja.



Summary

In this master’s thesis we study p-adic numbers which were first described by Kurt Hensel,
German mathematician, in 1897. We describe the set of p-adic numbers in context of set
theory, algebra and metric spaces. First we observe the ring of p-adic integers, denoted
by Z,. Ring Z, is shown to be an integral domain, so it’s possible to define the field of
fractions of Z,, which we denote by Q,. Also, we define an ultrametrics on Q,. We give
a proof of Hensel’s lemma, one of the fundamental statements of p-adic theory, which
shows that there is an unique solution of P(x) = 0 for x € Z, and P € Z,[x]. Also, we
observe some connections between Newton’s method for finding an approximate solutions
for f(x) = 0, and Hensel’s lemma. As direct consequence of Hensel’s lemma we observe
quadratic extensions of Q,,. In the very end of this paper, we study algebraic extensions of
p-adic numbers and show an example of a finite Galois extension.
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