Sfernosimetric¢na rjesenja u kovarijantnoj f(T)
modificiranoj teoriji gravitacije

Sossich, Marko

Doctoral thesis / Disertacija
2022

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:023489

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-20

L STE U2
S EN 2

72
< £,
S %
=) - , . ..
N % Repository / Repozitorij:
7;'_; ET: Repository of the Faculty of Science - University of
% & Zagreb
% &
< N
(@) €

L
Ay \
0. MATE‘N"F"

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:023489
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:11349
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:11349

0N 1
1 M \

Sveuciliste u Zagrebu
Prirodoslovno-matematicki fakultet
Fizicki odsjek

Marko Sossich

Sfernosimetricna rjesenja u kovarijantnoj

f(T) modificiranoj teoriji gravitacije

DOKTORSKI RAD

Zagreb, 2022



0N 1
1 M \

Sveuciliste u Zagrebu
Prirodoslovno-matematicki fakultet
Fizicki odsjek

Marko Sossich

Sfernosimetricna rjesenja u kovarijantnoj

f(T) modificiranoj teoriji gravitacije

DOKTORSKI RAD

Mentor:
|zv. prof. dr. sc. Sasa lliji¢

Zagreb, 2022



0N 1
1 M \

University of Zagreb
Faculty of Science
Department of Physics

Marko Sossich

Spherically symmetric solutions in

covariant f(T) theory of gravity

DOCTORAL THESIS

Supervisor:
|zv. prof. dr. sc. Sasa lliji¢

Zagreb, 2022



Doktorski rad izraden je na Sveucili§tu u Zagrebu Fakultetu elektrotehnike i raCunarstva,

na Zavodu za Primijenjenu fiziku.

Mentor: Izv. prof. dr. sc. Sasa Iliji¢

Doktorski rad ima: 110 stranica

Doktorski rad br.:



O mentoru

SaSa Iliji¢ rodio se u Zagrebu 1969. g., a 1998. g. diplomirao je fiziku na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu (SveuciliSte u Zagrebu) s temom iz podrucja spektroskopije zvijezda.
1999. g. zaposlio se kao znanstveni novak na Opservatoriju Hvar Geodetskog fakulteta (Sve-
uciliSte u Zagrebu) te nesto kasnije na Fizickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta.
Stupanj magistra znanosti stekao je obranom rada iz podrucja spektroskopije dvojnih zvjezda-
nih sustava na Prirodoslovno-matematickom fakultetu 2003. g. Od 2003. g. zaposlen je na
Fakultetu elektrotehnike i raCunarstva gdje je danas izvanredni profesor. Stupanj doktora zna-
nosti stekao je 2007. g. na Prirodoslovno-matematickom fakultetu s radom iz podrucja fizike
gravitacije. Akademsku godinu 2006./2007. proveo je na znanstvenom usavrSavanju u Institutu
za teorijsku fiziku SveuciliSta u Becu, a u viSe navrata boravio je i na sveuciliStu Simon Fraser
u Kanadi. Suautor je tridesetak znanstvenih radova najve¢im dijelom iz podrucja fizike gravi-
tacije, a koji su ukupno citirani preko 500 puta. Na Fakultetu elektrotehnike i raCunarstva Sasa
Iliji¢ izmedu ostalih predmeta predaje 1 predmet “Kvantna racunala” koji je popularan medu

studentima te sudjeluje u aktivnostima popularizacije znanosti.



Sazetak

Modificirana teorija gravitacije poznata kao f(7) gravitacija oslanja se na torziju kao temeljno
svojstvo prostorvremena. Kako bi se istrazila predvidanja ove teorije, ona je primijenjena na
niz problema iz podrucja kozmologije, dok su njena predvidanja u podrucju sferno simetri¢nih
problema istraZena u znatno manjoj mjeri. PredloZeno istraZivanje usredotoCuje se na kons-
trukciju sfernosimetri¢nih rjeSenja i proucavanje njihovih svojstava u okviru tzv. kovarijantne
inaCice gravitacije tipa f(T') koja osigurava invarijantnost jednadzbi gibanja u odnosu na odabir
tetrade. Izvest Ce se i analizirati modificirane Einsteinove jednadZbe u kovarijantnoj formulaciji
f(T) teorije gravitacije te Ce se prouciti uloga Lorentzove (spinske) koneksije u njima. IstraZit
Ce se staticna vakuumska rjeSenja kao i nevakuumska rjeSenja poput politropskih kompaktnih
objekata i bozonskih zvijezda. Proucit ¢e se i moguénost nalazenja sfernosimetri¢nih rjeSenja
ovisnih o vremenu, pri ¢emu e biti potrebno pronaéi odgovarajuce tetrade i odgovarajuci oblik
Lorentzove (spinske) koneksije. JednadZbe gibanja ée se zbog svoje matematicke sloZenosti

rjeSavati numerickim postupcima.

Kljucne rijeci: Modificirane teorije gravitacije, Crne rupe, Zvijezde
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Poglavlje 1

Uvod

Motiviran ujedinjenjem elekromagnetizma i gravitacije Albert Einstein je u svojim rado-
vima izmedu 1928. i 1931. godine uveo koncepte apsolutnog paralelizma ili teleparalelizma
(njem. Fernparallelismus) [1]. U tom pristupu metricka koneksija viSe nije bila ogranicena je-
dinstvenom koneksijom s iS¢ezavajuom torzijom, koneksijom Levi-Civite, kao Sto je to bio
slucaj u opcoj teoriji relativnosti. Naime, s obzirom na to da je u istom prostorvremenu mo-
gule definirati razli¢ite koneksije, moguce je koristiti i koneksije u kojima torzija ne iSCezava.
Osim toga, Einstein je prvi uveo tetradu u kontekstu unificiranih teorija polja [2], odnosno lo-
kalno definirani skup Cetiriju linearno nezavisnih vektorskih polja, ¢ime je omogucio usporedbu
tangentnih vektora na udaljenim tockama mnogostrukosti. Tetrada sadrZi 16 linearno nezavis-
nih komponenti, odnosno stupnjeva slobode, dok metricki tenzor zbog svojstva simetri¢nosti
sadrzi njih samo 10. Einsteinova slutnja bila je ta da se 6 dodatnih stupnjeva slobode moze
iskoristiti za mogude proSirenje opCe teorije relativnosti ukljucenjem opisa elektromagnetizma.
Kasnija su istraZivanja, medutim, pokazala da dodatnih 6 stupnjeva slobode opisuju slobodu iz-
bora promatraca, odnosno da ti stupnjevi slobode odgovaraju stupnjevima slobode Lorentzovih
transformacija (3 rotacije i 3 parametra potiska) [3, 4].

Takoder, s obzirom na uspjehe kvantne teorije polja u opisu ostalih temeljnih sila (elek-
tromagnetizam, slabo i jako nuklearno medudjelovanje), a rijeC je o teoriji koja se oslanja na
nacelo lokalne bazdarne invarijantnosti, postavlja se pitanje je li moguce i gravitacijsko me-
dudjelovanje izvesti koriStenjem tog nacela? U nastojanju da se teorija gravitacije izrazi kao
lokalno bazdarna teorija uvode se Cetiri linearno nezavisna polja h, = h,* dy, koja zovemo tetra-
dom i koja u svakoj tocki prostorvremena razapinju ¢etverodimenzionalni vektorski tangentni
prostor. Time se omogucuje formulacija teorije gravitacije kao bazdarne teorije translacija.

Konac¢no, dinamika prostorvremena dana je raspodjelom mase i energije, odnosno tenzorom
energije i impulsa (koli¢ine gibanja). Medutim, otvorena je moguénost i dodatnog medudjelova-

nja spina materije 1 prostorvremena. Jedna od prvih klasi¢nih teorija gravitacije koja ukljucuje
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spinsku gustocu u dinamici prostorvremena je Einstein-Cartanova teorija [5, 6, 7, 8, 9], pri ¢emu
se opis samog medudjelovanje oslanja na torziju prostorvremena.

Vrlo rano nakon uspjeha opée teorije relativnosti koja uzima zakrivljenost kao temeljno
svojstvo dinamike prostorvremena pokazalo se da je istovjetnu teoriju gravitacije moguce for-
mulirati koriStenjem iskljucivo torzije kao dinamickog svojstva prostorvremena. Time je nas-
tala alternativna teorija koja je na razini jednadzbi gibanja istovjetna opcoj teoriji relativnosti,
a poznata je pod imenom Teleparalelni ekvivalent opCe teorije relativnosti (engl. Teleparallel
Equivalent of General Relativity, TEGR). Njezini osniva¢i su Roland Weitzenbock, Elie Cartan
i Christian Moller [10, 11, 12]. Formulacija te teorije predstavljala je u svoje vrijeme vrlo za-
nimljiv iskorak u razumijevanju gravitacijskog medudjelovanja, prvenstveno zbog toga §to se
nije oslanjala iskljucivo na zakrivljenost kao glavni i jedini ontoloski koncept, ve¢ je koristila
torziju. Interpretacija gravitacijskog medudjelovanja postala je opcenitija, a uvidjelo se 1 to da
se torzija 1 zakrivljenost mogu ravnopravno smatrati temeljnim pojmovima pri opisu dinamike
prostorvremena.

Ipak, vodeni novijim rezultatima kozmoloskih istrazivanja postoje pokazatelji koji upucuju
na mogucu nepotpunost opce teorije relativnosti (a time 1 TEGR-a) [13, 14, 15]. Neki od glav-
nih problema s kojima se susree opca teorija relativnosti su pitanja singulariteta (Hawkingovi
i Penroseovi teoremi) [16, 17, 18], problem horizonta®, problem finog podesavanja itd., a koji
nisu na zadovoljavajuci nacin razrijeSeni. Takoder, u podrucju visokih energija postoji nuznost
postavljanja kvantne teorije gravitacije. Ve¢ u formulaciji kvantne teorije polja u zakrivljenim
prostorima susrecemo problem zracenja crnih rupa i tzv. paradoks informacije crnih rupa. Po-
kusaji renormalizacije gravitacije vodeni metodama kvantne teorije polja nemoéni su pred po-
trebama uklanjanja divergentnih ¢lanova u okviru kvantizacije gravitacije. Istovremeno postoje
problemi interpretacije kvantne teorije gravitacije, kao 1 matematicka nekonzistentnost tih te-
orija, neovisno u kojem se aktualnom programu problematika odvijala.” Nadalje, i uz neupitan
doprinos predloZenih teorija kvantne gravitacije u razumijevanju gravitacije na kvantnomeha-
nickoj razini, prisutnom ostaje nemoguénost provjere tih teorija, s obzirom na to da ne postoje
opazanja pri dovoljno visokim energijama. U ovom radu se nece ulaziti niti u jednu od predloze-
nih kvantnih teorija gravitacije, ve¢ ¢e se razmatrati opCa teorija relativnosti i njen teleparalelni
ekvivalent (TEGR) koji e biti izmijenjen time $to ¢e se dodavanjem torzijskih invarijanti u ak-
ciji efektivno prikazati moguéi kvantni doprinosi. Takvu izmijenjenu teoriju koja je temeljena

na torziji zovemo f(7) modificiranom teorijom gravitacije [20], a njena akcija uz minimalno

*Problem horizonta, koji ¢esto nazivamo i problemom homogenosti, bavi se opazenom homogenosti i ter-
modinamickom ravnotezom kozmickog pozadinskog zracenja svemira medu kauzalno nepovezanim podrucjima.
Postavlja se pitanje koji to posebni mehanizmi dovode do opazenog u¢inka? Jedan od modela koji nastoji razrijesiti
problem horizonta jest model inflacije [19].

"Pod programom tu se prvenstveno misli na dvije prevladavajuée struje, jedna polazi od principa kanonske
kvantizacije (kvantna gravitacija petlji), dok druga koristi kovarijantnu kvantizaciju (teorije struna).
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vezanje s materijom dana je s

_((4 4
y—/<ﬁf(T)+$mat) hd*x, (1.1)

gdje je T skalar torzije, f je funkcija koja u sluaju TEGR-a glasi f(7T) = T, a u modificiranoj
teoriji postaje opcenita funkcija skalara torzije, Zny je lagranzijan materije, k = 87G/c*, a
hd*x je invarijantni element volumena prostorvremena. Takva modificirana teorija pokazala se
uspjeSnom u opisu kozmoloskih opaZanja gdje se na elegantan nacin, bez dodavanja hipotetskih
polja, dimenzija, energija i sl., mozZe objasniti neke od postojecih kozmoloskih problema [21,
22, 23, 24]. Ovaj alternativni put, u odnosu na ACDM (A cold dark matter)* ,nastoji opaZene
proturjecnosti interpretirati promjenom geometrije, a ne uvodenjem novih izvora gravitacijskog
medudjelovanja. Kako bi f(7') bila valjana alternativna teorija gravitacije ona mora nuzno
proci standardne testove Suncevog sustava [25, 26, 27, 28] te mora biti u skladu s kozmoloskim
opazanjima [29].

Ubrzo nakon postavljanja f(7) gravitacije uoCen je problem naruSenja Lorentzove invari-
jantnosti [30], pod ¢ime se misli na izostanak invarijantnosti lagranZijana ove teorije i poslje-
di¢no jednadZzbi gibanja koje iz njega proizlaze, a u odnosu na lokalni odabir opaZaca, odnosno
Lorentzovu transformaciju odabrane tetrade. U meduvremenu je bilo nekoliko pokuSaja koji
su nastojali shvatiti i analizirati problem loma Lorentzove invarijantnosti [31, 32, 33], no tek
je nedavno pokazano da se napusStanjem principa apsolutnog paralelizma te doslijednim uvode-
njem spinske koneksije moze postaviti tzv. kovarijantnu formulaciju f(7) gravitacije [34]. U
toj su formulaciji lagranZijan i jednadZbe gibanja invarijantni s obzirom na odabir, odnosno na
lokalnu Lorentzovu transformaciju tetrade. Naime, u ranijim formulacijama f(7) gravitacije, a
koje danas nazivamo nekovarijantnim f(7') teorijama, neki su istrazivaci koristili pojmove po-
put “dobrih” 1 “loSih” tetrada, ovisno o tome jesu li one vodile prema vise ili manje smislenim
jednadzbama gibanja. Mnogo novijih radova bavi se prou¢avanjem uloge spinske koneksije 1
formulacijom kovarijantne f(T') gravitacije [35, 36, 37, 38]. Izmedu ostalog proucena je Ha-
miltonova formulacija f(7) gravitacije [39], uloga Bianchijevih identiteta u toj teoriji [40],
stati¢na sfernosimetri¢na vakuumska rjesenja [41], kao i aksijalno simetri¢na vakuumska rjese-
nja [33]. Na Zalost, neki od ranih radova u ovom podrucju nisu koristili kovarijantnu inacicu
teorije gravitacije tipa f(7') §to dovodi u pitanje valjanost nekih njihovih zaklju¢aka u okvirima
kovarijantne formulacije. Na primjer, ostao je upitnim status Birkhoffovog teorema [42, 43, 44]
kao i postojanja sferno simetri¢nih konfiguracija koje bi opisivale relativisticke zvijezde [45],
gdje se Cak tvrdilo da takva mogucnost u f(7) gravitaciji ne postoji [46]. Takoder, navodi

prema kojima Schwarzschildovo rjeSenje iz opce teorije relativnosti ostaje valjanim u okviru

fACDM predstavlja kozmoloski model koji se sastoji od tamne energije - u kojem A oznacava kozmolosku
konstantu, i hladne tamne materije oznacena s kraticom CDM. Taj je model, zbog svoje jednostavnosti i uspjeha,
u znanstvenoj zajednici ¢esto smatran standardnim kozmoloskim modelom.
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f(T) gravitacije [47] pokazali su se neto¢nima [41].

Ovaj rad ¢e najprije dati pregled osnovnih pojmova i kratak prikaz kovarijantne formulacije
f(T) gravitacije, a nakon toga ¢e se usredotoCiti na proucavanje stati¢nih sfernosimetri¢nih rje-
Senja u okviru te teorije. Najprije e se razmotriti vakuumska rjeSenja koja je u nekim posebnim
situacijama moguce dobiti analitickim putem, a nakon toga e se prikazati vakuumsko rjesenje
dobiveno perturbativnim putem kao i neka rjeSenja dobivena numeri¢kim postupkom. Zatim
¢e se istraziti neka staticna sfernosimetri¢na rjeSenja koja opisuju relativisticke zvijezde. Prije
svega Ce se razmotriti rjeSenja dobivena tzv. politropskom jednadZbom stanja koja su u opcoj
teoriji relativnosti zanimljiva jer su prostorno ograni¢ena u smislu postojanja sferne hiperplohe
izvan koje su komponente tenzora energije i impulsa identicki jednake nuli. Razmotrit ¢e se
odnos mase i broja Cestica u takvim modelima i usporedit ¢e ga se s poznatim rezultatima iz
opce teorije relativnosti. Dio rezultata ovog dijela istraZzivanja objavljen je u radu [48]. Na-
kon politropskih zvijezda razmotrit e se tzv. bozonske zvijezde Ciji tenzor energije i impulsa
proizlazi iz lagranZijana masivnog kompleksnog skalarnog polja. Nasuprot politropskim zvi-
jezdama, bozonske zvijezde nemaju konacan polumjer, ve¢ se prozimaju kroz sav prostor. Ovaj
dio istrazivanja objavljen je u radu [49].

U pretposljednjem poglavlju diskutirat ¢e se o nekim poteSkoCama vezanim uz tetrade

ovisne o vremenu u kovarijantnoj f(7') teoriji gravitacije.



Poglavlje 2
Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju dat Ce se pregled najvaznijih matematickih pojmova i identiteta koji se koriste
pri formulaciji teorija gravitacije koje se osnivaju na zakrivljenosti i na torziji prostorvremena.
Notacija koja se ovdje uvodi koristi se u poglavljima koja slijede, a u potpunosti je uskladena s
udzbenikom [11].

2.1 Tetrada

Teorije gravitacije koje su temeljene na geometriji prostorvremena definirane su na cetvero-
dimenzionalnoj diferencijabilnoj mnogostrukosti. Svakoj tocki prostorvremena pridruZen je

tangentni vektorski prostor s metrikom Minkowskog definiranom s
Nap = diag(+1,—1,—1,—1), 2.1

gdje je odabran tzv. negativni potpis metrike. U ovom radu slova grckog alfabeta (u,v,... =
0,1,2,3) koristit emo za indekse komponenata tenzora u prostorvremenu, dok ¢emo slova
latinske abecede (a,b,... = 0,1,2,3) koristiti za indekse komponenata tenzora u tangentnom
prostoru. Prostorvremenske koordinate oznaCavat ¢emo s x*, a koordinate tangentnog prostora
s x*. Koordinate prostorvremena definiraju tzv. koordinatnu bazu dx*, dok bazu u tangentnom

prostoru oznacavamo s dx“. Tim bazama odgovaraju i skupovi gradijenata,

d d
oy =~ Oy = — 2.2
u axu ) a axa ) ( )
pri ¢emu vrijedi svojstvo ortogonalnosti
dx"o, = &, dx“dy, = 8¢ (2.3)
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Svaki vektor ili kovektor moZemo izraziti koriStenjem tih baza. Bazu u tangentnom, odnosno u

kotangentnom prostoru oznacavamo s e, i e te je nazivamo tetradom (njem. vierbeine),
eq = Oy, e = dx“. (2.4)

Naravno, bazu tvori i bilo koji drugi skup Cetiriju linearno nezavisnih polja ¢} za koji vrijedi
ortogonalnost
ey, =67 (2.5)

Bitno svojstvo neke mnogostrukosti jest njezina paralelizabilnost koja podrazumijeva da su vek-
torska polja e, svugdje neiScezavajuca, jer u protivnom ona ne bi mogla tvoriti bazu. Veza iz-
medu mnogostrukosti prostorvremena u nekoj njegovoj tocki i odgovarajuéeg tangentnog pros-
tora dana je s

ea = e dy, e = ey dxt, (2.6)

te s
du = ey eq, dxM = e M e, 2.7

Iz uvjeta ortogonalnosti (2.5) vrijedi
eyes’ =9y, ‘et =5y (2.8)

U prostorvremenu u kojem nisu prisutni ucinci gravitacije i ¢ija je metrika dana tenzorom 1)y,

tetrade za koje vrijedi

Nab = Nuv ed ey’ Nuv = Nap eau ebw (2.9)

zvat ¢emo trivijalnim tetradama. Opcenito, u prostoru u kojem jesu prisutni uinci gravitacije i

Ciji je tenzor metrike gy v, tetrade ha* za koje vrijedi
Nab = guvha hp’, gy = Naph"uh’y, (2.10)
zovemo netrivijalnim tetradama. Netrivijalna tetrada takoder zadovoljava relacije
hyhg” = 6,", he it = 8,°. (2.11)

Trivijalna tetrada ima svoju ulogu u specijalnoj teoriji relativnosti gdje se pojavljuje iskljucivo
prostorvrijeme Minkowskog, dok je netrivijalna tetrada kljuCna za ukljucivanje gravitacijskog
medudjelovanja gdje se pojavljuje opéenita metrika g,. Tetrada h,* ima ulogu preslikavanja

prostorvremenskih tenzora u tangentni prostor i obrnuto. Na primjer, tenzoru Cije su prostor-
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vremenske komponente A*Y u tangentnom prostoru odgovaraju komponente
AL =t b APV, (2.12)

Podizanje i spuStanje prostorvremenskih indeksa i indeksa tangentnog prostora postizemo kon-

trakcijom s odgovaraju¢im tenzorima metrike, AXY = AH, gPV, A9 = A9 <.

Na primjer,
podizanjem i spustanjem indeksa same tetrade, h,* = 1, hPvg"Y, dolazimo do izraza za pres-

likavanje tenzora A’ iz tangentnog prostora u prostorvrijeme,
ARV = PRy A (2.13)

U opcoj teoriji relativnosti metrika g,y predstavlja temeljni objekt (stupnjeve slobode) u opisu
gravitacijskog medudjelovanja, dok u teorijjama osnovanim na torziji tu ulogu ¢e imati tetrada
ha” .

2.2 Lorentzova (spinska) koneksija

U konstrukcijama bazdarnih teorija klju¢nu ulogu imaju koneksije ¢ija je uloga osigurati kova-
rijantnost derivacija objekata s obzirom na baZzdarnu transformaciju u kojoj su ti objekti inva-
rijantni. Npr. bazdarna polja u elektromagnetizmu omogucuju kovarijantnost derivacija Dira-
covog spinora Y s obzirom na lokalne bazdarne transformacije. U modificiranim teorijama
gravitacije nuzno je razumjeti ulogu koneksija koje znatno mijenjaju strukturu jednadzbi same
teorije. Osnovna razlika izmedu bazdarnih teorija u standardnom modelu u odnosu na gravi-
taciju leZi u tome Sto u standardnom modelu govorimo o unutarnjim (internim) simetrijama—
lokalnim bazdarnim simetrijama—LKkoje se odvijaju na pozornici prostorvremena, dok u gravi-
taciji osnovu svih simetrija ¢ini samo prostorvrijeme. U teorijama gravitacije uvodimo Lorent-
zovu ili spinsku koneksiju

Ay = %A“bﬂsab, (2.14)
gdje je S, zadana reprezentacija Lorentzove grupe SO(3,1). Na primjer, za skalarno polje
koristimo S,, = 0, za Diracov spinor S, = iV, »]/4, gdje su y, Diracove matrice, dok za
vektor koristimo (Su)¢q = i(Npa 85 — NaqS);). Sama Lorentzova koneksija antisimetri¢na je u
svoja prva dva indeksa,

Aabu = _Aba;,t- (2.15)

Lorentzova koneksija definira tzv. kovarijantnu derivaciju Fock—Ivanenka,

Dy =y — %A“busa,,, (2.16)
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koja se, na primjer, u slucaju vektora svodi na
D@ = "+ A 4u9”. (2.17)
Lorentzovoj koneksiji A%y, pridruZena je linearna koneksija definirana s
TPy = he? Dyhy = haP dyh®y + haP A% HP (2.18)
te vrijedi relacija koju uzimamo kao definiciju kovarijantne derivacije V,
Ay = h"OuhyY +h Y puhpP = b4V ihyY . (2.19)
Za opcCenito vektorsko polje ¢ vrijedi
Duo* =h"\ V0, Vuo¥ =h" Dy 9. (2.20)
Iz jednadZbe (2.18) slijedi jednakost
Iuhy — TPy + A%k =0 (2.21)

koja ima vaznu ulogu pri formulacijama teorija gravitacije koje se osnivaju na torziji prostorvre-
mena. Naime, u ranijim formulacijama tzv. teleparalelnih teorija koristio se tzv. uvjet apsolutne

paralelizabilnosti koji glasi
Vuhy = ouhy —TPy h¢y =0. (2.22)
Taj uvjet za odabranu tetradu 4“, definira tzv. Weitzenbdckovu linearnu koneksiju
Py = hoPouhy (2.23)

kojoj odgovara da je Lorentzova koneksija jednaka nuli. Pokazat ¢e se (vidi poglavlje 4) da se
koriStenjem Weitzenbockove koneksije ne osigurava lokalna Lorentzova invarijantnost lagranZzi-
jana TEGR-a, odnosno invarijantnost lagranZijana u odnosu na odabir tetrade. Ipak, jednadzbe
gibanja koje proizlaze iz takvog lagranzijana jesu invarijantne u odnosu na odabir tetrade. Si-
tuacija se, medutim, u korijenu mijenja kad se u razmatranje uzmu proSirene teorije osnovane
na torziji poput teorije gravitacije tipa f(7T') gdje se nezaobilazno mora ukljuciti i Lorentzovu
koneksiju. U teorijama gravitacije tipa f(7) napusta se naCelo apsolutne paralelizabilnosti te

jednadzba (2.21) ima kljucnu ulogu u osiguravanju lokalne Lorentzove invarijantnosti teorije.
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2.3 Zakrivljenost i torzija

Na istom prostorvremenu moguce je definirati razliite koneksije, a shvatimo li zakrivljenost i
torziju kao tenzorska svojstva koneksije, na istom je prostorvremenu moguce definirati teorije
gravitacije temeljene bilo na zakrivljenosti, bilo na torziji, kao i one u kojima su istovremeno
prisutne 1 zakrivljenost i torzija.

Tenzor zakrivljenosti prostorvremena opcenito je definiran s
Rp/lvu = 8VFPM —duIP), + FPGVFG;W —IP5ul%,y, (2.24)
a moZemo ga izraziti i koriStenjem Lorentzove koneksije,
Ry = Ay — Ay + A%y A%y — A%y A%y (2.25)
Tenzor torzije definiran je kao antisimetricni dio linearne koneksije,
TPy =TPuy —TPy,, (2.26)
Sto takoder moZemo izraziti koriStenjem Lorentzove koneksije i tetrade,
Ty = ovh®y — duhy + A% hey — A% iy (2.27)
Linearna koneksija Levi—Civite,
lo“Guv = %8Gp(augpv +dvgpu — Ipguv); (2.28)

je jedinstvena koneksija s iS¢ezavaju¢om torzijom, a pripadajuci tenzor zakrivljenosti zovemo
Riemannovim tenzorom zakrivljenosti i oznacavamo ga s RP ;.

Tenzor kontorzije definiran je kao razlika opcenite koneksije I'”;, i koneksije Levi—Civite

o

Fp,uv,
KPyy =Py — 1Py, (2.29)

Zakrivljenost i torzija zadovoljavaju identitete

DT o+ DuTp + DpTuv = Rpuv +Rppu + R pvp, (2.30)

koje zovemo Bianchijevim identitetima. U prostorvremenskim indeksima, u posebnom slucaju
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iS¢ezavajuce torzije gornji identiteti svode se na

R)lp“v +R€A\/p‘u_ +R€A”\/p — 07 (2.32)

V\/Rgl opu + V”Rglcvp + VPRSAG”V — O, (2.33)

Sto su Bianchijevi identiteti, poznati iz opée teorije relativnosti.
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Poglavlje 3

Teleparalelni ekvivalent opce teorije

relativnosti

U ovom poglavlju pokazat éemo na koji je nacin moguce teoriju gravitacije shvatiti kao ba-
Zdarnu teoriju translacijske grupe. Takoder, opisat cemo osnovne crte formulacije TEGR-a te
prouciti njen odnos s opéom teorijom relativnosti. Konacno, pokazat ¢e se istovjetnost TEGR-
a i opCe teorije relativnosti na razini jednadzbi gibanja probne Cestice i jednadzbi polja koje

opisuju vezanje prostovremena i materije.

3.1 Gravitacija kao bazdarna teorija

Zanimljivo svojstvo teleparalelnog ekvivalenta opce teorije relativnosti (TEGR) jest da se tu
teoriju moZe shvatiti kao baZdarnu teoriju gravitacije u odnosu na grupu translacija. U tom se
smislu TEGR razlikuje od opce teorije relativnosti koju ne smatramo baZzdarnom teorijom. Na-
ime, iako opca teorija relativnosti sadrzi simetrije kao $to su difeomorfizam i Lorentzova sime-
trija koje bi mogle imati ulogu bazdarne simetrije, njezini stupnjevi slobode nisu bazdarna polja
ili koneksije kao $to je to slucaj u bazdarnim teorijama, ve¢ je to sama metrika prostorvremena.
Ovdje ¢emo pokazati da se odstupanje metrike opcenitog prostorvremena od metrike prostor-
vremena Minkowskog, a koje opisujemo netrivijalnom tetradom, moZe povezati sa zahtjevom
za kovarijantnoScu transformacija polja i njihovih derivacija u odnosu na grupu translacija u
tangentnom prostoru. Iz tog rezultata proizici e vezanje materije i bazdarnog polja te preskrip-
cija za ukljucenje uCinaka gravitacije. Sam lagranzijan TEGR-a opisat éemo kasnije u ovom
poglavlju.
Kao bazdarnu transformaciju X' = Ux uzimamo lokalnu translaciju u tangentnom prostoru
[50]
X = x4 e (xM), (3.1)

gdje je U(x*) = e'Pa €% je parametar transformacije, a generatori infinitezimalnih translacija

11
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P, = d, zadovoljavaju
[Py, Py = 0y — 9pdy = 0. (3.2)

Infinitezimalnu transformaciju moZemo izraziti koriStenjem razvoja U = 1 + 6€“P,, Sto nam
daje
5x% = 8PP, x%. (3.3)

Pri infinitezimalnoj transformaciji opéenitog polja, ¢’ = U ¢, imamo

8¢ = 89,0, (3.4)

gdje prepoznajemo kovarijantno ponasanje. Medutim, infinitezimalna transformacija derivacije
polja dat ée
6(du¢) = du(U@) — 0u¢ = 8€ a0 + (du) (du6€“), (3.5)

gdje nam prisutnost drugog ¢lana na desnoj strani jednakosti govori da se za lokalnu bazdarnu
transformaciju €(x*) derivacija polja ne transformira kovarijantno. U tom slucaju uvodimo
bazdarno polje [50]

By =B, P, (3.6)

s pomocu kojega konstruiramo kovarijantnu derivaciju
hy¢ = ¢ + B, 0.9, (3.7)
a iz zahtjeva da se ona transformira kovarijantno, tj. da vrijedi
0(huo) = €“du(hyu), (3.8)
slijedi da se samo bazdarno polje transformira u skladu s
B, =B%, —dye”. (3.9

Uocavamo kako, prema analogiji s poznatim bazdarnim teorijama, drugi ¢lan kovarijantne de-
rivacije (3.7) polja ¢ moZemo shvatiti kao ¢lan medudjelovanja materije opisane poljem ¢ 1

bazdarnog polja. Nadalje, kovarijantnu derivaciju (3.7) moZemo izraziti i kao
hy¢ = (e“y+By)da¢ = hyds9, (3.10)

gdje je e, = dyx“ trivijalna tetrada, a h“; je netrivijalna tetrada. Time smo kovarijantnu deri-

12
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vaciju poistovjetili s netrivijalnom tetradom
hau :ea” ‘I—Bau (3.11)

Ciji netrivijalni dio je upravo bazdarno polje grupe translacija u tangentnom prostoru. Preskrip-

cija kojom u prostorvremenu uvodimo uc¢inke gravitacije sada se moze sazeto izraziti s
eau — hau :ea‘u +Bau (3.12)

Konacno, jednakost (3.11) nam govori da ¢e varijacija lagranzijana teorije gravitacije, jednom
kada on bude odabran, dati istovjetne rezultate bez obzira provodimo li je varirajuc¢i po kompo-
nentama netrivijalne tetrade ¢y, ili po komponentama bazdarnog polja B, grupe translacija.
Samim time se teorija gravitacije koja koristi tetradu kao svoje stupnjeve slobode moze shvatiti

kao bazdarna teorija gravitacije.

3.2 Lorentzove transformacije i inercija

U vecini teorija u fizici, pri konstrukciji jednadzbi gibanja, zbog jednostavnosti se koriste iner-
cijski referentni sustavi. Medutim, moguce je koristiti i druge sustave. Na primjer, u specijalnoj
teoriji relativnosti moZe se koristiti formalizam spinske ili Lorentzove koneksije kojim opisu-
jemo ucinke inercije u neinercijskim sustavima.
Ako je A%(x) lokalna Lorentzova transformacija, koordinate u tangentnom prostoru tran-
sformiraju se u skladu s
x* = A% (x)x*, (3.13)

a iz zahtjeva da se trivijalna tetrada *“;, = d,x*“ sustava koji je prema pretpostavci inercijski

sustav (oznaka *) transformira kovarijantno,

e’y = A“b(x)e*bu, (3.14)
nalazimo
e’y = Ipx + A% ", (3.15)
gdje je
A%y = N (x) I Ay (x) (3.16)

Lorentzova koneksija. Prisutnost Lorentzove koneksije u (3.15), a koja proizlazi iz lokalnosti
Lorentzovih transformacija, znaci da ta tetrada sada ukljucuje 1 u¢inke inercije. Opcenito, pola-

zimo li iz sustava s neiS¢ezavajuCom Lorentzovom koneksijom Ay, koneksija se transformira

13
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u skladu s
Ay = A (0)AC g Ap® (x) + A% () DAy (). (3.17)

Prvi ¢lan gornjeg izraza nije bio prisutan u izrazu (3.16) jer je u tom izrazu, prema pretpostavci,
polazni sustav bio inercijski sustav, odnosno pripadna Lorentzova koneksija bila je jednaka nuli.

Na kovarijantan nacin transformira se i bazdarno polje,
By = A% (x)B"?,, (3.18)
a netrivijalnu tetradu iz (3.11) sada moZemo izraziti s
By = Oux® + A%px” + B, (3.19)

Cime, osim ucinaka inercije opisanih s A%, ona ukljucuje i uinke gravitacije kroz prisutnost

bazdarnog polja B;,. Bazadarnom potencijalu B, pridruZuje se i jakost polja
FyyPy = [hy, hy] (3.20)
definirana kao komutator kovarijantnih derivacija, iz cega slijedi
Feyww = DB — PvBYy, (3.21)

gdje je &, derivacija Focka i Ivanenka definirana u (2.16). Jakost polja F“,, tenzorska je veli-
¢ina invarijantna s obzirom na bazdarnu transformaciju, F’¢;, = F;,. Dodamo li u jednadZbu

(3.21) i8¢ezavajuéi komutator (%, Zy|x* = 0 moZemo napisati
Fauv = gu(gvxa‘l‘Bav)—gv(@,uxa‘i‘Ba“), (322)

gdje izraze u zagradama prepoznajemo kao netrivijalnu tetradu 7, = Z,x* 4+ B“;,. To znaci da

jakost polja moZemo napisati kao
Fa‘uv - .@‘uhav — .@vhau - Ta”v, (323)

gdje prepoznajemo od ranije poznatu definiciju tenzora torzije (2.27). Time smo pokazali da je
jakost polja pridruzena bazdarnom polju B, upravo tenzor torzije.
Vazno svojstvo tenzora metrike prostorvremena jest da je on invarijantan u odnosu na Lo-

rentzovu transformaciju netrivijalne tetrade, 2'“;, = A®:h¢y, §to pokazujemo s

iy = Nap W why = Nap Ak u AP gy = Moy A AP By = Meg hEuhy = gy, (3.24)

14
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gdje smo prepoznali 1,5 A%AP; = Neq, a $to proizlazi iz svojstva Lorentzovih transformacija

A%, = (A~1).%. Tenzor torzije i tenzor zakrivljenosti transformiraju se kovarijantno

T/auv — Aab(x)Tbuv,

R/ab’uv = A(lc (x)Abd (x)Rcd’uv .

3.3 Kinematika Cestice

(3.25)

(3.26)

U opcoj teoriji relativnosti kinematika Cestice opisana je geodetskom jednadZbom. Ona pred-

stavlja slobodno gibanje Cestice u zakrivljenom prostorvremenu te shodno tome govorimo o

geometrijskoj interpretaciji gravitacijskog medudjelovanja. U TEGR-u je situacija drugacija.

Jednadzba gibanja Cestice u gravitacijskom polju viSe nije geodetska jednadzba, nego se u struk-

turi jednadzbe prepoznaje sila koja djeluje na Cesticu. U tom smislu u TEGR-u gravitacijsko

medudjelovanje nema geometrijski karakter nego se, slicno kao i u elektromagnetizmu, jav-

lja sila kao koncept medudjelovanja. Medutim, pokazat ¢e se da su jednadZbe gibanja Cestice

istovjetne geodetskim jednadZzbama u teoriji temeljenoj na zakrivljenosti.

Polazimo od akcije Cestice mase m koja je dana integralom [11]
p
S = —mc / ds,
q
gdje je ds element invarijantnog prostorvremenskog intervala
ds* = guydx*dx’ = nhn’,

uz notaciju h* = h®, dx*. Cetverobrzina dana je izrazom

B dxH

u
u —_— —
ds

te nakon Sto pokaZzemo da vrijedi ds = u,h“ akciju mozemo napisati kao
P a
S =—mc | uzh".
q
UvrStavanjem izraza za tetradu u opéenitom Lorentzovom sustavu

W = dx“ + A%py xPdx* + B ydxt

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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u akciju ona poprima oblik
P
S = —mc/ ug (dx* +A“buxbdx“ + By dx*). (3.32)
q

Variranjem akcije dobivamo

14
8.7 = —mc/ [5ua (a’x“ +A“buxbdx” —l—B"udx“) +
q
ta (d(83) - 8(Ayy )Xt + Ay, 5 b+

A%y xPd (5x) + 5 (B )dx* +B“,ld(6x”)>} . (3.33)
1z svojstva 8ds = u,8h® + h®Su, te usporedbom s 8(ds?) = 8(n.,h*h") nalazimo
0ds = u,6h" = u,6h* +h“du, — h*ou, =0, (3.34)

¢ime prva zagrada u izrazu (3.33) iS€ezava. Nadalje, integrirajuci po dijelovima imamo

Uaddx* = d(ug6x*) — du,6x°, (3.35)
ugB ydox* = d(uuB® 6x") — d(uaBy) 0x*, (3.36)
uaA“buxde)c“ = d(uaA“bubeX“) — d(uaAabuxb)Sx“, (3.37)

te izostavljanjem potpunih diferencijala dobivamo
0. =mc /p [dua6x“ — ua5A“buxbdx” — UaA%py SxPdxt +
q
d (A x") SxH* — uy 8B ydx* +d(u By )83 . (3.38)
UvrStavanjem varijacija
Ox4 = dyx“6xH, 8A%py = dyA®p, 8xY, 8B%, = dyB; 6x", (3.39)

u (3.38) te koriStenjem (3.21) i (3.23) nalazimo jednadZbu gibanja

d

;sa —Abauubu“ = Tba”ubu“, (3.40)
odnosno

du” a b u a b U

s +A G u” =T puus, 3.41)

u kojoj se pojavljuje tenzor torzije T? au- Jednadzba (3.41) predstavlja kinematiku gibanja Ces-

tice u TEGR-u te opcenito u svim teorijama temeljenima na torziji poput teorije gravitacije tipa
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f(T) koju ¢emo uvesti u sljede¢em poglavlju.
Ovdje se postavlja pitanje odnosa kinematike Cestice u TEGR-u i geodetske jednadzbe u
opCoj teoriji relativnosti. KoriStenjem identiteta Tbauubu” = —Kbauubu“ jednadZzba gibanja

moZze se napisati i koriStenjem tenzora kontorzije u obliku

du®
ds

+ A% ulut = Ky ulut. (3.42)

Nadalje, koriStenjem definicije tenzora kontorzije (2.29) i jednakosti (2.18), tenzor kontorzije

mozemo izraziti u tangentnim indeksima kao
K%y =A%y — A%y, (3.43)

gdje je AP au Lorentzova koneksija koja odgovara linearnoj koneksiji Levi-Civite. Na taj nacin
jednadzba (3.42) poprima oblik

du®

7 —|—fiabuubu“ =0, (3.44)
)
odnosno
dut v
d—+F“vpu Mp = 0, (345)
K

gdje je I vp linearna koneksija Levi-Civite, §to je upravo geodetska jednadZzba poznata iz ople
teorije relativnosti.

Cinjenica da smo gornjim razmatranjem u TEGR-u dobili jednadZbu gibanja estice koja
je istovjetna onoj iz opce teorije relativnosti nas ne iznenaduje. Naime, polazna tocka bila
je iSCezavanje varijacije akcije (3.28), Sto odgovara trazenju krivulje s ekstremnom vlastitom
duljinom, upravo kao i u opéoj teoriji relativnosti. Medutim, u opéenitijim teorijama gravitacije
u kojima se koriste razlicite linearne koneksije, geodetska krivulja definirana je kao krivulja ¢iji
tangentni vektori ostaju paralelni prilikom njihovog paralelnog transporta duz same krivulje, $to
izraZzavamo uvjetom

d
(Vau )t = o’ + TV uk = 0. (3.46)
N

Putanja koja proizlazi iz gornjeg uvjeta, a koji jo§ moZemo shvatiti i kao uvjet iS¢ezavanja
kovarijantne Cetveroakceleracije Cestice, ne podudara se nuzno s putanjom koja proizlazi iz
uvjeta

5 / ds =0, (3.47)

osim u slucaju kada je koneksija koriStena u kovarijantnoj derivaciji u (3.46) koneksija Levi-
Civite. Upravo iz toga proizlazi i vazna razlika u interpretaciji jednadzbe gibanja (3.45) u
okviru opce teorije relativnosti i u okviru TEGR-a. Lako je pokazati krivulju koja proizlazi iz

jednadzbe gibanja (3.45), a koju u okviru TEGR-a ne mozemo smatrati geodetskom krivuljom.
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Naime, kovarijantnu Cetveroakceleraciju Cestice u TEGR-u moZemo izraziti kao

d d , = .
(Vuu¥ )ut = auv + TVttt = auv +IV gt + (T 5 =TVt u?
= (Fv/lu - f‘vlu)”l”“
= K"yt u? (3.48)

gdje smo najprije koristili jednadzbu gibanja (3.45), a nakon toga smo razliku linearnih konek-
sija prepoznali kao tenzor kontorzije. Dok u opcoj teoriji relativnosti kovarijantna Cetveroak-
celeracija iS¢ezava, u TEGR-u to nije slucaj. Upravo iz gore navedenog razloga smatramo da
jednadzba gibanja u TEGR-u, bez obzira na ¢injenicu $to je ona istovjetna jednadzbi gibanja iz

opce teorije relativnosti, je jednadZba koja sadrzi koncept sile.

3.4 Lagranzijan i jednadZbe polja u TEGR-u

Nakon §to je pokazana istovjetnost jednadzbi gibanja Cestice u TEGR-u i onih u opcoj teoriji
relativnosti, ovdje ¢emo pokazati kako su jednadzbe gibanja polja u TEGR-u istovjetne onima
iz opCe teorije relativnosti. Na taj na¢in TEGR i op¢a teorija relativnosti postaju u potpunosti
istovjetne teorije.

Za zadanu tetradu najopcenitiji gravitacijski lagranzijan sacinjen od linearne kombinacije

torzijskih invarijanti razmjeran je izrazu
alP I +bTP T p + TP 1 TVH,, (3.49)

gdje su a, b1 c konstante. Takav lagranZijan daje Citav niz novih teorija gravitacije temeljenih na
torziji, koje nam daju jednadZzbe gibanja koje nisu istovjetne onima iz opcCe teorije relativnosti.
U literaturi se takva opCenita teorija temeljena na torziji ponekad naziva Novom opom teorijom
relativnosti (engl. New General Relativity), a problemi povezani s njom su narusenje principa
ekvivalencije 1 nesklad s opazanjima gibanja planeta u Sun¢evom sustavu [11]. Naravno, nas
ovdje zanima samo sluc¢aj TEGR-a.

Uz izbor konstanti

a:%, b:%, c=—1, (3.50)
izraz (3.49) poprima oblik koji zbog njegove vaznosti jo§S zovemo skalarom torzije 1 obiljeza-
vamo gas T,

T = %TPWTP”V—F%TPWT“VP—TpupTV“v. (3.51)

Klju¢no svojstvo skalara torzije T jest njegova veza s Riccijevim skalarom R = RH u koja glasi
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[11]
R= —T—%&u(hT“), (3.52)

gdje je TH = TVH,, tzv. vektor torzije, a drugi ¢lan na desnoj strani ima oblik potpune diver-
gencije. Izbor konstanti (3.50) jedinstven je izbor kojim dobivamo svojstvo (3.52) [11]. Ta
jednakost nam govori da se skalar torzije i Riccijev skalar razlikuju samo za potpunu diver-
genciju 29, (hTH")/h = 2%MT“. To nadalje znaci da Ce pri varijaciji gravitacijske akcije ¢lan
s potpunom divergencijom prijeci u povrsinski integral i iS€eznuti, a jednadzbe gibanja ¢e po-
sljedi¢no biti istovjetne onima iz opce teorije relativnosti. Akcija u TEGR-u, bez prisutnosti

materije, je prema tome dana s

I
SrEoR = / Lohd'v=—_ / Thd'x, (3.53)

gdje je k = 87nG/c*, h = det(h%,) = \/—g. a T je skalar torzije (3.51) [51].

Skalar torzije moZemo napisati i u obliku

T =SPHY Ty, (3.54)
gdje tenzor
SPHYV _ _gPVH _ %(KMVP —gPVTOo s+ gPH TV ) (3.55)

zovemo superpotencijalom. Oblik (3.54) pogodniji je u procesu varijacije akcije (3.53). Varira-

juéi akciju po tetradi, Euler-Lagrangeove jednadzbe glase®

o(h d(h d(h
Ohgt dhgM d(Iphat)
gdje je lagranzijan
G Lo gpuvy (3.57)
°" 2k 16767 PHV '
Takoder, vrijedi [11]
871G d(h%L5) ) d(hL5)
hS,P° = ——— —— hj’ =— 3.58
a C4 8(a6hap)7 ]a 8//1“’) ) ( )
gdje Euler-Lagrangeove jednadZbe poprimaju oblik
8nG
9o (hS%) = =2 hjdP =0, (3.59)

*S obzirom na to da je Zelja postaviti bazdarnu teoriju gravitacije tada je nuzno varirati lagranZijan po bazdar-
nom polju B,*, $to je jednako variranju po netrivijalnoj tetradi h,* jer vrijedi (3.11).
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Sto kona¢no moZemo napisati u obliku [11]

h P
B 96 (hS,PO) — gt Sy¥P Ty + Z T =0, (3.60)
gdje je
871G haP
— i = hatSp¥P Ty + 7T (3.61)

Krac¢im racunom se pokazuje kako kontrakcija gornjeg izraza s tetradom h“;; daje upravo Einste-
inov tenzor iz opce relativnosti Goup = I%“p — Sﬁ R /2. U slu€aju minimalnog vezanja gravitacije
1 materije ukupni lagranZijan je

L =26+ Y, (3.62)

te uz uobicajenu definiciju tenzora energije i impulsa materije,

a 5(1131\/[)
h®“, = W, (3.63)
odnosno 5%
a M a
0%, = —8ha“ +hy“ Ly, (3.64)

jednadzba polja koje povezuje ucinke gravitacije i danu konfiguraciju materije glasi

hP . 87G
ST =00, (3.65)

W' 06 (hS,PO) — hatSp¥P Ty +

te je 1 ona istovjetna jednadZzbi gibanja u opcoj teoriji relativnosti.

3.5 Svojstva tenzora energije i impulsa u TEGR-u

U minimalnom vezanju gravitacije i materije tenzor energije i impulsa ®“;, odreden je varija-
cijom akcije po tetradi kao Sto je definirano u (3.63). Takoder, ovako definiran tenzor energije
i impulsa vrijedi za vecinu polja iz kvantne teorije, kao i za spinorna polja koja u op¢oj teoriji
relativnosti traZe dodatni tretman [52, 53]. Potrazit éemo lokalnu Lorentzovu transformaciju
oblika

A’ =8+ (xM), (3.66)

gdje je € transformacijski parametar koji je antisimetrican &, (x") = €4 (x*). S obzirom na tu
transformaciju, tetrada postaje
Sha* = e, hp*. (3.67)
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Varijacija akcije materije tada je [11]
§.S = / O hdhtdx* = e / O heaphctdat. (3.68)
1z svojstva antisimetri¢nosti €,;, tada dobivamo
n"e bt =n“O’yht =  OF =0 (3.69)
Drugim rijeCima, iz zahtjeva lokalne Lorentzove invarijantnosti slijedi simetri¢nost tenzora
energije i impulsa.
Promotrimo sada lokalnu infinitezimalnu koordinatnu transformaciju x* — x* + g (x). S
obzirom na ovu transformaciju varijacija tetrade je
dht = h,' oye! — dyhteY. (3.70)
Varijacija akcije materije sada je

6.~ [ (3(h0%h.") + hO" 31, )t (3.71)

Iz zahtjeva da ta varijacija bude jednaka nuli, koriStenjem identiteta

Ovh = hTH = h(THyy — KMyy), (3.72)
Ipha* = A uphpH —TH ) sh™, (3.73)

nalazimo
WVYOuy +hO™ Kgyy =0 = V'O, =0, (3.74)

pri Cemu smo Kkoristili svojstvo simetri¢nosti K,y u prva dva indeksa i svojstvo simetriCnosti
tenzora energije i impulsa. Krajnji rezultat je kovarijantno ocuvanje tenzora energije i impulsa
gdje je koneksija u kovarijantnoj derivaciji koneksija Levi-Civite.” Ovaj identitet je dobro poz-
nat rezultat iz opce teorije relativnosti gdje nuzno vrijedi V i GHY =V u®*Y =0, sto je posljedica
Bianchijevih identiteta. U teoriji temeljenoj na torziji bilo bi ispravnije shvatiti taj rezultat kao
identitet

O + (THyy — KMy )0, — (AP gy — KP4 )OpH =0, (3.75)

TOvaj zaklju¢ak vrijedi i u kvantnoj teoriji polja gdje za istu simetriju slijedi definicija kanonskog tenzora
energije i impulsa @4V =YV | <5Zn /6(0u ﬁ))a" fi — M"Y %, te oCuvane struje iz Noetherinog teorema [54].
Treba imati na umu da u kvantnoj teoriji polja vrijedi oCuvanje struje i naboja u vremenu pa se ¢esto nazivaju
pravim zakonima ocuvanja, gdje obicna derivacija, a ne kovarijantna, definira o¢uvanu struju ili naboj.
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koji je po konstrukciji, odnosno korespondenciji, istovjetan %"@v“ = %"Gow =0.

3.6 Odnos opce teorije relativnosti i TEGR-a

U opisu gibanja probnog naboja (Cestice) pokazano je da je geodetska jednadZba istovjetna
jednadzbi gibanja u geometrijama temeljenima na torziji, s time $to u takvim teorijama ma-
tematicki oblik jednadZbe predstavlja silu koja djeluje na Cesticu. U opcoj teoriji relativnosti
ucinci gravitacije 1 ucinci inercije (tromosti) vezani su zakrivljenoS¢u prostorvremena te ove
dvije pojave nije mogucée odvojiti. Nasuprot tome u TEGR-u su inercijski i gravitacijski ucinci
opisani razli¢itim varijablama, ¢ime se daje bolji uvid u konceptualnu razlicitost trome i teSke
mase, kao i u moguénosti poimanja gravitacijske energije. Geodetska jednadZba opisuje gibanje
Cestice u opcoj teoriji relativnosti samo ako vrijedi nacelo ekvivalencije trome 1 teSke mase, dok
u teorijama temeljenima na torziji ovo nacelo vise nije nuzno te jednadZba gibanja moze ostati
konzistentna i u slu¢aju postojanja razlike medu masama.*. Pretpostavimo li razli¢itost trome i

teSke mase, akciju (3.32) piSemo u obliku [56]
p
S = —c/ uq(midx® +mgB? ydxt), (3.76)
q

gdje m; oznaCava inercijsku masu, a mg gravitacijsku masu (radi jednostavnosti uzeto je da je

Lorentzova koneksija jednaka nuli). Variranjem akcije dobivamo

b m du, m
0. = /a m;c Kauxa + ;‘jB%) d—: — —’j(auBap — dpBy )uquP |dsdxt, (3.77)
uz definiciju tenzora jakosti (3.20)
Fup = 0uBp — dpBy, (3.78)
dobivamo
(92 "mifBﬁ) % - ”};—fF“u,,uauP. (3.79)

S obzirom da By, 1 F“yp ne ovise 0 omjeru m; /m, vidljivo je da ova jednadZba ostaje kon-
zistentna i u slucaju m; # m,. Naravno, ona postaje istovjetna geodetskoj u slucaju m; = my.

NapiSemo li jednadzbu (3.79) koriStenjem koneksije Levi-Civite, dobivamo

2dug

)ux - (3.80)

duy o4 (mg—mi
mg

Na razini klasi¢ne fizike, te takoder potvrdom brojnih eksperimenata ovo na¢elo ostaje o¢uvano, unato¢ tome
$to na kvantnoj razini postoji mogucnost narusenja nacela ekvivalencije [55].
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gdje desna strana predstavlja odstupanje od geodetske jednadZzbe u sluCaju napustanja nacela

ekvivalencije. Uzmemo li sada tetradu oblika
", :8uxa+%3“u, (3.81)
1

pripadna ¢e jednadZba uistinu biti geodetska,

duy, A _ _

Medutim, u tom slucaju probne Cestice s razli¢itim omjerima m;/m, zahtijevale bi koneksije s
razlicitim tenzorima zakrivljenosti kako bi jednadZbe uvijek bile geodetske. U tom smislu go-

vorimo o nekonzistentnosti opée teorije relativnosti u slucaju napustanja principa ekvivalencije.

3.7 Tenzor energije i impulsa gravitacije u TEGR-u

Jedno od poznatijih pitanja vezanih uz opcu teoriju relativnosti je pitanje definicije gravitacijske
energije. Po uzoru na ostala temeljna polja prirodno je oCekivati da i gravitacija ima svoju
lokalno definiranu gustocu energije. Ipak, dosadasnja istraZivanja pokazuju kako takvu veli¢inu
nije moguce definirati [57], a najviSe Sto se moZe postici jest uobicajena kanonska reprezentacija

dobivena iz Noetherinog teorema [58],

4 4 2
ey c 0

Y T 167G (—g) dx*JxB

Y = ((o)(e"'s® —gheg*)).  (3.83)
U toj definiciji gravitacijska energija predstavljena je pseudotenzorom, S$to znaci da ona ovisi
o transformaciji koordinata. Moguce je da za posljedicu nacela ekvivalencije koje zahtijeva
lokalno iS¢ezavanje gravitacijskog polja imamo nemoguénost definicije gustoce gravitacijske
energije [57]. Medutim, s obzirom na to da valjanost TEGR-a ne ovisi o nacelu ekvivalencije, u
toj se teoriji otvara prilika za bolje razumijevanje gravitacijske energije. Ve¢ iz definicije (3.58)
gdje smo imali
8(h§fg) Cc

4
hjaP === = 4M;hhﬁsuw’T“M—haf’h;,s,ﬂ(;, (3.84)
p

po analogiji s Yang-Mills teorijama vidimo da je veli¢ina j,” dobar kandidat za gustocu gravi-

tacijske energije [59]. Deriviramo li jednadzbu polja (3.59), prvi ¢lan u

8nG
9 (aa(hsap") —=h jf) ~0 (3.85)
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i8Cezava zbog antisimetri¢nosti S,°°, te nam ostaje
I (hj’) =0, (3.86)
Sto znaci da je hj,P oCuvana veli¢ina [60]. KoriStenjem identiteta
Iph = hyp = (T 5y — K" py), (3.87)

iz (3.86) dobivamo
i p P P, Vih—
Opja + (TP 2p —KP3p)ja" =0, (3.88)

Sto predstavlja kovarijantnu derivaciju s koneksijom Levi-Civite, ali u terminima torzije i s
Lorentzovim indeksima [61]. Takoder, tenzor j,° se transformira kovarijantno s obzirom na
opcenite koordinatne transformacije, te je invarijantan u odnosu na bazdarne transformacije.
Zbog tog svojstva kazemo da je j,P pravi tenzor, kao i da je bazdarni tenzor u smislu Noetherine
oCuvane struje. Ipak, j,P se transformira kovarijantno samo s obzirom na globalne Lorentzove
transformacije u tangentnom prostoru, a ne i u odnosu na lokalne [60].

Napisemo li jednadZbu gibanja (3.59) koriStenjem prostornovremenskih indeksa dobivamo

871G
9 (hS,°P) — f—4hzf —0, (3.89)
gdje veliCina
oh<,
hiP =~ CSuPYTH,, + 8, Ph L, (3.90)
8up

odgovara kanonski definiranom pseudotenzoru gravitacijskog polja, /—gt*¥ = —d(\/—8.25) /I guv-

Odnos tenzora j,P i veliCine t; P mozZe se izraziti s

C4

1" ZhaajaerMG

H),8."P, (3.91)
gdje uoCavamo prisutnost ¢lana koji ukljucuje koneksiju. S obzirom na to da j,P jest tenzor,
prisutnost tog ¢lana nam govori da veli¢ina ¢, P ne mozZe biti tenzorska veli¢ina.

Gore opisanim pristupom jasnije se vidi problematika definicije tenzora energije i impulsa
za gravitacijsko polje. Zanimljivo je Sto je Moller i prije postavljanja TEGR-a primijetio kako
je problem gravitacijske energije bolje formulirati u tetradnom formalizmu [10]. Tako je on

predloZio tenzor energije i impulsa za gravitacijsko polje oblika

d(hLs)

P = — -
" 9(dphy)

OO’y + 8 h L, (3.92)

koji je istovjetan definiciji kanonskog tenzora energije i impulsa u Noetherinom formalizmu.
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Kada bi % bio lagrangijan TEGR-a (3.57), Mollerova bi se definicija to¢no podudarala s iz-
razom (3.90). Iako j,P uistinu jest pravi tenzor invarijantan s obzirom na lokalne translacije
u tangentnom prostoru, on ipak pati od nedostatka invarijantnosti s obzirom na lokalne Lo-
rentzove transformacije. U [60] taj se rezultat interpretira kao oitovanje pseudotenzorskog
karaktera energije i impulsa gravitacijskog polja u teleparalelnoj formulaciji. Kad se tenzor
JaP napiSe u terminima prostorvremenskih indeksa, jednadZbe gibanja postaju istovjetne Eins-
teinovim jednadZbama, te je time opet vraen pseudotenzorski opis gravitacijske energije. Tim
pristupom ponuden je bolji uvid u nuznost pseudotenzorskog karaktera u opc¢oj teoriji relativ-
nosti. MoZe se naslutiti da ukoliko bi postojala moguénosti definicije lokalno invarijantne Lo-
rentzove bazdarne struje u TEGR-u, utoliko bi bilo mogude definirati tenzor energije i impulsa

gravitacijskog polja.

STEGR je teorija koja je postavljena kao baZdarna teorija translacijske grupe, gdje translacije ¢ine lokalnu
bazdarnu transformaciju. U tom smislu j,” je onda i bazdarni tenzor.
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Poglavlje 4
f(T) modificirana teorija gravitacije

U ovom poglavlju uvest éemo modificiranu teoriju tipa f(7) te ¢emo saZeto opisati neka njena
svojstva. Takoder, sprovest ¢emo varijacijski postupak lagranzijana teorije gravitacije tipa f(T)
u njenoj kovarijantnoj formulaciji. Konacno, izvest ¢emo jednadZbe gibanja u konkretnom

sluéaju stati¢ke sfernosimetriéne geometrije za opCeniti slucaj funkcije (7).

4.1 Motivacija poopéenja TEGR-a i opce teorije relativnosti

Jedan od uspje$nijih pokuSaja poopéenja i modifikacije opée teorije relativnosti je tzv. f(R)
teorija gravitacije [62]. Krenuvsi od Einstein—Hilbertove akcije, takva poopcena teorija nastaje

zamjenom linearnog ¢lana R nekom opéenitijom funkcijom f(R),

1 1
S = ﬂ/R«/_—gd‘tx L = ﬁ/f(R)\/_—gd“x. @.1)
Samu funkciju f(R) Cesto prikazujemo kao razvoj

o R? R3
2+—1—2A+R+—+ﬁ—+~-, (4.2)
3

f(R):..'—i_ﬁ R Bz

s ciljem fenomenoloskog opisa kozmoloskih, visokoenergetskih i sliénih u¢inaka. Ostale invari-
jante koje proizlaze iz kontrakcija Riemannovog tenzora, kao npr. RyyspR*V°P, nisu dopustene
zbog teorema Ostrogradskog [63, 64, 65].

Kada govorimo o teorijama tipa f(R) govorimo o §iroj obitelji teorija f(R). Naime, postoje
medusobno razli¢ite formulacije teorija f(R) gdje spadaju npr. metri¢ka, Palatinijeva i metricki-

afina formulacija, koje u nekim okolnostima mogu dati razliCite jednadZbe gibanja.

Tako su modificirane teorije gravitacije tipa f(R) uspjesne u kozmologiji [66, 67, 68], one su

se pokazale vrlo teSko primjenjivima pri opisu sferno-simetrickih objekata. Jedan od problema
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teorije f(R) je njezina matematicka priroda gdje su jednadZzbe gibanja Cesto diferencijalne jed-
nadzbe Cetvrtog reda, zbog Cega problem pocetnih i rubnih uvjeta postaje analiticki vrlo kom-
pleksan [69]. Takoder, u Palatinijevoj formulaciji f(R) gravitacije nailazimo na probleme poput
nemoguénosti postojanja sfernosimetricnih rjeSenja u kojima je materija opisana jednostavnom
jednadzbom stanja poput politropske [70, 71].

Postavljanjem TEGR-a kao istovjetne teorije opcoj teoriji relativnosti, zakrivljenost i torzija
postaju ravnopravni koncepti. U tom smislu jednako je valjano poopditi Einstein—Hilbertovu
akciju funkcijom oblika f(R), kao i akciju TEGR-a opéenitom funkcijom f(7') [20],

STEGR = %/Thd“x — S= %/f(T)hd“x. (4.3)

Takve proSirene teorije gravitacije zovemo teorijama gravitacije tipa f(7) i njima ¢emo se op-
Sirno baviti u ovom radu na primjerima sfernosimetri¢nih objekata. Osim ve¢ spomenutih pred-
nosti koje imaju teorije gravitacije temeljene na torziji, javljaju se i neke nove prednosti. Pa
tako npr. u f(7) teorijama, jednadzbe gibanja uvijek sadrze najviSe druge derivacije kompo-
nenata metrickog tenzora. Razlog je taj Sto skalar torzije 7 ovisi samo o prvim derivacijama
metrike odnosno tetrade, zbog Cega je u matemati¢kom smislu teorija f(7') sli¢nija opéoj teoriji

relativnosti i TEGR-u nego §to su to f(R) teorije.

4.2 Problem lokalne Lorentzove invarijantnosti u f(7) teori-
jama gravitacije

Tako se poopéenje TEGR-a po uzoru na f(R) moZe Ciniti vrlo jednostavnim, detaljnijom anali-
zom pokazalo se da taj korak moze narusiti neke temeljne simetrije. Tako je ubrzo pokazano da
f(T) teorija gravitacije naruSava lokalnu Lorentzovu invarijantnost koja je nuZan sastojak opce
teorije relativnosti [30, 31]. Naime, ranije formulacije f(7) teorije gravitacije temeljene su na

nacelu apsolutnog paralelizma (2.22),
Vuhav — auhav - va’uhap — 0, (4.4)

gdje je Lorentzova koneksija A%, jednaka nuli. Vodeni tim nacelom moZemo lako primijetiti
da je lokalna Lorentzova invarijantnost lagranZijana narusena. Krenut éemo od ranije poznate
relacije (3.52),

o 2

Riccijev skalar R koji se pojavljuje u gornjoj jednadzbi je kovarijantni i lokalni Lorentzov skalar
jednoznacno odreden metrikom, $to znaci da on ne ovisi o odabiru tetrade (referentnog sustava).

Medutim, divergencija V¥T"V,, nije lokalno Lorentzova invarijantna veli¢ina. To se moZe vi-
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djeti iz lokalne Lorentzove transformacije
=AY Wy = ARy (4.6)
Tenzor torzije definiran pomocu Weitzenbdckove koneksije ima sljedeci oblik
Tav“ - 8vha'u - auhav, (47)

koji je istovjetan obliku (2.27) uz iS€ezavajucu Lorentzovu koneksiju. Upotrijebimo li sada

lokalne Lorentzove transformacije, iz gornjih izraza dobivamo
Ty = ATy 4+ A (hEy u Al — 1€y AL, (4.8)

Sto nam govori da se tenzor torzije ne transformira kovarijantno te se time naruSava lokalna
Lorentzova invarijantnost. U relaciji (4.5) Riccijev skalar jest lokalno Lorentz invarijantan,
te ako ¢lan V#TV,,, narusava lokalnu Lorentzovu invarijantnost, tada i skalar torzije 7 mora
narusSiti lokalnu Lorentzovu invarijantnost.

U TEGR-u ovaj problem nije bio uocen, ili nije imao znacajnu ulogu, jer ¢lan VATV, koji
naruSava lokalnu Lorentzovu invarijantnost iS¢ezava pri varijaciji akcije. Time su jednadZbe
gibanja opcCe teorije relativnosti 1 TEGR-a istovjetne bez obzira na ¢injenicu Sto im lagranzijani
ne sadrZe iste simetrije. Medutim u teorijama gravitacije poput f(7') taj ¢lan vodi na narusenje
lokalne Lorentzove invarijantnosti i ne moze se zaobiéi osim u slucaju f(7) = T. Posljedica
ovog rezultata jest teorija koja mora sadrzavati 16 stupnjeva slobode. Naime, u slucaju lokalne
Lorentzove simetrije teorija sadrzi samo 10 stupnjeva slobode—10 od 16 komponenti tetrada—
dok preostalih 6 ovise o odabiru tetrade. Takoder, ranije je pokazano da je simetriCnost tenzora
energije i impulsa rezultat lokalne Lorentzove invarijantnosti, a iz toga slijedi da jednadzbe
gibanja u f(7T) moraju takoder biti simetri¢ne s obzirom na zamjenu indeksa jednadzbi gibanja
Hyy.

Uzet ¢emo f(T) akciju minimalno vezanu s materijom
167G

/ hf(T)d*x+ / hLpdx, 4.9)

gdje je £, lagranZijan materije. Variranjem gornje akcije po tetradi dobivamo [30]

1 871G

frih™ 06 (hhP 1Sp*0) — hO (W SMYA Ty 6] + fTThpaSp’w&;TnLEh)‘af(T)— = ©*,, (4.10)

gdie je fr = of(T)/dT, frr = *f(T)/dT?, a ®,} = h™16.%,/8h%, je tenzor energije i

impulsa materije. JednadZzbu (4.10) moZemo napisati u prostornovremenskim indeksima na
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sljedeci nacin

0 1 8nG
Hyy = frGuy + Eguv[f(T) — frT] +fTTSvuprT = c—4®uv7 (4.11)

gdje je (O?uv Einsteinov tenzor. JednadZbe gibanja sada se mogu saZeto izraziti kao

8nG

pv]

Sto uistinu ¢ini sustav od 16 jednadzbi. Kako bi se sustav gornjih jednadzbi rijeSio potrebno je
najprije pronaci tetradu koja bi zadovoljila uvjet iS¢ezavanja antisimetricnog dijela Hy,,; = 0.
Takve tetrade su se u literaturi ponekad nazivale “dobrim tetradama”, dok bi se one tetrade koje
ne bi zadovoljile taj uvjet nazivale “loSim tetradama” [72]. Iako bi se tim pristupom dobivale
smislene jednadzbe gibanja i dalje je ostao prisutan problem neinvarijantnosti lagranZijana u
odnosu na lokalne Lorentzove transformacije. Osim toga, ostaje otvoreno pitanje po ¢emu su

“dobre tetrade” posebne da naizgled zaobilaze problem lokalne Lorentzove neinvarijantnosti.

4.3 Kovarijantna f(7T) teorija gravitacije

U ranijim formulacijama TEGR-a jedini dinamicki objekt bila je tetrada koja je zadovoljavala

uvjet apsolutne paralelizabilnosti (2.22),
V'uhav - auhav - va“hap == 0 (413)

Teorije temeljene na ovom nacelu nazivamo “Cisto tetradnim teleparalelnim teorijama gravi-
tacije” (engl. pure tetrad teleparallel theory of gravity). One podrazumijevaju da Lorentzova

koneksija i8Cezava, A%, = 0, neovisno o odabiru tetrade, te se relacija
Vuhy = duhy — TPy h®p + A%k, =0, (4.14)

svodi na (2.22). Medutim, postoje slucajevi odabira tetrade za koje Lorentzova koneksija uistinu
iS¢ezava. Takve tetrade, odnosno odgovarajuce referentne sustave, nazvat ¢emo “vlastitim tetra-
dama” odnosno “vlastitim sustavima” [34], dok za opCeniti izbor referentnog sustava (tetrade)
Lorentzova koneksija ne i§¢ezava. ProSirivanjem nacela apsolutne paralelizabilnosti uvodenjem
Lorentzove ili spinske koneksije dobivamo jednadzbu (4.14) te se time otvara mogucnost us-
postavljanja lokalne Lorentzove invarijantnosti. Lorentzovu koneksiju takoder interpretiramo
kao mjeru ucinaka inercije te je Lorentzova koneksija u referentnim sustavima u kojima ucinci
inercije nisu prisutni jednaka nuli. Na taj na¢in moZemo razumjeti u ¢emu se sastoji pojam

”dobre tetrade”. Ona nije niSta drugo nego vlastita tetrada” koja predstavlja izbor posebnog
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sustava u kojem nema ucinaka inercije.

Promotrimo li sada lokalnu Lorentzovu transformaciju
X% = A%x?, (4.15)
kao Sto je u ranijim poglavljima prikazano, transformacije tetrade i Lorentzove koneksije su
Wy = Ahy, A= A%A (A — (A1) A, (4.16)

U skladu s tim transformacijama, za opcenito neiS¢ezavajucu Lorentzovu koneksiju, dobivamo
transformaciju tenzora torzije
/ b
Tauv :AabT Uv (417)

gdje se on transformira kovarijantno s obzirom na lokalnu Lorentzovu transformaciju. Time
dobivamo invarijantnost skalara torzije T, odnosno lagranzijana f(7T') teorije gravitacije, s ob-
zirom na lokalnu Lorentzovu transformaciju.

Promotrimo sada ulogu Lorentzove koneksije u lagranZijanu. S obzirom na to da se akcije
opce teorije relativnosti i TEGR-a razlikuju samo za potpunu divergenciju, te da akcija opce

teorije relativnosti ovisi samo o tetradi (a ne i o Lorentzovoj koneksiji), tada vrijedi [73]
S(hy) = S(hy,A%y). (4.18)
Te uz jednadzbu R =T + du(hTH /x), gornju jednakost moZemo raspisati kao
hZ (h,0) + 9y %hT“ (hau,O)] = hL(H 1, A%) + Oy %hT” (h, A% (4.19)
Vektor torzije 7y, = T?;;, moZemo napisati na sljedeci nacin
Ty (hy, A%y = ha" Ouh®y — hg Ovh® y — ha" Ay hPy = Ty (h*y,0) — Ay, (4.20)
gdjeje Ay = A%y hyY HP - Usporedivanjem izraza (4.19) 1 (4.20) dobivamo odnos lagranzijana
LW A) = L (1,0) + 0 (M), @21)

Ovaj rezultat jasnije pokazuje zbog Cega su jednadZzbe gibanja TEGR-a ostale invarijantne s
obzirom na lokalne Lorentzove transformacije, iako lagranZijan to nije bio. Naime, ¢lan koji
sadrzi Lorentzovu koneksiju nalazio se u potpunoj divergenciji te je u varijaciji akcije njegov

doprinos iS¢eznuo.
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4.3.1 Jednadzbe gibanja u kovarijantnoj formulaciji f(7) teorije gravita-
cije
Krecemo od akcije opéenite teorije gravitacije temeljene na torzijskom skalaru

_ 1 4
= / F(T)hdx. (4.22)

Dinamicka varijabla po kojoj moramo varirati akciju je tetrada 4y, te raCunamo

o(hs) d(h?) d(h?)
Sty ohty O aayiy)’ (*23)
gdje je lagranzijan .
Z = ﬁf(T). (4.24)
Prvi ¢lan u (4.23) je
Ihy) 1 u aT
o, _2K<f(T)hha +hfr 8hau)’ (4.25)
gdje je koriSteno lancano pravilo deriviranja, te identitet
dh
— hh M
h, hh,". (4.26)
Dok je drugi ¢lan u (4.23)
d(hf(T)) aT aT aT
Oy~ =0y |hfr=——=———| = froy|h=—=——| +h(WT _—, 4.27
ETERT fTé?(&vha#)} rou| 8(8\,hau)} D yG gy ¢

gdje je takoder koriSteno lancano pravilo deriviranja. Trebamo izracunati derivacije skalara

torzije po tetradi i po njenim derivacijama. Raspisemo skalar torzije (3.51)

1 1
gdje vrijedi
Tp‘uv - hap Ta'uv, (429)
a tenzor torzije je (2.27)
Tavu — avhau — a“hav +Aaevhe‘u _Aae’uhev. (4.30)
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Deriviranjem skalara torzije po tetradi dobivamo

OT  10T¢y 1. OTM 1_. 9T
— Thvy pe @l Zpe 91 Tc
ohty 4 dhe, € Tyl oh, Tl ahap+
19Ty OTVH, 9Ty, »
Kk 1t Y_ 2B vk, @31
2 ahe, LT T e T e, T )

Koristivsi definiciju tenzora torzije (2.27) dobivamo relevantne izraze za ¢lanove u (4.31) [11]

aTC/JV

TR = A4 00 — A8, (4.32)

ITH" By pV _ upp V. _ VP QL Volp
By =—h" TP =g T —g P T —hy T, P+
)
Nevg" 8P Y AP ue — Nepg"P PV AP 45, (4.33)
IT™, vrpu Lvp pPTVH up v V(o HA ,Op _ up ,0A\AD
Jhd =—h, T C_haT C_th a—8 T ac+hb(g g8 —8"8 )A al s (434)
p
3TV“V \Y \Y Vb v b
Sy —TPH, —hHTYP, —g"PTY oy + P "V AP oy — Y P A 4y, (4.35)
p
Ty,
e = T ua T hP A —h A3 8% (4.36)
P

Konacno izraz (4.31) dobiva oblik

oT
i = AT a8y +4A S, (4.37)
u
RaspiSemo derivacije
aT d 2 d
= Ty T +2 TouyTHPY)—
d(dvhey) a(achap)( v T) a(a(,ha,,)( puvT™H)
d
gy W) (438
pa je potrebno izraCunati sljedece clanove
_9 (Ty, THY) = 4T,°P (4.39)
(Ishp) Y ‘o |
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d
aahiy) Tow ") = 2T =T%), (4.40)
d
W(TV,WT“ ) =2TVO hP —2T"P ,hC. (4.41)
ahp
Skupimo i sredimo sve ¢lanove i dobivamo
aT
— = 4S5V, (4.42)
d(dvhey) ¢
gdje je superpotencijal definiran u (3.55) odnosno
1
S,°P = —E(Ta"p +TP°,—TC°P,—2T"° yh,P +2T"P,h,°), (4.43)
a kojeg jo§S moZemo napisati kao
Sacp = Ko-pa + Tvovhap - Tvahaca (4.44)

gdje je K°P tenzor kontorzije iz (2.29).
Konacno iz rezultata varijacije akcije (4.22) dobivamo jednadzbe gibanja u kovarijantnoj

formulaciji f(7) gravitacije [34]

1 1 8nG
r0u(BSHY) + FrrSa T = FiTvaS) ™ + frA" Sy + (T = 70,4, (4.45)

gdje je ®,* tenzor energije i impulsa materije definiran u (3.63).
Zanimljivo je primijetiti da se nekovarijantna jednadzba gibanja (4.10) svodi na kovarijantnu

(4.45) uz zamjenu obicne derivacije kovarijantnom derivacijom Fock-Ivanenka
uhd  —  Duhy’ = duhs” — A uahy”, (4.46)

dok se u kovarijantnom obliku one uopée ne razlikuju, ve¢ je razlika medu njima sadrZana
u ¢lanovima koji eksplicitno sadrZze Lorentzovu koneksiju, npr. tenzor torzije, skalar torzije,

superpotencijal itd.

4.3.2 Uloga Lorentzove (spinske) koneksije u kovarijantnoj formulaciji
f(T) teorije gravitacije
Jednadzbe gibanja (4.45) mozemo napisati u tzv. kovarijantnom obliku na sljedeci nacin

0 1 8nG
Hyy = frGuy + Eguv[f(T) — frT] +fTTSvupapT = c_4®uv- (4.47)
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Lijeva strana gornje jednadZbe, za razliku od odgovarajuée jednadzbe u TEGR-u, ovdje sadrzi
antisimetri¢ni dio
Hyy) = fTTS[w]“&aT (4.48)

koji nije nuzno jednak nuli zbog Cinjenice $to tenzor Sy, * nije simetriCan u prva dva indeksa.
Takav se antisimetrican doprinos lijevoj strani jednadZzbi gibanja u TEGR-u ne pojavljuje jer u
TEGR-u vrijedi f77 = 0. U odjeljku 4.2 skupom jednadzbi (4.12) pokazano je kako je potrebno
pronaci tzv. “dobre tetrade” koje zadovoljavaju uvjet Hy,,,) = 0. Uzrok postojanja antisimetric-
nog dijela jednadzbe gibanja povezujemo s neinvarijantnosti tenzora torzije, pa time i lagran-
Zijana, s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije tetrade vidljivoj u jednadzbi (4.8) [30].
Medutim, u kovarijantnoj formulaciji f(7') gravitacije antisimetri¢ni doprinos lijevoj strani jed-
nadzbe (4.48) iS€ezava za pravilan odabir Lorentzove koneksije uz odgovarajucu tetradu. U
posebno slucaju u kojem u okviru f(7) gravitacije koristimo vlastite tetrade Lorentzova konek-
sija, po definiciji, jednaka je nuli. Time je vidljivo da teorija sadrZi dodatno polje—Lorentzovu
koneksiju A%,;,—kao dodatne stupnjeve slobode. U skladu s tim bilo bi pravilno varirati f(7')
akciju po Lorentzovoj koneksiji 1 istraZziti te dodatne stupnjeve slobode. Najprije je vazno na-
glasiti kako inercijska Lorentzova (spinska) koneksija nije potpuno nezavisna varijabla, nego je
dana matricom Lorentzovih transformacija A“,. 1z tog zahtjeva varijacija lagranzijana podra-
zumijeva kako se radi o obitelji inercijskih Lorentzovih koneksija. U suprotnom, kada bi ona
bila potpuno slobodna varijabla, pokazano je u [36] da se dobiva trivijalan rezultat T4, = 0.
Istovremeno inercijske Lorentzove koneksije moraju zadovoljavati uvjet iS€ezavajuée zakrivlje-
nosti R, = 0, kako bi ona predstavljala iskljucivo uCinke torzije. TraZimo varijaciju akcije

po inercijskoj Lorentzovoj koneksiji A%?,, koja je dana
A%y = — (AN, (4.49)
gdje je A, proizvoljna Lorentzova matrica. Za infinitezimalnu Lorentzovu transformaciju vri-
jedi
A = 8% + €%, (4.50)

gdje je €, infinitezimalna matrica koja zadovoljava algebru Lorentzove grupe sa svojstvom
Eb = —Epg- (4.51)

S obzirom na to da inercijska Lorentzova koneksija ovisi samo o matrici lokalnih Lorentzovih

transformacija A%, tada je dovoljno varirati samo po &4, te dobivamo

SAY ) = §:A% ) = Py e = Je + A9 e+ A e (4.52)
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Takoder, kao S$to je ranije izvedeno vrijedi [73]

4
C
LW Abys) = 2 (1,0) + 5= (hAV), (4.53)
odnosno )
T (1 A%p) = T (4, 0) + 7 <hA“bvha"hC”n’”> . (4.54)

Varirajudi lagranzijan modificirane f(7') gravitacije po inercijskoj Lorentzovoj koneksiji dobi-

vamo izraz [74]

1
L = ﬁhha“hbv(&v fr)8A®?,,. (4.55)
Koristeci (4.52) 1 integrirajuci po dijelovima te zahtjevom iSCezavajuce varijacije akcije dobi-
vamo
fTT8vT.@#(hh[a“hb]v) =0. (4.56)
1z identiteta [75]
INE Qv(hh[a“hb]v), (4.57)

vidimo da (4.56) postaje upravo uvjet iSCezavanja antisimetricnog dijela jednadzbe gibanja
Jr7Sian)" T = 0. (4.58)

Dakle, stupnjevi slobode koji naizgled proizlaze iz Lorentzove koneksije su posljedica iS¢ezava-
nja antisimetri¢nog dijela jednadZbe gibanja u kovarijantnoj formulaciji f(7') gravitacije. Time

je osigurana invarijantnost jednadzbi gibanja u odnosu na lokalne Lorentzove transformacije.

4.3.3 Alternativni pristup - Lagrangeovi multiplikatori

Alternativni nacin konstruiranja teorije temeljene na torziji, uz ocuvanje lokalne Lorentzove
simetrije, mogu¢ je uz pomoc¢ Lagrangeovih multiplikatora. Razlika je u tome Sto uvjet koji se

namece Lorentzovoj koneksiji nije vise
A%y = —(AH0uA (4.59)

Sto predstavlja inercijsku Lorentzovu koneksiju, nego zahtijevamo iS¢ezavanje tenzora zakriv-
ljenosti
R%uv(A) =0. (4.60)

Gornji uvjet je lokalno istovjetan uvjetu (4.59).
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Akcija u tom pristupu glasi [36]

1

= / (£T)+ ARy ) s, (4.61)

gdje je A,”*Y Lagrangeov multiplikator koji zadovoljava uvjete
A‘abuv — _)Labvu Aabuv — _A‘bauv‘ (462)

Na taj naCin akcija sadrZi tri dinamiCke varijable: tetradu A, Lorentzovu koneksiju A%y, te
Lagrangeov multiplikator A,°*V. Po konstrukciji variranjem akcije (4.61) po A,”*" daje Zeljeni
uvjet

Rpuv(A) =0. (4.63)

Nadalje, varijacija po tetradi h,* se moZe jednostavno izraCunati iz prijasnjih rezultata ako se

akcija napiSe na sljedeci nacin
1 1
= ﬂ/hf(T)d‘lX—i— ﬂ/hlguvRab“vd“'){—f—ym = yf(T) +yLagmnge+eym, (464)

iz kojeg je vidljivo da prvi i tre¢i ¢lan Cini jednadZba gibanja (4.45) kojoj treba pribrojiti varija-
ciju drugog ¢lana
1 8L Ry
h o 8hey

= ha"* A"* VR by (4.65)
Konacno dobivamo jednadzbu

1
EfTavmsa“V) + frrStY oy T — frTPvaSy M + frAb 1S,V +

1 871G
1 F(T)h* +ha* A" ROy = C—4®aﬂ. (4.66)

Potrebno je jo$ varirati akciju (4.61) po Lorentzovoj koneksiji A%,. Koristiti ¢e nam izraz
(2.25)
Rdbvu = avAabu - uAabv +AaevAebu _AaeuAebw (4-67)

Rezultat varijacije akcije po Lorentzovoj koneksiji je [36]
I (hALHY) + A%y (hAPMY) = Dy (hAPMY) = 0, (4.68)

Sto predstavlja jednadZbu za izraCun Lagrangeovih multiplikatora, te je vaZno naglasiti kako ona
ne ovisi o f(7T) teoriji gravitacije temeljenoj na torziji. Lagrangeov multiplikator je prisutan
samo u posljednjem ¢lanu jednadZbe gibanja lab“"R“buv, te 1z uvjeta iS€ezavajuéeg tenzora

zakrivljenosti zaklju¢ujemo kako jednadzba gibanja ne ovisi o Lagrangeovom multiplikatoru.
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S obzirom da Lagrangeovi multiplikatori ne ulaze u jednadzbu gibanja, jednadZbu (4.68) nije

potrebno rjesavati te moZe posluziti samo kao provjera konzistentnosti promatranog sustava.

4.3.4 Bianchijevi identiteti u kovarijantnoj formulaciji f(7') teorije gra-
vitacije

U opcoj teoriji relativnosti srediSnju ulogu imaju tenzori zakrivljenosti. U tom je smislu vazno

istraZiti simetrije koje sadrZe tenzori u toj teoriji. Identitete (2.30) 1 (2.31) zovemo Bianchijevim

identitetima. Oni vrijede opcenito za prostornovremenske geometrije u kojima su prisutne i

torzija i zakrivljenost. Poseban slucaj kad torzija iS¢ezava dovodi do identiteta (2.32) i (2.33),

¢ija je posljedica iS¢ezavanje kovarijantne derivacije Einsteinovog tenzora
VuG"Y =0, (4.69)

kojeg Cesto nazivamo kontrahiranim Bianchijevim identitetom. Ti identiteti su posljedica si-
metrija tenzora u diferencijalnoj geometriji, a u teoriji gravitacije govore o broju nezavisnih
komponenti samih tenzora. Osim toga, rezultat (4.69) govori 1 0 oCuvanju tenzora energije i
impulsa u kovarijantnom smislu

V01 =0, (4.70)

Taj rezultat nuzno vrijedi i u TEGR-u s obzirom na to da su jednadZbe gibanja istovjetne. Me-
dutim, postavlja se pitanje kakav je status kovarijantnog oCuvanja tenzora energije i impulsa u
modificiranim teorijama gravitacije tipa f(7'). Akciju modificirane teorije gravitacije tipa f(7')

mozemo napisati u obliku
1
= §/(T +F(T))hd4x+/.,§fmmhd4x, 4.71)

gdje vrijedi f(T) =T+ F(T), a ZLua predstavlja lagranZijan materije. Variranjem tako napi-

sane akcije po tetradi dobivamo

o ~ 8 G
GHY 4 GrY = 2 @, 4.72)
C

gdje je G"V Einsteinov tenzor koji je rezultat varijacije prvog Clana u akciji koji sadrzi samo
skalar torzije T, a G*V predstavlja dodatne ¢lanove koji proizlaze iz varijacije drugog ¢lana,
F(T), te ®*Y je tenzor energije i impulsa. Djelujuéi kovarijantnom derivacijom* nad jednadz-
bom gibanja (4.72) dobivamo

~ _SnG

VuGHY = SV, eMY, (4.73)
C

*Kovarijantna derivacija sadrzi koneksiju Levi-Civite koja je u kontekstu teorija temeljenima na torziji isto-
vjetna zapisu (3.75).
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gdje derivacija prvog Clana iz (4.72) iS€ezava zbog Bianchijevih identiteta. Uvjet (4.73) ne

jamci oCuvanje kovarijantne derivacije tenzora energije i impulsa jer opéenito ne mora vrijediti
VuG*Y =0, V0" =0. (4.74)

Rezultat (4.73) je u nekovarijantnim formulacijama f(7') gravitacije predstavljao dodatan uvjet

nad jednadZbama gibanja kako bi se jednadZbe mogle dosljedno rijesiti. Pokazat ¢e se da za-

pravo vrijede relacije (4.74) samo u slucaju kada je f(7') modificirana teorija gravitacije kova-

rijantno formulirana. Krecemo od jednadzbe gibanja zapisane u kovarijantnom obliku (4.11)
8nG

0 1
frG*Y + Eg“v[f(T) — frT)+ frrS"HPopT = C_4®“v' (4.75)

Djelujuci kovarijantnom derivacijom V, na gornju jednadzbu dobivamo

o 1 0 o
frrG*Vo,T — ifTTguvTavT+fTTVvSv'uPapT+fTTSv“vaapT+

876
; vV, 0L, (4.76)

gdje se koristilo pravilo lanCanog deriviranja te identiteti

V,GHY =0,  V,g" =0. (4.77)
Cetvrti ¢lan
FrrSYHPV AT = —SHV* (Tpyq — 2Kpya)OPT, (4.78)
uz (2.29) postaje
—SMYY(Thyq — 2Ky )P T = SMY*(Ty 5 + Thay ) OPT =0, (4.79)

e ey

identitet [P v = B pv — KB pv MoZemo raspisati na sljedeci nacin

o o 1

G =Kot pS*PY —VaS““V—i—ETg“V. (4.80)
Ubacimo li izraz (4.80) u (4.76) dobivamo

871G
— FrrKo" oSV AT + frr7(dyT)S"MPI,T = %Vv(af”, 4.81)
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drugi ¢lan i$¢ezava zbog kontrakcije antisimetri¢nog tenzora SV#P s gradijentima skalara torzije,

te ostaje

871G -

_fTTKaupSapvavT - Vv@'uv. (482)

!
Taj izraz je nula ako je frr = 0, odnosno u dobro poznatom slucaju TEGR-a, f(T) =T, no
takoder u slucaju kad antisimetri¢ni dio jednadZbe iS¢ezava s obzirom na to da su i S*VP i
KMVYP antisimetri¢ni tenzori. Drugim rije¢ima, cijela lijeva strana jednadZbe iS¢ezava ako je
zadovoljena lokalna Lorentzova invarijantnost §to i jest slu¢aj u kovarijantnoj formulaciji f(7')
gravitacije. U suprotnom dobivamo uvjet frr = 0 Sto je posljedica nekovarijantne formulacije.

Konacno, posljedice kovarijantnosti f(7') teorije gravitacije dovode do uvjeta
VGV =0 = V0" =), (4.83)
dok u nekovarijantnim formulacijama ostaje uvjet
831G e

VuGHY = 2=V, eMY, (4.84)
C

koji mora biti zadovoljen, no ne i nuZno o¢uvanje tenzora energije i impulsa materije.

4.4 Staticka sfernosimetri¢na tetrada i jednadzbe gibanja u

sfernosimetri¢cnim konfiguracijama

U odjeljku koje slijedi izvest ¢emo tetradu koja opisuje slucaj stati¢ne sfernosimetricne geome-
trije. U modificiranim teorijama gravitacije tipa f(7') tetrada je dinamicki entitet, te krecemo
od sfernosimetri¢nog anzatza koji odgovara statickoj sfernosimetricnoj metrici. Koristeci sferne

koordinate x* = (¢,r, ¥, @) metrika glasi
guv = diag(e?®) —2A0) 2 25in 9). (4.85)
Najjednostavnija tetrada koja odgovara metrici (4.85) je dijagonalnog oblika
Ky, = diag(e®"), M rsin9). (4.86)

Kako bi jednadzbe gibanja ostale invarijantne s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije

odgovarajuca Lorentzova (spinska) koneksija za gornju odabranu tetradu je [34]

Aﬁﬂﬂ = _Aéfﬁ =-1, Af(f)qo = _A(bf(p = —sind, Aﬂqa(p = —A(p@q) = —cos®, (4.87)
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gdje kapica oznacava ortonormirane indekse. “Dobra”, odnosno vlastita tetrada koja takoder

odgovara metrici (4.85) je dobro poznata u literaturi [72] te ima sljedeci oblik

e®r) 0 0 0
. 0 eMcos @sint® rcos@cost —rsin@sint
hy = (4.88)
0 —eM) cos B rsin ¥ 0

0 Asingsin®  rsingcosd  rcos@sind.
Za vlastite tetrade vrijedi da je Lorentzova koneksija jednaka nuli

A%y =0, (4.89)
MozZe se pokazati da su tetrade (4.86) 1 (4.88) vezane lokalnom Lorentzovom transformacijom

By = AhP (4.90)

gdje je matrica lokalnih Lorentzovih transformacija eksplicitno dana

1 0 0 0
0 cos@sint cos@cos?¥ —sin@
A = (4.91)
0 —cos? sin ¥ 0
0 sin@sind sin@cos?¥ cosQ.

Lako je pokazati da je inercijska Lorentzova koneksija jednaka nuli za gornji odabir tetrade iz

sljedece transformacije (3.17)
A%y = KA gy Ay + A% Dy A = 0. (4.92)

JednadZzba gibanja u kovarijantnoj formulaciji f(T') gravitacije je dana izrazom (4.45)

1 1 8tG
;lfTav (hSauv) _"fTTSa”v&vT - fTTbVaSbvu +fTAbavavu + Zf(T)ha“ - c_4®a”7 (493)

kontrahirajuci gornji izraz tetradom /4%, moZemo zapisati jednadZbu s prostornovremenskim
indeksima (4.47)

8nG
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Takoder, uvodimo pokrate A(r) = ¢®") i B(r) = ¢A("), tada jednadzbe gibanja glase

;1 2 / /
H = if(T)+f%<(B— DBrA'+A (1B + (B~ 1)B) ) -
Azf;—STﬁS(B— 1) (A(B— 1) <B (PA" +A(B—1)) -
ArB') +ArA' (1= B)B — (B—2)rB) + (1- B)Br* (A’)2> 8”G®, . (4.95)
L1 2f , 871G _,
H' = f(T) +1F2Tr2 (B-2)rA" +AB-A) = =70, (4.96)
Hy® =H, :—f( ) — }g2(B(rzA"—kA(B—l)z)—rA’(rB’+B(ZB—3))—ArB’)
—;JI;—TS; (A(B—1)—rA") <A(B— 1) (B(r*A" +A(B—1)) —ArB') +
ArA' (1—B)B—(B—2)rB') + (1 — B)Br? (A’)2> — 8LG®19 . (4.97)

Odgovarajuci skalar torzije je dan sljedecim izrazom

2(B—1)(A—AB+2rA")

T=—
r2AB?

(4.98)

JednadZzbe (4.95) — (4.97) predstavljaju sustav jednadzbi za rjeSavanje statiCkih sfernosimetric-

nih problema u f(7) gravitaciji.
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Poglavlje 5

Vakuumska sfernosimetricna rjeSenja u

kovarijantnoj f(7') teoriji gravitacije

U ovom poglavlju proucit ¢emo vakuumska rjeSenja u teoriji gravitacije tipa f(T). Najprije
¢emo se usredotoCiti na vakuumska rjeSenja koja moZemo analiticki rijesiti, te e se za taj
skup teorija pojaviti uvjeti za koje rjeSenje T = 0 jest analiticko vakuumsko rjeSenje. Nakon
toga proudit éemo teoriju tipa f(T) za konkretni oblik funkcije f(7) = T + aT?/2. Tu éemo
potraziti vakuumska rjeSenja perturbativnim putem, te nakon toga, i numeri¢kim metodama s

obzirom na to da u ovom slucaju analiti¢ko rjeSenje nije moguce pronaci.

5.1 Vakuumska rjeSenja u kovarijantnoj formulaciji f(7) gra-
vitacije

Najprije prou¢avamo vakuumska rjeSenja u teorijama gravitacije tipa f(7'). Takva rjeSenja

predstavljaju osnovu u astrofizickim razmatranjima i €esto sluze kao test valjanosti teorije. Tu se

prije svega misli na kinematiku objekata koji kruZe oko zvijezda ili galaksija, a ¢ija je dinamika

odredena vakuumskim rjeSenjem. Takoder, tu je i pitanje egzistencije i svojstava crnih rupa u

tim teorijama.

Za sustav jednadzbi u vakuumu vrijedi
Primijetimo da jednadZbe gibanja (4.95) — (4.97) imaju oblik

H' =Af(T)+Bifr+Cifrr, (5.2)
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H," =A2f(T) +Bafr, (5.3)

Hy® = Asf(T) +Bsfr +Csfrr, (5.4)

gdje su A;(A,A", A" B,B',B"), B;(A,A’,A” ,B,B',B") i C;(A,A’,A"” ,B,B',B") funkcije tetradnih
funkcija A(r) i B(r) te njihovih derivacija. Jednostavnim je algebarskim manipulacijama iz

jednadzbi (5.2) 1 (5.4) moguce eliminirati drugu derivaciju f7r te dobivamo

H,l Hﬁﬁ (Al A3 B, B3
Ci G

a ol (g-g)r=o o

Sredivanjem gornjih izraza dobivamo

<r2A32 (rA'+A(B—1)) ) f(T)+4 <r2(B — 1A+
rA (A’(rB’ +B*—2B+1)—r(B— 1)A”) _A’B(B— 1)2> fr=0. (56

Uz prethodnu jednadZbu ostaje nam i jednadZzba H,” = 0,

4fr /
F(T) oA (B—2)rA'+AB—A) =0, (5.7)
¢ime dobivamo jednostavniji sustav koji treba rijesiti za opCenitu funkciju f(7). JednadZba
(5.7) kao i skalar torzije ne ovise o derivacijama B(r). Iz toga zakljuCujemo kako za zadanu

funkciju f(T) jednadzba (5.7) je algebarskog tipa po B(r) i moZe se algebarski rijesiti, derivirati,

B(l") = fl (AvA/)v B/<I") = fZ(AuA/aA//)u (58)

te uvrstiti u (5.6), ¢cime dobivamo diferencijalnu jednadzbu drugog reda po A(r). Ovaj pristup
ovisi o izboru konkretne funkcije f(7) te je Cesto vrlo teSko doéi do analitickog rjeSenja za A(r).
Nasuprot tome, moZemo primijetiti da se iz jednadzbi (5.6) i (5.7) moZe eliminirati npr. f(7T')

¢ime dobivamo uvjet [40]
Afr (—A2(3+ 1)(B—1)>+72(A)” + 47 (A'B' — (B— 1)A”)> —0, (5.9)

koji je neovisan o izboru funkcije f(7'). UoCavamo da metrika Minkowskog jest rjeSenje ove
jednadzbe, te uz B = 1 slijedi nuZan uvjet A = konstanta. Jednadzba (5.9) se mora shvatiti kao
nuzan ali ne i dovoljan uvjet koji mora zadovoljiti svako vakuumsko rjesenje, Sto znaci da taj

uvjet nije dovoljan za nalaZenje vakuumskog rjeSenja. Nije nuzno da funkcije A(r) i B(r) koje
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zadovoljavaju (5.9) istovremeno zadovoljavaju i jednadzbe gibanja (5.2) — (5.4). Zanimljivo je

Sto jednadzba (5.9) jest zadovoljena u slucaju Schwarzchildovog rjeSenja, naime uvrStavanjem

Bir) = ——— A =J1-2 (5.10)
1—2M r

r

izraza

pokazuje se da je uvjet (5.9) zadovoljen. Ipak, uvrSavanjem Schwarzchildovog rjeSenja u jed-
nadZbama gibanja postaje jasno da one nisu rjeSenja sustava osim u slucaju f(T) =T, §to

odgovara slucaju opce teorije relativnosti.

5.1.1 Vakuumska rjeSenja iz uvjeta 7 =0

Kako bi uvjet vakuuma u slucaju staticke sferne simetrije bio zadovoljen dovoljno je zadovoljiti
uvjet H' = H,” = Hy® = 0. Za opéeniti izbor funkcije f(T) nije moguée jednostavno pronadi
rjeSenje s obzirom na to da su jednadzbe gibanja vrlo slozene. Kao $to je napomenuto u pret-
hodnom odjeljku potrebno je rijesiti nelinearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda po A(r)
Cije rjeSenje se moze dalje koristiti u algebarskom izraCunu B(r). Medutim, pokazat e se kako
je moguce za odredene tipove funkcija f(7') doéi do jednostavnih, analiti¢kih rjeSenja.

Pretpostavimo li da vrijedi uvjet
T(AvaC7Bvac) = 07 (511)

zaneke A,,.(r) i Byac(r) tada je nuzno da su za obitelji funkcija f(T') koje zadovoljavaju uvjete

Ayge 1 By vakuumska rjeSenja. U ispravnost ove tvrdnje moZemo se jednostavno uvjeriti gle-
dajuéi jednadzbe gibanja (5.2) — (5.4), gdje ako vrijede uvjeti (5.12), onda iS¢ezavaju sve kom-

ponente H," u u slucaju staticke sferne simetrije. Promotrimo li skalar torzije (4.98)

2(B—1)(A—AB+2rA)

T=—
r2AB2 ’

(5.13)

uocavamo kako on iS¢ezava u slucaju B = 1, $to je trivijalan slucaj koji uz A = konst. daje rje-
Senje Minkowskog. Zanimljivije je prouciti slucaj kad druga zagrada u skalaru torzije iS¢ezava,
Sto daje uvjet

A—AB+2rA' =0. (5.14)

Diferencijalna jednadzba (5.14) je jednostavna homogena linearna diferencijalna jednadzba pr-
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vog reda, Cije je rjeSenje

" Bae(r) —1
Avac(r) :Avac(rO) eXP/ %
o

r/

dr, (5.15)

gdje je Ayqc(ro) konstanta integracije, odnosno rubni uvjet na komponentu metrickog tenzora
pri r = rp. Vidljivo je da za proizvoljnu funkciju B,,., pod uvjetom da postoji integral (5.15),
postoji funkcija A, koja predstavlja vakuumsko rjeSenje. To znaci da teorija koja zadovoljava
uvjete (5.12) ima beskona¢no mnostvo vakuumskih rjeSenja. Zbog toga postoji ozbiljna sumnja
u valjanost f(T') teorija gravitacije koje zadovoljavaju uvjete (5.12), odnosno one ne sadrze mo¢
predvidanja zbog Cinjenice Sto sadrze beskonacan skup vakuumskih rjeSenja. Takve teorije uz

uvjet analitiCnosti f(T') funkcije mozemo prikazati Taylorovim razvojem u red

> r(n)
=1y ! n(,TO) (T —To)", (5.16)
n=3 :

gdje nema konstantnog, linearnog i kvadratnog ¢lana. Ipak, takve teorije nemaju neku vaznost

s obzirom na to da ne prelaze u limes opce teorije relativnosti za male vrijednosti skalara T'.

Zanimaju nas male popravke opce teorije relativnosti. U ovom radu bavit ¢emo se najceSce

modificiranim teorijama gravitacije tipa f(7') koje imaju sljedeci oblik

#(T) :T+%T2. (5.17)

U teoriji oblika f(T) = T 4+ aT?/2 vakuumsko rjeSenje nije zadovoljeno za T = 0 osim u
slucaju prostorvremena Minkowskog. RjeSenje funkcije A(r) za i$Cezavajudi skalar torzije je
(5.15)

A(r) =A(ro)e><p/r%dr’, (5.18)
o

s kojim provjeravamo konzistentnost npr. jednadzbe (4.96)

H/' = %f(T) + % (B—2)rA"+AB—A) =0, (5.19)
kojasezaT =01 f(T) iz (5.17) svodi na
2 /
157 (B—2)rA’+AB—A) =0. (5.20)
RjeSenje gornje diferencijalne jednadzbe je
r B(r)—1

A(r) = A(ro) exp dr (5.21)

ro 7'(2—B(r"))
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gdje je opet A(rp) konstanta integracije, odnosno rubni uvjet na komponentu metrickog tenzora
pri r = rg. Usporedimo li (5.18) i (5.21) dobivamo da je B = 0, koji nesumnjivo naruSava kon-

zistentnost jednadzbi gibanja uz pretpostavku 7' = 0, gdje za B = 0 proizlazi T — oo.

Za razliku od f(R) teorija gdje Cesto uvjet R = O predstavlja vakuumsko rjesenje [76],
u formulacijama f(7') modificiranih teorija gravitacije temeljenima na torziji analogan uvjet
T = 0 ne dovodi nuzno do vakuumskog rjeSenja. Upravo obrnuto, za valjane kandidate oblika

f(T) =T+ aT?/2 uvjet T = 0 ne predstavlja vakuumsko rjedenje.

5.1.2 Perturbativna staticka sfernosimetri¢na vakuumska rjesenjau f(7)
gravitaciji

Ovdje ¢emo rac¢unom smetnji dobiti vakuumsko ponasanje u teorijama gravitacije tipa f(7) za
konkretan slucaj f(T) = T + oT? /2 [41]. Pretpostavimo li da je dodatni ¢lan oT? /2 u akciji u

nekom podrucju prostornovremena mnogo manji od linearnog ¢lana 7', dobivamo uvjet
laT| < 1. (5.22)

U tom dijelu prostorvremena ocekujemo da se vakuumsko rjeSenje neznatno razlikuje od Sc-

hwarzschildovog rjesenja. Izracunamo li skalar torzije iz Schwarzschildovog rjesenja

2m 1
A(r)=4/1—— B(r) = — 2
(7 L BO= (5.23)
dobivamo ,
2(1—
riu(r)
gdje je u = /1 —2m/r. Vidljivo je da ako je m konstanta, tada skalar torzije asimptotski

teZi u nulu za r — oo, iz Cega slijedi da za dovoljno veliku vrijednost r uvjet (5.22) mozZe biti

zadovoljen. U tom slucaju funkcije A i B moZemo napisati kao

A(r)=u(r)+aa(r),  B(r)=——=+ab(r), (5.25)

u(r)

gdje funkcije a(r) i b(r) predstavljaju odstupanje od Schwarzschildovog rjeSenja koje je pos-
ljedica prisutnosti kvadratnog ¢lana skalara torzije u akciji. Uvrstimo li A(r) i B(r) zapisane

na gornji nacin u jednadzbe gibanja (4.95) — (4.97) dobivamo jednadzbe koje moZemo razviti u
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Taylorov red po parametru « ¢iji vodeci ¢lanovi nam daju uvjete

27710 = —(1—u)*(145u+10u?) — rPu®(3 — u?)b, (5.26)
2P3u3d = —1+4u—o6p+4p® — p* +r2u(1 — u)a+2r° 13 (5.27)

Uvjet (5.26) jest diferencijalna jednadzba po funkciji b koja ne sadrzi funkciju a, te je mozemo
rijeSiti uz odabir konstante integracije na nacin da funkcija na putu prema prostornoj beskonac-

nosti trne u nulu. Njezino rjeSenje tada je [41]

1424 —12u% — 643 +75u* —24u° +121Inpu

b=
12r2p(1 — u?)

(5.28)
Gornje rjeSenje uvrStavamo u uvjet (5.27) ¢ime dobivamo diferencijalnu jednadZbu za funkciju
a. RjeSenje te jednadZbe, ponovno, uz takav odabir konstante integracije da funkcija iS¢ezava u

prostornoj beskona¢nosti, moZemo napisati kao

 13-99u% 4 128u% —45u* +3u8 + (12— 36u%) Inp

a 122u(1 = @2)? (5.29)
Vodedi ¢lanovi u razvoju funkcija a i b u red potencija veliine 1/r,
2m3 1\° 2m3 1\ /2

pokazuju nam da aproksimativno vakuumsko rjeSenje koje smo ovdje konstruirali ne mijenja

asimptotsku strukturu Schwarzschildovog rjeSenja iz opce teorije relativnosti Ciji su vodeci ¢la-

novi

A(r) m_m (1Y B(r) WL PTAA (5.31)
r) = _—— — — r) = — — - . .

ro 2r? r)’ r r r
Slika 5.1 pokazuje Schwarzschildovo rjeSenje i perturbativno rjeSenje dano izrazima (5.28) i
(5.29) za niz vrijednosti bezdimenzijskog parametra o/ m?. Na slici su takoder prikazane vri-
jednosti veli¢ina |aT| koje govore o razini ispunjenosti uvjeta pod kojim se dobiveno rjeSenje

moZe smatrati valjanim.

5.1.3 Numericka staticka sfernosimetri¢na rjesenja u f(7) gravitaciji

Aproksimativno vakuumsko rjeSenje (5.28) 1 (5.29) dobiveno perturbativnhim putem i opisano
u prethodnom odjeljku smatramo primjenjivim pri velikim udaljenostima od srediSta simetrije.
Odabirom konstanti integracije osigurali smo da njegovo asimptotsko ponasanje bude nalik

asimptotskom ponasanju Schwarzschildovog rjeSenja iz opcCe teorije relativnosti. Upravo u tom
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a/M? =-1,-4,-16, -64
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Slika 5.1: Perturbativno vakuumsko rjeSenje u f(7) = T + 4T?. Funkcija A = 1/B = /3 —2/x Sc-
hwarzschildovog rjeSenja (crna linija), funkcije A (plave linije) i 1/B (naranCaste linije) aproksimativnih
rjeSenja (5.31) te veli¢ina |oT| (tanke crne linije) za pozitivne (gornji graf) i za negativne vrijednosti
omjera & /m? (donji graf).
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podrucju aproksimativno rjeSenje moZemo iskoristiti za postavljanje pocetnih uvjeta potrebnih
za numericku evoluciju jednadzbi gibanja, bilo prema srediStu simetrije, bilo prema joS ve¢im
udaljenostima. RjeSenja dobivena numerickim putem nisu egzaktna, ali njihova prednost pred
perturbativnim rjeSenjem leZi u tome da ona ne zahtijevaju pojednostavljujuce pretpostavke
poput uvjeta |7 | < 1 na koji se oslanjao perturbativni postupak.

Integraciju provodimo standardnim rutinama namijenjenim rjeSavanju problema pocetnih
vrijednosti za obi¢ne diferencijalne jednadzbe, a zbog jednostavnosti uvodimo novu bezdimen-

zionalnu koordinatu
’

:M+r’

kojom problem s domene 0 < r < oo preslikavamo na domenu 0 < x < 1. Parametar M u (5.32)

X (5.32)

poistovjecujemo s parametrom m prisutnim u aproksimativnom rjeSenju (5.28) i (5.29), od-
nosno s gravitacijskom masom prostorvremena, nakon ¢ega se u kona¢nim jednadZbama omjer
a/M? pojavljuje kao jedini parametar. To znaci da uz odabir pocetnih uvjeta koji proizlazi
iz perturbativnog rjeSenja prikazanog u prethodnom odjeljku, ovdje moramo istraZiti jednopa-
rametarski prostor vakuumskih rjeSenja. Nalazimo tri podru¢ja ovisnih o vrijednosti omjera
o /M? u kojima se vakuumska rjesenja kvalitativno razli¢ito ponasaju [77].

Za pozitivne vrijednosti omjera «/M? integraciju moZemo provesti samo do neke kona¢ne
vrijednosti koordinate x koju oznacavamo s xg, a u kojoj numericke rutine prijavljuju singular-
nost u diferencijalnim jednadZbama i nemoguc¢nost daljnje integracije. Jedno od takvih rjeSenja
prikazano je na gornjem grafu slike 5.3. Vrijednost xg raste s vrijedno$éu omjera & /M? pocevsi
od vrijednosti 2/3 koju poprima za o/M? — 0, a kojoj odgovara polumjer rs = 2M, (vidi sliku
5.2). Proucavanjem svojstava numerickog rjeSenja u neposrednoj blizini x = xg, odnosno u li-
mesu x — xgs, uo¢avamo kako funkcija A poprima konacnu vrijednost §to nam govori o tome da
sferna ploha polumjera rs = Mxs /(1 — xs) ne predstavlja plohu beskona¢nog crvenog pomaka
poput npr. horizonta dogadaja Schwarzschildove crne rupe. Medutim, prou¢avanjem ponaSa-
nja Riccijevog i Kretschmannovog skalara (oba izraCunata koriStenjem koneksije Levi-Civite)
nalazimo da oni u limesu x — xg divergiraju (teZe u pozitivnu beskonacnost). Iz toga proizlazi
kako unutar Riemannovog tenzora postoje komponente koje divergiraju, te predstavljaju stvarni
singularitet. S obzirom na to da je gibanje Cestica u f(T') gravitaciji opisano istim jednadZbama
kao 1 u opcoj teoriji relativnosti, zaklju¢ujemo da sfernu plohu pri x = xg ne moZemo smatrati
regularnom plohom u smislu njezinih fizickih svojstava. Zbog svega navedenog takvu sfernu
plohu smatrat ¢emo singularnom.

U podru¢ju —4.2 < o/M? < 0, gdje samu donju granicu intervala nije moguée precizno
odrediti, nalazimo funkciju A koja iS¢ezava pri konacnoj vrijednosti koordinate x = xs. Primjer
takvog rjeSenja prikazan je na donjem grafu slike 5.3. Vrijednost xg tezi u nulu kad se vrijednost
omjera o /M? priblizava donjoj granici intervala, dok za at/M? — 0 imamo xs — 2/3, odnosno

rs — 2M (vidi sliku 5.2). Cinjenica da na sfernoj plohi x = xg funkcija A i§¢ezava govori nam
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Polumjer sferne singularne plohe u f(T) = T + (a/ 2)T2
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Slika 5.2: Polumjer sfernih singularnih ploha u vakuumskim rjeSenjima teorije f(7) =T + %TZ: Toc-
kasti singulariteti (plave tocke), plohe s beskonacnim crvenim pomakom (narancaste tocke), plohe s
kona¢nim crvenim pomakom (zelene tocke).

o tome da se radi o plohi beskonacnog crvenog pomaka, medutim, i ovdje analiza dobivenog
rjeSenja u blizini te plohe ukazuje na prisutnost singularnosti [77]. Nalazimo da Riccijev i
Kretschmannov tenzor divergiraju, te zaklju¢ujemo kako ovu plohu takoder mozemo smatrati
singularnom.

U podruéju a/M? < —4.2 numericku integraciju moZemo provesti do nadomak samog sre-
diSta simetrije, dok samo srediSte ostaje izvan dohvata numeri¢kog postupka zbog singularnosti
koeficijenata u diferencijalnim jednadZzbama. Ekstrapoliraju¢i ponasanje funkcija A i B uoca-
vamo da one poprimaju konacne vrijednosti (konkretno B(0) = 1), dok Riccijev i Kretschman-
nov skalar i skalar torzije divergiraju. S obzirom na to da nema naznaka da se ove divergencije
dogadaju na sfernoj plohi kona¢nog polumjera, ovu grupu rjeSenja shva¢amo tako da svako od

njih sadrzi tockasti singularitet (vidi sliku 5.2).
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Slika 5.3: Numericko vakuumsko rjeSenje u f(7) =T + $T? za at/M? = 4 (gornji graf) i za ot/M? =
—1 (donji graf): Funkcije numeri¢kog rjeSenja A (debela plava linija) i 1/B (debela narancasta linija),
funkcije perturbativnog rjeSenja A (tanka plava linija) i 1/B (tanka narancasta linija), funkcije A = 1/B
Schwarzschildovog rjeSenja (tanka crna linija). Crne uspravne linije oznacavaju poloZaj singularne sferne
plohe.
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Poglavlje 6

Nevakuumska rjeSenja i kompaktni

objekti u f(7T) gravitaciji

Ovdje ¢emo proucavati primjere nevakuumskih rjeSenja u gravitaciji tipa f(7) za konkretan
slu¢aj funkcije f(T) = T 4+ aT?/2. Kompaktne objekte éemo modelirati politropskom jed-
nadZbom stanja za slucaj I" = 2, te ¢emo prouciti njihova svojstva. Potom ¢emo prouciti
bozonsku zvijezdu modeliranu kompleksnim skalarnim poljem, takoder u gravitaciji oblika
f(T) = T + aT?/2. Konatno, pokazat éemo zajednicka svojstva koje imaju nevakuumska
rjeSenja u teorijama oblika f(T) = T + aT? /2, konkretno politropska i bozonska zvijezda. Ta

opca svojstva Ce se najjasnije iskazati u analizi gustoce energije i tlakova u tim zvijezdama.

6.1 Motivacija i jednadzbe gibanja u nevakuumskim static-

kim sfernosimetricnim geometrijama

Vakuumska rjeSenja predstavljaju jedno od najvaznijih rjeSenja u teorijama gravitacije. Osim
zbog svoje teorijske vaZznosti uloga tih rjeSenja je i u opisu kinematike gibanja Cestica oko
masivnih objekata gdje je gravitacijsko medudjelovanje dominantno u odnosu na druge sile.
S druge strane, potrebno je prouciti i nevakuumska rjeSenja koja su nuzna u daljnjem opisu
medudjelovanja materije 1 gravitacije. U tom slucaju prisutnost materije opisujemo tenzorom
energije 1 impulsa koji, za razliku od vakuumskih rjeSenja, viSe nije nula.

Promatranjem neba uo¢avamo niz objekata—planete, zvijezde i galaksije—a detaljnijim as-
trofizickim promatranjima nailazimo i na kompleksnije objekte kao $to su crne rupe, neutronske
zvijezde, dvojni sustavi itd. Objekte Cija je gustoCa mase znacajno visa od gustoce atomske ma-
terije nazivamo kompaktnim objektima. Oni mogu biti zvjezdani ostaci u koje svrstavamo bi-
jele patuljke, neutronske zvijezde, crne rupe itd. Jedan od zadataka teorije gravitacije je prouciti

svojstva matematickih modela kojima opisujemo takve objekte, a kad je rije¢ o modificiranim
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teorijama gravitacije, prou¢avamo ucinke modifikacija na modele kompaktnih objekata. Ovdje
¢emo prouciti neke najvaznije rezultate opCe teorije relativnosti, a kasnije ¢emo ih usporediti s

rezultatima u kovarijantnoj formulaciji gravitacije tipa (7).

Jedna od vecih nepoznanica je upravo jednadzba stanja neutronskih zvijezda gdje je na viso-
kim gusto¢ama nuzno Koristiti rezultate kvantne kromodinamike, kvarkovske supravodljivosti
itd. [78, 79, 80]. Osim navedenih primjera kompaktnih objekata zanimljivo je 1 pitanje hipo-
tetskog objekta gradenog od bozonskog skalarnog polja. Takve zvijezde nazivamo bozonskim
zvijezdama. Treba naglasiti kako skalarna polja imaju vaznu ulogu i u kozmologiji gdje npr. u
teorijama inflacije skalarna polja predstavljaju bitnu komponentu takvih teorija [81, 82]. Osim
u teorijama inflacije skalarna se polja Cesto primijenjuju kao model tamne energije za objasnje-

nje ubrzanog Sirenja svemira [83, 84, 85].

Kako bi proucavali novosti i odstupanja modificirane f(7T') teorije gravitacije od opCe teorije

relativnosti (ili TEGR-a) prikladno je zapisati jednadzbu gibanja (4.72) u obliku

. 8nG 8nG -
GHY = 7@Q}Vf: 7 (Y + 1Y), (6.1)
gdje je
o —_ < g (6.2)
8nG

Time @5 fvf predstavlja efektivni tenzor energije i impulsa u tzv. “slici” opce teorije relativnosti,
a ®"Y su doprinosi ¢lanova koji su rezultat modifikacije Einstein-Hilbertove akcije. U daljnjem
radu ®*V nazivat éemo “f (T) fluidom” te ga moZemo zapisati u standardnoj notaciji idealnog

fluida u sfernoj simetriji

o/ = , (6.3)

gdje je p gustoa energije, p radijalni tlak, a § transverzalni tlak f(7) fluida. KoriStenjem

(4.85) moZemo izraCunati neiscezavajuce komponente Einsteinovog tenzora poznate iz veéine
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udZbenika opce teorije relativnosti,

G =r 2 (1-e (1-20)), (6.4)
G =2 (1-e (142:9)), (6.5)
G"ﬁﬁ _ (";(p(p _ r—le—ZA ((A/ o cI)’) (1 —I—rCIJ') _ rCIDN) ’ (6.6)

dok © . ovisi o konkretnom izboru funkcije f(7').

U ovom poglavlju ée se prije svega proucavati reZimi jakih gravitacijskih polja (neutron-
ske 1 bozonske zvijezde), odnosno jakih torzija, te u tom smislu, o¢ekujemo doprinose visih
redova f(7T') funkcije. Ako bi neka hipotetska analiticka funkcija f(7') opisivala “pravu” te-
oriju gravitacije ili barem njeno efektivno ponasSanje u raznim reZimima onda bi ona mogla biti

reprezentirana Taylorovim redom

f(T) =Y o(T—Tp)", (6.7)
n=0
gdje su koeficijenti
(n)
n!

Prvi ¢lan u akciji f(7T) teorije gravitacije koji se namece u ovom pristupu je kvadratni ¢lan
uz postojeci linearni ¢lan
o
f(T) = a+oaT + 517 (6.9)

Takoder, u sfernosimetri¢nim konfiguracijama jake torzije zanemariti ¢emo kozmoloSku kons-
tantu o koja ima svoj znacaj u kozmologiji, te ¢emo postavit uvjet a; = 1 kako bi dobili

ispravni limes opce teorije relativnosti
o2
f(T):T—FET , (6.10)

gdje smo radi jednostavnosti preimenovali 0 = & s obzirom na to da se samo taj parametar
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nalazi u akciji (6.10). Sada moZemo napisati neiS¢ezavaju¢e komponente (:)”"

BTG &1 — — e (*=1) ((er=1) ((e*=5) (e =1) -4 20" + @?))

4
) FarA (3 (eA—1> +2<eA—3) rCID')>, 6.11)

Sf—f@/ = —artem i (e 1) (M2 1) (1) (4 3) +2 (e -3) 1),
6.12)

~ ~ 2
1G4 = 604 — ar e ( (e 1) ( (& +3) (& - 1)
C

tor (cp’ (eA _2e2A 429" + 1) 2298 13 (eA _ 1) @ 43 (eA _ 1) rq>’2)>

+2rA (rCI)' (2(2e"=3) r@/ =3 (et =3) (M 1)) =3 (e - 1)2) ).

(6.13)

Na taj nacin dobili smo sve potrebne izraze u staticnoj sfernoj simetriji za konkretan tip f(7) =
T + aT? /2 kovarijantne teorije gravitacije. Sustav se moZe u potpunosti rijesiti zadajuéi tenzor

energije i impulsa koji ¢e oblikovati prostornovremenske funkcije A(r) i ®(r), odnosno tetradu.

6.2 Politropska rjesenja u kovarijantnoj formulaciji /(7') gra-
vitacije

U modeliranju neutroskih zvijezda i bijelih patuljaka Cesto koristimo politropsku jednadzbu
stanja idealnog fluida

p=kpl =kpy ", (6.14)

gdje je p tlak, pg je gustoCa barionske materije, k je konstanta, a I" nazivamo adijabatskim eks-
ponentom. (Ovdje ¢emo koristiti geometrijski sustav jedinica c = G = 1.) Umjesto adijabatskog
eksponenta I" Cesto koristimo i tzv. politropski indeks n = 1/(I' — 1). Za razliku od jednadZbe
stanja idealnog plina, politropska jednadzba stanja fenomenoloski opisuje medudjelovanje fer-
miona, te se takva medudjelovanja pri visokim gustoama ne mogu smatrati zanemarivim. Pa
tako, prvo medudjelovanje koje naruSava pretpostavke idealnog plina nije elektromagnetsko,
nego je rezultat Paulijevog nacela iskljuCenja, prema kojemu se dva identi¢na fermiona ne mogu
nalaziti istovremeno u istom kvantnom stanju [86, 87]. Politropska jednadzba stanja (6.14) je
poopéeni rezultat koji slijedi iz termodinamike degeneriranog fermionskog plina te na taj na-
¢in I odreduje vrstu plina. Tako npr. za nerelativisticki degenerirani fermionski plin imamo
I' = 5/3, dok za relativisti¢ki plin imamo I = 4/3. JednadZbu (6.14) zovemo i Newtonovom
politropskom jednadZbom stanja. Medutim, u opcoj teoriji relativnosti susre¢emo se s dvjema

verzijama politropske jednadZbe stanja koje imaju isti Newtonov limes. U mnogim radovima
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razlika medu dvjema moguénostima nije eksplicitno naznacena zbog ¢ega moZe do¢i do zabuna.

U nastavku ¢emo opisati te dvije mogucnosti.

1. Sluéaj p = kp{

U ovom slucaju pretpostavljamo da vrijedi jednadzba (6.14) [88, 89, 90, 91]. Opcenito, jed-
nadzba stanja izrazava tlak fluida p kao funkciju broja Cestica po jedinici volumena n i entropije
po Cestici s. U prvom slucaju pretpostavit ¢emo izentropski (adijabatski) proces u kojem je

entropija po Cestici konstantna te se jednadZba stanja svodi na

p(n,s) = p(n). (6.15)

Politropska jednadzba stanja slijedi iz pretpostavke nezavisnosti adijabatskog eksponenta I' o

tlaku plina te se proces pri konstantnoj entropiji s moZe opisati jednadZzbom

re dlnp

= Sinnl (6.16)

Integracijom (6.16) dobivamo politropsku jednadzbu stanja (6.14). S obzirom na to da se u
Einsteinovim jednadZzbama eksplicitno pojavljuje gustoa energije p potrebno je izraziti broj
Cestica po jedinici volumena n preko gustoce energije p. Iz prvog zakona termodinamike 7°dS =
dE + pdV uzs=S/N,E =pV te n = N/V dobivamo

Td(nsV)=d(pV)+ pdV, (6.17)

gdje je T temperatura, a V volumen plina. Slijedi

p+p\ dp _ . (s
a( ; ) _Td(n>, (6.18)
uz definiciju gustoée
Po = nmy, (6.19)

gdje je mo masa Cestice. Iz izentropske pretpostavke, te pretpostavke o ocuvanju broja Cestica u

d(%) v pdG) —0. (6.20)

KoriStenjem jednadzbe (6.14) slijedi

volumenu V ~ 1/n dobivamo

d
kpy 2= %. (6.21)
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Integracijom jednadzbe (6.21) uz uvjet I' ## 1 dobivamo [89]

p=Cpo+ = (6.22)

gdje je C konstanta integracije. U nerelativistickom limesu mora vrijediti p = pg iz Cega slijedi

C = 1. Spomenimo i da je barotropska jednadZba stanja
pP==—" (6.23)

poseban slucaj politropske jednadzbe uz C = 0. S druge strane poseban slucaj I' = 1 dovodi do
rjeSenja

p = plnpy+ po. (6.24)
U daljnjem radu razmatranje ¢emo ograniciti na jednadzbu stanja s adijabatskim eksponentom

I' # 1. Konacno, u jednadZbu (6.22) uvrstavamo pretpostavljenu jednadzbu (6.14) i dobivamo

p(p) =xp!/M+ Eo (6.25)
gdje je kK = mk~'/T'. Parametar I je proizvoljan, no postoje uvjeti koje mora zadovoljiti kako bi
fluid imao neka “razumna” ponaSanja. Pod "razumnim ponasanjem" podrazumijevamo fluidovo
zadovoljenje poznatih energijskih uvjeta iz opce teorije relativnosti. Tu prije svega ocekujemo
pozitivnu vrijednost energije u svim sustavima, kao i uvjet da brzina Sirenja zvuka u fluidu mora
uvijek biti manja od brzine svjetlosti.

Tenzor energije 1 impulsa idealnog fluida je
" = putu” + p(g"Y +utu"), (6.26)

gdje je uM Cetverobrzina. Za ovaj primjer idealnog fluida energijski uvijeti bi glasili

p+p=>0, svjetlosni (null) energijski uvjet, (6.27)

p >0, p+p=>0, slabi energijski uvjet, (6.28)
p>|pl, dominantni energijski uvjet, (6.29)

p+p=>0, p+3p=>0, jaki energijski uvijet. (6.30)

Kvadrat brzine zvuka idealnog fluida pri konstantnom s je dan jednadzbom ([57], Cjelina 5,
Poglavlje 22)

d I'—1
2 _ (9P| _
Couk = <ap)|s 1+<1_1/1—*)Kp7(171/1“)‘ (6.31)
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Vidljivo je da je cgvuk( p) monotono rastua funkcija te da je za p — oo ograniCena s
Jim ¢4 (p) =T = 1. (6.32)

S obzirom na to da za sve vrijednosti tlaka p brzina zvuka mora biti manja od ¢ = 1 tada nuzno

mora vrijediti I" < 2. Takoder, bezdimenzionalna veli¢ina ¢ koja je definirana s

p -1
o(p)=== , 6.33
R RN €
je na sli¢an nacin ogranicena s
limo(p) =T-1, (6.34)

p—oe
iz Cega slijedi kako je p > p za I' < 2. ZakljuCujemo da je I" = 2 granicni slucaj vrijednosti
adijabatskog eksponenta koji materija moze podnijeti bez da narusi nacelo kauzalnosti i domi-
nantni energijski uvjet. Taj ¢e slucaj biti zanimljiv s obzirom da on opisuje ekstremno stanje

materije.

2. Sluéaj p = kp"

Ovaj slucaj pretpostavlja direktnu vezu tlaka i gustoce energije danu izrazom [92, 93]
p=kp". (6.35)

Tom pretpostavkom je raCun nesSto jednostavniji i direktniji jer je tlak p izraZen kao funkcija
gustoce energije p. Naime, u jednadzbi (6.25) se moZe izraziti jedino gustoéa energije p kao

funkcija tlaka p. Ipak, jednadzba stanja (6.35) daje nam

4 1-1/T
a(p)="=~ptT, (6.36)
p
iz Cega je, s obzirom na to da gornji izraz nije ograni¢en odozgo, razvidno kako ona ne zadovo-
ljava nuZno dominantni energijski uvjet za sve vrijednosti tlaka p. Takoder, nije ograni¢ena niti

brzina zvuka ¢, < 1,

2 dp o 1=1/T (6.37)

Covuk = % p ’

Sto govori 0 moguéem naruSenju kauzalnosti. Zaklju¢ujemo, kako jednostavniji oblik jednadzbe
stanja (6.35) ne osigurava o¢uvanje dominantnog energijskog uvjeta kao ni ispunjenje uvjeta
kauzalnosti ¢, < 1. Stoga, tek nakon Sto bi se u nekom konkretnom slucaju rijesio sustav

jednadzbi i pronasla rjeSenja, trebalo bi provesti analizu energijskih uvjeta i kauzalnosti. Kom-
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biniranjem jednadzbe (6.18) i (6.35) dobivamo

Po
(1—kpy ~Hy/@=1)”

p= (6.38)

te u nerelativistickom limesu jednadzbe (6.25) 1 (6.38) postaju istovjetne.
Kako bi a priori imali oCuvan dominantni energijski uvjet i brzinu zvuka manju od brzine

svjetlosti koristiti ¢emo slucaj 1. politropske jednadzbe stanja.

6.2.1 Kompaktni objekti u opéoj teoriji relativnosti i TOV jednadzbe

Zbog jednostavnosti pretpostavit ¢emo staticnu sfernosimetricnu geometriju® u kojoj Einste-

inove jednadzbe glase

2 (1-e (1-2r') ) = 87p, (6.39)
2 (1 —e M (14 2rc1>’)) — _87p, (6.40)
rle M (N =) (14r®@) —r®") = —87p, (6.41)

gdje je takoder koriSten geometrijski sustav jedinica ¢ = G = 1. Iz oCuvanja tenzora energije i
impulsa
V0 =0, (6.42)

dobivamo

d
L (p+p)® =0, (6.43)

te supstitucijom ¢*A") = (1 —2m(r) /r)~! jednadzba (6.39) postaje

dm(r)

o= 4rr*p(r). (6.44)
Iz jednadZzbe (6.40) moZemo izraziti ®'(r)
+47nrp(r)
¢/ — m(r) .4
(r) r:—2rm(r) 6.45)

te uvrstiti @' (r) u (6.43) gdje dobivamo

dp(r) _ (m(r) +4mrp(r)) (p(r) +p(r))
dr r2 —2rm(r) ' (6.46)

*Naravno, zvijezde, crne rupe, galaksije itd. rotiraju, ¢ime je narusena sferna simetrija, te je za modeliranje
takvih objekata potrebno relaksirati sfernu simetriju na opcenitiju, aksijalnu simetriju. Ipak, kao prvi korak u
modeliranju kompaktnih objekata, zbog jednostavnosti, ovdje ¢emo koristiti staticku sfernosimetri¢nu geometriju.
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U opcoj teoriji relativnosti jednadzbe (6.44) i (6.46) uz jednadzbu stanja p(p) definiraju potpuni
sustav jednadZbi koje su poznate pod imenom Tolmann-Oppenheimer-Volkoffove jednadZzbe
(TOV jednadZzbe) hidrostatske ravnoteze [94, 95].

6.2.2 Kompaktni objekti u f(7') gravitaciji

U nastavku ¢emo istraziti kompaktne objekte u kontekstu modificirane f(7') teorije gravitacije.
Naglasak ¢e biti na proucavanju dodatnih doprinosa konkretnog oblika f(7) funkcije gdje je
efektivno Einstein-Hilbertovoj akciji dodan kvadratni ¢lan u skalaru torzije, naime f(7) =T +

aT? /2. Sustav jednadzbi koje je potrebno rijesiti dan je s (6.1)
GHY = 8m(O1Y + O1Y). (6.47)

Za stati¢nu sfernosimetri¢nu konfiguraciju Einsteinov tenzor je dan izrazima (6.4) — (6.6)

G =r2 (1= (1-2m) ), (6.48)
G =r2 (1 —e M (14 2rc1>’)) , (6.49)
Gy’ =G =rle M (A=) (1+r®) —rd"), (6.50)

modificirani tenzor energije i impulsa ®“" je dan (6.11) — (6.13)

SZG@),’ ——arte (eh 1) (1) (M =5) (r 1) — 47 20 +07))

FarA/ (3 (eA _ 1) 42 <eA — 3) rcb’) ) 6.51)
8f—4G®/ — _qrhe (eA - 1) <eA 2 — 1) ((eA . 1) (eA + 3) 42 (eA . 3) rCI>’> :
(6.52)

~ ~ 2
87[4G®1919 = 87[—4GC*D¢"’ = 061’74674A< <eA - 1) ( (eA—|—3> (eA — 1)
c

tor (cp’ (eA _2e2A 429" + 1) 2298 13 (eA _ 1) @ 43 (eA _ 1) rq>’2)>

42N (rCI)' (2 <2eA—3> e —3 (eA—3> (eA— 1)) -3 (eA— 1)2) )

(6.53)

Tenzor energije 1 impulsa idealnog fluida je odreden izrazom (6.26)
" = putu’ + p(g"’ +utu"). (6.54)

Jednadzbe (6.48) — (6.53), uz jednadzbu stanja p(p) te skup prigodnih rubnih uvjeta ¢ine struk-

turu politropske zvijezde u f(T) gravitaciji. Primjecujemo odmah kako jednadzbe u f(7) gra-
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vitaciji ne omogucuju eliminaciju @'(r) iz sustava jednadzbi kao §to je to slucaj u opéoj teoriji
relativnosti. U opéoj teoriji relativnosti iz jednadZbe (6.40) moguée je izraziti ®'(r) te iz jed-
nadZbe oluvanja tenzora energije i impulsa eliminirati potrebu racunanja ®'(r), s obzirom na
to da se u (6.39) ®(r) uopée ne pojavljuje. Nasuprot tome u f(7) jednadzbama funkcija @’ (r)
sadrzi kvadratne Clanove te nije moguce na jednostavan algebarski nacin rijeSiti se funkcije
@' (r) iz jednadZbi gibanja kao $to je to slu¢aj u jednadZbama opée teorije relativnosti vidljivo
iz jednadzbe (6.45). Ipak, valja primijetiti da se u f(7) jednadZzbama pojavljuju samo deriva-
cije ®'(r) i ®"(r) koje omoguéuju smanjenje reda diferencijalnih jednadzbi za jedan u ®(r).
Konacno, zbog kompleksnosti sustava bit ée potrebno numericki rijesiti politropsku zvijezdu
u f(T) gravitaciji (6.48)-(6.54) kao §to je to slucaj s Tolmann-Oppenheimer-Volkoffovim jed-
nadzbama (6.44) i (6.46).

6.2.3 Numericko rjeSavanje jednadzbi

Sustav se sastoji od tri jednadZbe polja (6.47) i jednadZbe stanja p(p), $to ukupno Cini Cetiri
jednadzbe. Sustav sadrZi ukupno Cetiri nepoznanice ®(r), A(r), p(r) i p(r), iz Cega slijedi da
na raspolaganju imamo potpun i dovoljan skup jednadZbi. Postoji moguénost i koriStenja jed-
nadZbe oCuvanja tenzora energije i impulsa umjesto npr. jednadzbe GYY = 871?(@’919 + C:)lw),
kao Sto je to bila strategija u opcéoj teoriji relativnosti u procesu izvodenja TOV jednadzbi.
Medutim, u naem pristupu derivirat éemo jednadzbu dG™ /dr = 87 (d®' /dr+d®' /dr) i ko-
ristiti preostale dvije modificirane Einsteinove jednadzbe u f(7T) gravitaciji. Gornju jednadZbu
smo derivirali kako bi dobili tlak p deriviran po radijalnoj koordinati r, $to je vazna strategija u
numerickom rjeSavanju sustava Zelimo li postaviti rubni uvjet na p(r), u kontekstu politropskih
objekata, odnosno zvijezda. To je svakako nuzno Zelimo li osigurati konacan polumjer zvijezde,
te nametnuti i§Cezavanje tenzora energije i impulsa na povrSini zvijezde. Zaklju¢no, u nasem

pristupu koristimo skup jednadzbi

G =8n(0" +6"), (6.55)

d <] d d ~
EGVV =8r <E®rr + 56”’) s (656)
G?? = 8m (@YY + OVY), (6.57)

uz jednadZbu stanja

p(p)=xp'/N + ( P (6.58)

r—1)
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Kako bi jednadzbe bile primjerenije za rjeSavanje numerickim putem uvodimo transformacije

A=xTR=D =A%,  o(r)="2, (6.59)

koje Cine bezdimenzionalni sustav. Takoder, uvodimo bezdimenzionalnu radijalnu koordinatu

x = r/R gdje je R polumjer zvijezde. Na taj nacin je definiran rubni uvjet
o(1)=0, (6.60)

koji kaze da je zvijezda konacnog polumjera R, jer na toj koordinati tlak iS¢ezava kao i gustoca
energije Sto je vidljivo iz jednadzbe stanja (6.58). Iz gore navedenog slijedi da tenzor energije i
impulsa iS¢ezava u r = R te kaZzemo kako je zvijezda lokalizirana unutar tog polumjera te se na
toj koordinati spaja na vakuumsko rjeSenje. Rubni uvjet (6.60) ¢e posluziti kao kontrolni uvjet u
rjeSavanju sustava politropske zvijezde. U naSem pristupu neemo sustav shvatiti kao problem
rubnih uvjeta, nego pocetnih uvjeta. Razlog lezi u tome Sto sustav rjeSavamo u programskom
paketu Mathematica koja ima napredne algoritme rjeSavanja problema pocetnih uvjeta. U jed-
nadzbama polja se pojavljuju najviSe derivacije ®”, A” te 6/. Napomenuli smo ranije da se u
sustavu diferencijalnih jednadzbi funkcija ® u svom nederiviranom obliku uopce ne pojavljuje.
To znali da red sustava moZemo umanjiti za jedan uvedemo li npr. pokratu ®'(x) = ¢ (x). Sus-
tav jednadzbi tada sadrZi prvu derivaciju 6/, drugu derivaciju A” te prvu derivaciju ¢’. Nadalje,
uvedemo 1i pokratu A’(x) = A(x), odnosno, A”(x) = A'(x), sustav diferencijalnih jednadZbi
sastoji se od jednadzbi (6.55), (6.56), (6.57) i od jednadZzbe A’(x) = A(x), §to Cini sustav od
Cetiri linearno nezavisne obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda s Cetiri nepoznate funkcije
(o,A,A,¢). U skladu s gore navedenim potrebno je zadati Cetiri poCetna uvjeta kako bi imali

dobro definiran Cauchyjev problem pocetnih vrijednosti.

Za saznavanje prigodnih pocetnih uvjeta razvijamo jednadzbe gibanja u Laurentov red oko nule
i promatramo problemati¢ne ¢lanove O(x™") za n € N koji divergiraju u x = 0. Prvi najnizi ¢lan
iz jednadzbi (6.55), (6.56) 1 (6.57) je

oA 0) ( SA0) 5) < SA0) 1) 3

-3
7 +0(x77)... (6.61)
qe—2M0) (e/\(o) +3> (eA(O) _ 1>3
+0(x73)... (6.62)
x4
3
ae_4A(0) eA(O) +3 eA(O) -1
( ) ( ) +0(x73)... (6.63)
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gdje (6.56) 1 (6.57) imaju isti oblik. Vidljivo je da ukoliko Zelimo izbjeci singularitet u x = 0,
utoliko dolazimo do pocetnog uvjeta
A(0) =0. (6.64)

Primijenimo li uvjet (6.64) te promotrimo li u sljedecem redu jednadZbe gibanja oko nule dobi-
vamo
4N (0) (1 — 4ad (0)A'(0) + 2aA’(O)>

X

+0(x°) + ... (6.65)

2((c1>’(0) ~ N(0))(1 — 4ad® (0)A(0) +2aA’(O)2>

_ - +0(x") + ... (6.66)
2 ((cp'(O) — A(0))(1 — 4ad' (0)A/(0) + 2aA’(0)2>
_ - +0(x") ... (6.67)
gdje je nuzno zahtijevati uvjete
®'0)=0, A(0)=0. (6.68)

ZakljuCujemo kako su potrebni poCetni uvjeti u rjeSavanju sustava politropske zvijezde u f(T')
gravitaciji
@'(0) =0, A(0)=0 A (0) =0, c(0) = oy, (6.69)

gdje je posljednji uvjet proizvoljan. On omogucuje raznolikost zvijezda s obzirom na pocetnu
gustocu u srediStu zvijezde.

Zanimljivo je prouditi konstantne ¢lanove O(x") u kojima se pojavljuju druge derivacije
A"(0) i @”(0). Daljnjim razvijanjem jednadzbi (6.55), (6.56) i (6.57) te uvrStavajuéi uvjete
(6.64), (6.68), (6.69) dobivamo

A'(0) = §n<y— D71 (0(0)7T(y=0(0)~ )77 +0(0)7 T (y—0(0) = )T7),  (6.70)

(Y—l)“G(O)Y1(?—6(0)—1)1IV>- (6.71)
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Konac¢no, razvijamo funkcije A(x) i @'(x) u Taylorov red blizu nule gdje funkciju A(x) razvi-

jamo do kvadratnog ¢lana

A@ﬁuum+Nmy+%Nﬂm% (6.72)

a funkciju @' (x) do linearnog ¢lana
@' (x) = @' (0) + D" (0)x. (6.73)

U gore navedenim razvojima uvrStavanjem pocetnih uvjeta (6.69) i drugih derivacija u nuli

(6.70) i (6.71) mozemo provijeriti ponaSanje funkcija A i @’ blizu nule

AG) =37 - )71 (0(0)71 (7= 6(0) = )77+ 0(0)7 1 (y—0(0) - )T7) 2, (674)

(y—1>flc<o>fl<y—c<o>—1>“v>x, (6.75)

Sto Ce posluZziti kao ulazni parametar u numerickom rjeSavanju sustava diferencijalnih jed-

nadzbi.

6.2.4 Broj cCestica i polumjer zvijezde

Uobicajeno je usporedivati masu i polumjer zvijezde koja predstavlja obitelj statiCkih sferno-
simetri¢nih rjeSenja, dobivenih za poseban oblik jednadZbe stanja, kao funkciju srediSnje gus-
toce 0p. Medutim, u f(T) teorijama gravitacije postoji problem definicije mase [48] objekta
kona¢nog polumjera. U opcoj teoriji relativnosti pod pojmom mase najéesée koristimo dvije
definicije: Arnowitt-Deser-Misnerovu (ADM) definiciju te Komarovu masu. ADM-ova masa
zahtijeva asimptotski ravnu geometriju te se onda, uz pomo¢ Noetherinog teorema, oCuvane
veliCine (masa, energija itd.) definiraju iz asimptotskih simetrija u prostornoj beskonacnosti.
S druge strane, Komarova masa se moZe definirati samo u stacionarnim geometrijama, te ta-
koder iz Noetherinog teorema, ocuvane veli¢ine mogu definirati energiju, masu itd. ADM-ova
i Komarova definicija mase ne moraju se nuzno podudarati te ba$ u slucaju f(7) gravitacija
taj odnos jo§ nije istrazen. U f(T') teorijama gravitacije vakuumsko rjeSenje koje se veze na
geometriju objekta, takoder nije dovoljno razjasnjeno, te kao Sto je ranije prikazano ne vrijedi
Schwarzschildovo rjeSenje. Na taj nacin upitno je kako pojmiti i pronac¢i neku opceprihvacenu

definiciju mase u tim teorijama u skladu s onim definicijama u op¢oj teoriji relativnosti.
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U okviru ovih nejasnoca u naSem pristupu odlucili smo se za pouzdaniji pojam ukupnog
broja Cestica N u nekom polumjeru R. On se moZe definirati kao integral gustoce Cestica n u

unutraSnjosti zvijezde

R
N =4x / n(r)e™2ar, (6.76)
0

po vlastitom volumenu. Potrebno je izracunati n(r) iz o(r) te numericki integrirati (6.76) kako
bi se dobio N. U ovom poglavlju analizirat ¢emo broj Cestica zvijezde N i polumjer zvijezde
R. Cilj ¢e nam biti odrediti maksimalnu dozvoljenu vrijednost 6y do koje su konfiguracije zvi-
jezda stabilne T. U opéoj teoriji relativnosti je ponasanje broja Cestica (mase) i polumjera zvi-
jezde dano krivuljom koja, poCevsi od malih vrijednosti 6y, pokazuje kako broj Cestica zvijezde
(masa) raste u skladu sa smanjivanjem polumjera zvijezde. Taj trend se nastavlja do kritiCne
tocke nakon kojeg se broj Cestica zvijezde pocinje smanjivati kako se smanjuje polumjer zvi-
jezde. Kriti¢na tocka u kojoj se postiZze maksimalna masa za dani polumjer jest granicna tocka
nakon koje sve konfiguracije postaju nestabilne s obzirom na male radijalne smetnje [96, 97].
Sli¢an obrazac ponaSanja ima i broj Cestica, gdje se takoder u maksimumu broja Cestica za dani
polumjer zvijezde postiZe grani¢na tocka stabilnosti, razlika je samo u numerickoj vrijednosti N
u odnosu na M, ali kritiCna tocka je ista [96]. Na slici 6.1 predstavljamo ovisnost broja Cestice
o polumjeru zvijezda za razne o, u konkretnoj teoriji f(7) =T +aT?/2zaa =0.01 = A 2a,
te za kriti¢nu I" = 2 pri kojoj su uvjeti DEC-a i c,,,x < ¢ ocuvani. UoCavamo da za mala od-
stupanja od opce teorije relativnosti gdje je o relativno mali broj kvalitativho ponasanje je jed-
nako onom u opcoj teoriji relativnosti, a kvantitativno se neznatno razlikuju. U limesu ¢ — 0
rjeSenja prelaze u nerelativisticki slucaj politropa Cije je rjeSenje poznato iz Lane-Emdenove
jednadzbe za I' = 2. U tom limesu polumjer zvijezde je analiticki dan s R = \/n_/27L Sto se
podudara s trendom funkcije koju pokazuje slika 6.1. Kako bi proucili ponasanje teorije oblika
f(T) =T + aT?/2 na slici 6.2 predstavljamo krivulje za razne & = A%a. Ovdje je prikazan
Citav spektar slucajeva a = £0.1,£1,410 kako bi se uistinu vidjelo ima 1i kvalitativnih raz-
lika u odnosu na politrope u opcoj teoriji relativnosti. Vidljivo je da je ponaSanje politropa za
velike pozitivne vrijednosti a slicno ponasanju politropa u opéoj teoriji relativnosti. Ipak, kri-
ti¢na tocka se nalazi na ve€em polumjeru, odnosno u teorijama s velikim a dozvoljen je manji
broj konfiguracija stabilnih zvijezda u odnosu na opcu teoriju relativnosti. Takoder, u teori-
jama oblika f(T) = T + aT? /2, uz dovoljno velike vrijednosti parametra a = A 2, dobivamo
zvijezde s mnogo manjim brojem cestica N u odnosu na one iz opCe teorije relativnosti. U
slu¢aju negativnih vrijednosti a dobivamo zanimljivo ponaSanje koje se kvalitativno razlikuje

od opce teorije relativnosti. Naime, u tim slucajevima krivulja broja Cestica i1 polumjera nema

TAnaliza stabilnosti zvijezda u f(T) gravitaciji je upitna s obzirom na to da vremenski ovisne jednadzbe
gibanja u slucaju sferne simetrije jo$ nisu pronadene. Zbog toga analiza stabilnosti zvijezda, koja se temelji na
analizi malih smetnji, nije provediva. Kako bi proucavali stabilnost zvijezde potrebno je pronaci odgovarajucu
vremenski ovisnu tetradu koja predstavlja jedan od glavnih izazova f(T') teorija gravitacije te ¢e o toj temi biti vise
govora u poglavlju 7.
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Politropske zvijezde u f(T): @ = 0.01 A>, T =2

0.20 ‘ T ‘ T ‘
L g = 02
0.15 - -
el i
6 |-
< 0.10} N
.2 |
8 L
z i
[aa] L
0.05 - -
r o, =0.01
r oo = 0.001
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L L L L L
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Polumjer/A

Slika 6.1: Prikazana je ovisnost broja Cestica u zvijezdi N o polumjeru zvijezde za razne konfiguracije
zvijezda oy u sluéaju f(T) = T + aT?/2. Numericko rjesavanje kreée od 6y = 0.001 do ¢ = 0.5.
Ponasanje u kvalitativno ne odstupa od ponasanja u opéoj teoriji relativnosti s obzirom da je a relativno
malen u ovom slucaju.

globalni maksimum koji interpretiramo kao kriti¢nu to¢ku. S obzirom da u f(7T') teoriji gravi-
tacije nemamo jasan formalizam za analizu stabilnosti modela zvijezda, slijedi da ne moZemo
sa sigurnoScu reci jesu li sve konfiguracije s a < 0 stabilne. Ipak, s obzirom na izostanak kri-
tine toCke u f(T) teorijama postoji mogucnost da sve takve konfiguracije budu stabilne. Takav
zaklju¢ak ne mozemo uzeti kao strog te je izveden iskljucivo po analogiji u odnosu na analizu
stabilnosti zvijezda u opcoj teoriji relativnosti, stoga moze posluZiti samo kao svojevrsna slut-
nja. Takoder, vidljivo je da u modelima izracunatim u okviru f(7) teorije polumjer zvijezde u
limesu oy — 0 teZi vrijednosti R = \/n_/2 /A, §to je ujedno i rezultat Lane-Emdenove jednadzbe
za I = 2 konfiguraciju [98].

6.2.5 Gustoca energije i tlak

U nastavku ¢emo proucavati ponaSanje gustocu energije p i tlak p u modificiranim teorijama
gravitacija oblika f(T) = T + aT? /2. Kako bi uo¢ili doprinose koji proizlaze iz modifikacije

teorije gravitacije same jednadzbe zapisujemo u obliku (6.1)
G*Y = 8m(OHY + ). (6.77)

Odnosno
G"=8n(p+p), G"=8x(p+p), G’ =8x(p+4q), (6.78)
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Slika 6.2: Prikazana je ovisnost broja Cestica zvijezde o polumjeru zvijezde za teoriju oblika f(7T) =
T +aT? /2 za razne parametre a i 0y pri ¢emu je fiksiran politropski eksponent I" = 2.

gdje je pretpostavljen izotropni fluid zvijezde, a neizotropnosti § # p su rezultat modificiranih
Clanova proporcionalnih s ¢. Na slikama 6.3 i 6.4 predstavljamo ponaSanje gustoce energije
1 tlakova za a = 1 u granicnom slucaju naSeg numerickog postupka gdje je postignuta maksi-
malna vrijednost oy ~ 0.118. Za vece vrijednosti od oy ~ 0.118, za a = 1 numericko rjeSavanje
nije bilo moguce. UoCavamo kako se ponaSanje gustoce energije i tlaka fluida neznatno razli-
kuje od onoga u opcoj teoriji relativnosti. U srediStu zvijezde gustoCa energije i tlak fluida su
maksimalni te padaju sve do polumjera zvijezde gdje iS€ezavaju. Ovaj rezultat jamci sklad kva-
litativnog ponaSanja opCe teorije relativnosti i modificiranih f(T') teorija na opazackoj razini
koji predstavlja svojevrsni test teorije. Zanimljivo je promotriti ponaSanje komponente Eins-
teinovog tenzora G < p + P ¢ija je vrijednost od sredista zvijezde pa do r ~ R/2 priblizno
konstantna, pri r ~ R/2 ona dozivljava nagli pad, a s daljnjim rastom koordinate r nastavlja pa-
dati do samog ruba zvijezde pri r = R. Primjecujemo da postoji tocka u kojoj komponenta G
Einsteinovog tenzora mijenja predznak (blizu povrSine zvijezde), taj rezultat je nuZan s obzirom

na to da na povrsini zvijezde gustoCa energije iSCezava te mora vrijediti
G'(r=R)=8np(r=R). (6.79)
Drugim rijeCima vakuumsko rjesenje je ono za koje vrijedi

GHY = 8OV, (6.80)
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Slika 6.3: Prikazano je ponaSanje gustoCe energije za konkretnu zvijezdu sa srediSnjom gustoCom
0o = 0.117761 u slu¢aju f(T) =T + aT?/2 gdje je a = aA~2 = 1. Vidljiv je strmi pad G" kompo-
nente Einsteinovog tenzora blizu polovice polumjera zvijezde, te spajanje na vakuum. Gustoca energije
politropskog fluida se neznatno razlikuje od onoga u opéoj teoriji relativnosti za I" = 2.

u modificiranim teorijama gravitacije tipa f(T), a ne nuzno G*V = 0. Dapade, G*V i¢azava
samo za Schwarzschildovo rjeSenje, a pokazano je kako modificirani ¢lanovi GV (odnosno
”f(T) fluid” ®*Y) ne i¥¢ezavaju za Schwarzschildovu metriku [41]. S druge strane gustoéa
energije f(7) fluida p krece od nule te raste do priblizno polovice polumjera zvijezde gdje na-
glo pada i prelazi u negativne vrijednosti sve do povrSine zvijezde spajajuci se s vakuumom.
Numericko rjeSenje vece od oy > 0.118 (za zadani a = 1) nije bilo moguce provesti. Pretpos-
tavka je da p + p sadrzi ekstremni pad, gotovo okomit, koji onemoguéuje numericki tretman.
Ne mozemo iskljuciti kako u tim reZimima ne postoji rjeSenje, ili ono poprima vrlo razli¢ito po-
naSanje koje bi se tek analiticki moglo izraziti. Ipak, vidljivo je da zvijezdu moZemo podijeliti
u tri podrucja: unutra$njost zvijezde ili jezgru, “prijelazno” podrucje i vanjski sloj zvijezde. U
unutras$njosti zvijezde (jezgri) uo¢avamo priblizno konstantnu vrijednost gustoée energije efek-
tivnog fluida p + p koje moZemo shvatiti kao nestla¢ivu materiju, dok u prijelaznom podrucju
zvijezde vrijednosti komponenata tenzora f(7') fluida p i g dozivljavaju strmi pad te prelaze iz
pozitivnih u negativne. U vanjskom sloju vrijednost gustoée energije efektivnog fluida p + p
ima lagani pad gdje blizu povrSine zvijezde mijenja predznak i spaja se na vakuumsko rjeSe-
nje. U svrhu analize negativnih vrijednosti a predstavljamo sliku 6.5 gdje je prikazana gustoéa
energije efektivnog fluida, f(7') fluida i materije. U tom slucaju primjecujemo da je izgubljeno
svojstvo strmog prijelaza gustoce energije f(7') fluida i efektivne gustoce energije p + p u bli-
zini polovice polumjera zvijezde. Politropski fluid se i dalje ponasa slicno kao u opcoj teoriji

relativnosti te u opazatkom smislu teorija s negativnim a nije iskljucena. Gustoca energije f(7T')
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Slika 6.4: Prikazano je ponaSanje tlakova za konkretnu zvijezdu sa sredisnjom gustocom op = 0.117761
u slucaju f(7T) =T + aT?/2 gdje je a = aA > = 1. Anizotropnost f(T) fluida je rezultat modifikacije
TEGR-a, a na povrsini zvijezde se spaja na vakuumsko rjeSenje gdje su p # 0 # 4. Tlak politropskog
fluida je izotropan te se neznatno razlikuje od onoga u opcoj teoriji relativnosti za I = 2.

r=2 a=-1 g,=0.451499
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Energy density: (p,0,0+p)/po
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Radial coordinate: x = r/R

Slika 6.5: Prikazano je ponasanje gustoCa energije za zvijezdu sa srediSnjom gusto¢om oy = 0.451499
u sluéaju f(T) = T+ aT?/2 gdje je a = aA~2 = —1. Gustoéa energije politropa i dalje ima sli¢no
ponasanje kao u TEGR-u, dok je gustoca energije efektivnog tenzora energije i impulsa izgubila strmi
prijelaz u odnosu na pozitivne a vrijednosti.
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fluida p je po cijeloj unutraSnjosti zvijezde negativna te tek u blizini povrSine zvijezde poprima
pozitivne vrijednosti. Pozitivna vrijednost p je opet rezultat spajanja na vakuumsko rjeSenje,

no sad ¢lanovi uz T2 mijenjaju predznak s obzirom na to da je faktor a promijenio predznak.

ZakljuCujemo da se model politropa u f(T') gravitaciji, u formi njenog minimalnog odstu-
panja od TEGR-a, dakle f(T) = T 4+ aT?/2, znatno mijenja u slu¢aju negativnih parametara
a. Ovaj model omogucuje u nacelu masivnije zvijezde s manjim polumjerom zvijezde od onih
u opcoj teoriji relativnosti. Ipak, pitanje stabilnosti nije moguce analizirati u kontekstu sadas-
njeg stanja modificiranih f(7') teorija gravitacije, s obzirom na to da nije pronadena vremenski
ovisna tetrada, koja ¢ini lagranZijan gravitacije tipa f(7') invarijantnim u odnosu na Lorentzove
transformacije tetrade. U tom slucaju nije moguce reéi je li maksimum krivulje broja Cestica i
polumjera zvijezde odgovara kriticnoj tocki nakon koje konfiguracije postaju nestabilne. U slu-
¢aju pozitivnih vrijednosti parametra ¢ situacija je neSto manje zanimljiva te ona uvodi dodatna
ogranicenja za dozvoljene mase zvijezda koje za rastuci parametar a postaju sve ogranicenije, pa
se kriti¢na tocka postiZe vrlo rano. Ipak, matematicki oblik rjeSenja jednadzbi gibanja u slucaju
pozitivnih parametra a je vrijedan rezultat. U njemu vidimo egzoti¢no ponaSanje efektivnog
fluida koji je po cijeloj unutraSnjosti konstantan do polovice polumjera zvijezde te onda naglo
pada i prelazi u negativne vrijednosti na povrsini zvijezde. Ostaje aktualno pitanje interpre-
tacije mase politropa, odnosno svih nevakuumskih rjesenja konacnog polumjera (kompaktnih
objekata) u f(T) gravitaciji. U modificiranim teorijama f(7) gravitacije nema jedinstvenog
analitickog vakuumskog rjeSenja te se u vezanju vakuuma i povrSine kompaktnog objekta ne
moze odrediti metricka funkcija kojoj odgovara masa zvijezde. Takoder, definiranje mase iz
asimptotskog ponasanja metrike u beskonacnosti ne jamci istovjetnu definiciju ADM-ove mase
u opCoj teoriji relativnosti s obzirom na to da nije jasno koliki udio gustoée energije f(7) fluida

doprinosi asimptotskoj definiciji ADM-ove mase u f(7') gravitaciji.
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6.3 Bozonske zvijezde u f(7) modificiranim teorijama gra-
vitacije

U odjeljku koje slijedi éemo proucavati primjer hipotetskih objekata koje nazivamo bozonskim
zvijezdama [99, 100]. One predstavljaju rjeSenje samogravitirajucih skalarnih polja u teoriji
gravitacije. lako ih je uobicajeno zvati bozonskim zvijezdama zapravo se u vecini literature,
kao i u ovom radu, pretpostavljaju objekti izgradeni od skalarnog polja, a ne op¢enito od bilo
kojeg bozonskog polja. Skalarna su polja u standardnoj formulaciji ACDM teorije jedna od
glavnih komponenti tih teorija, te bi svakako bilo nuZno istraZiti skalarna polja u kontekstu
modificiranih teorija gravitacije, pogotovo u primordijalnim epohama svemira gdje je njihov
doprinos znacajan [101]. Moguénost nastanka supermasivnih bozonskih zvijezda u ranom sve-
miru bi mogla objasniti mnoga svojstva aktivnih galaktickih jezgri [102]. Takoder, u pocetcima
proucavanja posljedica novopredloZenih teorija Cesto kreCemo od njenih najjednostavnijih pri-
mjera. Stoga, kreCemo od skalarnih polja, koja predstavljaju jedan od najjednostavnijih modela
materije, u modeliranju objekata u kovarijantnoj inacici modificiranih teorija f(7) gravitacije.
Za skalarna bozonska polja ne vrijedi Paulijevo nacelo iskljuCenja, pa se postavlja pitanje kako
se bozonske zvijezde mogu oduprijeti gravitacijskom kolapsu? U originalnom ¢lanku [103],
gdje je bozonska zvijezda nazvana Klein-Gordonovim geonom, prikazan je sustav samograviti-
rajuceg skalarnog polja koji ne¢e nuzno doZzivjeti kolaps, nego ¢e polje biti rasprSeno po cijelom
prostoru prema Heisenbergovom nacelu neodredenosti. Bozonska zvijezda nije kompaktna, me-
dutim podrucja najvecih vrijednosti skalarnog polja mogu se smatrati lokaliziranim s obzirom
na to da polje brzo opada s udaljenos$¢u. U opcoj teoriji relativnosti bozonske su zvijezde mo-
delirane skalarnim neinteragiraju¢im poljem i prvobitno su istrazene u [104]. U tim radovima
dobivena je maksimalna masa bozonske zvijezde M,;,4, ~ M%,l anck/ M- gdje je m masa skalarnog
polja. Iz tih rezultata zaklju€ujemo da bozonske zvijezde moraju biti iznimno malih masa, pa ih
¢esto nazivamo “mini bozonskim zvijezdama” [105]. U tom smislu njihova je astrofizicka uloga
zanemariva, te se s viemenom izgubio interes za njihovo proucavanje. Iznenadenje je nastupilo
radom [106] gdje uvodenjem samointerakcije skalarnog polja dobivamo odnos Chandrasekha-
rovih masa fermionskih zvijezda i bozonskih zvijezda izrazom: Myermion ~ A 4Mbozon gdje
je A bezdimenzionalna konstanta vezanja samointeragirajueg skalarnog polja. Ovaj rezultat u
nacelu omogucuje opazanje takvog objekta asrofizickim promatranjima, te je time vracen in-
teres proucavanja bozonskih zvijezda. U ovom ¢emo radu pokazati kako je mogucée ostvariti
bozonsku zvijezdu astrofizickih dimenzija 1 bez uvodenja samointerakcije skalarnog polja [49]
uz minimalno odstupanje od TEGR-a, f(T) = T + aT? /2. Takoder, pokazat ¢e se da kvalita-
tivno ponasanje rjeSenja jednadzbi gibanja poprima sli¢an oblik kao u politropskim objektima

gdje moZemo prepoznati neka opéa svojstva teorije gravitacije tipa f(7) =T + o T2 /2.
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6.3.1 Jednadzbe gibanja bozonske zvijezde u f(7) gravitaciji

Kreéemo od akcije u f(7') gravitaciji uz minimalno vezanje s materijom

Y:/(%f(T)—l—Zn)hd“x, 6.81)

gdje je h determinanta tetrade Ay, a lagranzijan materije za neinteragirajuce masivno komplek-

sno skalarno polje je
1 o % o o o ” *
L= 58" (V9 V9 + VugVyg™) = m9"9, (6.82)

gdje je 6# kovarijantna derivacija definirana koneksijom Levi-Civite. Bozonske zvijezde ¢emo

rjeSavati u prirodnom sustavu jedinica ¢ = 1 = f, iz ¢ega slijedi G = 1 /M%, U literaturi je

lanck*
uobicajeno koristiti prirodni sustav jedinica u analizama bozonskih zvijezda te ¢emo se i ovdje
drzati ovakve prakse. U slucaju statiCke sferne simetrije bilo bi prirodno pretpostaviti da ska-
larno polje ne ovisi o vremenu. Ipak, prema Derrickovom teoremu [107, 108] takva rjeSenja
bi bila nestabilna. Naime, Derrickov teorem tvrdi kako ne postoje regularna, staticka, lokalizi-
rana rjeSenja nelinearnih jednadzbi skalarnih polja (nelinearnih Klein-Gordonovih jednadzbi) u

3 prostorne dimenzije. U skladu s gore navedenim primjenjujemo ansatz skalarnog polja oblika

O(r,t) = o(r)e'®, (6.83)

gdje je ¢ (r) realna funkcija koja ovisi samo o radijalnoj koordinati r, a @ je frekvencija odnosno
kvant energije skalarnog polja. Iako skalarno polje nije staticno, geometrija ostaje stati¢na.
Moguce je uporabiti i druge metode kako bi se izbjegla ogranic¢enja o kojima govori Derrickov
teorem, a koje su dane u [109, 110], te npr. "t Hooftov 1 Polyakovljev monopol u kvantnoj teoriji

polja, no neCemo se njima baviti u ovom radu.

Za staticnu sfernosimetri¢nu konfiguraciju koristimo tetradu
ey, = diag(e®"), A1)y rsing), (6.84)
te iz metricke kompatibilnosti slijedi metrika
guy = diag(e?®) —2A0) 2 1 25in29). (6.85)

Za ovaj izbor tetrade nuzZno je uvesti odgovarajucu Lorentzovu (spinsku) koneksiju od kojih su

neiScezavaju¢e komponente

Aﬁéﬂ = _Aﬁ?ﬂ =—1, A?qb(p = _A(Z)f(p = —sin ¥, Aﬂ@q, = —A‘%(P = —cos¥. (6.86)
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Na taj nadin za konkretnu f(T) = T 4+ aT? /2 funkciju jednadZbe gibanja postaju opet (6.1)

8nG 8nG

. v .
G = =0 =~ (O +OM), (6.87)

gdje je Einsteinov tenzor (6.4) — (6.6)
G =r (1M (1-2:)), (6.88)
G =2 (1= (142/9)), (6.89)
Gy® =Gp? =rle M (N =) (1+r9) —rd"), (6.90)

a doprinos f(T') fluida dan je izrazima (6.11) — (6.13)

GG, = e (A1) ((*=1) ((*=5) (" —1) —42 (20" +0))

: 44N (3 (eA _ 1) ) <eA . 3) rcb’) ) 6.91)
8:—4(;@)/ = —qr e (eA — 1) <eA —2rd — 1) ((eA — 1) (eA+3> +2 (eA — 3) rd)’) )
(6.92)

o5t 1) (e +3) (-

+2r(@ (M~ 26— 420 4 1) — 2707 13 (M = 1) 10 43 (e~ 1) r0?) )

—|—2rA'(rcb’<2<2eA—3>rCI>'—3(eA—3> (e*=1))-3(e" —1)2)).

(6.93)

Treba joS izraziti tenzor energije 1 impulsa za skalarno polje koje je dano definicijom (3.63)

0 (hZyr) 0%y
a — a a
h@u:W — ®P- 8h ‘u+hﬂ $M7 (694)
iz kojeg slijede jednadzbe
O = M9+ 92 (m’ + e ®w?) = p, (6.95)
®," = —e M9 7 (m* —e P 0?) = —p, (6.96)
O, = e ¢ + 02 (m? — e %) = —q. (6.97)
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Medutim, akciju (6.81) treba varirati i po skalarnom polju iz koje dobivamo Klein-Gordonovu
jednadzbu
VHOu 0 —m?e =0, (6.98)

te kad je raspiSemo dobivamo
ro(@’e>® —m?) +e M@/ (—rN +rd +2) +r¢” = 0. (6.99)

Potrebne su nam tri nezavisne jednadzbe kako bi izraCunali ¢ (r), ®(r) i A(z). U nasem pristupu

koristimo jednadzbe

0 &G ~ o 3G ~
G'=""-(0"+0"), G"’="(0""+6"), (6.100)
c c
i jednadzbu skalarnog polja (6.99). Ovdje ¢emo takoder zbog sloZenosti sustava koristiti nume-

ricke metode.

6.3.2 Numericka procedura izracuna bozonskih zvijezda u f(7) gravita-
ciji

Najvise derivacije koje sadrzi sustav (6.100) su ®”(r), A’'(r) i ¢”(r). Primjecujemo da se za

razliku od politropskog sustava u Klein-Gordonovoj jednadzbi nalazi ®(r), te ne moZemo sma-

njiti stupanj funkcije ®(r). Iz toga proizlazi kako nam treba ukupno 5 pocetnih uvjeta nuznih

za rjeSavanje Cauchijevog problema pocetnih vrijednosti. Takoder, uvodimo bezdimenzionalne

veli¢ine

2 0 = V4nGo = VAo /Mpianci, (6.101)
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(6.102)

kako bi suzili prostor s 0 < 7 < oo na domenu 0 < x < 1. Razvijamo jednadZbe u Laurentov red

oko nule te prou¢avamo divergentne ¢lanove

(6.103)
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iz Cega zaklju¢ujemo da moramo nametnuti uvjet A(0) = 0. U sljedeéem redu za A(0) =0
dobivamo
4N (0)

1+2aA (0) (AN (0) —29'(0)) ) r '+ 0 (°) =0, (6.105)

(A'(0) — @'(0)) (1 +20aA (0)(A'(0) —2@'(0)) ) r '+ 0 (°) =0, (6.106)

¢'(0)r '+ () =0, (6.107)

za koje mora biti A’(0) =0, ®'(0) =01 ¢’(0) = 0, Sto su isti uvjeti koji vrijede i u analizi
bozonskih zvijezda u opcoj teoriji relativnosti [104]. Zanimljivo je primijetiti dau f(T) =T +
aT? /2 postoji jos jedna alternativna moguénost, naime uvjet ®'(0) = A’(0)/2+ 1/(4aA’(0))

takoder zadovoljava uvjete i$¢ezavanja brojnika u gornjem razvoju uz r—!.

Ipak, taj uvjet emo
odbaciti, s jedne strane nastojimo odrZzati sli¢nost s opom teorijom relativnosti kako bi lakse
usporedili rezultate, a s druge strane taj uvjet je problemati¢an u limesu ¢ — 0. Potencijalno bi
mogao biti zanimljiv u slucaju velikih ¢, no zbog velikih odstupanja u odnosu na opc€u teoriju
relativnosti takva teorija ne bi prosla standardne testove Suncevog sustava. Kona¢no dobivamo

pocetne uvjete
A(0)=0,  @'(0)=A(0)=¢"(0)=0,  ¢(0) =9, (6.108)

gdje posljednji uvjet karakterizira gustocu u srediStu zvijezde te parametar koji odreduje razno-
likost bozonskih zvijezda za zadanu f(T') teoriju. Parametar frekvencije Q je a priori nepoz-
nanica ¢ija je uloga svojstvene vrijednosti u problemu rubnih uvjeta. Dakle, oko tocke x = 0
promatramo ponasanje jednadzbi polja koje rjeSavamo, na temelju tih podataka numericki evo-
luiramo rjeSenja do x = 1. Svojstvena vrijednost se nakon toga fino prilagodava tako da budu

zadovoljeni rubni uvjeti
op(x=1)=0. Alx=1)=0, d(x=1)=0, (6.109)

Sto odgovara asimptotskom pribliZzavanju ravnom prostoru gdje nema gravitacijskih ucinaka.
Valja naglasiti kako postoji Citav skup svojstvenih vrijednosti koje zadovoljavaju isti pocetni
uvjet 0y, takav skup rjeSenja ukljucuje i pobudena stanja. Takoder, ve¢ su dugo poznata rje-
Senja s ¢vorovima u skalarnom polju i u slucaju opce teorije relativnosti [104]. Vrijednost
definiramo kao osnovno (nepobudeno) stanje za ono rjeSenje koje ne sadrZi ¢vorove (nodes). U
ovom radu analizirat ¢emo samo nepobudena stanja s obzirom na to da nakon dovoljno dugo
vremena zvijezde prelaze u osnovno stanje, te se smatra da su pobudena rjeSenja nestabilna
[111, 112].
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6.3.3 Masa i broj Cestica bozonske zvijezde

Za razliku od politropskih zvijezda bozonske zvijezde nisu kompaktne, te metrika asimptotski
postaje ravna. Ta Cinjenica nam omogucuje primjenu definicije iz opCe teorije relativnosti,

naime gravitacijsku masu u slici opée teorije relativnosti

o

M:47t/0mr2peffdr:47r/0 2(p+p)dr. (6.110)
Takoder, proucit ¢emo broj Cestica bozonske zvijezde
N= / Phd®x=4rn /0 ) M Pr2ar, (6.111)
gdje je h = det[h?,], a j° je otuvana Noetherina struja posljedica U(1) simetrije
JH=i(90" " — ¢ ) =2¢ P05} (6.112)

Kako bi usporedili u¢inke f(7) gravitacije u odnosu na opcu teoriju relativnosti najprije fiksi-
ramo 6 (0) = oy = v/470.1 te numeri¢ki ratunamo sustav jednadzbi gibanja za razne &. Re-
zultati su vidljivi na slici 6.6. Vidljivo je da masa 1 broj Cestica bozonske zvijezde rastu za
negativnije vrijednosti &, dok se masa i broj Cestica smanjuju poveanjem vrijednosti & za
0o = V4m0.1. Zbog toga postoji moguénost ostvarivanja astrofizi¢kih dimenzija bozonskih
zvijezda ovisno o parametru & = om?, odnosno parametrima ¢ i m. Taj trend je bio uoten i u
slu¢aju politropskih zvijezda u istoj teoriji tipa f(T) = T + oT?/2. U blizini tocke & = 2 nu-
mericko rjeSavanje nije bilo moguce provesti. Promotrimo slucaj fiksnog parametra & = —5 za
razne vrijednosti op. Ucinci su prikazani na slici 6.7. U slu€aju opcCe teorije relativnosti poveca-
njem srediSnje gustoce skalarnog polja 6y, masa i broj Cestica opadaju, te ostvaruju maksimum
negdje u blizini oy ~ 0.2. Taj je rezultat poznat iz [104]. Red veli¢ine masa takvih zvijezda
u opCoj teoriji relativnosti je Mgy ~ 1231 anck/ M- te takve zvijezde zovemo “mini bozonskim
zvijezdama”. Tek uvodenjem samointerakcije skalarnog polja postoji moguénost ostvarivanja
vecih masa koje mogu biti usporedive s fermionskim zvijezdama te je red veliCine propor-
cionalan s korijenom parametra samointerakcije M ~ YR 2Mchandrasekhar = Al ZM;I anck /m%,
gdje je my masa atoma vodika. Nasuprot tome zanimljiv je rezultat u slucaju modificirane
f(T) =T + aT?/2 za negativne parametre &, konkretno za & = —5 povecanjem vrijednosti
polja oy u srediStu zvijezde, masa i broj Cestica rastu. Nasa numericka simulacija dostize vri-
jednost oy = 1.4 te se ne moZe sa sigurnoscu reéi postoji li maksimum ili je on u beskonacnosti,
no u svakom slucaju vidljivo je kako za Siri spektar parametra oy masa 1 broj Cestica imaju
trend rasta. Zbog toga postoji indikacija da masa bozonske zvijezde nije nuzno ogranicena,
nego moze poprimiti po volji velike vrijednosti. Taj rezultat je vaZzan u kontekstu astrofizickih

posljedica skalarnih polja. 1z toga slijedi kako viSe nije nuZno uvodenje samointerakcije ska-
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Slika 6.6: Predstavljene su vrijednosti mase, broja Cestica i frekvencije za razne & pri fiksnoj sredi$njoj
vrijednosti polja 6y = V41w X 0.1.

Boson stars: @ = 0 (solid), @ = -5 (dashed)
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Slika 6.7: Predstavljene su vrijednosti mase, broja Cestica i frekvencije skalarnog polja u ovisnosti o
sredi$njoj gustodi skalarnog polja 0y za & = 0 i & = —5. Isprekidane linije predstavljaju masu, broj
Cestica i frekvenciju u f(7T') gravitaciji, te analogno tome pune linije predstavljaju mase, broj Cestica i
frekvenciju u opéoj teoriji relativnosti. Deblje linije su mase u jedinicama M%l anck/ M, tanje linije su broj

v . 2 2 . P ..
Cestica u Mp,,,.,/m", a sive linije su frekvencije w/m.
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Boson stars: @ = 0 (solid), @ = -5 (dashed)
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Slika 6.8: Predstavljene su vrijednosti mase i broja Cestica u ovisnosti o frekvencijama @/m za & =0 i
0 = —5. Isprekidane linije predstavljaju masu i broj estica u f(T) gravitaciji, te analogno tome pune
linije predstavljaju mase i broj Cestica u opcoj teoriji relativnosti. Deblje linije su mase u jedinicama
M3, ./m, atanje linije su broj Cestica u M3, , /m?>.

larnog polja za postizanje astrofizickih dimenzija bozonskih zvijezda, kao §to to zahtjeva opca
teorija relativnosti. Primjecujemo kako se na malim vrijednostima oy rezultat opCe teorije rela-
tivnosti i f(7) gravitacije neznatno razlikuju do tocke oy =~ 0.2 koja predstavlja vrijednost pri
kojoj se postize maksimalna masa (broj Cestica) bozonske zvijezde u opéoj teoriji relativnosti,
dok u f(T) ta tocka ne predstavlja nikakav poseban status te nastavlja trend rasta. S druge
strane u opc€oj teoriji relativnosti postoji tocka oko oy ~ 0.4 gdje se masa i broj Cestica sijeku,
odnosno tocka u kojoj vrijedi M = Nm. Ta se tocka Cesto spominje kao kriti¢na tocka stabilnosti
[113, 114, 115, 116] ako shvatimo gravitacijsku masu kao zbroj masa konstituenata i energije
vezanja. Jer u slu€aju M < Nm energija vezanja je negativna Sto ukazuje na stabilnost sustava, te
je taj uvjet zadovoljen priblizno za oy < 0.4, dok za oy > 0.4 sustav bi mogao postati nestabilan.
Taj problem ne postoji u f(T) = T +aT? /2 teoriji gravitacije jer je masa zvijezde uvijek manja
od zbroja masa njenih konstituenata, dapace, rastom srediSnje vrijednosti skalarnog polja oy ta
razlika se joS viSe poveCava te energija vezanja postaje negativnija. Situacija je zanimljiva i sa
stanovista frekvencije (kvanta energije) Q = @/m skalarnog polja gdje je u opcoj teoriji njena
vrijednost ogranicena i blago oscilira, dok u f(T') gravitaciji ona monotono pada. Taj rezultat
se moZe interpretirati na nacin da je moguce konstruirati bozonske zvijezde s manjom energi-
jom kvanta skalarnog polja, ali s velikim brojem “Cestica”. Na slici 6.8 je prikazana ovisnost
masa i broja Cestica zvijezde o frekvenciji skalarnog polja Q = @/m. Tu je jasnije vidljivo da
je u opCoj teoriji relativnosti kvant energije bozonskih zvijezda ogranicen priblizno u intervalu

0.78 < w/m < 1, dok u f(T) = T + aT?/2 za negativne parametre « frekvencija skalarnog
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polja nema ogranicenja i moZe biti po volji mala. U slu€aju pozitivnih vrijednosti ¢ ovaj u¢inak
nije uocen ve¢ se frekvencijski raspon smanjio. Samim time taj rezultat ne predstavlja nikakvu

kvalitativnu razliku u odnosu na op¢u teoriju relativnosti.

6.3.4 Gustoca energije i tlak bozonske zvijezde

Kao i u slucaju politropskih objekata, i kod bozonskih zvijezda vrijedi prouciti ponasanje gus-
toe energije i tlakova kako bi se bolje shvatio u¢inak doprinosa dodatnog ¢lana T2 /2 u akciji.
U tom smislu proucavamo rjeSenja u tzv. slici opCe teorije relativnosti gdje komponente tenzora
OHY nazivamo “f(T)-fluidom”. Sliéno kao kod politropskih zvijezda za pozitivne vrijednosti
parametra & numericko rjeSavanje ubrzo postaje nestabilno, te nije moguée provesti numericki
racun nakon vrijednosti & ~ 2.05. Na slikama 6.9 predstavljamo ponaSanje gustoéa energija
1 tlakova u kriticnom slucaju & = 2.048 kako bi proucili moguce uzroke numericke nestabil-
nosti. Opet, kao i u slucaju politropa za pozitivne vrijednosti parametra & efektivna gustoca
energije p + p do polovice zvijezde je priblizno konstantna, te priblizno na koordinati x ~ 1/2
vrijednost efektivne gustode energije p + p poCinje naglo padati.  Efektivna gustoéa ener-
gije naglo pada do vrijednosti p ~ py/2 te nakon toga nastavlja monotono padati. S druge
strane gustoca energije skalarnog polja p ima kvalitativno isto ponaSanje kao u slucaju opce
teorije relativnosti. Nasuprot tome, vrijednost gustoée energije f(7) fluida p krece od nule
u sredisStu zvijezde te njezina vrijednost raste s radijalnom koordinatom doprinoseéi priblizno
konstantnoj vrijednosti gustoCe energije efektivnog fluida p + p. U blizini tocke x = 1/2 vri-
jednost gustoée energije f(T') fluida p pocinje strmo padati i poprimati negativne vrijednosti te
se asimptotski priblizavati vakuumskom rjeSenju u f(7) gravitaciji. Taj strmi prijelaz je vjero-
jatno uzrok numerickoj nestabilnosti, te je slicna onoj u slu€aju politropa, iz Cega zakljuCujemo
kako su ti rezultati zajednicki kompaktnim objektima u modificiranim teorijama gravitacije
tipa f(T) = T + aT?/2. Kao i u slucaju gustoée energije, radijalni i transverzalni tlak f(7T)-
fluida su takoder iS€ezavajuci u srediStu zvijezde. Oni laganim rastom postizu maksimum u
blizini x = 1/2 = r = 1/m. Nakon toga strmo padaju i poprimaju negativne vrijednosti koje
asimptotski teze vakuumskom rjeSenju. MoZemo zakljuciti kako je u modificiranim teorijama
gravitacije tipa f(T) = T + «T? /2 doprinos ¢lanova T2 /2 zanemariv u odnosu na TEGR u oko-
lini “prijelaznog podruc¢ja” bozonskih zvijezda modeliranim skalarnim poljem, kao i u slu¢aju
zvijezda modeliranim politropskom jednadzbom stanja. Osim toga vidljivo je iz slike 6.9 kako
postoji tocka x ~ 1/2 u kojoj gustoéa energije f(7') fluida ima nultocku (mijenja predznak). Na

tom mjestu {7z} komponenta jednadzbe gibanja (6.1) ima sljedeci oblik

1 = . A1
G x~1/2 8nGp x~1/2 (6.113)
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Slika 6.9: Na slikama su prikazane komponente tenzora energije i impulsa skalarnog polja, f(T)-
fluida te efektivni fluid s parametrima oy = V47 x 0.1 i & = 2.048. Gornja slika: efektivna gustoéa
energije (puna linija), gustoéa energije skalarnog polja (duga isprekidana linija), te gustola energije
f(T) fluida (kratka isprekidana linija). Donja slika: efektivni radijalni i transverzalni tlak (crna i siva
puna linija), radijalni i transverzalni tlak skalarnog polja (crne i sive duge isprekidane linije), te radijalni
i transverzalni tlak f(7') fluida (crne i sive kratke isprekidane linije). Sve vrijednosti su normirane u
odnosu na gustocu energije u sredistu zvijezde py = p(0) za svaki pojedini fluid. Tanka vertikalna linija
na slikama oznacava vrijednost koordinate x pri kojoj je vrijednost gustoée energije f(7') fluida jednaka
nuli.
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Nadalje, s obzirom da iz slike 6.6 moZemo iSCitati da za konfiguraciju prikazanu na slici 6.9
vrijedi M ~ M3
dogada pri vrijednosti radijalne koordinate r ~ 1/m koja priblizno odgovara radijalnoj koordi-
nati rg., = 2M /MI%

dove crne rupe ¢ija masa odgovara masi M ovdje konstruirane bozonske zvijezde. Ova slutnja

anck/ 2, primije¢ujemo da se promjena predznaka gustoce energije f(7') fluida

1anck 1@ k0joj bi se u opcoj teoriji relativnosti nalazio horizont Schwarzchil-
je rezultat numerickog modeliranja brojnih konfiguracija, no ipak, na temelju toga ne mozemo

zakljuciti i analiticki potvrditi opéenitu nuZnost tih rezultata u svim slucajevima.

Jedno od kljucnih pitanja u kontekstu bozonskih zvijezda je pitanje stabilnosti. Uz analizu
odnosa energije vezanja i ukupne mase zvijezde potrebno je analizirati stabilnost zvijezde u
kontekstu drugih teorija stabilnosti. Postoji nekoliko teorija koje se bave stabilnostima bozon-
skih zvijezda u opcoj teoriji relativnosti. NajceS¢e provodimo linearnu analizu stabilnosti koja
podrazumijeva proucavanje vremenske evolucije infinitezimalnih smetnji oko ravnoteZnog po-
loZzaja. U opcoj teoriji relativnosti taj je postupak dan svojstvenom jednadzbom za linearne
smetnje koja odreduje normalne modove i frekvencije za danu konfiguraciju [117, 118]. Na
temelju tih rezultata, te iz teorema o stabilnosti [114], moZe se zakljuciti stabilnost zadane kon-
figuracije. Za viSa energijska stanja (za pobudena stanja), koristi se ¢esto Hamiltonov pristup
analizi stabilnosti [119] gdje broj Cestica nije nuzno oCuvan te je pokazano da su pobudena
stanja bozonske zvijezde u opcoj teoriji relativnosti nestabilna [111]. Otkri¢em teorije o kaosu
[120] 60-1h godina nastao je veliki interes usmjeren ka proucavanju dinamickih sustava. Jedna
grana bifurkacijskih teorija je teorija katastrofe [121] iz koje su izvedeni rezultati stabilnosti
bozonskih zvijezda koje se podudaraju s rezultatima linearnih analiza smetnji [122, 123]. Od
najnovih analiza stabilnosti spomenut ¢emo pojam konfiguracijske entropije, [124] koja je ta-
koder u skladu s ranijim rezultatima analize stabilnosti bozonskih zvijezda. Medutim, najceSce
je za takve analize potrebno imati vremenski ovisnu tetradu u f(7') gravitaciji, koja trenutno jos
nije pronadena. U sljede¢em poglavlju bavit ¢emo se tim problemom kako bi detaljnije istrazili

kovarijantnu formulaciju f(7') gravitacije u kontekstu vremenski i prostorno ovisne tetrade.
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Poglavlje 7

VremenskKi ovisna tetrada u f(7)

gravitaciji

Problem vremenske ovisnosti u sfernosimetri¢nim konfiguracijama predstavlja jedan od veéih
izazova u f(T) gravitaciji. Ovdje e se prouciti mogucnosti i ogranienja postavljanja takvih

jednadzbi gibanja, te ¢e se pokusati jasnije razumjeti uzrok takvog ponasanja teorije.

7.1 Problem neinvarijantnosti jednadzbi gibanja u slucaju

vremenske ovisnosti

Jedno od otvorenih pitanja u f(7) gravitaciji je pitanje postojanja jednadzbi gibanja koje su
invarijantne s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije tetrade u slucaju nestaticke sferne
simetrije [125]. Primjene nestatickih tetrada su nuzne u razumijevanju i opisu gravitacijskog
kolapsa u f(T) teorijama gravitacije, no osim toga nemogucnost postavljanja kovarijantnih
jednadzbi gibanja u opCenitim geometrijama predstavlja veliki teorijski izazov u f(7') teorijama
gravitacije. Ako bi takva nemoguénost bila sadrZana u samoj teoriji, a ne samo njena tehnicka
poteskoca, onda bi valjanost takve teorije bila dovedena u pitanje. Drugim rijeCima slijedilo
bi to da se ne moZe konstruirati kovarijantna teorija f(7) gravitacije. Najnoviji radovi koji
se bave pitanjem vremenske i prostorne ovisnosti su uglavnom radeni u podruc¢ju kozmologije
[126, 127, 128]. U kozmologiji je potrebno uvesti prostornu ovisnost u metrickom tenzoru za

opcenito pozitivne ili negativne zakrivljene prostore na sljede¢i nacin

a(r)’

T2’ —a(t)*r?, —a(t)*r*sin®> ), (7.1)
—kr

guv = diag(1l,—

gdje parametar k predstavlja odstupanje od ravnog prostora, odnosno definira pozitivnu zakriv-

ljenosti za k = 41, odnosno negativnu zakrivljenost za k = —1. Na temu opcenitih nestatickih
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sfernosimetri¢nih prostora, Cija je metrika oblika
guv = diag(A(r,1)?, —B(r,t)?, —r*, —r*sin® 9), (7.2)

za sada nisu objavljeni radovi koji se eksplicitno bave tom problematikom. U ovom poglav-
lju usredotocit ¢emo se na konkretan oblik nestatickih sfernosimetrickih geometrija te ¢emo

potraZiti moguénost postavljanja kovarijantnih jednadzbi gibanja u f(7') gravitaciji.

7.2 Vremenski ovisne jednadzbe gibanja u f(7') gravitaciji

7.2.1 FLRW metrike opcenite zakrivljenosti

Kre¢emo od Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walkerove (FLRW) metrike koja predstavlja prvi
istrazeni oblik koji kombinira vremensku ovisnost (faktor skale) i prostornu ovisnost (¢lan koji

odreduje pozitivnu, negativnu zakrivljenost ili ravni prostor). Metrika FLRW je

2
t
guv = diag(1, ——1“( I)C ~,—a(t)*r*,—a(t)*r*sin® ©), (7.3)
— KT

te u skladu s tom metrikom moZemo konstruirati tetradu jednostavnog oblika

h®, = diag(1, —\/la(—ti)kz, —a(t)r,—a(t)rsin?d), (7.4)
—kr

koja naravno, zadovoljava uvjet metricke kompatibilnosti

guv = Naphuh’y. (7.5)
Jednadzbe gibanja mozemo izracunati iz kovarijantne formulacije f(7) gravitacije dane u [34]
koja je izvedena u odjeljku 4.45

1 1 8nG
10 (S )+ frrSd 0T — frTPvaSy™ + frA’avSy™ + 2 f(T)ha = == 0. (7.6)

Primjeéujemo da nam nedostaje Lorentzova (spinska) koneksija A,y za proizvoljan izbor te-
trade (7.4), te jedan od glavnih izazova s kojima se susrece f(7) gravitacija, kako bi ocuvala
kovarijantnost, jest upravo problem pronalaska Lorentzove koneksije za proizvoljan izbor te-

trade. U [34] autori predlaZu uvjet iS¢ezavanja tenzora torzije

T“uv(h‘(’r)”,Aabu) =0, (7.7)
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gdje je h‘(‘r) u= h® ;|0 Sto predstavlja referentnu tetradu za koju, po pretpostavci, gravitacijski
ucinci iS€ezavaju, te je onda jedino Sto preostaje inercijska Lorentzova koneksija koja predstav-
lja neinercijske ucinke kao posljedicu Lorentz transformirane tetrade. Tim pristupom odredili
smo komponente inercijske Lorentzove koneksije (4.87). Referentna tetrada koja bi predstav-

ljala iSCezavanje tenzora torzije je

he,, = diag(1,—1,—r,—rsin®), (7.8)

u =
koja je rezultat uvjetaa — 1 1 k — 0. Za taj izbor dobivamo iste spinske koneksije kao u (4.87)

A A N

_A(pf(p = —sind, Aﬂ(p(p = _A¢1§(p =—cost, (7.9)

5
~
(@2
2}
I
|
B
~>
2}
I
|
—_
>
~
>
bS]
I

te koristivsi ovakvu Lorentzovu koneksiju dobivamo jednadZbe gibanja

Htt -

1
T (4r2a2 fr <3r2a2+2kr2+ 1 — k2 — 1) it F(T)+

16 (kﬂ (\/1 P —3) —4/1 —kr2+4) fn> — 87GO,, (7.10)

1 2 2
H, = k2 —1 (423" 168 frr ( 3r2a + k2 (1 )
2r2a6<( r ) rea’dfr+16a” frr | 3r-a” +kr 2 + T2 +

42 fr (2r2d2 F k21— k2 — 1) —482ad’i frr + r2a® f(T))) — 87GO,,, (1.11)

H,, = —S4/11 (\/1 — k2 (kr2+2\/1 — k2 —2> ) ~0, (7.12)

84
Hyy = — 24011 ( (k24 V1= k2 1) (=32ai+3r70 +k? +2v/1= k2 =2) | =0,
r’a
(7.13)
Vidljivo je da su jednadzbe (7.12) 1 (7.13), odnosno antisimetricnost Hj,,) = 0, zadovoljene
samo ako vrijedi f(T) = T + konst. ili ako je prostor ravan k = 0. Time zakljucujemo da (7.9)
ne moze biti dobar izbor Lorentzove koneksije za tetradu (7.4). Nedavno je predloZeno [128]

da se promatra Riemannov tenzor kao osnovni kriterij iskljucivanja gravitacijskog medudjelo-
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vanja, dakle ako koneksija zadovoljava uvjet iSezavanja Riemannovog tenzora tada moZemo
smatrati da nema gravitacijskog medudjelovanja. Drugim rije¢ima moZemo izracunati Rieman-

nov tenzor za zadanu metriku, odnosno metricki kompatibilnu tetradu
Repyy = OyA%y — Ay + A% Ay — A%y Ay . (7.14)

Pristup koji predlazu u [128] je pronaéi uvjete metri¢kih funkcija pod kojima R%,, u i8Cezava, na
taj nacin je osigurana iSCezavajuca zakrivljenost. S druge strane dobivene uvjete nad metrickim
funkcijama uvrStavamo u Lorentzovu koneksiju fi"bu pri ¢emu ona sad prelazi u Cisto inercij-
sku Lorentzovu koneksiju i predstavlja samo neinercijske u¢inke. Kao primjer moze posluziti

upravo metrika (7.3)

a(t)?

—1_—kr2,—a<t>2r2,—a(l)27'28in219), (715)

Suv = dlag(17

¢ija je odgovarajuca metricki kompatibilna tetrada (7.4)

e :diag(l,—%,—a@)n —a(t)rsind). (7.16)
—kr

Najprije iz metrickog tenzora racunamo komponente Riemannovog tenzora

da

Iélm = _I%[m = 1—2’ Iétﬁm = _Iétﬁm = ”zad, Iét(ptqo = _I%qupt = r?sin’ Bad,
(7.17)

[ R g9y = —R 9rp = —r*(k+d? 7.18
ti = nt—aa vdr = vrd = ”( +a )7 (7.18)

o o o o

R oor = =R orp =R gp9 = =R’ g99 = R? 999 = —R?9pp = —r*sin® O (k+4d), (7.19)

k+ d?
1 —kr?’

gdje indeks 7 opisuje prostorne koordinate, odnosno i = r, ¥, ¢. 1z jednadzbe (2.19) Lorentzova

Iéﬂrﬂr = Iéﬂrrﬁ = é(pr(pr = _I%(Prr(p = (7.20)

koneksija koju dobivamo za zadanu tetradu (7.4) je
A%y = hAuhyY + T puhyP = W VY, (7.21)
¢ije neiSCezavajuce komponente glase
Ay =A%, = Wipre1 Ay =A%y =ar,  Alyy =A%, —arsind,  (7.22)
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Ay =—A%y = —V1—k2, Aoy =—A%p=—/1—kr2sin®, (7.23)

A%y = —A?; = —cos®. (7.24)

Trazimo uvjete metri¢kih funkcija za koje Riemannov tenzor iS€ezava, Sto odgovara dobivanju

linearne koneksije I'” ;; u kojoj i§¢ezava zakrivljenost. Taj uvjet glasi
i=0, da*=—k. (7.25)
RjeSavanjem gornjih uvjeta dolazimo do
a(t) =/—kt. (7.26)

Dobiveno rjeSenje uvrStavamo u Lorentzovu koneksiju (7.27) — (7.29) iz Cega slijedi pripadna

Lorentzova koneksija s elementima

APy =A% =—1—ki2, Aoy =—A%y=—/1—k2sin®, (7.28)

Aﬂq,q, = —A‘pé(p = —cos V. (7.29)

Na taj nacin smo osigurali Lorentzovu koneksiju koja ne sadrZi zakrivljenost, te predstavlja

iskljucivo neinercijske doprinose za (7.4) izbor tetrade. Skalar torzije u ovom slucaju je

6(a—/—k)?

T=—
(12

5 (7.30)

a jednadZbe gibanja glase

(7.31)

H, = L (kr* —1) <6fT <\/—_k—d>2+2fT (2ad+d* +k) —

2a*
48 frr (V—k—a)’ (ai+/—ki— i)

a2

+ f(T)a2>, (7.32)

te su nedijagonalni ¢lanovi jednaki nuli. Na taj nacin vidimo da su jednadzbe gibanja uistinu

.....
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V1 —kr? —/ —kr 0 0

—v/—krsin®cos@ +/1—kr?sin®dcos¢@ cos¥cos@ —sin@
A%y = (7.33)

—V/—krsin®sing@ 1—kr’sin®sing cos¥sing cosQ

—+/—krcos ¥ V1 —kr?cos® —sin® 0,

za koju dobivamo vlastitu tetradu (posebne tetrade za koju vrijedi A} 0= 0)

V1 —kr? —v/—ka/\1—kr? 0 0
—+/—krsin ¥ cos ¢ asin ¥ cos @ racos@costt —rasin@sint
W, = (7.34)
—+/—krsin ¥ sin @ —asin ¥ sin @ racos¥sin@  rasin® cos @
—+/—krcos® acos v —rasin ¥ 0,

za koju su jednadzbe gibanja ostale nepromijenjene, kao i skalar torzije.

7.2.2 FLRW-ova metrika s opc¢enitom radijalnom funkcijom

Kako bi proucili postupak predlazen u [128] primijenit ¢emo ga na neSto opCenitiju geometriju

npr.
a(*
1+ f(r)’

gdje je f(r) neka opcenita funkcija radijalne koordinate. Najjednostavnija metri¢ki kompati-

guv = diag(1, — a(t)*r?, —a(t)*r*sin® ©), (7.35)

bilna tetrada je

hy, = diag(l,—— Y _ o) —a(t)rsin®). (7.36)

VI+ )
Sljedeci korak je raCunanje Riemannovog tenzora te traganje pod kojim uvjetima je on jednak

nuli. TraZeni Riemannov tenzor je

I%lrtr = _I%i’r[ = 1— £(r)’ étﬂtﬁ = _I%Iﬁm = ”zada étq)t(p = _Iél<p<pt = r’sin’ Yad,
(7.37)
o O » d o (<] 1 d
R'yi=—R'Yir = —, R 99r=—R'pr9 = —= (2%'12 + —f>, (7.38)
a 2 dr

87



Vremenski ovisna tetrada u f(T') gravitaciji

o o o o o o 1 . . df
Rr(p(pr = _Rr(pr(p = Rﬂq,(pﬁ = —Rﬂq)g(p = R(pﬁls(p = —R(Pﬂ(Pﬂ = _5 — Sll’l2 v <2ra2 + E),
(7.39)
. . . . 2ra® + f'(r)
U U
R ror — R rrd — R(Pmpr =—R re = m (7-40)
Uvjeti pod kojima Riemannov tenzor iS¢ezava su
1d
i=0, a2:—M p2— 1Y (7.41)

r2 2rdr’

s obzirom na to da je a(r) funkcija vremena, a f(r) prostorne koordinate r tada su gornji uvjeti
zadovoljeni jedino uz f(r) = kr?, §to odgovara kozmoloskom slucaju opéenite zakrivljenosti.
Tada slijedi da je izraz za Lorentzovu koneksiju dan kao u (7.27) — (7.29). Ra¢unamo antisime-

tricni dio jednadZbe gibanja i dobivamo

r3a’\/f(r) —1—11 (kr? + 1)3/24fTT <<f(r) 1) <\/%_ d) (ﬁ}ﬁd( (kr2 +1) f(r)-

2kr) — 2£(r) <k3/2r4a—|—kr2 (\/f(r)—k k2 + —3) N OESY e
23 = 2) = 2 () = 3 () )+ IV R 1 (1) +
kPN T+ IV 1 () = rf(r) = 4k F () + 1V k2 41
4/ F) + 1k +1 +4k2r4+6kr2+4>—
2 (k2 +1) (VI + 1V 1= £(r) 1) (ﬁcﬂaa (VI +FIVRR 14 £ +1) +
32 F(r) + 1Vk? + 163 — 2Vkr2d? <2x/f(r) IV 1+ f(r) + 1) v
a(- 3°2a\/ )+ 1V k2 + 1+ f(r) (—\/f(r) IR/ +4kr2—|—2) -

2/ 1V + 1 4 4k +2)> ) . (7.42)

Hyy =

koja ne iSCezava, te time naruSava lokalnu Lorentzovu invarijantnost jednadzbi gibanja. Gor-
nja jednadZba je nula samo ako je f(r) = kr?, odnosno ograni¢ena je samo na FLRW metriku
opCenite zakrivljenosti. Time niti kriterij iS¢ezavanja Riemannovog tenzora ne osigurava inva-
rijantnost jednadzbi gibanja s obzirom na izbor tetrade u kovarijantnim formulacijama teorije

gravitacije tipa f(T).
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7.2.3 Pristup vremenski ovisnih tetrada u vlastitim sustavima

Cilj nam je pronaci vlastitu tetradu kako bismo zadovoljili antisimetri¢ni dio jednadzbe gibanja
Hj,y) = 0. Postupak je identi¢an postupcima u ranijim formulacijama temeljenima na nacelu
apsolutnog paralelizma gdje se nastoji pronaci “dobra" tetrada. Prednost ovih analiza je ta Sto
je Lorentzova koneksija nula, te je u nekim slucajevima taj postupak jednostavniji. Ovaj postu-
pak se u literaturi Cesto spominje kao rjeSavanje sustava u Weitzenbdckovom bazdarenju [126].
Ipak, u tom pristupu nesto je teZze pronaci metri¢ki kompatibilnu tetradu, te njome racunati
jednadzbe gibanja. No, jednom kada se pronade vlastita tetrada, tada mozemo Lorentzovom
transformacijom ponovno prijeci u sustav s nei§¢ezavaju¢om Lorentzovom koneksijom, no jed-
nostavnijom tetradom.
Problemati¢an ¢lan koji naruSava simetri¢nost jednadzbi gibanja u f(7) gravitaciji dan je
jednadzbom (4.48)
HMW = frpslvileg, T =0, (7.43)

gdje je klju¢no razumijeti ponasanje superpotencijala SY#%*. Superpotencijal sadrzi antisimetri¢-
nost u zadnja dva indeksa SY#% = —SV?®H  Osim te simetrije moZzemo zakljuciti da je najlakSe
zadovoljiti gornji uvjet uz

svule — o, slvulr— o, (7.44)

Clanovi SV i §IVHI® ne moraju nuZno i§¢ezavati jer, po pretpostavei skalar torzije ne ovisi
0 ¥ 1 ¢, iz ega ¢e Elanovi u kontrakciji SVMIP 95T i S["”]‘Pa(pT iSCeznuti. Superpotencijal
ima upravo takvo ponasanje u slucajevima staticne sferne simetrije gdje je dovoljno zadovoljiti
slvulr — .

U skladu s gornjim pretpostavkama kre¢emo od najopcCenitije tetrade u Weitzenbockovom
bazdarenju [129]

G G 0 0
Cysindcos@ Cysindcos@ Cscos@costy —Cgsing  —sin ¥ (Cs sin @ + Cgcos ¥ cos @)

ha’u:
Cysintdsing Cysintdsing Cssingcos®d —Cgcos¢  sin¥(Cscos @ — Cgcos ¥sin @)

Czcos Cycos —Cssind Cesin’ ¥,
(7.45)
gdje su Cj(t,r) funkcije vremena i prostorne koordinate r. Gore navedena tetrada je metricki

kompatibilna s metrikom

ds* = (C} — C3)dr* — 2(C3Cy — C1Co)dtdr — (C; — C3)dr? — (C2 4 C2)(dD? 4 sin® 0dp?),
(7.46)
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gdje zahtijevamo
Cs(r)>+Cs(r)*=r",  GC4—CiC=0, (7.47)

kako bi dobili opéenitu vremenski ovisnu sfernosimetri¢nu metriku
guv = diag(A(t,r), —B(t,r), —r*, —r*sin® 9). (7.48)

Najprije moZemo provijeriti slu¢aj stati¢ke sferne simetrije u kojima funkcije C;(r) ovise samo
o radijalnoj koordinati r. U tom slucaju potrebno je zadovoljiti uvjet S vulr — 0. NeiScezavajuce

komponente su tada

rtr 2C3(F)C5(}")
N T T GG D) (GG -GG (7.49)
soer _ C (r)C6(r) 7:50)

sin® (Cs (r)? + Co(r)2)* (C2(r)C3(r) — C1 (r)Ca(r))
iz ¢ega dobivamo da mora vrijediti ili C3 =01 Cs = 01ili C5 =01 C; = 0. Uz prigodan izbor
ostalih funkcija, ovi nas slucajevi dovode do poznatih tetrada u kojima Lorentzova koneksija

i8¢ezava (4.88).

PokuSat ¢emo primijeniti istu metodu u slu¢aju vremenski ovisne sferne simetrije gdje pro-

ucavamo uvjete (7.44). Nakon kraéeg racuna dobivamo

e —2C4C5 + 2C§C5 + 2C6Cé rtr —2C3C5

~ (212 LI o~ s 5 (7.51)
(C2+C2) (C2C3 —C1Cy) (C2+C2) (C2C3—C1Cy)
CoC

SOV = g = 2O , (7.52)

sin (CS +C6) (C2C3 — C1C4)2

CiC

SO = _gVer — 0 (7.53)

sin® (C2 4 C2) (C2C3 — C1Cy)?
Posljednja dva izraza mogu iS¢eznuti u slucaju Cg = 0 ili C; = C; = 0, medutim funkcije C;
i C; ne smiju istovremeno biti nula jer bi nazivnik u (7.51) divergirao. Stoga uzimamo uvjet
Ce = 0 iz Cega slijedi da je C5 = r iz (7.47). Na taj nacin slijedi da izrazi (7.51) mogu i§¢eznuti
samo ako su istovremeno funkcije C3 = C4 = 0, medutim taj odabir uzrokuje problematicno
ponasanje nazivnika (7.51) te bi, takoder iz (7.47) uslijedilo da funkcija C; ili funkcija C; mora
iS¢eznuti. Ova metoda se, nazalost opet pokazuje kao neadekvatna u traganju vremenski ovisne

tetrade u modificiranim teorijama gravitacije tipa f(7'). Iz toga slijedi da je nuZno rijesiti sustav

frrS®VIPO, T =0, (7.54)
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kako bi se dobile smislene jednadzbe gibanja. Spomenute jednadZbe gibanja, kako je pokazano
u gornjim analizama, nije moguce dobiti algebarskim putem nego je potrebno rijesiti neline-
arne diferencijalne jednadZbe za pomoéne funkcije C;. Takoder, nije jasno gubi li se neki broj
stupnjeva slobode u izraCunu metrickih funkcija kako bi se zadovoljila simetri¢nost jednadZbi

gibanja.

MozZemo zakljuditi kako se problem Lorentzove neinvarijantnosti jednadzbi gibanja nije
u potpunosti rijesio kovarijantnom formulacijom f(7) gravitacije te da se primjer vremenski
ovisne tetrade pokazao jednako problemati¢nim kao 1 u Weitzenbdckovom baZdarenju. Uvode-
njem Lorentzove (spinske) koneksije u f(7') teorijama Cinilo se da je postavljena kovarijantna
formulacija f(7) teorija gravitacije. Taj se pristup pokazao ispravnim u slucaju staticke sferne
simetrije (4.85) s rezultiraju¢im jednadZbama gibanja (4.95) — (4.97) koje su se koristile u ovom
radu. Medutim, slucajevi geometrija danih oblikom (7.35) i tetradom oblika (7.45) sluze kao
protuprimjeri. JednadZbom (7.42) pokazano je kako nije zadovoljen uvjet iS€ezavanja antisime-
tricnog dijela jednadzbe gibanja (7.43). U TEGR-u taj problem nije vidljiv na razini jednadzbi
gibanja jer je frr = 0 Cime je uvjet (7.43) zadovoljen, a jednadZbe gibanja su invarijantne s
obzirom na lokalne Lorentzove transformacije tetrade. Gore navedene poteSkoée upucuju na

dublji problem s kojim se suoCavaju modificirane teorije gravitacije tipa /(7).

Osim problema nalaZenja jednadzbi gibanja u kojima je prisutna vremenska ovisnost, f(T)
teorije gravitacije se susrecu s jo§ nekim neistraZzenim podrucjima. U preglednom clanku [130]
ukratko su opisani izazovi i perspektive s kojima se susrecu teorije gravitacije temeljene na
torziji. Spomenut ¢emo neke od najvaznijih:

* Problem nalazenja egzaktnih rjeSenja crnih rupa: Do sada su pronadena numericka i per-
turbativna rjeSenja u nekim posebnim slu¢ajevima f(T) teorija, no za sada nisu pronadena
egzaktna rjeSenja crnih rupa. U odjeljku 5.1.1 ovog rada pronadena su egzaktna vakuum-
ska rjeSenja za sluCajeve f(T') gravitacija oblika (5.12), no takve teorije, kao $to je ranije
receno, ne mozemo smatrati valjanim teorijama gravitacije.

* Problem nalaZenja opcenitih aksijalno simetri¢nih jednadzbi gibanja: U [131] pronadeni
su samo posebni slucajevi aksijalno simetri¢nih rjeSenja, odnosno jednadZzbe gibanja koje
opisuju sporo rotirajue crne rupe. Ipak, nedostaju jednadzbe gibanja koje bi opisivale
brzo rotirajuée crne rupe.

* Galakticke rotacijske krivulje: U ovom polju ima vrlo malo radova, tek npr. [132] gdje
su pronadena genericka rjeSenja te nije provedena usporedba sa stvarnim astrofizickim
promatranjima.

* Singulariteti: U teorijama temeljenima na zakrivljenosti analiza singulariteta se najcesce

provodi pomocu Kretschmannovog skalara, medutim u teleparalelnim teorijama singu-
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lariteti mogu imati razlicita svojstva od onih u teorijama temeljenima na zakrivljenosti
[133]. Zbog toga postoji potreba za konstrukcijom novih skalara s pomocu kojih bismo u
teleparalelnim teorijama proucili takve nove tipove singulariteta.

* 3+1 numericke simulacije: U f(7T) teorijama gravitacije za sada nije koristen 3+1 nu-
mericki formalizam koji potencijalno moZe poboljSati numericko rijeSavanje jednadzbi u

teorijama gravitacije [134].
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Zakljucak

U ovom radu smo proucavali modificiranu teoriju gravitacije tipa f(7) koja je osnovana na
torziji, a ne na zakrivljenosti. Tu smo se prije svega bavili analizom sfernosimetri¢nih konfi-
guracija u kojima nalazimo vakuumska rjeSenja kao i neke primjere nevakuumskih rjeSenja. U
analizu nevakuumskih rjeSenja ulaze sfernosimetri¢ni objekti modelirani politropskom jednadz-
bom stanja kao 1 bozonske zvijezde.

Teorija koju smo koristili je tzv. kovarijantna formulacija f(7) gravitacije gdje je, kako je do
sada prikazano, o€uvana lokalna Lorentzova invarijantnost u lagranzijanu, kao i u jednadZbama
gibanja s obzirom na izbor tetrade.

Proucavanjem vakuumskih rjeSenja pronasli smo uvjete nad funkcijama f(7') pod kojima je
skup vakuumskih rjeSenja beskonacan. Takve teorije ne prihvacamo kao valjane teorije te nam
zadani uvjeti mogu posluZiti kao jedan od dodatnih testova uz standardne testove Suncevog
sustava. Time smo se ogranicili na konkretan oblik f(T) = T + aT? /2 koji potencijalno moZe
ostati valjana modifikacija s obzirom na gore navedene testove. Takoder, uvedeni kvadratni ¢lan
u skalaru torzije predstavlja prvi ¢lan u Taylorovom razvoju neke hipotetski “prave” funkcije
f(T) koja bi pravilno prikazivala ucinke kvantne gravitacije. Naravno, ovakav stav ofekuje
postojanje neke “prave” kvantnogravitacijske funkcije f(7'), medutim stav autora ovog rada
jest da funkcija f(7T) moZe predstavljati samo efektivne ucinke kvantne gravitacije. Kvantiza-
cija gravitacijskog medudjelovanja ¢e vjerojatno zahtijevati temeljnu promjenu razumijevanja
prostora i vremena kao 1 materije.

Nakon analitickog racuna vakuumskih jednadzbi gibanja usredotocili smo se na perturba-
tivnu analizu za konkretnu funkciju oblika f(7) = T + aT? /2. Naime, za taj oblik nije bilo mo-
guce pronaci analiti¢ka rjeSenja te je prvi korak bio prouciti perturbativno ponasanje. Dobiveno
ponasanje je slicno Schwarzchildovom rjesenju na velikim udaljenostima od srediSta simetrije,
dok u blizini horizonta dobivena rjeSenja pocinju znatno odstupati od Schwarzchildovog. Ko-
nacno, kako bi se oplemenilo perturbativno rjeSenje, posegnuli smo za numerickim rjeSavanjem

jednadzbi gibanja u vakuumu. Numericka rjeSenja pokazuju znatna kvalitativna odstupanja od
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Schwarzchildovog rjeSenja ovisno o parametru . Za slucajeve a > 01 o < 0 Riccijev tenzor
i Kretschmannov skalar divergiraju, odnosno numericke rutine ukazuju na prisutne beskonac-
nosti. Zanimljivo je $to se za /M2 < —4.2 numericka integracija uspijeva provesti do samog
srediSta simetrije, gdje metrika ostaje konacna, no opet u toj tocki Riccijev tenzor i Kretsch-
mannov skalar divergiraju $to ukazuje na mogucnost postojanja golog singulariteta.

U daljnjim poglavljima analiza teorije gravitacije tipa f(7') se usredotocila na nevakuumska
rjeSenja — politropske i bozonske zvijezde. U tim analizama koristili smo numericke metode
zbog kompleksnosti jednadzbi gibanja u tim teorijama. Kod politropskih zvijezda ogranicili
smo se na analizu s adijabatskim eksponentom I" = 2 koji ujedno predstavlja ektremni slucaj pri
¢emu su osigurani uobicajeni energijski uvjeti materije. Zbog nejasnog statusa definicije mase
objekata kona¢nih polumjera u teorijama tipa f(7) koristili smo ukupan broj Cestica u ovisnosti
o polumjeru zvijezde kao mjeru svojstava politropskih zvijezda. Za pozitivne vrijednosti o >
0 rjeSenja se kvantitativno znatno razlikuju u odnosu na politropske zvijezde u opcoj teoriji
relativnosti, dok je kvalitativno ponasanje ostalo isto. S druge strane, za negativne vrijednosti
o < 0 rjeSenja se pocCinju i kvalitativno razlikovati od ostalih slucajeva gdje je izostala tocka
koja predstavlja konfiguraciju s maksimalnim brojem Cestica. Na taj nacin politropske zvijezde
nisu ogranicene brojem cestica nego mogu po volji rasti. Ipak, treba voditi raCuna o moguéem
postojanju nekih drugih fizikalnih razloga koji ograni¢avaju postojanje takvih zvijezda, kao npr.
nestabilnost.

Za pozitivne vrijednosti ¢ dobiveno je zanimljivo ponaSanje Einsteinovog tenzora Cije su
komponente pribliZzno konstantne do polovice polumjera zvijezde. Nakon toga primjecujemo
nagli, gotovo okomit pad komponenata Einsteinovog tenzora $to je jedan od pokazatelja nume-
ricke nemoguénosti daljnje integracije za vece vrijednosti ¢@. Zakljucujemo kako se politropske
zvijezde u gravitaciji tipa f(7) znatno razlikuju od onih u opcoj teoriji relativnosti, no ostaje
pitanje statusa definicije mase konacnih objekata kao i stabilnosti tih konfiguracija.

Nakon modela politropskih zvijezda proucili smo bozonske zvijezde modelirane komplek-
snim skalarnim poljem. Ovdje smo se takoder posluZzili numeri¢kim metodama kako bi rijesili
jednadzbe gibanja te smo proucavali isti oblik teorije gravitacije f(T) =T + oT?/2. Trazili
smo rjeSenja iskljucivo u osnovnom stanju bozonske zvijezde te smo proucavali odnose masa i
broja Cestica u ovisnosti o gustoci skalarnog polja u sredistu zvijezde. Takoder, promotrili smo
odnos masa i broja Cestica u ovisnosti o parametru & koji predstavlja odstupanje od opce teorije
relativnosti. Dobivena rjeSenja pokazuju kako za pozitivne vrijednosti & > 0 zvijezda postaje
manja od onih zvijezda u opcoj teoriji relativnosti. Medutim, u slucaju o < 0 mase i brojevi
Cestica monotono rastu s povecanjem sredi$nje gustoce o (0), kao i poveéanjem vrijednosti pa-
rametra —|a|. Time je postignuta mogucnost astrofizickih dimenzija bozonskih zvijezda i u
slucaju bez samointerakcije skalarnog polja. Zanimljivo je promotriti i ponaSanje kvanta ener-

gije skalarnog polja @ gdje je u slu€aju o < 0 pokazano da kvant energije polja moZe poprimiti
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Zakljucak

bilo koju vrijednost za razliku od slucaja u opcoj teoriji relativnosti gdje je parametar @ ogra-

nicen.

Konacno, uvjerili smo se da je ponaSanje efektivnih gustoCa energija i tlakova vrlo sli¢no
kao u slucaju politropskih zvijezda za o« > 0 te ovaj rezultat pokazuje neka zajednicka svojstva

proucenih konfiguracija.

Za proucavanje stabilnosti zvijezda potrebno je pronaci vremenski ovisnu tetradu koja omo-
gucuje lokalnu Lorentzovu invarijantnost jednadZzbi gibanja. Takva tetrada jo$ nije pronadena
Sto predstavlja jedan od glavnih izazova u teorijama gravitacije tipa f(7). Tako smo u poglav-
lju 7. promotrili moguénosti dolaska do takve tetrade te detaljnije proucili uvjete Lorentzove

koneksije za taj slucaj.

Modificirane teorije gravitacije predstavljaju valjanu alternativu opcoj teoriji relativnosti u
opisu svemira, kao i u opisu kompaktnih objekata. Takoder, u pristupu modifikacije opce teorije
relativnosti pokazalo se kako je modifikacija moguca i u teorijama gravitacije temeljenima na
torziji, a ne samo na zakrivljenosti. Tako je, naizgled, status torzije u odnosu na zakrivljenost
postalo samo pitanje konvencije, ipak u samoj modifikaciji teorija primijetili smo vaznu razliku
izmedu f(T) i f(R) teorija gravitacije. Ta je razlika najizraZenija u naruSenju lokalne Loren-
tzove invarijantnosti u f(7) gravitaciji koja se nastoji vratiti u kovarijantnim formulacijama
te teorije. Iako je veliki napredak postignut postavljanjem kovarijantne formulacije gravitacije
tipa f(T), ipak ostaju neka od vaznijih otvorenih pitanja u tim teorijama. Jedan od najvecih
izazova predstavlja konstrukcija vremenski ovisnih jednadzbi gibanja koje bi bile invarijantne s
obzirom na izbor tetrade. Uvodenje torzije u formulaciji teorije gravitacije predstavlja znacajan
korak k razumijevanju pojmova prostora i vremena kao i gravitacijskog medudjelovanja. Time
je svakako vrijedno istraZiti takve teorije Cija je perspektiva znacajna u razumijevanju Kozmosa

u svojoj cjelini.
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