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Sfernosimetrična rješenja u kovarijantnoj

f (T ) modificiranoj teoriji gravitacije

DOKTORSKI RAD

Mentor:
Izv. prof. dr. sc. Saša Ilijić
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Sažetak

Modificirana teorija gravitacije poznata kao f (T ) gravitacija oslanja se na torziju kao temeljno

svojstvo prostorvremena. Kako bi se istražila predvid̄anja ove teorije, ona je primijenjena na

niz problema iz područja kozmologije, dok su njena predvid̄anja u području sferno simetričnih

problema istražena u znatno manjoj mjeri. Predloženo istraživanje usredotočuje se na kons-

trukciju sfernosimetričnih rješenja i proučavanje njihovih svojstava u okviru tzv. kovarijantne

inačice gravitacije tipa f (T ) koja osigurava invarijantnost jednadžbi gibanja u odnosu na odabir

tetrade. Izvest će se i analizirati modificirane Einsteinove jednadžbe u kovarijantnoj formulaciji

f (T ) teorije gravitacije te će se proučiti uloga Lorentzove (spinske) koneksije u njima. Istražit

će se statična vakuumska rješenja kao i nevakuumska rješenja poput politropskih kompaktnih

objekata i bozonskih zvijezda. Proučit će se i mogućnost nalaženja sfernosimetričnih rješenja

ovisnih o vremenu, pri čemu će biti potrebno pronaći odgovarajuće tetrade i odgovarajući oblik

Lorentzove (spinske) koneksije. Jednadžbe gibanja će se zbog svoje matematičke složenosti

rješavati numeričkim postupcima.

Ključne riječi: Modificirane teorije gravitacije, Crne rupe, Zvijezde
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6.2.3. Numeričko rješavanje jednadžbi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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6.3.3. Masa i broj čestica bozonske zvijezde . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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7.2.2. FLRW-ova metrika s općenitom radijalnom funkcijom . . . . . . . . . 87

7.2.3. Pristup vremenski ovisnih tetrada u vlastitim sustavima . . . . . . . . . 89
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Poglavlje 1

Uvod

Motiviran ujedinjenjem elekromagnetizma i gravitacije Albert Einstein je u svojim rado-

vima izmed̄u 1928. i 1931. godine uveo koncepte apsolutnog paralelizma ili teleparalelizma

(njem. Fernparallelismus) [1]. U tom pristupu metrička koneksija više nije bila ograničena je-

dinstvenom koneksijom s iščezavajućom torzijom, koneksijom Levi-Civite, kao što je to bio

slučaj u općoj teoriji relativnosti. Naime, s obzirom na to da je u istom prostorvremenu mo-

guće definirati različite koneksije, moguće je koristiti i koneksije u kojima torzija ne iščezava.

Osim toga, Einstein je prvi uveo tetradu u kontekstu unificiranih teorija polja [2], odnosno lo-

kalno definirani skup četiriju linearno nezavisnih vektorskih polja, čime je omogućio usporedbu

tangentnih vektora na udaljenim točkama mnogostrukosti. Tetrada sadrži 16 linearno nezavis-

nih komponenti, odnosno stupnjeva slobode, dok metrički tenzor zbog svojstva simetričnosti

sadrži njih samo 10. Einsteinova slutnja bila je ta da se 6 dodatnih stupnjeva slobode može

iskoristiti za moguće proširenje opće teorije relativnosti uključenjem opisa elektromagnetizma.

Kasnija su istraživanja, med̄utim, pokazala da dodatnih 6 stupnjeva slobode opisuju slobodu iz-

bora promatrača, odnosno da ti stupnjevi slobode odgovaraju stupnjevima slobode Lorentzovih

transformacija (3 rotacije i 3 parametra potiska) [3, 4].

Takod̄er, s obzirom na uspjehe kvantne teorije polja u opisu ostalih temeljnih sila (elek-

tromagnetizam, slabo i jako nuklearno med̄udjelovanje), a riječ je o teoriji koja se oslanja na

načelo lokalne baždarne invarijantnosti, postavlja se pitanje je li moguće i gravitacijsko me-

d̄udjelovanje izvesti korištenjem tog načela? U nastojanju da se teorija gravitacije izrazi kao

lokalno baždarna teorija uvode se četiri linearno nezavisna polja ha = ha
µ∂µ koja zovemo tetra-

dom i koja u svakoj točki prostorvremena razapinju četverodimenzionalni vektorski tangentni

prostor. Time se omogućuje formulacija teorije gravitacije kao baždarne teorije translacija.

Konačno, dinamika prostorvremena dana je raspodjelom mase i energije, odnosno tenzorom

energije i impulsa (količine gibanja). Med̄utim, otvorena je mogućnost i dodatnog med̄udjelova-

nja spina materije i prostorvremena. Jedna od prvih klasičnih teorija gravitacije koja uključuje
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spinsku gustoću u dinamici prostorvremena je Einstein-Cartanova teorija [5, 6, 7, 8, 9], pri čemu

se opis samog med̄udjelovanje oslanja na torziju prostorvremena.

Vrlo rano nakon uspjeha opće teorije relativnosti koja uzima zakrivljenost kao temeljno

svojstvo dinamike prostorvremena pokazalo se da je istovjetnu teoriju gravitacije moguće for-

mulirati korištenjem isključivo torzije kao dinamičkog svojstva prostorvremena. Time je nas-

tala alternativna teorija koja je na razini jednadžbi gibanja istovjetna općoj teoriji relativnosti,

a poznata je pod imenom Teleparalelni ekvivalent opće teorije relativnosti (engl. Teleparallel

Equivalent of General Relativity, TEGR). Njezini osnivači su Roland Weitzenböck, Élie Cartan

i Christian Möller [10, 11, 12]. Formulacija te teorije predstavljala je u svoje vrijeme vrlo za-

nimljiv iskorak u razumijevanju gravitacijskog med̄udjelovanja, prvenstveno zbog toga što se

nije oslanjala isključivo na zakrivljenost kao glavni i jedini ontološki koncept, već je koristila

torziju. Interpretacija gravitacijskog med̄udjelovanja postala je općenitija, a uvidjelo se i to da

se torzija i zakrivljenost mogu ravnopravno smatrati temeljnim pojmovima pri opisu dinamike

prostorvremena.

Ipak, vod̄eni novijim rezultatima kozmoloških istraživanja postoje pokazatelji koji upućuju

na moguću nepotpunost opće teorije relativnosti (a time i TEGR-a) [13, 14, 15]. Neki od glav-

nih problema s kojima se susreće opća teorija relativnosti su pitanja singulariteta (Hawkingovi

i Penroseovi teoremi) [16, 17, 18], problem horizonta*, problem finog podešavanja itd., a koji

nisu na zadovoljavajući način razriješeni. Takod̄er, u području visokih energija postoji nužnost

postavljanja kvantne teorije gravitacije. Već u formulaciji kvantne teorije polja u zakrivljenim

prostorima susrećemo problem zračenja crnih rupa i tzv. paradoks informacije crnih rupa. Po-

kušaji renormalizacije gravitacije vod̄eni metodama kvantne teorije polja nemoćni su pred po-

trebama uklanjanja divergentnih članova u okviru kvantizacije gravitacije. Istovremeno postoje

problemi interpretacije kvantne teorije gravitacije, kao i matematička nekonzistentnost tih te-

orija, neovisno u kojem se aktualnom programu problematika odvijala.† Nadalje, i uz neupitan

doprinos predloženih teorija kvantne gravitacije u razumijevanju gravitacije na kvantnomeha-

ničkoj razini, prisutnom ostaje nemogućnost provjere tih teorija, s obzirom na to da ne postoje

opažanja pri dovoljno visokim energijama. U ovom radu se neće ulaziti niti u jednu od predlože-

nih kvantnih teorija gravitacije, već će se razmatrati opća teorija relativnosti i njen teleparalelni

ekvivalent (TEGR) koji će biti izmijenjen time što će se dodavanjem torzijskih invarijanti u ak-

ciji efektivno prikazati mogući kvantni doprinosi. Takvu izmijenjenu teoriju koja je temeljena

na torziji zovemo f (T ) modificiranom teorijom gravitacije [20], a njena akcija uz minimalno

*Problem horizonta, koji često nazivamo i problemom homogenosti, bavi se opaženom homogenosti i ter-
modinamičkom ravnotežom kozmičkog pozadinskog zračenja svemira med̄u kauzalno nepovezanim područjima.
Postavlja se pitanje koji to posebni mehanizmi dovode do opaženog učinka? Jedan od modela koji nastoji razriješiti
problem horizonta jest model inflacije [19].

†Pod programom tu se prvenstveno misli na dvije prevladavajuće struje, jedna polazi od principa kanonske
kvantizacije (kvantna gravitacija petlji), dok druga koristi kovarijantnu kvantizaciju (teorije struna).
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vezanje s materijom dana je s

S =
∫ ( 1

2κ
f (T )+Lmat

)
hd4x, (1.1)

gdje je T skalar torzije, f je funkcija koja u slučaju TEGR-a glasi f (T ) = T , a u modificiranoj

teoriji postaje općenita funkcija skalara torzije, Lmat je lagranžijan materije, κ = 8πG/c4, a

hd4x je invarijantni element volumena prostorvremena. Takva modificirana teorija pokazala se

uspješnom u opisu kozmoloških opažanja gdje se na elegantan način, bez dodavanja hipotetskih

polja, dimenzija, energija i sl., može objasniti neke od postojećih kozmoloških problema [21,

22, 23, 24]. Ovaj alternativni put, u odnosu na ΛCDM (Λ cold dark matter)‡ ,nastoji opažene

proturječnosti interpretirati promjenom geometrije, a ne uvod̄enjem novih izvora gravitacijskog

med̄udjelovanja. Kako bi f (T ) bila valjana alternativna teorija gravitacije ona mora nužno

proći standardne testove Sunčevog sustava [25, 26, 27, 28] te mora biti u skladu s kozmološkim

opažanjima [29].

Ubrzo nakon postavljanja f (T ) gravitacije uočen je problem narušenja Lorentzove invari-

jantnosti [30], pod čime se misli na izostanak invarijantnosti lagranžijana ove teorije i poslje-

dično jednadžbi gibanja koje iz njega proizlaze, a u odnosu na lokalni odabir opažača, odnosno

Lorentzovu transformaciju odabrane tetrade. U med̄uvremenu je bilo nekoliko pokušaja koji

su nastojali shvatiti i analizirati problem loma Lorentzove invarijantnosti [31, 32, 33], no tek

je nedavno pokazano da se napuštanjem principa apsolutnog paralelizma te doslijednim uvod̄e-

njem spinske koneksije može postaviti tzv. kovarijantnu formulaciju f (T ) gravitacije [34]. U

toj su formulaciji lagranžijan i jednadžbe gibanja invarijantni s obzirom na odabir, odnosno na

lokalnu Lorentzovu transformaciju tetrade. Naime, u ranijim formulacijama f (T ) gravitacije, a

koje danas nazivamo nekovarijantnim f (T ) teorijama, neki su istraživači koristili pojmove po-

put “dobrih” i “loših” tetrada, ovisno o tome jesu li one vodile prema više ili manje smislenim

jednadžbama gibanja. Mnogo novijih radova bavi se proučavanjem uloge spinske koneksije i

formulacijom kovarijantne f (T ) gravitacije [35, 36, 37, 38]. Izmed̄u ostalog proučena je Ha-

miltonova formulacija f (T ) gravitacije [39], uloga Bianchijevih identiteta u toj teoriji [40],

statična sfernosimetrična vakuumska rješenja [41], kao i aksijalno simetrična vakuumska rješe-

nja [33]. Na žalost, neki od ranih radova u ovom području nisu koristili kovarijantnu inačicu

teorije gravitacije tipa f (T ) što dovodi u pitanje valjanost nekih njihovih zaključaka u okvirima

kovarijantne formulacije. Na primjer, ostao je upitnim status Birkhoffovog teorema [42, 43, 44]

kao i postojanja sferno simetričnih konfiguracija koje bi opisivale relativističke zvijezde [45],

gdje se čak tvrdilo da takva mogućnost u f (T ) gravitaciji ne postoji [46]. Takod̄er, navodi

prema kojima Schwarzschildovo rješenje iz opće teorije relativnosti ostaje valjanim u okviru

‡ΛCDM predstavlja kozmološki model koji se sastoji od tamne energije - u kojem Λ označava kozmološku
konstantu, i hladne tamne materije označena s kraticom CDM. Taj je model, zbog svoje jednostavnosti i uspjeha,
u znanstvenoj zajednici često smatran standardnim kozmološkim modelom.
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f (T ) gravitacije [47] pokazali su se netočnima [41].

Ovaj rad će najprije dati pregled osnovnih pojmova i kratak prikaz kovarijantne formulacije

f (T ) gravitacije, a nakon toga će se usredotočiti na proučavanje statičnih sfernosimetričnih rje-

šenja u okviru te teorije. Najprije će se razmotriti vakuumska rješenja koja je u nekim posebnim

situacijama moguće dobiti analitičkim putem, a nakon toga će se prikazati vakuumsko rješenje

dobiveno perturbativnim putem kao i neka rješenja dobivena numeričkim postupkom. Zatim

će se istražiti neka statična sfernosimetrična rješenja koja opisuju relativističke zvijezde. Prije

svega će se razmotriti rješenja dobivena tzv. politropskom jednadžbom stanja koja su u općoj

teoriji relativnosti zanimljiva jer su prostorno ograničena u smislu postojanja sferne hiperplohe

izvan koje su komponente tenzora energije i impulsa identički jednake nuli. Razmotrit će se

odnos mase i broja čestica u takvim modelima i usporedit će ga se s poznatim rezultatima iz

opće teorije relativnosti. Dio rezultata ovog dijela istraživanja objavljen je u radu [48]. Na-

kon politropskih zvijezda razmotrit će se tzv. bozonske zvijezde čiji tenzor energije i impulsa

proizlazi iz lagranžijana masivnog kompleksnog skalarnog polja. Nasuprot politropskim zvi-

jezdama, bozonske zvijezde nemaju konačan polumjer, već se prožimaju kroz sav prostor. Ovaj

dio istraživanja objavljen je u radu [49].

U pretposljednjem poglavlju diskutirat će se o nekim poteškoćama vezanim uz tetrade

ovisne o vremenu u kovarijantnoj f (T ) teoriji gravitacije.
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Poglavlje 2

Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju dat će se pregled najvažnijih matematičkih pojmova i identiteta koji se koriste

pri formulaciji teorija gravitacije koje se osnivaju na zakrivljenosti i na torziji prostorvremena.

Notacija koja se ovdje uvodi koristi se u poglavljima koja slijede, a u potpunosti je usklad̄ena s

udžbenikom [11].

2.1 Tetrada

Teorije gravitacije koje su temeljene na geometriji prostorvremena definirane su na četvero-

dimenzionalnoj diferencijabilnoj mnogostrukosti. Svakoj točki prostorvremena pridružen je

tangentni vektorski prostor s metrikom Minkowskog definiranom s

ηab = diag(+1,−1,−1,−1), (2.1)

gdje je odabran tzv. negativni potpis metrike. U ovom radu slova grčkog alfabeta (µ,ν , . . . =

0,1,2,3) koristit ćemo za indekse komponenata tenzora u prostorvremenu, dok ćemo slova

latinske abecede (a,b, . . . = 0,1,2,3) koristiti za indekse komponenata tenzora u tangentnom

prostoru. Prostorvremenske koordinate označavat ćemo s xµ , a koordinate tangentnog prostora

s xa. Koordinate prostorvremena definiraju tzv. koordinatnu bazu dxµ , dok bazu u tangentnom

prostoru označavamo s dxa. Tim bazama odgovaraju i skupovi gradijenata,

∂µ ≡
∂

∂xµ
, ∂a ≡

∂

∂xa , (2.2)

pri čemu vrijedi svojstvo ortogonalnosti

dxµ
∂ν = δ

µ

ν , dxa
∂b = δ

a
b . (2.3)
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Osnovni pojmovi

Svaki vektor ili kovektor možemo izraziti korištenjem tih baza. Bazu u tangentnom, odnosno u

kotangentnom prostoru označavamo s ea i ea te je nazivamo tetradom (njem. vierbeine),

ea = ∂a, ea = dxa. (2.4)

Naravno, bazu tvori i bilo koji drugi skup četiriju linearno nezavisnih polja e′b za koji vrijedi

ortogonalnost

e′ae′b = δ
a
b . (2.5)

Bitno svojstvo neke mnogostrukosti jest njezina paralelizabilnost koja podrazumijeva da su vek-

torska polja ea svugdje neiščezavajuća, jer u protivnom ona ne bi mogla tvoriti bazu. Veza iz-

med̄u mnogostrukosti prostorvremena u nekoj njegovoj točki i odgovarajućeg tangentnog pros-

tora dana je s

ea = ea
µ

∂µ , ea = ea
µ dxµ , (2.6)

te s

∂µ = ea
µ ea, dxµ = ea

µ ea. (2.7)

Iz uvjeta ortogonalnosti (2.5) vrijedi

ea
µ ea

ν = δ
ν
µ , ea

µ eb
µ = δ

a
b . (2.8)

U prostorvremenu u kojem nisu prisutni učinci gravitacije i čija je metrika dana tenzorom ηµν ,

tetrade za koje vrijedi

ηab = ηµν ea
µ eb

ν , ηµν = ηab ea
µ eb

ν , (2.9)

zvat ćemo trivijalnim tetradama. Općenito, u prostoru u kojem jesu prisutni učinci gravitacije i

čiji je tenzor metrike gµν , tetrade h µ
a za koje vrijedi

ηab = gµν ha
µ hb

ν , gµν = ηab ha
µ hb

ν , (2.10)

zovemo netrivijalnim tetradama. Netrivijalna tetrada takod̄er zadovoljava relacije

ha
µ ha

ν = δµ
ν , ha

µ hb
µ = δb

a. (2.11)

Trivijalna tetrada ima svoju ulogu u specijalnoj teoriji relativnosti gdje se pojavljuje isključivo

prostorvrijeme Minkowskog, dok je netrivijalna tetrada ključna za uključivanje gravitacijskog

med̄udjelovanja gdje se pojavljuje općenita metrika gµν . Tetrada ha
µ ima ulogu preslikavanja

prostorvremenskih tenzora u tangentni prostor i obrnuto. Na primjer, tenzoru čije su prostor-
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Osnovni pojmovi

vremenske komponente Aµν u tangentnom prostoru odgovaraju komponente

Aab = ha
µ hb

ν Aµν . (2.12)

Podizanje i spuštanje prostorvremenskih indeksa i indeksa tangentnog prostora postižemo kon-

trakcijom s odgovarajućim tenzorima metrike, Aµν = Aµ
ρ gρν , Aab = Aa

c ηcb. Na primjer,

podizanjem i spuštanjem indeksa same tetrade, ha
µ = ηab hb

νgµν , dolazimo do izraza za pres-

likavanje tenzora Aab iz tangentnog prostora u prostorvrijeme,

Aµν = ha
µ hb

ν Aab. (2.13)

U općoj teoriji relativnosti metrika gµν predstavlja temeljni objekt (stupnjeve slobode) u opisu

gravitacijskog med̄udjelovanja, dok u teorijama osnovanim na torziji tu ulogu će imati tetrada

ha
µ .

2.2 Lorentzova (spinska) koneksija

U konstrukcijama baždarnih teorija ključnu ulogu imaju koneksije čija je uloga osigurati kova-

rijantnost derivacija objekata s obzirom na baždarnu transformaciju u kojoj su ti objekti inva-

rijantni. Npr. baždarna polja u elektromagnetizmu omogućuju kovarijantnost derivacija Dira-

covog spinora ψ s obzirom na lokalne baždarne transformacije. U modificiranim teorijama

gravitacije nužno je razumjeti ulogu koneksija koje znatno mijenjaju strukturu jednadžbi same

teorije. Osnovna razlika izmed̄u baždarnih teorija u standardnom modelu u odnosu na gravi-

taciju leži u tome što u standardnom modelu govorimo o unutarnjim (internim) simetrijama—

lokalnim baždarnim simetrijama—koje se odvijaju na pozornici prostorvremena, dok u gravi-

taciji osnovu svih simetrija čini samo prostorvrijeme. U teorijama gravitacije uvodimo Lorent-

zovu ili spinsku koneksiju

Aµ =
1
2

Aab
µSab, (2.14)

gdje je Sab zadana reprezentacija Lorentzove grupe SO(3,1). Na primjer, za skalarno polje

koristimo Sab = 0, za Diracov spinor Sab = i[γa,γb]/4, gdje su γa Diracove matrice, dok za

vektor koristimo (Sab)
c
d = i(ηbdδ c

a −ηadδ c
b ). Sama Lorentzova koneksija antisimetrična je u

svoja prva dva indeksa,

Aabµ =−Abaµ . (2.15)

Lorentzova koneksija definira tzv. kovarijantnu derivaciju Fock–Ivanenka,

Dµ = ∂µ −
i
2

Aab
µSab, (2.16)

7



Osnovni pojmovi

koja se, na primjer, u slučaju vektora svodi na

Dµϕ
c = ∂µϕ

c +Ac
dµϕ

d. (2.17)

Lorentzovoj koneksiji Aa
bµ pridružena je linearna koneksija definirana s

Γ
ρ

µν ≡ ha
ρDνha

µ = ha
ρ

∂νha
µ +ha

ρAa
bνhb

µ (2.18)

te vrijedi relacija koju uzimamo kao definiciju kovarijantne derivacije ∇µ ,

Aa
bµ = ha

ν∂µhb
ν +ha

νΓ
ν

ρµhb
ρ ≡ ha

ν∇µhb
ν . (2.19)

Za općenito vektorsko polje ϕ vrijedi

Dµϕ
a = ha

ν∇µϕ
ν , ∇µϕ

ν = ha
νDµϕ

a. (2.20)

Iz jednadžbe (2.18) slijedi jednakost

∂µha
ν −Γ

ρ
νµha

ρ +Aa
bµhb

ν = 0 (2.21)

koja ima važnu ulogu pri formulacijama teorija gravitacije koje se osnivaju na torziji prostorvre-

mena. Naime, u ranijim formulacijama tzv. teleparalelnih teorija koristio se tzv. uvjet apsolutne

paralelizabilnosti koji glasi

∇µha
ν = ∂µha

ν −Γ
ρ

νµha
ρ = 0. (2.22)

Taj uvjet za odabranu tetradu ha
ν definira tzv. Weitzenböckovu linearnu koneksiju

Γ
ρ

νµ = ha
ρ

∂µha
ν (2.23)

kojoj odgovara da je Lorentzova koneksija jednaka nuli. Pokazat će se (vidi poglavlje 4) da se

korištenjem Weitzenböckove koneksije ne osigurava lokalna Lorentzova invarijantnost lagranži-

jana TEGR-a, odnosno invarijantnost lagranžijana u odnosu na odabir tetrade. Ipak, jednadžbe

gibanja koje proizlaze iz takvog lagranžijana jesu invarijantne u odnosu na odabir tetrade. Si-

tuacija se, med̄utim, u korijenu mijenja kad se u razmatranje uzmu proširene teorije osnovane

na torziji poput teorije gravitacije tipa f (T ) gdje se nezaobilazno mora uključiti i Lorentzovu

koneksiju. U teorijama gravitacije tipa f (T ) napušta se načelo apsolutne paralelizabilnosti te

jednadžba (2.21) ima ključnu ulogu u osiguravanju lokalne Lorentzove invarijantnosti teorije.
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2.3 Zakrivljenost i torzija

Na istom prostorvremenu moguće je definirati različite koneksije, a shvatimo li zakrivljenost i

torziju kao tenzorska svojstva koneksije, na istom je prostorvremenu moguće definirati teorije

gravitacije temeljene bilo na zakrivljenosti, bilo na torziji, kao i one u kojima su istovremeno

prisutne i zakrivljenost i torzija.

Tenzor zakrivljenosti prostorvremena općenito je definiran s

Rρ
λνµ = ∂νΓ

ρ
λ µ −∂µΓ

ρ
λν +Γ

ρ
σνΓ

σ
λ µ −Γ

ρ
σ µΓ

σ
λν , (2.24)

a možemo ga izraziti i korištenjem Lorentzove koneksije,

Ra
bνµ = ∂νAa

bµ −∂µAa
bν +Aa

eνAe
bµ −Aa

eµAe
bν . (2.25)

Tenzor torzije definiran je kao antisimetrični dio linearne koneksije,

T ρ
νµ = Γ

ρ
µν −Γ

ρ
νµ , (2.26)

što takod̄er možemo izraziti korištenjem Lorentzove koneksije i tetrade,

T a
νµ = ∂νha

µ −∂µha
ν +Aa

eνhe
µ −Aa

eµhe
ν . (2.27)

Linearna koneksija Levi–Civite,

Γ̊
σ

µν =
1
2

gσρ(∂µgρν +∂νgρµ −∂ρgµν), (2.28)

je jedinstvena koneksija s iščezavajućom torzijom, a pripadajući tenzor zakrivljenosti zovemo

Riemannovim tenzorom zakrivljenosti i označavamo ga s R̊ρ
λνµ .

Tenzor kontorzije definiran je kao razlika općenite koneksije Γρ
µν i koneksije Levi–Civite

Γ̊ρ
µν ,

Kρ
µν = Γ

ρ
µν − Γ̊

ρ
µν . (2.29)

Zakrivljenost i torzija zadovoljavaju identitete

DνT a
ρµ +DµT a

νρ +DρT a
µν = Ra

ρµν +Ra
νρµ +Ra

µνρ , (2.30)

DνRa
bρµ +DµRa

bνρ +DρRa
bµν = 0, (2.31)

koje zovemo Bianchijevim identitetima. U prostorvremenskim indeksima, u posebnom slučaju
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iščezavajuće torzije gornji identiteti svode se na

R̊λ
ρµν + R̊λ

νρµ + R̊λ
µνρ = 0, (2.32)

∇ν R̊λ
σρµ +∇µ R̊λ

σνρ +∇ρ R̊λ
σ µν = 0, (2.33)

što su Bianchijevi identiteti, poznati iz opće teorije relativnosti.
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Poglavlje 3

Teleparalelni ekvivalent opće teorije
relativnosti

U ovom poglavlju pokazat ćemo na koji je način moguće teoriju gravitacije shvatiti kao ba-

ždarnu teoriju translacijske grupe. Takod̄er, opisat ćemo osnovne crte formulacije TEGR-a te

proučiti njen odnos s općom teorijom relativnosti. Konačno, pokazat će se istovjetnost TEGR-

a i opće teorije relativnosti na razini jednadžbi gibanja probne čestice i jednadžbi polja koje

opisuju vezanje prostovremena i materije.

3.1 Gravitacija kao baždarna teorija

Zanimljivo svojstvo teleparalelnog ekvivalenta opće teorije relativnosti (TEGR) jest da se tu

teoriju može shvatiti kao baždarnu teoriju gravitacije u odnosu na grupu translacija. U tom se

smislu TEGR razlikuje od opće teorije relativnosti koju ne smatramo baždarnom teorijom. Na-

ime, iako opća teorija relativnosti sadrži simetrije kao što su difeomorfizam i Lorentzova sime-

trija koje bi mogle imati ulogu baždarne simetrije, njezini stupnjevi slobode nisu baždarna polja

ili koneksije kao što je to slučaj u baždarnim teorijama, već je to sama metrika prostorvremena.

Ovdje ćemo pokazati da se odstupanje metrike općenitog prostorvremena od metrike prostor-

vremena Minkowskog, a koje opisujemo netrivijalnom tetradom, može povezati sa zahtjevom

za kovarijantnošću transformacija polja i njihovih derivacija u odnosu na grupu translacija u

tangentnom prostoru. Iz tog rezultata proizići će vezanje materije i baždarnog polja te preskrip-

cija za uključenje učinaka gravitacije. Sam lagranžijan TEGR-a opisat ćemo kasnije u ovom

poglavlju.

Kao baždarnu transformaciju x′ = Ux uzimamo lokalnu translaciju u tangentnom prostoru

[50]

x′a = xa + ε
a(xµ), (3.1)

gdje je U(xµ) = eεaPa , εa je parametar transformacije, a generatori infinitezimalnih translacija
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Teleparalelni ekvivalent opće teorije relativnosti

Pa = ∂a zadovoljavaju

[Pa,Pb] = ∂a∂b−∂b∂a = 0. (3.2)

Infinitezimalnu transformaciju možemo izraziti korištenjem razvoja U = 1+ δεaPa, što nam

daje

δxa = δε
bPb xa. (3.3)

Pri infinitezimalnoj transformaciji općenitog polja, φ ′ =Uφ , imamo

δφ = δε
a
∂aφ , (3.4)

gdje prepoznajemo kovarijantno ponašanje. Med̄utim, infinitezimalna transformacija derivacije

polja dat će

δ (∂µφ) = ∂µ(Uφ)−∂µφ = δε
a

∂a∂µφ +(∂aφ)(∂µδε
a), (3.5)

gdje nam prisutnost drugog člana na desnoj strani jednakosti govori da se za lokalnu baždarnu

transformaciju ε(xµ) derivacija polja ne transformira kovarijantno. U tom slučaju uvodimo

baždarno polje [50]

Bµ = Ba
µPa (3.6)

s pomoću kojega konstruiramo kovarijantnu derivaciju

hµφ ≡ ∂µφ +Ba
µ∂aφ , (3.7)

a iz zahtjeva da se ona transformira kovarijantno, tj. da vrijedi

δ (hµφ) = ε
a
∂a(hµφ), (3.8)

slijedi da se samo baždarno polje transformira u skladu s

B′aµ = Ba
µ −∂µε

a. (3.9)

Uočavamo kako, prema analogiji s poznatim baždarnim teorijama, drugi član kovarijantne de-

rivacije (3.7) polja φ možemo shvatiti kao član med̄udjelovanja materije opisane poljem φ i

baždarnog polja. Nadalje, kovarijantnu derivaciju (3.7) možemo izraziti i kao

hµφ = (ea
µ +Ba

µ)∂aφ = ha
µ∂aφ , (3.10)

gdje je ea
µ = ∂µxa trivijalna tetrada, a ha

µ je netrivijalna tetrada. Time smo kovarijantnu deri-
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vaciju poistovjetili s netrivijalnom tetradom

ha
µ = ea

µ +Ba
µ (3.11)

čiji netrivijalni dio je upravo baždarno polje grupe translacija u tangentnom prostoru. Preskrip-

cija kojom u prostorvremenu uvodimo učinke gravitacije sada se može sažeto izraziti s

ea
µ → ha

µ = ea
µ +Ba

µ . (3.12)

Konačno, jednakost (3.11) nam govori da će varijacija lagranžijana teorije gravitacije, jednom

kada on bude odabran, dati istovjetne rezultate bez obzira provodimo li je varirajući po kompo-

nentama netrivijalne tetrade ha
µ ili po komponentama baždarnog polja Ba

µ grupe translacija.

Samim time se teorija gravitacije koja koristi tetradu kao svoje stupnjeve slobode može shvatiti

kao baždarna teorija gravitacije.

3.2 Lorentzove transformacije i inercija

U većini teorija u fizici, pri konstrukciji jednadžbi gibanja, zbog jednostavnosti se koriste iner-

cijski referentni sustavi. Med̄utim, moguće je koristiti i druge sustave. Na primjer, u specijalnoj

teoriji relativnosti može se koristiti formalizam spinske ili Lorentzove koneksije kojim opisu-

jemo učinke inercije u neinercijskim sustavima.

Ako je Λa
b(x) lokalna Lorentzova transformacija, koordinate u tangentnom prostoru tran-

sformiraju se u skladu s

xa = Λ
a

b(x)x∗
b, (3.13)

a iz zahtjeva da se trivijalna tetrada e∗aµ = ∂µx∗a sustava koji je prema pretpostavci inercijski

sustav (oznaka ∗) transformira kovarijantno,

ea
µ = Λ

a
b(x)e∗

b
µ , (3.14)

nalazimo

ea
µ = ∂µxa +Aa

bµxb, (3.15)

gdje je

Aa
bµ = Λ

a
c(x)∂µΛb

c(x) (3.16)

Lorentzova koneksija. Prisutnost Lorentzove koneksije u (3.15), a koja proizlazi iz lokalnosti

Lorentzovih transformacija, znači da ta tetrada sada uključuje i učinke inercije. Općenito, pola-

zimo li iz sustava s neiščezavajućom Lorentzovom koneksijom Ac
dµ , koneksija se transformira
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u skladu s

A′abµ = Λ
a

c(x)Ac
dµΛb

d(x)+Λ
a

c(x)∂µΛb
c(x). (3.17)

Prvi član gornjeg izraza nije bio prisutan u izrazu (3.16) jer je u tom izrazu, prema pretpostavci,

polazni sustav bio inercijski sustav, odnosno pripadna Lorentzova koneksija bila je jednaka nuli.

Na kovarijantan način transformira se i baždarno polje,

Ba
µ = Λ

a
b(x)B′bµ , (3.18)

a netrivijalnu tetradu iz (3.11) sada možemo izraziti s

ha
µ = ∂µxa +Aa

bµxb +Ba
µ , (3.19)

čime, osim učinaka inercije opisanih s Aa
bµ , ona uključuje i učinke gravitacije kroz prisutnost

baždarnog polja Ba
µ . Bažadarnom potencijalu Ba

µ pridružuje se i jakost polja

Fa
µνPa = [hµ ,hν ] (3.20)

definirana kao komutator kovarijantnih derivacija, iz čega slijedi

Fa
µν = DµBa

ν −DνBa
µ , (3.21)

gdje je Dµ derivacija Focka i Ivanenka definirana u (2.16). Jakost polja Fa
µν tenzorska je veli-

čina invarijantna s obzirom na baždarnu transformaciju, F ′aµν = Fa
µν . Dodamo li u jednadžbu

(3.21) iščezavajući komutator [Dµ ,Dν ]xa = 0 možemo napisati

Fa
µν = Dµ(Dνxa +Ba

ν)−Dν(Dµxa +Ba
µ), (3.22)

gdje izraze u zagradama prepoznajemo kao netrivijalnu tetradu ha
µ = Dµxa+Ba

µ . To znači da

jakost polja možemo napisati kao

Fa
µν = Dµha

ν −Dνha
µ = T a

µν , (3.23)

gdje prepoznajemo od ranije poznatu definiciju tenzora torzije (2.27). Time smo pokazali da je

jakost polja pridružena baždarnom polju Ba
µ upravo tenzor torzije.

Važno svojstvo tenzora metrike prostorvremena jest da je on invarijantan u odnosu na Lo-

rentzovu transformaciju netrivijalne tetrade, h′aµ = Λa
chc

µ , što pokazujemo s

g′µν = ηab h′aµh′bν = ηab Λ
a

chc
µ Λ

b
dhd

ν = ηab Λ
a

cΛ
b

d hc
µhd

ν = ηcd hc
µhd

ν = gµν , (3.24)
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gdje smo prepoznali ηab Λa
cΛb

d = ηcd , a što proizlazi iz svojstva Lorentzovih transformacija

Λa
c = (Λ−1)c

a. Tenzor torzije i tenzor zakrivljenosti transformiraju se kovarijantno

T ′aµν = Λ
a

b(x)T b
µν , (3.25)

R′abµν = Λ
a

c(x)Λb
d(x)Rc

dµν . (3.26)

3.3 Kinematika čestice

U općoj teoriji relativnosti kinematika čestice opisana je geodetskom jednadžbom. Ona pred-

stavlja slobodno gibanje čestice u zakrivljenom prostorvremenu te shodno tome govorimo o

geometrijskoj interpretaciji gravitacijskog med̄udjelovanja. U TEGR-u je situacija drugačija.

Jednadžba gibanja čestice u gravitacijskom polju više nije geodetska jednadžba, nego se u struk-

turi jednadžbe prepoznaje sila koja djeluje na česticu. U tom smislu u TEGR-u gravitacijsko

med̄udjelovanje nema geometrijski karakter nego se, slično kao i u elektromagnetizmu, jav-

lja sila kao koncept med̄udjelovanja. Med̄utim, pokazat će se da su jednadžbe gibanja čestice

istovjetne geodetskim jednadžbama u teoriji temeljenoj na zakrivljenosti.

Polazimo od akcije čestice mase m koja je dana integralom [11]

S =−mc
∫ p

q
ds, (3.27)

gdje je ds element invarijantnog prostorvremenskog intervala

ds2 = gµνdxµdxν = ηabhahb, (3.28)

uz notaciju ha = ha
µdxµ . Četverobrzina dana je izrazom

uµ =
dxµ

ds
(3.29)

te nakon što pokažemo da vrijedi ds = uaha akciju možemo napisati kao

S =−mc
∫ p

q
uaha. (3.30)

Uvrštavanjem izraza za tetradu u općenitom Lorentzovom sustavu

ha = dxa +Aa
bµxbdxµ +Ba

µdxµ (3.31)
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u akciju ona poprima oblik

S =−mc
∫ p

q
ua(dxa +Aa

bµxbdxµ +Ba
µdxµ). (3.32)

Variranjem akcije dobivamo

δS =−mc
∫ p

q

[
δua

(
dxa +Aa

bµxbdxµ +Ba
µdxµ

)
+

ua

(
d(δxa)+δ (Aa

bµ)xbdxµ +Aa
bµδxbdxµ+

Aa
bµxbd(δxµ)+δ (Ba

µ)dxµ +Ba
µd(δxµ)

)]
. (3.33)

Iz svojstva δds = uaδha +haδua te usporedbom s δ (ds2) = δ (ηabhahb) nalazimo

δds = uaδha = uaδha +ha
δua =⇒ ha

δua = 0, (3.34)

čime prva zagrada u izrazu (3.33) iščezava. Nadalje, integrirajući po dijelovima imamo

uadδxa = d(uaδxa)−duaδxa, (3.35)

uaBa
µdδxµ = d(uaBa

µδxµ)−d(uaBa
µ)δxµ , (3.36)

uaAa
bµxbdδxµ = d(uaAa

bµxb
δxµ)−d(uaAa

bµxb)δxµ , (3.37)

te izostavljanjem potpunih diferencijala dobivamo

δS = mc
∫ p

q

[
duaδxa−uaδAa

bµxbdxµ −uaAa
bµδxbdxµ+

d(uaAa
bµxb)δxµ −uaδBa

µdxµ +d(uaBa
µ)δxµ

]
. (3.38)

Uvrštavanjem varijacija

δxa = ∂µxa
δxµ , δAa

bµ = ∂νAa
bµδxν , δBa

µ = ∂νBa
µδxν , (3.39)

u (3.38) te korištenjem (3.21) i (3.23) nalazimo jednadžbu gibanja

dua

ds
−Ab

aµubuµ = T b
aµubuµ , (3.40)

odnosno
dua

ds
+Aa

bµubuµ = Tb
a

µubuµ , (3.41)

u kojoj se pojavljuje tenzor torzije T b
aµ . Jednadžba (3.41) predstavlja kinematiku gibanja čes-

tice u TEGR-u te općenito u svim teorijama temeljenima na torziji poput teorije gravitacije tipa
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f (T ) koju ćemo uvesti u sljedećem poglavlju.

Ovdje se postavlja pitanje odnosa kinematike čestice u TEGR-u i geodetske jednadžbe u

općoj teoriji relativnosti. Korištenjem identiteta T b
aµubuµ = −Kb

aµubuµ jednadžba gibanja

može se napisati i korištenjem tenzora kontorzije u obliku

dua

ds
+Aa

bµubuµ = Ka
bµubuµ . (3.42)

Nadalje, korištenjem definicije tenzora kontorzije (2.29) i jednakosti (2.18), tenzor kontorzije

možemo izraziti u tangentnim indeksima kao

Ka
bµ = Aa

bµ − Åa
bµ , (3.43)

gdje je Åb
aµ Lorentzova koneksija koja odgovara linearnoj koneksiji Levi-Civite. Na taj način

jednadžba (3.42) poprima oblik

dua

ds
+ Åa

bµubuµ = 0, (3.44)

odnosno
duµ

ds
+ Γ̊

µ
νρuνuρ = 0, (3.45)

gdje je Γ̊µ
νρ linearna koneksija Levi-Civite, što je upravo geodetska jednadžba poznata iz opće

teorije relativnosti.

Činjenica da smo gornjim razmatranjem u TEGR-u dobili jednadžbu gibanja čestice koja

je istovjetna onoj iz opće teorije relativnosti nas ne iznenad̄uje. Naime, polazna točka bila

je iščezavanje varijacije akcije (3.28), što odgovara traženju krivulje s ekstremnom vlastitom

duljinom, upravo kao i u općoj teoriji relativnosti. Med̄utim, u općenitijim teorijama gravitacije

u kojima se koriste različite linearne koneksije, geodetska krivulja definirana je kao krivulja čiji

tangentni vektori ostaju paralelni prilikom njihovog paralelnog transporta duž same krivulje, što

izražavamo uvjetom

(∇µuν)uµ =
d
ds

uν +Γ
ν

λ µuλ uµ = 0. (3.46)

Putanja koja proizlazi iz gornjeg uvjeta, a koji još možemo shvatiti i kao uvjet iščezavanja

kovarijantne četveroakceleracije čestice, ne podudara se nužno s putanjom koja proizlazi iz

uvjeta

δ

∫
ds = 0, (3.47)

osim u slučaju kada je koneksija korištena u kovarijantnoj derivaciji u (3.46) koneksija Levi-

Civite. Upravo iz toga proizlazi i važna razlika u interpretaciji jednadžbe gibanja (3.45) u

okviru opće teorije relativnosti i u okviru TEGR-a. Lako je pokazati krivulju koja proizlazi iz

jednadžbe gibanja (3.45), a koju u okviru TEGR-a ne možemo smatrati geodetskom krivuljom.
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Naime, kovarijantnu četveroakceleraciju čestice u TEGR-u možemo izraziti kao

(∇µuν)uµ =
d
ds

uν +Γ
ν

λ µuλ uµ =
d
ds

uν + Γ̊
ν

λ µuλ uµ +(Γν
λ µ − Γ̊

ν
λ µ)u

λ uµ

= (Γν
λ µ − Γ̊

ν
λ µ)u

λ uµ

= Kν
λ µuλ uµ (3.48)

gdje smo najprije koristili jednadžbu gibanja (3.45), a nakon toga smo razliku linearnih konek-

sija prepoznali kao tenzor kontorzije. Dok u općoj teoriji relativnosti kovarijantna četveroak-

celeracija iščezava, u TEGR-u to nije slučaj. Upravo iz gore navedenog razloga smatramo da

jednadžba gibanja u TEGR-u, bez obzira na činjenicu što je ona istovjetna jednadžbi gibanja iz

opće teorije relativnosti, je jednadžba koja sadrži koncept sile.

3.4 Lagranžijan i jednadžbe polja u TEGR-u

Nakon što je pokazana istovjetnost jednadžbi gibanja čestice u TEGR-u i onih u općoj teoriji

relativnosti, ovdje ćemo pokazati kako su jednadžbe gibanja polja u TEGR-u istovjetne onima

iz opće teorije relativnosti. Na taj način TEGR i opća teorija relativnosti postaju u potpunosti

istovjetne teorije.

Za zadanu tetradu najopćenitiji gravitacijski lagranžijan sačinjen od linearne kombinacije

torzijskih invarijanti razmjeran je izrazu

aT ρ
µνTρ

µν +bT ρ
µνT µν

ρ + cT ρ
µρT νµ

ν , (3.49)

gdje su a, b i c konstante. Takav lagranžijan daje čitav niz novih teorija gravitacije temeljenih na

torziji, koje nam daju jednadžbe gibanja koje nisu istovjetne onima iz opće teorije relativnosti.

U literaturi se takva općenita teorija temeljena na torziji ponekad naziva Novom općom teorijom

relativnosti (engl. New General Relativity), a problemi povezani s njom su narušenje principa

ekvivalencije i nesklad s opažanjima gibanja planeta u Sunčevom sustavu [11]. Naravno, nas

ovdje zanima samo slučaj TEGR-a.

Uz izbor konstanti

a =
1
4
, b =

1
2
, c =−1, (3.50)

izraz (3.49) poprima oblik koji zbog njegove važnosti još zovemo skalarom torzije i obilježa-

vamo ga s T ,

T =
1
4

T ρ
µνTρ

µν +
1
2

T ρ
µνT µν

ρ −T ρ
µρT νµ

ν . (3.51)

Ključno svojstvo skalara torzije T jest njegova veza s Riccijevim skalarom R̊ = R̊µ
µ koja glasi
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[11]

R̊ =−T − 2
h

∂µ(hT µ), (3.52)

gdje je T µ = T νµ
ν tzv. vektor torzije, a drugi član na desnoj strani ima oblik potpune diver-

gencije. Izbor konstanti (3.50) jedinstven je izbor kojim dobivamo svojstvo (3.52) [11]. Ta

jednakost nam govori da se skalar torzije i Riccijev skalar razlikuju samo za potpunu diver-

genciju 2∂µ(hT µ)/h = 2∇̊µT µ . To nadalje znači da će pri varijaciji gravitacijske akcije član

s potpunom divergencijom prijeći u površinski integral i iščeznuti, a jednadžbe gibanja će po-

sljedično biti istovjetne onima iz opće teorije relativnosti. Akcija u TEGR-u, bez prisutnosti

materije, je prema tome dana s

STEGR =
∫

LG hd4x =
1

2κ

∫
T hd4x, (3.53)

gdje je κ = 8πG/c4, h = det(ha
µ) =

√
−g, a T je skalar torzije (3.51) [51].

Skalar torzije možemo napisati i u obliku

T = SρµνTρµν , (3.54)

gdje tenzor

Sρµν =−Sρνµ =
1
2
(Kµνρ −gρνT σ µ

σ +gρµT σν
σ ) (3.55)

zovemo superpotencijalom. Oblik (3.54) pogodniji je u procesu varijacije akcije (3.53). Varira-

jući akciju po tetradi, Euler-Lagrangeove jednadžbe glase*

δ (hLG)

δhaµ
≡ ∂ (hLG)

∂haµ
−∂ρ

∂ (hLG)

∂ (∂ρhaµ)
, (3.56)

gdje je lagranžijan

LG =
T
2κ

=
c4

16πG
SρµνTρµν . (3.57)

Takod̄er, vrijedi [11]

hSa
ρσ =−8πG

c4
∂ (hLG)

∂ (∂σ haρ)
, h jaρ =−∂ (hLG)

∂ha
ρ

, (3.58)

gdje Euler–Lagrangeove jednadžbe poprimaju oblik

∂σ (hSa
ρσ )− 8πG

c4 h jaρ = 0, (3.59)

*S obzirom na to da je želja postaviti baždarnu teoriju gravitacije tada je nužno varirati lagranžijan po baždar-
nom polju Ba

µ , što je jednako variranju po netrivijalnoj tetradi ha
µ jer vrijedi (3.11).
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što konačno možemo napisati u obliku [11]

h−1
∂σ (hSa

ρσ )−ha
µSb

νρT b
νµ +

ha
ρ

4
T = 0, (3.60)

gdje je
8πG
c4 jaρ = ha

µSb
νρT b

νµ +
ha

ρ

4
T. (3.61)

Kraćim računom se pokazuje kako kontrakcija gornjeg izraza s tetradom ha
µ daje upravo Einste-

inov tenzor iz opće relativnosti G̊µ
ρ = R̊µ

ρ−δ
ρ

µ R̊/2. U slučaju minimalnog vezanja gravitacije

i materije ukupni lagranžijan je

L = LG +LM, (3.62)

te uz uobičajenu definiciju tenzora energije i impulsa materije,

hΘ
a

µ ≡
δ (hLM)

δhaµ
, (3.63)

odnosno

Θ
a

µ =
∂LM

∂haµ
+hµ

aLM, (3.64)

jednadžba polja koje povezuje učinke gravitacije i danu konfiguraciju materije glasi

h−1
∂σ (hSa

ρσ )−ha
µSb

νρT b
νµ +

ha
ρ

4
T =

8πG
c4 Θa

ρ , (3.65)

te je i ona istovjetna jednadžbi gibanja u općoj teoriji relativnosti.

3.5 Svojstva tenzora energije i impulsa u TEGR-u

U minimalnom vezanju gravitacije i materije tenzor energije i impulsa Θa
µ odred̄en je varija-

cijom akcije po tetradi kao što je definirano u (3.63). Takod̄er, ovako definiran tenzor energije

i impulsa vrijedi za većinu polja iz kvantne teorije, kao i za spinorna polja koja u općoj teoriji

relativnosti traže dodatni tretman [52, 53]. Potražit ćemo lokalnu Lorentzovu transformaciju

oblika

Λa
b = δa

b + εa
b(xµ), (3.66)

gdje je ε transformacijski parametar koji je antisimetričan εab(xµ) = ε[ab](xµ). S obzirom na tu

transformaciju, tetrada postaje

δha
µ = εa

bhb
µ . (3.67)
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Varijacija akcije materije tada je [11]

δSm =
∫

Θ
a

µhδha
µdx4 = η

bc
∫

Θ
a

µhεabhc
µdx4. (3.68)

Iz svojstva antisimetričnosti εab tada dobivamo

η
bc

Θ
a

µhc
µ = η

ac
Θ

b
µhc

µ =⇒ Θ
µν = Θ

νµ . (3.69)

Drugim riječima, iz zahtjeva lokalne Lorentzove invarijantnosti slijedi simetričnost tenzora

energije i impulsa.

Promotrimo sada lokalnu infinitezimalnu koordinatnu transformaciju xµ → xµ + εµ(x). S

obzirom na ovu transformaciju varijacija tetrade je

δha
µ = ha

ν
∂νε

µ −∂νha
µ

ε
ν . (3.70)

Varijacija akcije materije sada je

δSm =
∫ (

∂ν(hΘ
a

λ ha
ν)+hΘ

a
µ∂λ hµ

a

)
ε

λ d4x. (3.71)

Iz zahtjeva da ta varijacija bude jednaka nuli, korištenjem identiteta

∂νh = hΓ̊
µ

µν = h(Γµ
νµ −Kµ

νµ), (3.72)

∂ρha
µ = Ab

aρhb
µ −Γ

µ
λρha

λ , (3.73)

nalazimo

h∇̊
ν
Θνµ +hΘ

ανKανµ = 0 =⇒ ∇̊
ν
Θνµ = 0, (3.74)

pri čemu smo koristili svojstvo simetričnosti Kµνρ u prva dva indeksa i svojstvo simetričnosti

tenzora energije i impulsa. Krajnji rezultat je kovarijantno očuvanje tenzora energije i impulsa

gdje je koneksija u kovarijantnoj derivaciji koneksija Levi-Civite.† Ovaj identitet je dobro poz-

nat rezultat iz opće teorije relativnosti gdje nužno vrijedi ∇̊µG̊µν = ∇̊µΘµν = 0, što je posljedica

Bianchijevih identiteta. U teoriji temeljenoj na torziji bilo bi ispravnije shvatiti taj rezultat kao

identitet

∂µΘa
µ +(Γµ

νµ −Kµ
νµ)Θa

ν − (Ab
aµ −Kb

aµ)Θb
µ = 0, (3.75)

†Ovaj zaključak vrijedi i u kvantnoj teoriji polja gdje za istu simetriju slijedi definicija kanonskog tenzora
energije i impulsa Θµν = ∑

N
i=1

(
δLm/δ (∂µ fi)

)
∂ ν fi−ηµνLm te očuvane struje iz Noetherinog teorema [54].

Treba imati na umu da u kvantnoj teoriji polja vrijedi očuvanje struje i naboja u vremenu pa se često nazivaju
pravim zakonima očuvanja, gdje obična derivacija, a ne kovarijantna, definira očuvanu struju ili naboj.
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koji je po konstrukciji, odnosno korespondenciji, istovjetan ∇̊νΘνµ = ∇̊νG̊νµ = 0.

3.6 Odnos opće teorije relativnosti i TEGR-a

U opisu gibanja probnog naboja (čestice) pokazano je da je geodetska jednadžba istovjetna

jednadžbi gibanja u geometrijama temeljenima na torziji, s time što u takvim teorijama ma-

tematički oblik jednadžbe predstavlja silu koja djeluje na česticu. U općoj teoriji relativnosti

učinci gravitacije i učinci inercije (tromosti) vezani su zakrivljenošću prostorvremena te ove

dvije pojave nije moguće odvojiti. Nasuprot tome u TEGR-u su inercijski i gravitacijski učinci

opisani različitim varijablama, čime se daje bolji uvid u konceptualnu različitost trome i teške

mase, kao i u mogućnosti poimanja gravitacijske energije. Geodetska jednadžba opisuje gibanje

čestice u općoj teoriji relativnosti samo ako vrijedi načelo ekvivalencije trome i teške mase, dok

u teorijama temeljenima na torziji ovo načelo više nije nužno te jednadžba gibanja može ostati

konzistentna i u slučaju postojanja razlike med̄u masama.‡. Pretpostavimo li različitost trome i

teške mase, akciju (3.32) pišemo u obliku [56]

S =−c
∫ p

q
ua(midxa +mgBa

µdxµ), (3.76)

gdje mi označava inercijsku masu, a mg gravitacijsku masu (radi jednostavnosti uzeto je da je

Lorentzova koneksija jednaka nuli). Variranjem akcije dobivamo

δS =
∫ b

a
mic
[(

∂µxa +
mg

mi
Ba

µ

)dua

ds
−

mg

mi
(∂µBa

ρ −∂ρBa
µ)uauρ

]
dsδxµ , (3.77)

uz definiciju tenzora jakosti (3.20)

Fa
µρ = ∂µBa

ρ −∂ρBa
µ , (3.78)

dobivamo (
∂xa +

mg

mi
Ba

µ

)dua

ds
=

mg

mi
Fa

µρuauρ . (3.79)

S obzirom da Ba
µ i Fa

µρ ne ovise o omjeru mi/mg vidljivo je da ova jednadžba ostaje kon-

zistentna i u slučaju mi 6= mg. Naravno, ona postaje istovjetna geodetskoj u slučaju mi = mg.

Napišemo li jednadžbu (3.79) korištenjem koneksije Levi-Civite, dobivamo

duµ

ds
− Γ̊

λ
µρuλ uρ =

(mg−mi

mg

)
∂µxa dua

ds
, (3.80)

‡Na razini klasične fizike, te takod̄er potvrdom brojnih eksperimenata ovo načelo ostaje očuvano, unatoč tome
što na kvantnoj razini postoji mogućnost narušenja načela ekvivalencije [55].
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gdje desna strana predstavlja odstupanje od geodetske jednadžbe u slučaju napuštanja načela

ekvivalencije. Uzmemo li sada tetradu oblika

h
a

µ = ∂µxa +
mg

mi
Ba

µ , (3.81)

pripadna će jednadžba uistinu biti geodetska,

duµ

ds
−Γ

λ

µρuλ uρ = 0. (3.82)

Med̄utim, u tom slučaju probne čestice s različitim omjerima mi/mg zahtijevale bi koneksije s

različitim tenzorima zakrivljenosti kako bi jednadžbe uvijek bile geodetske. U tom smislu go-

vorimo o nekonzistentnosti opće teorije relativnosti u slučaju napuštanja principa ekvivalencije.

3.7 Tenzor energije i impulsa gravitacije u TEGR-u

Jedno od poznatijih pitanja vezanih uz opću teoriju relativnosti je pitanje definicije gravitacijske

energije. Po uzoru na ostala temeljna polja prirodno je očekivati da i gravitacija ima svoju

lokalno definiranu gustoću energije. Ipak, dosadašnja istraživanja pokazuju kako takvu veličinu

nije moguće definirati [57], a najviše što se može postići jest uobičajena kanonska reprezentacija

dobivena iz Noetherinog teorema [58],

tµν =− c4

8πG
G̊µν +

c4

16πG(−g)
∂ 2

∂xα∂xβ

(
(−g)(gµνgαβ −gµαgνβ )

)
. (3.83)

U toj definiciji gravitacijska energija predstavljena je pseudotenzorom, što znači da ona ovisi

o transformaciji koordinata. Moguće je da za posljedicu načela ekvivalencije koje zahtijeva

lokalno iščezavanje gravitacijskog polja imamo nemogućnost definicije gustoće gravitacijske

energije [57]. Med̄utim, s obzirom na to da valjanost TEGR-a ne ovisi o načelu ekvivalencije, u

toj se teoriji otvara prilika za bolje razumijevanje gravitacijske energije. Već iz definicije (3.58)

gdje smo imali

h jaρ =−∂ (hLG)

∂ha
ρ

=
c4

4πG
hha

λ Sµ
νρT µ

νλ −ha
ρhLG, (3.84)

po analogiji s Yang-Mills teorijama vidimo da je veličina jaρ dobar kandidat za gustoću gravi-

tacijske energije [59]. Deriviramo li jednadžbu polja (3.59), prvi član u

∂ρ

(
∂σ (hSa

ρσ )− 8πG
c4 h jaρ

)
= 0 (3.85)
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iščezava zbog antisimetričnosti Sa
ρσ , te nam ostaje

∂ρ(h jaρ) = 0, (3.86)

što znači da je h jaρ očuvana veličina [60]. Korištenjem identiteta

∂ρh = hΓ̊
ν

νρ = h(Γν
ρν −Kν

ρν), (3.87)

iz (3.86) dobivamo

∂ρ jaρ +(Γρ
λρ −Kρ

λρ) jaλ = 0, (3.88)

što predstavlja kovarijantnu derivaciju s koneksijom Levi-Civite, ali u terminima torzije i s

Lorentzovim indeksima [61]. Takod̄er, tenzor jaρ se transformira kovarijantno s obzirom na

općenite koordinatne transformacije, te je invarijantan u odnosu na baždarne transformacije.

Zbog tog svojstva kažemo da je jaρ pravi tenzor, kao i da je baždarni tenzor u smislu Noetherine

očuvane struje. Ipak, jaρ se transformira kovarijantno samo s obzirom na globalne Lorentzove

transformacije u tangentnom prostoru, a ne i u odnosu na lokalne [60].

Napišemo li jednadžbu gibanja (3.59) korištenjem prostornovremenskih indeksa dobivamo

∂σ (hSλ
σρ)− 8πG

c4 htλ
ρ = 0, (3.89)

gdje veličina

htλ
ρ =−gλ µ

∂hLG

∂gµρ

Sµ
ρν

Γ
µ

νλ +δλ
ρhLG, (3.90)

odgovara kanonski definiranom pseudotenzoru gravitacijskog polja,
√
−gtµν =−∂ (

√
−gLG)/∂gµν .

Odnos tenzora jaρ i veličine tλ ρ može se izraziti s

tλ
ρ = ha

λ jaρ +
c4

4πG
Γ

µ
λνSµ

νρ , (3.91)

gdje uočavamo prisutnost člana koji uključuje koneksiju. S obzirom na to da jaρ jest tenzor,

prisutnost tog člana nam govori da veličina tλ ρ ne može biti tenzorska veličina.

Gore opisanim pristupom jasnije se vidi problematika definicije tenzora energije i impulsa

za gravitacijsko polje. Zanimljivo je što je Möller i prije postavljanja TEGR-a primijetio kako

je problem gravitacijske energije bolje formulirati u tetradnom formalizmu [10]. Tako je on

predložio tenzor energije i impulsa za gravitacijsko polje oblika

htλ
ρ =

∂ (hLG)

∂ (∂ρha
µ)

∂λ ha
µ +δ

ρ

λ
hLG, (3.92)

koji je istovjetan definiciji kanonskog tenzora energije i impulsa u Noetherinom formalizmu.
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Kada bi LG bio lagrangijan TEGR-a (3.57), Möllerova bi se definicija točno podudarala s iz-

razom (3.90). Iako jaρ uistinu jest pravi tenzor invarijantan s obzirom na lokalne translacije

u tangentnom prostoru, on ipak pati od nedostatka invarijantnosti s obzirom na lokalne Lo-

rentzove transformacije.§ U [60] taj se rezultat interpretira kao očitovanje pseudotenzorskog

karaktera energije i impulsa gravitacijskog polja u teleparalelnoj formulaciji. Kad se tenzor

jaρ napiše u terminima prostorvremenskih indeksa, jednadžbe gibanja postaju istovjetne Eins-

teinovim jednadžbama, te je time opet vraćen pseudotenzorski opis gravitacijske energije. Tim

pristupom ponud̄en je bolji uvid u nužnost pseudotenzorskog karaktera u općoj teoriji relativ-

nosti. Može se naslutiti da ukoliko bi postojala mogućnosti definicije lokalno invarijantne Lo-

rentzove baždarne struje u TEGR-u, utoliko bi bilo moguće definirati tenzor energije i impulsa

gravitacijskog polja.

§TEGR je teorija koja je postavljena kao baždarna teorija translacijske grupe, gdje translacije čine lokalnu
baždarnu transformaciju. U tom smislu jaρ je onda i baždarni tenzor.
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Poglavlje 4

f (T ) modificirana teorija gravitacije

U ovom poglavlju uvest ćemo modificiranu teoriju tipa f (T ) te ćemo sažeto opisati neka njena

svojstva. Takod̄er, sprovest ćemo varijacijski postupak lagranžijana teorije gravitacije tipa f (T )

u njenoj kovarijantnoj formulaciji. Konačno, izvest ćemo jednadžbe gibanja u konkretnom

slučaju statičke sfernosimetrične geometrije za općeniti slučaj funkcije f (T ).

4.1 Motivacija poopćenja TEGR-a i opće teorije relativnosti

Jedan od uspješnijih pokušaja poopćenja i modifikacije opće teorije relativnosti je tzv. f (R)

teorija gravitacije [62]. Krenuvši od Einstein–Hilbertove akcije, takva poopćena teorija nastaje

zamjenom linearnog člana R nekom općenitijom funkcijom f (R),

SEH =
1

2κ

∫
R
√
−gd4x −→ S =

1
2κ

∫
f (R)
√
−gd4x. (4.1)

Samu funkciju f (R) često prikazujemo kao razvoj

f (R) = · · ·+ α2

R2 +
α1

R
−2Λ+R+

R2

β2
+

R3

β3
+ · · · , (4.2)

s ciljem fenomenološkog opisa kozmoloških, visokoenergetskih i sličnih učinaka. Ostale invari-

jante koje proizlaze iz kontrakcija Riemannovog tenzora, kao npr. RµνσρRµνσρ , nisu dopuštene

zbog teorema Ostrogradskog [63, 64, 65].

Kada govorimo o teorijama tipa f (R) govorimo o široj obitelji teorija f (R). Naime, postoje

med̄usobno različite formulacije teorija f (R) gdje spadaju npr. metrička, Palatinijeva i metrički-

afina formulacija, koje u nekim okolnostima mogu dati različite jednadžbe gibanja.

Iako su modificirane teorije gravitacije tipa f (R) uspješne u kozmologiji [66, 67, 68], one su

se pokazale vrlo teško primjenjivima pri opisu sferno-simetričkih objekata. Jedan od problema
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teorije f (R) je njezina matematička priroda gdje su jednadžbe gibanja često diferencijalne jed-

nadžbe četvrtog reda, zbog čega problem početnih i rubnih uvjeta postaje analitički vrlo kom-

pleksan [69]. Takod̄er, u Palatinijevoj formulaciji f (R) gravitacije nailazimo na probleme poput

nemogućnosti postojanja sfernosimetričnih rješenja u kojima je materija opisana jednostavnom

jednadžbom stanja poput politropske [70, 71].

Postavljanjem TEGR-a kao istovjetne teorije općoj teoriji relativnosti, zakrivljenost i torzija

postaju ravnopravni koncepti. U tom smislu jednako je valjano poopćiti Einstein–Hilbertovu

akciju funkcijom oblika f (R), kao i akciju TEGR-a općenitom funkcijom f (T ) [20],

ST EGR =
1

2κ

∫
T hd4x −→ S =

1
2κ

∫
f (T )hd4x. (4.3)

Takve proširene teorije gravitacije zovemo teorijama gravitacije tipa f (T ) i njima ćemo se op-

širno baviti u ovom radu na primjerima sfernosimetričnih objekata. Osim već spomenutih pred-

nosti koje imaju teorije gravitacije temeljene na torziji, javljaju se i neke nove prednosti. Pa

tako npr. u f (T ) teorijama, jednadžbe gibanja uvijek sadrže najviše druge derivacije kompo-

nenata metričkog tenzora. Razlog je taj što skalar torzije T ovisi samo o prvim derivacijama

metrike odnosno tetrade, zbog čega je u matematičkom smislu teorija f (T ) sličnija općoj teoriji

relativnosti i TEGR-u nego što su to f (R) teorije.

4.2 Problem lokalne Lorentzove invarijantnosti u f (T ) teori-

jama gravitacije

Iako se poopćenje TEGR-a po uzoru na f (R) može činiti vrlo jednostavnim, detaljnijom anali-

zom pokazalo se da taj korak može narušiti neke temeljne simetrije. Tako je ubrzo pokazano da

f (T ) teorija gravitacije narušava lokalnu Lorentzovu invarijantnost koja je nužan sastojak opće

teorije relativnosti [30, 31]. Naime, ranije formulacije f (T ) teorije gravitacije temeljene su na

načelu apsolutnog paralelizma (2.22),

∇µha
ν = ∂µha

ν −Γ
ρ

νµha
ρ = 0, (4.4)

gdje je Lorentzova koneksija Aa
bµ jednaka nuli. Vod̄eni tim načelom možemo lako primijetiti

da je lokalna Lorentzova invarijantnost lagranžijana narušena. Krenut ćemo od ranije poznate

relacije (3.52),

R̊ =−T +
2
h

∂µ(hT µ) =−T −2∇
µT ν

µν . (4.5)

Riccijev skalar R̊ koji se pojavljuje u gornjoj jednadžbi je kovarijantni i lokalni Lorentzov skalar

jednoznačno odred̄en metrikom, što znači da on ne ovisi o odabiru tetrade (referentnog sustava).

Med̄utim, divergencija ∇µT ν
µν nije lokalno Lorentzova invarijantna veličina. To se može vi-
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djeti iz lokalne Lorentzove transformacije

x′a = Λ
a

bxb, h′aµ = Λ
a

chc
µ . (4.6)

Tenzor torzije definiran pomoću Weitzenböckove koneksije ima sljedeći oblik

T a
νµ = ∂νha

µ −∂µha
ν , (4.7)

koji je istovjetan obliku (2.27) uz iščezavajuću Lorentzovu koneksiju. Upotrijebimo li sada

lokalne Lorentzove transformacije, iz gornjih izraza dobivamo

T ′aµν = Λ
a

bT b
µν +Λ

a
b(hc

ν∂µΛ
b
c−hc

µ∂νΛ
b
c), (4.8)

što nam govori da se tenzor torzije ne transformira kovarijantno te se time narušava lokalna

Lorentzova invarijantnost. U relaciji (4.5) Riccijev skalar jest lokalno Lorentz invarijantan,

te ako član ∇µT ν
µν narušava lokalnu Lorentzovu invarijantnost, tada i skalar torzije T mora

narušiti lokalnu Lorentzovu invarijantnost.

U TEGR-u ovaj problem nije bio uočen, ili nije imao značajnu ulogu, jer član ∇µT ν
µν koji

narušava lokalnu Lorentzovu invarijantnost iščezava pri varijaciji akcije. Time su jednadžbe

gibanja opće teorije relativnosti i TEGR-a istovjetne bez obzira na činjenicu što im lagranžijani

ne sadrže iste simetrije. Med̄utim u teorijama gravitacije poput f (T ) taj član vodi na narušenje

lokalne Lorentzove invarijantnosti i ne može se zaobići osim u slučaju f (T ) = T . Posljedica

ovog rezultata jest teorija koja mora sadržavati 16 stupnjeva slobode. Naime, u slučaju lokalne

Lorentzove simetrije teorija sadrži samo 10 stupnjeva slobode–10 od 16 komponenti tetrada–

dok preostalih 6 ovise o odabiru tetrade. Takod̄er, ranije je pokazano da je simetričnost tenzora

energije i impulsa rezultat lokalne Lorentzove invarijantnosti, a iz toga slijedi da jednadžbe

gibanja u f (T ) moraju takod̄er biti simetrične s obzirom na zamjenu indeksa jednadžbi gibanja

Hµν .

Uzet ćemo f (T ) akciju minimalno vezanu s materijom

S =
c4

16πG

∫
h f (T )d4x+

∫
hLm d4x, (4.9)

gdje je Lm lagranžijan materije. Variranjem gornje akcije po tetradi dobivamo [30]

fT [h−1
∂σ (hhρ

aSρ
λσ )−hσ

aSµνλ Tµνσ ]+ fT T hρ
aSρ

λσ
∂σ T +

1
2

hλ
a f (T ) =

8πG
c4 Θ

λ
a, (4.10)

gdje je fT ≡ ∂ f (T )/∂T , fT T ≡ ∂ 2 f (T )/∂T 2, a Θa
λ ≡ h−1δLm/δha

λ je tenzor energije i

impulsa materije. Jednadžbu (4.10) možemo napisati u prostornovremenskim indeksima na
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sljedeći način

Hµν ≡ fT G̊µν +
1
2

gµν [ f (T )− fT T ]+ fT T Sνµρ∇
ρT =

8πG
c4 Θµν , (4.11)

gdje je G̊µν Einsteinov tenzor. Jednadžbe gibanja sada se mogu sažeto izraziti kao

H(µν) =
8πG
c4 Θµν H[µν ] = 0, (4.12)

što uistinu čini sustav od 16 jednadžbi. Kako bi se sustav gornjih jednadžbi riješio potrebno je

najprije pronaći tetradu koja bi zadovoljila uvjet iščezavanja antisimetričnog dijela H[µν ] = 0.

Takve tetrade su se u literaturi ponekad nazivale “dobrim tetradama”, dok bi se one tetrade koje

ne bi zadovoljile taj uvjet nazivale “lošim tetradama” [72]. Iako bi se tim pristupom dobivale

smislene jednadžbe gibanja i dalje je ostao prisutan problem neinvarijantnosti lagranžijana u

odnosu na lokalne Lorentzove transformacije. Osim toga, ostaje otvoreno pitanje po čemu su

“dobre tetrade” posebne da naizgled zaobilaze problem lokalne Lorentzove neinvarijantnosti.

4.3 Kovarijantna f (T ) teorija gravitacije

U ranijim formulacijama TEGR-a jedini dinamički objekt bila je tetrada koja je zadovoljavala

uvjet apsolutne paralelizabilnosti (2.22),

∇µha
ν = ∂µha

ν −Γ
ρ

νµha
ρ = 0. (4.13)

Teorije temeljene na ovom načelu nazivamo “čisto tetradnim teleparalelnim teorijama gravi-

tacije” (engl. pure tetrad teleparallel theory of gravity). One podrazumijevaju da Lorentzova

koneksija iščezava, Aa
bµ = 0, neovisno o odabiru tetrade, te se relacija

∇µha
ν = ∂µha

ν −Γ
ρ

νµha
ρ +Aa

bµhb
ν = 0, (4.14)

svodi na (2.22). Med̄utim, postoje slučajevi odabira tetrade za koje Lorentzova koneksija uistinu

iščezava. Takve tetrade, odnosno odgovarajuće referentne sustave, nazvat ćemo “vlastitim tetra-

dama” odnosno “vlastitim sustavima” [34], dok za općeniti izbor referentnog sustava (tetrade)

Lorentzova koneksija ne iščezava. Proširivanjem načela apsolutne paralelizabilnosti uvod̄enjem

Lorentzove ili spinske koneksije dobivamo jednadžbu (4.14) te se time otvara mogućnost us-

postavljanja lokalne Lorentzove invarijantnosti. Lorentzovu koneksiju takod̄er interpretiramo

kao mjeru učinaka inercije te je Lorentzova koneksija u referentnim sustavima u kojima učinci

inercije nisu prisutni jednaka nuli. Na taj način možemo razumjeti u čemu se sastoji pojam

”dobre tetrade”. Ona nije ništa drugo nego ”vlastita tetrada” koja predstavlja izbor posebnog
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sustava u kojem nema učinaka inercije.

Promotrimo li sada lokalnu Lorentzovu transformaciju

x′a = Λ
a

bxb, (4.15)

kao što je u ranijim poglavljima prikazano, transformacije tetrade i Lorentzove koneksije su

h′aµ = Λ
a

chc
µ , A′aµb = Λ

a
cAc

µd(Λ
−1)d

b− (Λ−1)a
c∂µΛ

c
b. (4.16)

U skladu s tim transformacijama, za općenito neiščezavajuću Lorentzovu koneksiju, dobivamo

transformaciju tenzora torzije

T ′aµν = Λ
a

bT b
µν , (4.17)

gdje se on transformira kovarijantno s obzirom na lokalnu Lorentzovu transformaciju. Time

dobivamo invarijantnost skalara torzije T , odnosno lagranžijana f (T ) teorije gravitacije, s ob-

zirom na lokalnu Lorentzovu transformaciju.

Promotrimo sada ulogu Lorentzove koneksije u lagranžijanu. S obzirom na to da se akcije

opće teorije relativnosti i TEGR-a razlikuju samo za potpunu divergenciju, te da akcija opće

teorije relativnosti ovisi samo o tetradi (a ne i o Lorentzovoj koneksiji), tada vrijedi [73]

S(ha
µ) = S(ha

µ ,Aa
bµ). (4.18)

Te uz jednadžbu R̊ = T +∂µ(hT µ/κ), gornju jednakost možemo raspisati kao

hL (ha
µ ,0)+∂µ

[ 1
κ

hT µ(ha
µ ,0)

]
= hL (ha

µ ,Aa
bµ)+∂µ

[ 1
κ

hT µ(ha
µ ,Aa

bµ)
]
. (4.19)

Vektor torzije Tµ = T ρ
µρ možemo napisati na sljedeći način

Tµ(ha
µ ,Aa

bµ) = ha
ν
∂µha

ν −ha
ν
∂νha

µ −ha
νAa

bνhb
µ = Tµ(ha

µ ,0)−Aµ , (4.20)

gdje je Aµ ≡ Aa
bνha

νhb
µ . Uspored̄ivanjem izraza (4.19) i (4.20) dobivamo odnos lagranžijana

L (ha
µ ,Aa

bµ) = L (ha
µ ,0)+

1
κ

∂µ(hAµ). (4.21)

Ovaj rezultat jasnije pokazuje zbog čega su jednadžbe gibanja TEGR-a ostale invarijantne s

obzirom na lokalne Lorentzove transformacije, iako lagranžijan to nije bio. Naime, član koji

sadrži Lorentzovu koneksiju nalazio se u potpunoj divergenciji te je u varijaciji akcije njegov

doprinos iščeznuo.
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4.3.1 Jednadžbe gibanja u kovarijantnoj formulaciji f (T ) teorije gravita-
cije

Krećemo od akcije općenite teorije gravitacije temeljene na torzijskom skalaru

S =
1

2κ

∫
f (T )hd4x. (4.22)

Dinamička varijabla po kojoj moramo varirati akciju je tetrada ha
µ te računamo

δ (hL )

δha
µ

=
∂ (hL )

∂ha
µ

−∂ν

∂ (hL )

∂ (∂νha
µ)

, (4.23)

gdje je lagranžijan

L =
1

2κ
f (T ). (4.24)

Prvi član u (4.23) je
∂ (hL )

∂ha
µ

=
1

2κ

(
f (T )hha

µ +h fT
∂T

∂ha
µ

)
, (4.25)

gdje je korišteno lančano pravilo deriviranja, te identitet

∂h
∂ha

µ

= hha
µ . (4.26)

Dok je drugi član u (4.23)

∂ν

∂ (h f (T ))
∂ (∂νha

µ)
= ∂ν

[
h fT

∂T
∂ (∂νha

µ)

]
= fT ∂µ

[
h

∂T
∂ (∂νha

µ)

]
+h(∂νT ) fT T

∂T
∂ (∂νha

µ)
, (4.27)

gdje je takod̄er korišteno lančano pravilo deriviranja. Trebamo izračunati derivacije skalara

torzije po tetradi i po njenim derivacijama. Raspišemo skalar torzije (3.51)

T =
1
4

T ρ
µνTρ

µν +
1
2

T ρ
µνT µν

ρ −T ρ
µρT νµ

ν , (4.28)

gdje vrijedi

T ρ
µν = ha

ρT a
µν , (4.29)

a tenzor torzije je (2.27)

T a
νµ = ∂νha

µ −∂µha
ν +Aa

eνhe
µ −Aa

eµhe
ν . (4.30)
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Deriviranjem skalara torzije po tetradi dobivamo

∂T
∂ha

µ

=
1
4

∂T c
µν

∂ha
ρ

Tc
µν +

1
4

T c
µν

∂Tc
µν

∂ha
ρ

+
1
4

T c
µν

∂T νµ
c

∂ha
ρ

+

1
2

∂T c
µν

∂ha
ρ

T νµ
c−Tλ µ

λ ∂T νµ
ν

∂ha
ρ

−
∂Tλ µ

λ

∂ha
ρ

T νµ
ν . (4.31)

Koristivši definiciju tenzora torzije (2.27) dobivamo relevantne izraze za članove u (4.31) [11]

∂T c
µν

∂ha
ρ

= Ac
aµδ

ρ

ν −Ac
aνδ

ρ

µ , (4.32)

∂Tc
µν

∂ha
ρ

=−ha
µTc

ρν −gµρTca
ν −gνρT ca

µ −ha
νT µρ

c +

ηcbgµαgρνAb
aα −ηcbgµρgβνAb

aβ , (4.33)

∂T νµ
c

∂ha
ρ

=−ha
νT ρµ

c−hµ
a T νρ

c−hρ
c T νµ

a−gµρT ν
ac +hν

b (g
µλ gσρ −gµρgσλ )Ab

aλ , (4.34)

∂T νµ
ν

∂ha
ρ

=−T ρµ
a−ha

µT νρ
ν −gµρT ν

aν +hb
ρgµνAb

aν −hb
νgµρAb

aν , (4.35)

∂Tλ µ
λ

∂ha
ρ

=−T ρ
µa +hc

ρAc
aµ −hc

λ Ac
aλ δ

ρ
µ . (4.36)

Konačno izraz (4.31) dobiva oblik

∂T
∂ha

µ

=−4T b
νaSνµ

b +4Ab
aνSb

νµ . (4.37)

Raspišemo derivacije

∂T
∂ (∂νha

µ)
=

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(Tλ µνT λ µν)+2
∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(TρµνT µρν)−

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(T ν
µνT λ µ

λ ), (4.38)

pa je potrebno izračunati sljedeće članove

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(Tλ µνT λ µν) = 4Ta
σρ , (4.39)
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∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(TρµνT µρν) = 2(T ρσ
a−T σρ

a), (4.40)

∂

∂ (∂σ ha
ρ)

(T ν
µνT λ µ

λ ) = 2T νσ
νha

ρ −2T νρ
νhσ

a . (4.41)

Skupimo i sredimo sve članove i dobivamo

∂T
∂ (∂νha

µ)
=−4Sa

µν , (4.42)

gdje je superpotencijal definiran u (3.55) odnosno

Sa
σρ =−1

2
(T σρ

a +T ρσ
a−T σρ

a−2T νσ
νha

ρ +2T νρ
νha

σ ), (4.43)

a kojeg još možemo napisati kao

Sa
σρ = Kσρ

a +T νσ
νha

ρ −T νρ
νha

σ , (4.44)

gdje je Kσρ tenzor kontorzije iz (2.29).

Konačno iz rezultata varijacije akcije (4.22) dobivamo jednadžbe gibanja u kovarijantnoj

formulaciji f (T ) gravitacije [34]

1
h

fT ∂ν(hSa
µν)+ fT T Sa

µν
∂νT − fT T b

νaSb
νµ + fT Ab

aνSb
νµ +

1
4

f (T )ha
µ =

8πG
c4 Θa

µ , (4.45)

gdje je Θa
µ tenzor energije i impulsa materije definiran u (3.63).

Zanimljivo je primijetiti da se nekovarijantna jednadžba gibanja (4.10) svodi na kovarijantnu

(4.45) uz zamjenu obične derivacije kovarijantnom derivacijom Fock-Ivanenka

∂µha
ν −→ Dµha

ν = ∂µha
ν −Ab

µahb
ν , (4.46)

dok se u kovarijantnom obliku one uopće ne razlikuju, već je razlika med̄u njima sadržana

u članovima koji eksplicitno sadrže Lorentzovu koneksiju, npr. tenzor torzije, skalar torzije,

superpotencijal itd.

4.3.2 Uloga Lorentzove (spinske) koneksije u kovarijantnoj formulaciji
f (T ) teorije gravitacije

Jednadžbe gibanja (4.45) možemo napisati u tzv. kovarijantnom obliku na sljedeći način

Hµν = fT G̊µν +
1
2

gµν [ f (T )− fT T ]+ fT T Sνµ
ρ

∂ρT =
8πG
c4 Θµν . (4.47)
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Lijeva strana gornje jednadžbe, za razliku od odgovarajuće jednadžbe u TEGR-u, ovdje sadrži

antisimetrični dio

H[µν ] = fT T S[νµ]
α

∂αT (4.48)

koji nije nužno jednak nuli zbog činjenice što tenzor Sνµ
α nije simetričan u prva dva indeksa.

Takav se antisimetričan doprinos lijevoj strani jednadžbi gibanja u TEGR-u ne pojavljuje jer u

TEGR-u vrijedi fT T = 0. U odjeljku 4.2 skupom jednadžbi (4.12) pokazano je kako je potrebno

pronaći tzv. “dobre tetrade” koje zadovoljavaju uvjet H[µν ] = 0. Uzrok postojanja antisimetrič-

nog dijela jednadžbe gibanja povezujemo s neinvarijantnosti tenzora torzije, pa time i lagran-

žijana, s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije tetrade vidljivoj u jednadžbi (4.8) [30].

Med̄utim, u kovarijantnoj formulaciji f (T ) gravitacije antisimetrični doprinos lijevoj strani jed-

nadžbe (4.48) iščezava za pravilan odabir Lorentzove koneksije uz odgovarajuću tetradu. U

posebno slučaju u kojem u okviru f (T ) gravitacije koristimo vlastite tetrade Lorentzova konek-

sija, po definiciji, jednaka je nuli. Time je vidljivo da teorija sadrži dodatno polje—Lorentzovu

koneksiju Aa
bµ—kao dodatne stupnjeve slobode. U skladu s tim bilo bi pravilno varirati f (T )

akciju po Lorentzovoj koneksiji i istražiti te dodatne stupnjeve slobode. Najprije je važno na-

glasiti kako inercijska Lorentzova (spinska) koneksija nije potpuno nezavisna varijabla, nego je

dana matricom Lorentzovih transformacija Λc
b. Iz tog zahtjeva varijacija lagranžijana podra-

zumijeva kako se radi o obitelji inercijskih Lorentzovih koneksija. U suprotnom, kada bi ona

bila potpuno slobodna varijabla, pokazano je u [36] da se dobiva trivijalan rezultat T µ
αν = 0.

Istovremeno inercijske Lorentzove koneksije moraju zadovoljavati uvjet iščezavajuće zakrivlje-

nosti Ra
bµν = 0, kako bi ona predstavljala isključivo učinke torzije. Tražimo varijaciju akcije

po inercijskoj Lorentzovoj koneksiji Aab
ν koja je dana

Aa
νb =−(Λ−1)a

c∂µΛ
c
b, (4.49)

gdje je Λc
b proizvoljna Lorentzova matrica. Za infinitezimalnu Lorentzovu transformaciju vri-

jedi

Λ
a

b = δ
a

b + ε
a

b, (4.50)

gdje je εa
b infinitezimalna matrica koja zadovoljava algebru Lorentzove grupe sa svojstvom

εab =−εba. (4.51)

S obzirom na to da inercijska Lorentzova koneksija ovisi samo o matrici lokalnih Lorentzovih

transformacija Λa
b tada je dovoljno varirati samo po εab te dobivamo

δAab
µ = δεAab

µ = Dµε
ab = ∂ε

ab +Aa
cµε

cb +Ab
cµε

ac. (4.52)
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Takod̄er, kao što je ranije izvedeno vrijedi [73]

L (ha
µ ,Aa

bµ) = L (ha
µ ,0)+

c4

8πGh
∂µ(hAµ), (4.53)

odnosno

T (ha
µ ,Aa

bµ) = T (ha
µ ,0)+

2
h

∂µ

(
hAa

bνha
νhc

µ
η

bc
)
. (4.54)

Varirajući lagranžijan modificirane f (T ) gravitacije po inercijskoj Lorentzovoj koneksiji dobi-

vamo izraz [74]

δAL =
1

2κ
hha

µhb
ν(∂ν fT )δAab

µ . (4.55)

Koristeći (4.52) i integrirajući po dijelovima te zahtjevom iščezavajuće varijacije akcije dobi-

vamo

fT T ∂νTDµ(hh[a
µhb]

ν) = 0. (4.56)

Iz identiteta [75]

hS[ab]
µ = Dν(hh[a

µhb]
ν), (4.57)

vidimo da (4.56) postaje upravo uvjet iščezavanja antisimetričnog dijela jednadžbe gibanja

fT T S[ab]
µ

∂µT = 0. (4.58)

Dakle, stupnjevi slobode koji naizgled proizlaze iz Lorentzove koneksije su posljedica iščezava-

nja antisimetričnog dijela jednadžbe gibanja u kovarijantnoj formulaciji f (T ) gravitacije. Time

je osigurana invarijantnost jednadžbi gibanja u odnosu na lokalne Lorentzove transformacije.

4.3.3 Alternativni pristup - Lagrangeovi multiplikatori

Alternativni način konstruiranja teorije temeljene na torziji, uz očuvanje lokalne Lorentzove

simetrije, moguć je uz pomoć Lagrangeovih multiplikatora. Razlika je u tome što uvjet koji se

nameće Lorentzovoj koneksiji nije više

Aa
νb =−(Λ−1)a

c∂µΛ
c
b, (4.59)

što predstavlja inercijsku Lorentzovu koneksiju, nego zahtijevamo iščezavanje tenzora zakriv-

ljenosti

Ra
bµν(A) = 0. (4.60)

Gornji uvjet je lokalno istovjetan uvjetu (4.59).
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Akcija u tom pristupu glasi [36]

S =
1

2κ

∫ (
f (T )+λa

bµνRa
bµν

)
hd4x, (4.61)

gdje je λa
bµν Lagrangeov multiplikator koji zadovoljava uvjete

λ
abµν =−λ

abνµ
λ

abµν =−λ
baµν . (4.62)

Na taj način akcija sadrži tri dinamičke varijable: tetradu ha
µ , Lorentzovu koneksiju Aa

bµ te

Lagrangeov multiplikator λa
bµν . Po konstrukciji variranjem akcije (4.61) po λa

bµν daje željeni

uvjet

Ra
bµν(A) = 0. (4.63)

Nadalje, varijacija po tetradi ha
µ se može jednostavno izračunati iz prijašnjih rezultata ako se

akcija napiše na sljedeći način

S =
1

2κ

∫
h f (T )d4x+

1
2κ

∫
hλ

bµν
a Ra

bµνd4x+Sm = S f (T )+SLagrange +Sm, (4.64)

iz kojeg je vidljivo da prvi i treći član čini jednadžba gibanja (4.45) kojoj treba pribrojiti varija-

ciju drugog člana
1
h

δ (hλ
bµν
a Ra

bµν)

δha
µ

= ha
µ

λa
bµνRa

bµν . (4.65)

Konačno dobivamo jednadžbu

1
h

fT ∂ν(hSa
µν)+ fT T Sa

µν
∂νT − fT T b

νaSb
νµ + fT Ab

aνSb
νµ+

1
4

f (T )ha
µ +ha

µ
λa

bµνRa
bµν =

8πG
c4 Θa

µ . (4.66)

Potrebno je još varirati akciju (4.61) po Lorentzovoj koneksiji Aa
bµ . Koristiti će nam izraz

(2.25)

Ra
bνµ = ∂νAa

bµ −∂µAa
bν +Aa

eνAe
bµ −Aa

eµAe
bν . (4.67)

Rezultat varijacije akcije po Lorentzovoj koneksiji je [36]

∂µ(hλa
bµν)+Aa

µb(hλa
bµν) = Dµ(hλa

bµν) = 0, (4.68)

što predstavlja jednadžbu za izračun Lagrangeovih multiplikatora, te je važno naglasiti kako ona

ne ovisi o f (T ) teoriji gravitacije temeljenoj na torziji. Lagrangeov multiplikator je prisutan

samo u posljednjem članu jednadžbe gibanja λa
bµνRa

bµν , te iz uvjeta iščezavajućeg tenzora

zakrivljenosti zaključujemo kako jednadžba gibanja ne ovisi o Lagrangeovom multiplikatoru.
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S obzirom da Lagrangeovi multiplikatori ne ulaze u jednadžbu gibanja, jednadžbu (4.68) nije

potrebno rješavati te može poslužiti samo kao provjera konzistentnosti promatranog sustava.

4.3.4 Bianchijevi identiteti u kovarijantnoj formulaciji f (T ) teorije gra-
vitacije

U općoj teoriji relativnosti središnju ulogu imaju tenzori zakrivljenosti. U tom je smislu važno

istražiti simetrije koje sadrže tenzori u toj teoriji. Identitete (2.30) i (2.31) zovemo Bianchijevim

identitetima. Oni vrijede općenito za prostornovremenske geometrije u kojima su prisutne i

torzija i zakrivljenost. Poseban slučaj kad torzija iščezava dovodi do identiteta (2.32) i (2.33),

čija je posljedica iščezavanje kovarijantne derivacije Einsteinovog tenzora

∇̊µG̊µν = 0, (4.69)

kojeg često nazivamo kontrahiranim Bianchijevim identitetom. Ti identiteti su posljedica si-

metrija tenzora u diferencijalnoj geometriji, a u teoriji gravitacije govore o broju nezavisnih

komponenti samih tenzora. Osim toga, rezultat (4.69) govori i o očuvanju tenzora energije i

impulsa u kovarijantnom smislu

∇̊µΘ
µν = 0. (4.70)

Taj rezultat nužno vrijedi i u TEGR-u s obzirom na to da su jednadžbe gibanja istovjetne. Me-

d̄utim, postavlja se pitanje kakav je status kovarijantnog očuvanja tenzora energije i impulsa u

modificiranim teorijama gravitacije tipa f (T ). Akciju modificirane teorije gravitacije tipa f (T )

možemo napisati u obliku

S =
1

2κ

∫
(T +F(T ))hd4x+

∫
Lmat hd4x, (4.71)

gdje vrijedi f (T ) = T +F(T ), a Lmat predstavlja lagranžijan materije. Variranjem tako napi-

sane akcije po tetradi dobivamo

G̊µν + G̃µν =
8πG
c4 Θ

µν , (4.72)

gdje je G̊µν Einsteinov tenzor koji je rezultat varijacije prvog člana u akciji koji sadrži samo

skalar torzije T , a G̃µν predstavlja dodatne članove koji proizlaze iz varijacije drugog člana,

F(T ), te Θµν je tenzor energije i impulsa. Djelujući kovarijantnom derivacijom* nad jednadž-

bom gibanja (4.72) dobivamo

∇̊µG̃µν =
8πG
c4 ∇̊µΘ

µν , (4.73)

*Kovarijantna derivacija sadrži koneksiju Levi-Civite koja je u kontekstu teorija temeljenima na torziji isto-
vjetna zapisu (3.75).
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gdje derivacija prvog člana iz (4.72) iščezava zbog Bianchijevih identiteta. Uvjet (4.73) ne

jamči očuvanje kovarijantne derivacije tenzora energije i impulsa jer općenito ne mora vrijediti

∇̊µG̃µν = 0, ∇̊µΘ
µν = 0. (4.74)

Rezultat (4.73) je u nekovarijantnim formulacijama f (T ) gravitacije predstavljao dodatan uvjet

nad jednadžbama gibanja kako bi se jednadžbe mogle dosljedno riješiti. Pokazat će se da za-

pravo vrijede relacije (4.74) samo u slučaju kada je f (T ) modificirana teorija gravitacije kova-

rijantno formulirana. Krećemo od jednadžbe gibanja zapisane u kovarijantnom obliku (4.11)

fT G̊µν +
1
2

gµν [ f (T )− fT T ]+ fT T Sνµρ
∂ρT =

8πG
c4 Θ

µν . (4.75)

Djelujući kovarijantnom derivacijom ∇̊ν na gornju jednadžbu dobivamo

fT T G̊µν
∂νT − 1

2
fT T gµνT ∂νT + fT T ∇̊νSνµρ

∂ρT + fT T Sνµρ
∇̊ν∂ρT+

fT T T (∂νT )Sνµρ
∂ρT =

8πG
c4 ∇̊νΘ

µν , (4.76)

gdje se koristilo pravilo lančanog deriviranja te identiteti

∇̊νG̊µν = 0, ∇̊νgµν = 0. (4.77)

Četvrti član

fT T Sνµρ
∇̊ν∂ρT =−Sµνα(Tβνα −2Kβνα)∂

β T, (4.78)

uz (2.29) postaje

−Sµνα(Tβνα −2Kβνα)∂
β T = Sµνα(Tνβα +Tβαν)∂

β T = 0, (4.79)

koji iščezava zbog antisimetričnosti tenzora torzije. S druge strane, Einsteinov tenzor G̊µν uz

identitet Γ̊β
µν = Γβ

µν −Kβ
µν možemo raspisati na sljedeći način

G̊µν = Kα
µ

ρSαρν − ∇̊αSµαν +
1
2

T gµν . (4.80)

Ubacimo li izraz (4.80) u (4.76) dobivamo

− fT T Kα
µ

ρSαρν
∂νT + fT T T (∂νT )Sνµρ

∂ρT =
8πG
c4 ∇̊νΘ

µν , (4.81)
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drugi član iščezava zbog kontrakcije antisimetričnog tenzora Sνµρ s gradijentima skalara torzije,

te ostaje

− fT T Kα
µ

ρSαρν
∂νT =

8πG
c4 ∇̊νΘ

µν . (4.82)

Taj izraz je nula ako je fT T = 0, odnosno u dobro poznatom slučaju TEGR-a, f (T ) = T , no

takod̄er u slučaju kad antisimetrični dio jednadžbe iščezava s obzirom na to da su i Sµνρ i

Kµνρ antisimetrični tenzori. Drugim riječima, cijela lijeva strana jednadžbe iščezava ako je

zadovoljena lokalna Lorentzova invarijantnost što i jest slučaj u kovarijantnoj formulaciji f (T )

gravitacije. U suprotnom dobivamo uvjet fT T = 0 što je posljedica nekovarijantne formulacije.

Konačno, posljedice kovarijantnosti f (T ) teorije gravitacije dovode do uvjeta

∇̊µG̃µν = 0 =⇒ ∇̊µΘ
µν = 0, (4.83)

dok u nekovarijantnim formulacijama ostaje uvjet

∇̊µG̃µν =
8πG
c4 ∇̊µΘ

µν , (4.84)

koji mora biti zadovoljen, no ne i nužno očuvanje tenzora energije i impulsa materije.

4.4 Statička sfernosimetrična tetrada i jednadžbe gibanja u

sfernosimetričnim konfiguracijama

U odjeljku koje slijedi izvest ćemo tetradu koja opisuje slučaj statične sfernosimetrične geome-

trije. U modificiranim teorijama gravitacije tipa f (T ) tetrada je dinamički entitet, te krećemo

od sfernosimetričnog anzatza koji odgovara statičkoj sfernosimetričnoj metrici. Koristeći sferne

koordinate xµ = (t,r,ϑ ,ϕ) metrika glasi

gµν = diag(e2Φ(r),−e2Λ(r),−r2,−r2 sin2
ϑ). (4.85)

Najjednostavnija tetrada koja odgovara metrici (4.85) je dijagonalnog oblika

ha
µ = diag(eΦ(r),eΛ(r),r,r sinϑ). (4.86)

Kako bi jednadžbe gibanja ostale invarijantne s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije

odgovarajuća Lorentzova (spinska) koneksija za gornju odabranu tetradu je [34]

Ar̂
ϑ̂ϑ

=−Aϑ̂
r̂ϑ =−1, Ar̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂
r̂ϕ =−sinϑ , Aϑ̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂

ϑ̂ϕ
=−cosϑ , (4.87)
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gdje kapica označava ortonormirane indekse. “Dobra”, odnosno vlastita tetrada koja takod̄er

odgovara metrici (4.85) je dobro poznata u literaturi [72] te ima sljedeći oblik

h̃a
µ =



eΦ(r) 0 0 0

0 eΛ(r) cosϕ sinϑ r cosϕ cosϑ −r sinϕ sinϑ

0 −eΛ(r) cosϑ r sinϑ 0

0 eΛ(r) sinϕ sinϑ r sinϕ cosϑ r cosϕ sinϑ .


(4.88)

Za vlastite tetrade vrijedi da je Lorentzova koneksija jednaka nuli

Ãa
bµ = 0. (4.89)

Može se pokazati da su tetrade (4.86) i (4.88) vezane lokalnom Lorentzovom transformacijom

h̃a
µ = Λ

a
bhb

µ , (4.90)

gdje je matrica lokalnih Lorentzovih transformacija eksplicitno dana

Λ
a

b =



1 0 0 0

0 cosϕ sinϑ cosϕ cosϑ −sinϕ

0 −cosϑ sinϑ 0

0 sinϕ sinϑ sinϕ cosϑ cosϕ.


(4.91)

Lako je pokazati da je inercijska Lorentzova koneksija jednaka nuli za gornji odabir tetrade iz

sljedeće transformacije (3.17)

Ãa
bµ = Λ

a
cAc

dµΛb
d +Λ

a
c∂µΛb

c = 0. (4.92)

Jednadžba gibanja u kovarijantnoj formulaciji f (T ) gravitacije je dana izrazom (4.45)

1
h

fT ∂ν(hSa
µν)+ fT T Sa

µν
∂νT − fT T b

νaSb
νµ + fT Ab

aνSb
νµ +

1
4

f (T )ha
µ =

8πG
c4 Θa

µ , (4.93)

kontrahirajući gornji izraz tetradom ha
ν možemo zapisati jednadžbu s prostornovremenskim

indeksima (4.47)

Hν
µ =

8πG
c4 Θν

µ . (4.94)
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Takod̄er, uvodimo pokrate A(r) = eΦ(r) i B(r) = eΛ(r), tada jednadžbe gibanja glase

Ht
t =

1
2

f (T )+
2 fT

AB3r2

(
(B−1)BrA′+A

(
rB′+(B−1)B

))
−

fT T

A2B5r4 8(B−1)

(
A(B−1)

(
B
(
r2A′′+A(B−1)

)
−

ArB′
)
+ArA′

(
(1−B)B− (B−2)rB′

)
+(1−B)Br2 (A′)2

)
=

8πG
c4 Θt

t , (4.95)

Hr
r =

1
2

f (T )+
2 fT

AB2r2

(
(B−2)rA′+AB−A

)
=

8πG
c4 Θr

r, (4.96)

Hϑ
ϑ = Hϕ

ϕ =
1
2

f (T )− fT

AB3r2

(
B
(
r2A′′+A(B−1)2)− rA′

(
rB′+B(2B−3)

)
−ArB′

)
− 4 fT T

A3B5r4

(
A(B−1)− rA′

)(
A(B−1)

(
B
(
r2A′′+A(B−1)

)
−ArB′

)
+

ArA′
(
(1−B)B− (B−2)rB′

)
+(1−B)Br2 (A′)2

)
=

8πG
c4 Θϑ

ϑ . (4.97)

Odgovarajući skalar torzije je dan sljedećim izrazom

T =−2(B−1)(A−AB+2rA′)
r2AB2 . (4.98)

Jednadžbe (4.95) – (4.97) predstavljaju sustav jednadžbi za rješavanje statičkih sfernosimetrič-

nih problema u f (T ) gravitaciji.
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Poglavlje 5

Vakuumska sfernosimetrična rješenja u
kovarijantnoj f (T ) teoriji gravitacije

U ovom poglavlju proučit ćemo vakuumska rješenja u teoriji gravitacije tipa f (T ). Najprije

ćemo se usredotočiti na vakuumska rješenja koja možemo analitički riješiti, te će se za taj

skup teorija pojaviti uvjeti za koje rješenje T = 0 jest analitičko vakuumsko rješenje. Nakon

toga proučit ćemo teoriju tipa f (T ) za konkretni oblik funkcije f (T ) = T +αT 2/2. Tu ćemo

potražiti vakuumska rješenja perturbativnim putem, te nakon toga, i numeričkim metodama s

obzirom na to da u ovom slučaju analitičko rješenje nije moguće pronaći.

5.1 Vakuumska rješenja u kovarijantnoj formulaciji f (T ) gra-

vitacije

Najprije proučavamo vakuumska rješenja u teorijama gravitacije tipa f (T ). Takva rješenja

predstavljaju osnovu u astrofizičkim razmatranjima i često služe kao test valjanosti teorije. Tu se

prije svega misli na kinematiku objekata koji kruže oko zvijezda ili galaksija, a čija je dinamika

odred̄ena vakuumskim rješenjem. Takod̄er, tu je i pitanje egzistencije i svojstava crnih rupa u

tim teorijama.

Za sustav jednadžbi u vakuumu vrijedi

Θν
µ = 0 =⇒ Hν

µ = 0. (5.1)

Primijetimo da jednadžbe gibanja (4.95) – (4.97) imaju oblik

Ht
t = A1 f (T )+B1 fT +C1 fT T , (5.2)
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Hr
r = A2 f (T )+B2 fT , (5.3)

Hϑ
ϑ = A3 f (T )+B3 fT +C3 fT T , (5.4)

gdje su Ai(A,A′,A′′,B,B′,B′′), Bi(A,A′,A′′,B,B′,B′′) i Ci(A,A′,A′′,B,B′,B′′) funkcije tetradnih

funkcija A(r) i B(r) te njihovih derivacija. Jednostavnim je algebarskim manipulacijama iz

jednadžbi (5.2) i (5.4) moguće eliminirati drugu derivaciju fT T te dobivamo

Ht
t

C1
− Hϑ

ϑ

C3
=
(A1

C1
− A3

C3

)
f (T )+

(B1

C1
− B3

C3

)
fT = 0. (5.5)

Sred̄ivanjem gornjih izraza dobivamo

(
r2AB2 (rA′+A(B−1)

))
f (T )+4

(
r2(B−1)A′2+

rA
(

A′(rB′+B2−2B+1)− r(B−1)A′′
)
−A2B(B−1)2

)
fT = 0. (5.6)

Uz prethodnu jednadžbu ostaje nam i jednadžba Hr
r = 0,

f (T )+
4 fT

AB2r2

(
(B−2)rA′+AB−A

)
= 0, (5.7)

čime dobivamo jednostavniji sustav koji treba riješiti za općenitu funkciju f (T ). Jednadžba

(5.7) kao i skalar torzije ne ovise o derivacijama B(r). Iz toga zaključujemo kako za zadanu

funkciju f (T ) jednadžba (5.7) je algebarskog tipa po B(r) i može se algebarski riješiti, derivirati,

B(r) = f1(A,A′), B′(r) = f2(A,A′,A′′), (5.8)

te uvrstiti u (5.6), čime dobivamo diferencijalnu jednadžbu drugog reda po A(r). Ovaj pristup

ovisi o izboru konkretne funkcije f (T ) te je često vrlo teško doći do analitičkog rješenja za A(r).

Nasuprot tome, možemo primijetiti da se iz jednadžbi (5.6) i (5.7) može eliminirati npr. f (T )

čime dobivamo uvjet [40]

4 fT

(
−A2(B+1)(B−1)2 + r2 (A′)2

+Ar2 (A′B′− (B−1)A′′
))

= 0, (5.9)

koji je neovisan o izboru funkcije f (T ). Uočavamo da metrika Minkowskog jest rješenje ove

jednadžbe, te uz B = 1 slijedi nužan uvjet A = konstanta. Jednadžba (5.9) se mora shvatiti kao

nužan ali ne i dovoljan uvjet koji mora zadovoljiti svako vakuumsko rješenje, što znači da taj

uvjet nije dovoljan za nalaženje vakuumskog rješenja. Nije nužno da funkcije A(r) i B(r) koje
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zadovoljavaju (5.9) istovremeno zadovoljavaju i jednadžbe gibanja (5.2) – (5.4). Zanimljivo je

što jednadžba (5.9) jest zadovoljena u slučaju Schwarzchildovog rješenja, naime uvrštavanjem

izraza

B(r) =
1√

1− 2M
r

, A(r) =

√
1− 2M

r
, (5.10)

pokazuje se da je uvjet (5.9) zadovoljen. Ipak, uvršavanjem Schwarzchildovog rješenja u jed-

nadžbama gibanja postaje jasno da one nisu rješenja sustava osim u slučaju f (T ) = T , što

odgovara slučaju opće teorije relativnosti.

5.1.1 Vakuumska rješenja iz uvjeta T = 0

Kako bi uvjet vakuuma u slučaju statičke sferne simetrije bio zadovoljen dovoljno je zadovoljiti

uvjet Ht
t = Hr

r = Hϑ
ϑ = 0. Za općeniti izbor funkcije f (T ) nije moguće jednostavno pronaći

rješenje s obzirom na to da su jednadžbe gibanja vrlo složene. Kao što je napomenuto u pret-

hodnom odjeljku potrebno je riješiti nelinearnu diferencijalnu jednadžbu drugog reda po A(r)

čije rješenje se može dalje koristiti u algebarskom izračunu B(r). Med̄utim, pokazat će se kako

je moguće za odred̄ene tipove funkcija f (T ) doći do jednostavnih, analitičkih rješenja.

Pretpostavimo li da vrijedi uvjet

T (Avac,Bvac) = 0, (5.11)

za neke Avac(r) i Bvac(r) tada je nužno da su za obitelji funkcija f (T ) koje zadovoljavaju uvjete

f (T = 0) = 0, fT (T = 0) = 0, fT T (T = 0) = 0, (5.12)

Avac i Bvac vakuumska rješenja. U ispravnost ove tvrdnje možemo se jednostavno uvjeriti gle-

dajući jednadžbe gibanja (5.2) – (5.4), gdje ako vrijede uvjeti (5.12), onda iščezavaju sve kom-

ponente Hµ
ν u u slučaju statičke sferne simetrije. Promotrimo li skalar torzije (4.98)

T =−2(B−1)(A−AB+2rA′)
r2AB2 , (5.13)

uočavamo kako on iščezava u slučaju B = 1, što je trivijalan slučaj koji uz A = konst. daje rje-

šenje Minkowskog. Zanimljivije je proučiti slučaj kad druga zagrada u skalaru torzije iščezava,

što daje uvjet

A−AB+2rA′ = 0. (5.14)

Diferencijalna jednadžba (5.14) je jednostavna homogena linearna diferencijalna jednadžba pr-
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vog reda, čije je rješenje

Avac(r) = Avac(r0)exp
∫ r

r0

Bvac(r′)−1
2r′

dr′, (5.15)

gdje je Avac(r0) konstanta integracije, odnosno rubni uvjet na komponentu metričkog tenzora

pri r = r0. Vidljivo je da za proizvoljnu funkciju Bvac, pod uvjetom da postoji integral (5.15),

postoji funkcija Avac koja predstavlja vakuumsko rješenje. To znači da teorija koja zadovoljava

uvjete (5.12) ima beskonačno mnoštvo vakuumskih rješenja. Zbog toga postoji ozbiljna sumnja

u valjanost f (T ) teorija gravitacije koje zadovoljavaju uvjete (5.12), odnosno one ne sadrže moć

predvid̄anja zbog činjenice što sadrže beskonačan skup vakuumskih rješenja. Takve teorije uz

uvjet analitičnosti f (T ) funkcije možemo prikazati Taylorovim razvojem u red

f (T ) =
∞

∑
n=3

f (n)(T0)

n!
(T −T0)

n, (5.16)

gdje nema konstantnog, linearnog i kvadratnog člana. Ipak, takve teorije nemaju neku važnost

s obzirom na to da ne prelaze u limes opće teorije relativnosti za male vrijednosti skalara T .

Zanimaju nas male popravke opće teorije relativnosti. U ovom radu bavit ćemo se najčešće

modificiranim teorijama gravitacije tipa f (T ) koje imaju sljedeći oblik

f (T ) = T +
α

2
T 2. (5.17)

U teoriji oblika f (T ) = T + αT 2/2 vakuumsko rješenje nije zadovoljeno za T = 0 osim u

slučaju prostorvremena Minkowskog. Rješenje funkcije A(r) za iščezavajući skalar torzije je

(5.15)

A(r) = A(r0)exp
∫ r

r0

B(r′)−1
2r′

dr′, (5.18)

s kojim provjeravamo konzistentnost npr. jednadžbe (4.96)

Hr
r =

1
2

f (T )+
2 fT

AB2r2

(
(B−2)rA′+AB−A

)
= 0, (5.19)

koja se za T = 0 i f (T ) iz (5.17) svodi na

2
AB2r2

(
(B−2)rA′+AB−A

)
= 0. (5.20)

Rješenje gornje diferencijalne jednadžbe je

A(r) = A(r0)exp
∫ r

r0

B(r′)−1
r′(2−B(r′))

dr′ (5.21)
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gdje je opet A(r0) konstanta integracije, odnosno rubni uvjet na komponentu metričkog tenzora

pri r = r0. Usporedimo li (5.18) i (5.21) dobivamo da je B = 0, koji nesumnjivo narušava kon-

zistentnost jednadžbi gibanja uz pretpostavku T = 0, gdje za B = 0 proizlazi T → ∞.

Za razliku od f (R) teorija gdje često uvjet R = 0 predstavlja vakuumsko rješenje [76],

u formulacijama f (T ) modificiranih teorija gravitacije temeljenima na torziji analogan uvjet

T = 0 ne dovodi nužno do vakuumskog rješenja. Upravo obrnuto, za valjane kandidate oblika

f (T ) = T +αT 2/2 uvjet T = 0 ne predstavlja vakuumsko rješenje.

5.1.2 Perturbativna statička sfernosimetrična vakuumska rješenja u f (T )

gravitaciji

Ovdje ćemo računom smetnji dobiti vakuumsko ponašanje u teorijama gravitacije tipa f (T ) za

konkretan slučaj f (T ) = T +αT 2/2 [41]. Pretpostavimo li da je dodatni član αT 2/2 u akciji u

nekom području prostornovremena mnogo manji od linearnog člana T , dobivamo uvjet

|αT | � 1. (5.22)

U tom dijelu prostorvremena očekujemo da se vakuumsko rješenje neznatno razlikuje od Sc-

hwarzschildovog rješenja. Izračunamo li skalar torzije iz Schwarzschildovog rješenja

A(r) =

√
1− 2m

r
, B(r) =

1
A(r)

, (5.23)

dobivamo

T =
2(1−µ (r))2

r2µ(r)
(5.24)

gdje je µ =
√

1−2m/r. Vidljivo je da ako je m konstanta, tada skalar torzije asimptotski

teži u nulu za r→ ∞, iz čega slijedi da za dovoljno veliku vrijednost r uvjet (5.22) može biti

zadovoljen. U tom slučaju funkcije A i B možemo napisati kao

A(r) = µ(r)+αa(r), B(r) =
1

µ(r)
+αb(r), (5.25)

gdje funkcije a(r) i b(r) predstavljaju odstupanje od Schwarzschildovog rješenja koje je pos-

ljedica prisutnosti kvadratnog člana skalara torzije u akciji. Uvrstimo li A(r) i B(r) zapisane

na gornji način u jednadžbe gibanja (4.95) – (4.97) dobivamo jednadžbe koje možemo razviti u
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Taylorov red po parametru α čiji vodeći članovi nam daju uvjete

2r3
µ

5b′ =−(1−µ)3(1+5µ +10µ
2)− r2

µ
3(3−µ

2)b, (5.26)

2r3
µ

3a′ =−1+4µ−6µ
2 +4µ

3−µ
4 + r2

µ(1−µ
2)a+2r2

µ
3b. (5.27)

Uvjet (5.26) jest diferencijalna jednadžba po funkciji b koja ne sadrži funkciju a, te je možemo

riješiti uz odabir konstante integracije na način da funkcija na putu prema prostornoj beskonač-

nosti trne u nulu. Njezino rješenje tada je [41]

b =−1+24µ−12µ2−64µ3 +75µ4−24µ5 +12ln µ

12r2µ(1−µ2)
. (5.28)

Gornje rješenje uvrštavamo u uvjet (5.27) čime dobivamo diferencijalnu jednadžbu za funkciju

a. Rješenje te jednadžbe, ponovno, uz takav odabir konstante integracije da funkcija iščezava u

prostornoj beskonačnosti, možemo napisati kao

a =
13−99µ2 +128µ3−45µ4 +3µ6 +(12−36µ2) ln µ

12r2µ(1−µ2)2 . (5.29)

Vodeći članovi u razvoju funkcija a i b u red potencija veličine 1/r,

a(r) =−2m3

5r5 +O

(
1
r

)6

, b(r) =
2m3

r5 +O

(
1
r

)11/2

, (5.30)

pokazuju nam da aproksimativno vakuumsko rješenje koje smo ovdje konstruirali ne mijenja

asimptotsku strukturu Schwarzschildovog rješenja iz opće teorije relativnosti čiji su vodeći čla-

novi

A(r) = 1− m
r
− m2

2r2 +O

(
1
r

)3

, B(r) = 1+
m
r
+

3m2

2r2 +O

(
1
r

)3

. (5.31)

Slika 5.1 pokazuje Schwarzschildovo rješenje i perturbativno rješenje dano izrazima (5.28) i

(5.29) za niz vrijednosti bezdimenzijskog parametra α/m2. Na slici su takod̄er prikazane vri-

jednosti veličina |αT | koje govore o razini ispunjenosti uvjeta pod kojim se dobiveno rješenje

može smatrati valjanim.

5.1.3 Numerička statička sfernosimetrična rješenja u f (T ) gravitaciji

Aproksimativno vakuumsko rješenje (5.28) i (5.29) dobiveno perturbativnim putem i opisano

u prethodnom odjeljku smatramo primjenjivim pri velikim udaljenostima od središta simetrije.

Odabirom konstanti integracije osigurali smo da njegovo asimptotsko ponašanje bude nalik

asimptotskom ponašanju Schwarzschildovog rješenja iz opće teorije relativnosti. Upravo u tom
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Slika 5.1: Perturbativno vakuumsko rješenje u f (T ) = T + α

2 T 2. Funkcija A = 1/B =
√

3−2/x Sc-
hwarzschildovog rješenja (crna linija), funkcije A (plave linije) i 1/B (narančaste linije) aproksimativnih
rješenja (5.31) te veličina |αT | (tanke crne linije) za pozitivne (gornji graf) i za negativne vrijednosti
omjera α/m2 (donji graf).
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području aproksimativno rješenje možemo iskoristiti za postavljanje početnih uvjeta potrebnih

za numeričku evoluciju jednadžbi gibanja, bilo prema središtu simetrije, bilo prema još većim

udaljenostima. Rješenja dobivena numeričkim putem nisu egzaktna, ali njihova prednost pred

perturbativnim rješenjem leži u tome da ona ne zahtijevaju pojednostavljujuće pretpostavke

poput uvjeta |αT | � 1 na koji se oslanjao perturbativni postupak.

Integraciju provodimo standardnim rutinama namijenjenim rješavanju problema početnih

vrijednosti za obične diferencijalne jednadžbe, a zbog jednostavnosti uvodimo novu bezdimen-

zionalnu koordinatu

x =
r

M+ r
, (5.32)

kojom problem s domene 0≤ r < ∞ preslikavamo na domenu 0≤ x < 1. Parametar M u (5.32)

poistovjećujemo s parametrom m prisutnim u aproksimativnom rješenju (5.28) i (5.29), od-

nosno s gravitacijskom masom prostorvremena, nakon čega se u konačnim jednadžbama omjer

α/M2 pojavljuje kao jedini parametar. To znači da uz odabir početnih uvjeta koji proizlazi

iz perturbativnog rješenja prikazanog u prethodnom odjeljku, ovdje moramo istražiti jednopa-

rametarski prostor vakuumskih rješenja. Nalazimo tri područja ovisnih o vrijednosti omjera

α/M2 u kojima se vakuumska rješenja kvalitativno različito ponašaju [77].

Za pozitivne vrijednosti omjera α/M2 integraciju možemo provesti samo do neke konačne

vrijednosti koordinate x koju označavamo s xS, a u kojoj numeričke rutine prijavljuju singular-

nost u diferencijalnim jednadžbama i nemogućnost daljnje integracije. Jedno od takvih rješenja

prikazano je na gornjem grafu slike 5.3. Vrijednost xS raste s vrijednošću omjera α/M2 počevši

od vrijednosti 2/3 koju poprima za α/M2→ 0, a kojoj odgovara polumjer rS = 2M, (vidi sliku

5.2). Proučavanjem svojstava numeričkog rješenja u neposrednoj blizini x = xS, odnosno u li-

mesu x→ xS, uočavamo kako funkcija A poprima konačnu vrijednost što nam govori o tome da

sferna ploha polumjera rS = MxS/(1− xS) ne predstavlja plohu beskonačnog crvenog pomaka

poput npr. horizonta dogad̄aja Schwarzschildove crne rupe. Med̄utim, proučavanjem ponaša-

nja Riccijevog i Kretschmannovog skalara (oba izračunata korištenjem koneksije Levi-Civite)

nalazimo da oni u limesu x→ xS divergiraju (teže u pozitivnu beskonačnost). Iz toga proizlazi

kako unutar Riemannovog tenzora postoje komponente koje divergiraju, te predstavljaju stvarni

singularitet. S obzirom na to da je gibanje čestica u f (T ) gravitaciji opisano istim jednadžbama

kao i u općoj teoriji relativnosti, zaključujemo da sfernu plohu pri x = xS ne možemo smatrati

regularnom plohom u smislu njezinih fizičkih svojstava. Zbog svega navedenog takvu sfernu

plohu smatrat ćemo singularnom.

U području −4.2 . α/M2 < 0, gdje samu donju granicu intervala nije moguće precizno

odrediti, nalazimo funkciju A koja iščezava pri konačnoj vrijednosti koordinate x = xS. Primjer

takvog rješenja prikazan je na donjem grafu slike 5.3. Vrijednost xS teži u nulu kad se vrijednost

omjera α/M2 približava donjoj granici intervala, dok za α/M2→ 0 imamo xS→ 2/3, odnosno

rS→ 2M (vidi sliku 5.2). Činjenica da na sfernoj plohi x = xS funkcija A iščezava govori nam
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Slika 5.2: Polumjer sfernih singularnih ploha u vakuumskim rješenjima teorije f (T ) = T + α

2 T 2: Toč-
kasti singulariteti (plave točke), plohe s beskonačnim crvenim pomakom (narančaste točke), plohe s
konačnim crvenim pomakom (zelene točke).

o tome da se radi o plohi beskonačnog crvenog pomaka, med̄utim, i ovdje analiza dobivenog

rješenja u blizini te plohe ukazuje na prisutnost singularnosti [77]. Nalazimo da Riccijev i

Kretschmannov tenzor divergiraju, te zaključujemo kako ovu plohu takod̄er možemo smatrati

singularnom.

U području α/M2 .−4.2 numeričku integraciju možemo provesti do nadomak samog sre-

dišta simetrije, dok samo središte ostaje izvan dohvata numeričkog postupka zbog singularnosti

koeficijenata u diferencijalnim jednadžbama. Ekstrapolirajući ponašanje funkcija A i B uoča-

vamo da one poprimaju konačne vrijednosti (konkretno B(0) = 1), dok Riccijev i Kretschman-

nov skalar i skalar torzije divergiraju. S obzirom na to da nema naznaka da se ove divergencije

dogad̄aju na sfernoj plohi konačnog polumjera, ovu grupu rješenja shvaćamo tako da svako od

njih sadrži točkasti singularitet (vidi sliku 5.2).
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Slika 5.3: Numeričko vakuumsko rješenje u f (T ) = T + α

2 T 2 za α/M2 = 4 (gornji graf) i za α/M2 =
−1 (donji graf): Funkcije numeričkog rješenja A (debela plava linija) i 1/B (debela narančasta linija),
funkcije perturbativnog rješenja A (tanka plava linija) i 1/B (tanka narančasta linija), funkcije A = 1/B
Schwarzschildovog rješenja (tanka crna linija). Crne uspravne linije označavaju položaj singularne sferne
plohe.
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Poglavlje 6

Nevakuumska rješenja i kompaktni
objekti u f (T ) gravitaciji

Ovdje ćemo proučavati primjere nevakuumskih rješenja u gravitaciji tipa f (T ) za konkretan

slučaj funkcije f (T ) = T +αT 2/2. Kompaktne objekte ćemo modelirati politropskom jed-

nadžbom stanja za slučaj Γ = 2, te ćemo proučiti njihova svojstva. Potom ćemo proučiti

bozonsku zvijezdu modeliranu kompleksnim skalarnim poljem, takod̄er u gravitaciji oblika

f (T ) = T + αT 2/2. Konačno, pokazat ćemo zajednička svojstva koje imaju nevakuumska

rješenja u teorijama oblika f (T ) = T +αT 2/2, konkretno politropska i bozonska zvijezda. Ta

opća svojstva će se najjasnije iskazati u analizi gustoće energije i tlakova u tim zvijezdama.

6.1 Motivacija i jednadžbe gibanja u nevakuumskim statič-

kim sfernosimetričnim geometrijama

Vakuumska rješenja predstavljaju jedno od najvažnijih rješenja u teorijama gravitacije. Osim

zbog svoje teorijske važnosti uloga tih rješenja je i u opisu kinematike gibanja čestica oko

masivnih objekata gdje je gravitacijsko med̄udjelovanje dominantno u odnosu na druge sile.

S druge strane, potrebno je proučiti i nevakuumska rješenja koja su nužna u daljnjem opisu

med̄udjelovanja materije i gravitacije. U tom slučaju prisutnost materije opisujemo tenzorom

energije i impulsa koji, za razliku od vakuumskih rješenja, više nije nula.

Promatranjem neba uočavamo niz objekata—planete, zvijezde i galaksije—a detaljnijim as-

trofizičkim promatranjima nailazimo i na kompleksnije objekte kao što su crne rupe, neutronske

zvijezde, dvojni sustavi itd. Objekte čija je gustoća mase značajno viša od gustoće atomske ma-

terije nazivamo kompaktnim objektima. Oni mogu biti zvjezdani ostaci u koje svrstavamo bi-

jele patuljke, neutronske zvijezde, crne rupe itd. Jedan od zadataka teorije gravitacije je proučiti

svojstva matematičkih modela kojima opisujemo takve objekte, a kad je riječ o modificiranim
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teorijama gravitacije, proučavamo učinke modifikacija na modele kompaktnih objekata. Ovdje

ćemo proučiti neke najvažnije rezultate opće teorije relativnosti, a kasnije ćemo ih usporediti s

rezultatima u kovarijantnoj formulaciji gravitacije tipa f (T ).

Jedna od većih nepoznanica je upravo jednadžba stanja neutronskih zvijezda gdje je na viso-

kim gustoćama nužno koristiti rezultate kvantne kromodinamike, kvarkovske supravodljivosti

itd. [78, 79, 80]. Osim navedenih primjera kompaktnih objekata zanimljivo je i pitanje hipo-

tetskog objekta grad̄enog od bozonskog skalarnog polja. Takve zvijezde nazivamo bozonskim

zvijezdama. Treba naglasiti kako skalarna polja imaju važnu ulogu i u kozmologiji gdje npr. u

teorijama inflacije skalarna polja predstavljaju bitnu komponentu takvih teorija [81, 82]. Osim

u teorijama inflacije skalarna se polja često primijenjuju kao model tamne energije za objašnje-

nje ubrzanog širenja svemira [83, 84, 85].

Kako bi proučavali novosti i odstupanja modificirane f (T ) teorije gravitacije od opće teorije

relativnosti (ili TEGR-a) prikladno je zapisati jednadžbu gibanja (4.72) u obliku

G̊µν =
8πG
c4 Θ

µν

e f f =
8πG
c4 (Θµν + Θ̃

µν), (6.1)

gdje je

Θ̃
µν ≡− c4

8πG
G̃µν . (6.2)

Time Θ
µν

e f f predstavlja efektivni tenzor energije i impulsa u tzv. “slici” opće teorije relativnosti,

a Θ̃µν su doprinosi članova koji su rezultat modifikacije Einstein-Hilbertove akcije. U daljnjem

radu Θ̃µν nazivat ćemo “ f (T ) fluidom” te ga možemo zapisati u standardnoj notaciji idealnog

fluida u sfernoj simetriji

Θ̃
µ

ν =



ρ̃c2 0 0 0

0 −p̃ 0 0

0 0 −q̃ 0

0 0 0 −q̃


, (6.3)

gdje je ρ̃ gustoća energije, p̃ radijalni tlak, a q̃ transverzalni tlak f (T ) fluida. Korištenjem

(4.85) možemo izračunati neiščezavajuće komponente Einsteinovog tenzora poznate iz većine
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udžbenika opće teorije relativnosti,

G̊t
t = r−2

(
1− e−2Λ

(
1−2rΛ

′)) , (6.4)

G̊r
r = r−2

(
1− e−2Λ

(
1+2rΦ

′)) , (6.5)

G̊ϑ
ϑ = G̊ϕ

ϕ = r−1e−2Λ
((

Λ
′−Φ

′)(1+ rΦ
′)− rΦ

′′) , (6.6)

dok Θ̃ ν
µ ovisi o konkretnom izboru funkcije f (T ).

U ovom poglavlju će se prije svega proučavati režimi jakih gravitacijskih polja (neutron-

ske i bozonske zvijezde), odnosno jakih torzija, te u tom smislu, očekujemo doprinose viših

redova f (T ) funkcije. Ako bi neka hipotetska analitička funkcija f (T ) opisivala “pravu” te-

oriju gravitacije ili barem njeno efektivno ponašanje u raznim režimima onda bi ona mogla biti

reprezentirana Taylorovim redom

f (T ) =
∞

∑
n=0

αn(T −T0)
n, (6.7)

gdje su koeficijenti

αn =
f (n)(T0)

n!
. (6.8)

Prvi član u akciji f (T ) teorije gravitacije koji se nameće u ovom pristupu je kvadratni član

uz postojeći linearni član

f (T ) = α0 +α1T +
α2

2
T 2. (6.9)

Takod̄er, u sfernosimetričnim konfiguracijama jake torzije zanemariti ćemo kozmološku kons-

tantu α0 koja ima svoj značaj u kozmologiji, te ćemo postavit uvjet α1 = 1 kako bi dobili

ispravni limes opće teorije relativnosti

f (T ) = T +
α

2
T 2, (6.10)

gdje smo radi jednostavnosti preimenovali α2 = α s obzirom na to da se samo taj parametar
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nalazi u akciji (6.10). Sada možemo napisati neiščezavajuće komponente Θ̃µ
ν

8πG
c4 Θ̃t

t =−αr−4e−4Λ

(
eΛ−1

)((
eΛ−1

)((
eΛ−5

)(
eΛ−1

)
−4r2 (2Φ

′′+Φ
′2))

+4rΛ
′
(

3
(

eΛ−1
)
+2
(

eΛ−3
)

rΦ
′
))

, (6.11)

8πG
c4 Θ̃r

r =−αr−4e−4Λ

(
eΛ−1

)(
eΛ−2rΦ

′−1
)((

eΛ−1
)(

eΛ +3
)
+2
(

eΛ−3
)

rΦ
′
)
,

(6.12)
8πG
c4 Θ̃ϑ

ϑ =
8πG
c4 Θ̃ϕ

ϕ = αr−4e−4Λ

((
eΛ−1

)((
eΛ +3

)(
eΛ−1

)2

+2r
(

Φ
′
(

eΛ−2e2Λ−4r2
Φ
′′+1

)
−2r2

Φ
′3 +3

(
eΛ−1

)
rΦ
′′+3

(
eΛ−1

)
rΦ
′2
))

+2rΛ
′
(

rΦ
′
(

2
(

2eΛ−3
)

rΦ
′−3

(
eΛ−3

)(
eΛ−1

))
−3
(

eΛ−1
)2
))

.

(6.13)

Na taj način dobili smo sve potrebne izraze u statičnoj sfernoj simetriji za konkretan tip f (T ) =

T +αT 2/2 kovarijantne teorije gravitacije. Sustav se može u potpunosti riješiti zadajući tenzor

energije i impulsa koji će oblikovati prostornovremenske funkcije Λ(r) i Φ(r), odnosno tetradu.

6.2 Politropska rješenja u kovarijantnoj formulaciji f (T ) gra-

vitacije

U modeliranju neutroskih zvijezda i bijelih patuljaka često koristimo politropsku jednadžbu

stanja idealnog fluida

p = kρ
Γ
0 = kρ

1+1/n
0 , (6.14)

gdje je p tlak, ρ0 je gustoća barionske materije, k je konstanta, a Γ nazivamo adijabatskim eks-

ponentom. (Ovdje ćemo koristiti geometrijski sustav jedinica c=G= 1.) Umjesto adijabatskog

eksponenta Γ često koristimo i tzv. politropski indeks n = 1/(Γ−1). Za razliku od jednadžbe

stanja idealnog plina, politropska jednadžba stanja fenomenološki opisuje med̄udjelovanje fer-

miona, te se takva med̄udjelovanja pri visokim gustoćama ne mogu smatrati zanemarivim. Pa

tako, prvo med̄udjelovanje koje narušava pretpostavke idealnog plina nije elektromagnetsko,

nego je rezultat Paulijevog načela isključenja, prema kojemu se dva identična fermiona ne mogu

nalaziti istovremeno u istom kvantnom stanju [86, 87]. Politropska jednadžba stanja (6.14) je

poopćeni rezultat koji slijedi iz termodinamike degeneriranog fermionskog plina te na taj na-

čin Γ odred̄uje vrstu plina. Tako npr. za nerelativistički degenerirani fermionski plin imamo

Γ = 5/3, dok za relativistički plin imamo Γ = 4/3. Jednadžbu (6.14) zovemo i Newtonovom

politropskom jednadžbom stanja. Med̄utim, u općoj teoriji relativnosti susrećemo se s dvjema

verzijama politropske jednadžbe stanja koje imaju isti Newtonov limes. U mnogim radovima

55



Nevakuumska rješenja i kompaktni objekti u f (T ) gravitaciji

razlika med̄u dvjema mogućnostima nije eksplicitno naznačena zbog čega može doći do zabuna.

U nastavku ćemo opisati te dvije mogućnosti.

1. Slučaj p = kρΓ
0

U ovom slučaju pretpostavljamo da vrijedi jednadžba (6.14) [88, 89, 90, 91]. Općenito, jed-

nadžba stanja izražava tlak fluida p kao funkciju broja čestica po jedinici volumena n i entropije

po čestici s. U prvom slučaju pretpostavit ćemo izentropski (adijabatski) proces u kojem je

entropija po čestici konstantna te se jednadžba stanja svodi na

p(n,s) = p(n). (6.15)

Politropska jednadžba stanja slijedi iz pretpostavke nezavisnosti adijabatskog eksponenta Γ o

tlaku plina te se proces pri konstantnoj entropiji s može opisati jednadžbom

Γ =
∂ ln p
∂ lnn

∣∣∣∣∣
s

. (6.16)

Integracijom (6.16) dobivamo politropsku jednadžbu stanja (6.14). S obzirom na to da se u

Einsteinovim jednadžbama eksplicitno pojavljuje gustoća energije ρ potrebno je izraziti broj

čestica po jedinici volumena n preko gustoće energije ρ . Iz prvog zakona termodinamike T dS=

dE + pdV uz s = S/N, E = ρV te n = N/V dobivamo

T d(nsV ) = d(ρV )+ pdV, (6.17)

gdje je T temperatura, a V volumen plina. Slijedi

d
(

ρ + p
n

)
− d p

n
= T d

( s
n

)
, (6.18)

uz definiciju gustoće

ρ0 = nm0, (6.19)

gdje je m0 masa čestice. Iz izentropske pretpostavke, te pretpostavke o očuvanju broja čestica u

volumenu V ∼ 1/n dobivamo

d
(

ρ

n

)
+ pd

(1
n

)
= 0. (6.20)

Korištenjem jednadžbe (6.14) slijedi

kρ
Γ−2
0 =

d(ρ/ρ0)

dρ0
. (6.21)
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Integracijom jednadžbe (6.21) uz uvjet Γ 6= 1 dobivamo [89]

ρ =Cρ0 +
p

Γ−1
, (6.22)

gdje je C konstanta integracije. U nerelativističkom limesu mora vrijediti ρ = ρ0 iz čega slijedi

C = 1. Spomenimo i da je barotropska jednadžba stanja

ρ =
p

Γ−1
, (6.23)

poseban slučaj politropske jednadžbe uz C = 0. S druge strane poseban slučaj Γ = 1 dovodi do

rješenja

ρ = p lnρ0 +ρ0. (6.24)

U daljnjem radu razmatranje ćemo ograničiti na jednadžbu stanja s adijabatskim eksponentom

Γ 6= 1. Konačno, u jednadžbu (6.22) uvrštavamo pretpostavljenu jednadžbu (6.14) i dobivamo

ρ(p) = κ p1/Γ +
p

Γ−1
, (6.25)

gdje je κ ≡mk−1/Γ. Parametar Γ je proizvoljan, no postoje uvjeti koje mora zadovoljiti kako bi

fluid imao neka “razumna” ponašanja. Pod "razumnim ponašanjem" podrazumijevamo fluidovo

zadovoljenje poznatih energijskih uvjeta iz opće teorije relativnosti. Tu prije svega očekujemo

pozitivnu vrijednost energije u svim sustavima, kao i uvjet da brzina širenja zvuka u fluidu mora

uvijek biti manja od brzine svjetlosti.

Tenzor energije i impulsa idealnog fluida je

Θ
µν = ρuµuν + p(gµν +uµuν), (6.26)

gdje je uµ četverobrzina. Za ovaj primjer idealnog fluida energijski uvjeti bi glasili

ρ + p≥ 0, svjetlosni (null) energijski uvjet, (6.27)

ρ ≥ 0, ρ + p≥ 0, slabi energijski uvjet, (6.28)

ρ ≥ |p|, dominantni energijski uvjet, (6.29)

ρ + p≥ 0, ρ +3p≥ 0, jaki energijski uvjet. (6.30)

Kvadrat brzine zvuka idealnog fluida pri konstantnom s je dan jednadžbom ([57], Cjelina 5,

Poglavlje 22)

c2
zvuk =

(
∂ p
∂ρ

)∣∣∣∣∣
s

=
Γ−1

1+(1−1/Γ)κ p−(1−1/Γ)
. (6.31)
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Vidljivo je da je c2
zvuk(p) monotono rastuća funkcija te da je za p→ ∞ ograničena s

lim
p→∞

c2
zvuk(p) = Γ−1. (6.32)

S obzirom na to da za sve vrijednosti tlaka p brzina zvuka mora biti manja od c = 1 tada nužno

mora vrijediti Γ≤ 2. Takod̄er, bezdimenzionalna veličina σ koja je definirana s

σ(p) =
p
ρ
=

Γ−1
1+(Γ−1)κ p−(1−1/Γ)

, (6.33)

je na sličan način ograničena s

lim
p→∞

σ(p) = Γ−1, (6.34)

iz čega slijedi kako je ρ ≥ p za Γ ≤ 2. Zaključujemo da je Γ = 2 granični slučaj vrijednosti

adijabatskog eksponenta koji materija može podnijeti bez da naruši načelo kauzalnosti i domi-

nantni energijski uvjet. Taj će slučaj biti zanimljiv s obzirom da on opisuje ekstremno stanje

materije.

2. Slučaj p = kρΓ

Ovaj slučaj pretpostavlja direktnu vezu tlaka i gustoće energije danu izrazom [92, 93]

p = kρ
Γ. (6.35)

Tom pretpostavkom je račun nešto jednostavniji i direktniji jer je tlak p izražen kao funkcija

gustoće energije ρ . Naime, u jednadžbi (6.25) se može izraziti jedino gustoća energije ρ kao

funkcija tlaka p. Ipak, jednadžba stanja (6.35) daje nam

σ(p) =
p
ρ
∼ p1−1/Γ, (6.36)

iz čega je, s obzirom na to da gornji izraz nije ograničen odozgo, razvidno kako ona ne zadovo-

ljava nužno dominantni energijski uvjet za sve vrijednosti tlaka p. Takod̄er, nije ograničena niti

brzina zvuka czvuk ≤ 1,

c2
zvuk =

∂ p
∂ρ
∼ p1−1/Γ, (6.37)

što govori o mogućem narušenju kauzalnosti. Zaključujemo, kako jednostavniji oblik jednadžbe

stanja (6.35) ne osigurava očuvanje dominantnog energijskog uvjeta kao ni ispunjenje uvjeta

kauzalnosti czvuk ≤ 1. Stoga, tek nakon što bi se u nekom konkretnom slučaju riješio sustav

jednadžbi i pronašla rješenja, trebalo bi provesti analizu energijskih uvjeta i kauzalnosti. Kom-
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biniranjem jednadžbe (6.18) i (6.35) dobivamo

ρ =
ρ0

(1− kρ
Γ−1
0 )1/(Γ−1)

, (6.38)

te u nerelativističkom limesu jednadžbe (6.25) i (6.38) postaju istovjetne.

Kako bi a priori imali očuvan dominantni energijski uvjet i brzinu zvuka manju od brzine

svjetlosti koristiti ćemo slučaj 1. politropske jednadžbe stanja.

6.2.1 Kompaktni objekti u općoj teoriji relativnosti i TOV jednadžbe

Zbog jednostavnosti pretpostavit ćemo statičnu sfernosimetričnu geometriju* u kojoj Einste-

inove jednadžbe glase

r−2
(

1− e−2Λ
(
1−2rΛ

′))= 8πρ, (6.39)

r−2
(

1− e−2Λ
(
1+2rΦ

′))=−8π p, (6.40)

r−1e−2Λ
((

Λ
′−Φ

′)(1+ rΦ
′)− rΦ

′′)=−8π p, (6.41)

gdje je takod̄er korišten geometrijski sustav jedinica c = G = 1. Iz očuvanja tenzora energije i

impulsa

∇µΘ
µν = 0, (6.42)

dobivamo
d p
dr

+(ρ + p)Φ′ = 0, (6.43)

te supstitucijom e2Λ(r) = (1−2m(r)/r)−1 jednadžba (6.39) postaje

dm(r)
dr

= 4πr2
ρ(r). (6.44)

Iz jednadžbe (6.40) možemo izraziti Φ′(r)

Φ
′(r) =

m(r)+4πr3 p(r)
r2−2rm(r)

, (6.45)

te uvrstiti Φ′(r) u (6.43) gdje dobivamo

d p(r)
dr

=−
(
m(r)+4πr3 p(r)

)
(p(r)+ρ(r))

r2−2rm(r)
. (6.46)

*Naravno, zvijezde, crne rupe, galaksije itd. rotiraju, čime je narušena sferna simetrija, te je za modeliranje
takvih objekata potrebno relaksirati sfernu simetriju na općenitiju, aksijalnu simetriju. Ipak, kao prvi korak u
modeliranju kompaktnih objekata, zbog jednostavnosti, ovdje ćemo koristiti statičku sfernosimetričnu geometriju.
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U općoj teoriji relativnosti jednadžbe (6.44) i (6.46) uz jednadžbu stanja ρ(p) definiraju potpuni

sustav jednadžbi koje su poznate pod imenom Tolmann-Oppenheimer-Volkoffove jednadžbe

(TOV jednadžbe) hidrostatske ravnoteže [94, 95].

6.2.2 Kompaktni objekti u f (T ) gravitaciji

U nastavku ćemo istražiti kompaktne objekte u kontekstu modificirane f (T ) teorije gravitacije.

Naglasak će biti na proučavanju dodatnih doprinosa konkretnog oblika f (T ) funkcije gdje je

efektivno Einstein-Hilbertovoj akciji dodan kvadratni član u skalaru torzije, naime f (T ) = T +

αT 2/2. Sustav jednadžbi koje je potrebno riješiti dan je s (6.1)

G̊µν = 8π(Θµν + Θ̃
µν). (6.47)

Za statičnu sfernosimetričnu konfiguraciju Einsteinov tenzor je dan izrazima (6.4) – (6.6)

G̊t
t = r−2

(
1− e−2Λ

(
1−2rΛ

′)) , (6.48)

G̊r
r = r−2

(
1− e−2Λ

(
1+2rΦ

′)) , (6.49)

G̊ϑ
ϑ = G̊ϕ

ϕ = r−1e−2Λ
((

Λ
′−Φ

′)(1+ rΦ
′)− rΦ

′′) , (6.50)

modificirani tenzor energije i impulsa Θ̃µν je dan (6.11) – (6.13)

8πG
c4 Θ̃t

t =−αr−4e−4Λ

(
eΛ−1

)((
eΛ−1

)((
eΛ−5

)(
eΛ−1

)
−4r2 (2Φ

′′+Φ
′2))

+4rΛ
′
(

3
(

eΛ−1
)
+2
(

eΛ−3
)

rΦ
′
))

, (6.51)

8πG
c4 Θ̃r

r =−αr−4e−4Λ

(
eΛ−1

)(
eΛ−2rΦ

′−1
)((

eΛ−1
)(

eΛ +3
)
+2
(

eΛ−3
)

rΦ
′
)
,

(6.52)
8πG
c4 Θ̃ϑ

ϑ =
8πG
c4 Θ̃ϕ

ϕ = αr−4e−4Λ

((
eΛ−1

)((
eΛ +3

)(
eΛ−1

)2

+2r
(

Φ
′
(

eΛ−2e2Λ−4r2
Φ
′′+1

)
−2r2

Φ
′3 +3

(
eΛ−1

)
rΦ
′′+3

(
eΛ−1

)
rΦ
′2
))

+2rΛ
′
(

rΦ
′
(

2
(

2eΛ−3
)

rΦ
′−3

(
eΛ−3

)(
eΛ−1

))
−3
(

eΛ−1
)2
))

,

(6.53)

Tenzor energije i impulsa idealnog fluida je odred̄en izrazom (6.26)

Θ
µν = ρuµuν + p(gµν +uµuν). (6.54)

Jednadžbe (6.48) – (6.53), uz jednadžbu stanja ρ(p) te skup prigodnih rubnih uvjeta čine struk-

turu politropske zvijezde u f (T ) gravitaciji. Primjećujemo odmah kako jednadžbe u f (T ) gra-
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vitaciji ne omogućuju eliminaciju Φ′(r) iz sustava jednadžbi kao što je to slučaj u općoj teoriji

relativnosti. U općoj teoriji relativnosti iz jednadžbe (6.40) moguće je izraziti Φ′(r) te iz jed-

nadžbe očuvanja tenzora energije i impulsa eliminirati potrebu računanja Φ′(r), s obzirom na

to da se u (6.39) Φ′(r) uopće ne pojavljuje. Nasuprot tome u f (T ) jednadžbama funkcija Φ′(r)

sadrži kvadratne članove te nije moguće na jednostavan algebarski način riješiti se funkcije

Φ′(r) iz jednadžbi gibanja kao što je to slučaj u jednadžbama opće teorije relativnosti vidljivo

iz jednadžbe (6.45). Ipak, valja primijetiti da se u f (T ) jednadžbama pojavljuju samo deriva-

cije Φ′(r) i Φ′′(r) koje omogućuju smanjenje reda diferencijalnih jednadžbi za jedan u Φ(r).

Konačno, zbog kompleksnosti sustava bit će potrebno numerički riješiti politropsku zvijezdu

u f (T ) gravitaciji (6.48)-(6.54) kao što je to slučaj s Tolmann-Oppenheimer-Volkoffovim jed-

nadžbama (6.44) i (6.46).

6.2.3 Numeričko rješavanje jednadžbi

Sustav se sastoji od tri jednadžbe polja (6.47) i jednadžbe stanja ρ(p), što ukupno čini četiri

jednadžbe. Sustav sadrži ukupno četiri nepoznanice Φ(r), Λ(r), ρ(r) i p(r), iz čega slijedi da

na raspolaganju imamo potpun i dovoljan skup jednadžbi. Postoji mogućnost i korištenja jed-

nadžbe očuvanja tenzora energije i impulsa umjesto npr. jednadžbe G̊ϑϑ = 8π(Θϑϑ + Θ̃ϑϑ ),

kao što je to bila strategija u općoj teoriji relativnosti u procesu izvod̄enja TOV jednadžbi.

Med̄utim, u našem pristupu derivirat ćemo jednadžbu dG̊rr/dr = 8π(dΘrr/dr+dΘ̃rr/dr) i ko-

ristiti preostale dvije modificirane Einsteinove jednadžbe u f (T ) gravitaciji. Gornju jednadžbu

smo derivirali kako bi dobili tlak p deriviran po radijalnoj koordinati r, što je važna strategija u

numeričkom rješavanju sustava želimo li postaviti rubni uvjet na p(r), u kontekstu politropskih

objekata, odnosno zvijezda. To je svakako nužno želimo li osigurati konačan polumjer zvijezde,

te nametnuti iščezavanje tenzora energije i impulsa na površini zvijezde. Zaključno, u našem

pristupu koristimo skup jednadžbi

G̊tt = 8π(Θtt + Θ̃
tt), (6.55)

d
dr

G̊rr = 8π

(
d
dr

Θ
rr +

d
dr

Θ̃
rr

)
, (6.56)

G̊ϑϑ = 8π(Θϑϑ + Θ̃
ϑϑ ), (6.57)

uz jednadžbu stanja

ρ(p) = κ p1/Γ +
p

(Γ−1)
. (6.58)
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Kako bi jednadžbe bile primjerenije za rješavanje numeričkim putem uvodimo transformacije

λ = κ
−Γ/2(Γ−1), a = λ

−2
α, σ(r) =

p(r)
ρ(r)

, (6.59)

koje čine bezdimenzionalni sustav. Takod̄er, uvodimo bezdimenzionalnu radijalnu koordinatu

x = r/R gdje je R polumjer zvijezde. Na taj način je definiran rubni uvjet

σ(1) = 0, (6.60)

koji kaže da je zvijezda konačnog polumjera R, jer na toj koordinati tlak iščezava kao i gustoća

energije što je vidljivo iz jednadžbe stanja (6.58). Iz gore navedenog slijedi da tenzor energije i

impulsa iščezava u r = R te kažemo kako je zvijezda lokalizirana unutar tog polumjera te se na

toj koordinati spaja na vakuumsko rješenje. Rubni uvjet (6.60) će poslužiti kao kontrolni uvjet u

rješavanju sustava politropske zvijezde. U našem pristupu nećemo sustav shvatiti kao problem

rubnih uvjeta, nego početnih uvjeta. Razlog leži u tome što sustav rješavamo u programskom

paketu Mathematica koja ima napredne algoritme rješavanja problema početnih uvjeta. U jed-

nadžbama polja se pojavljuju najviše derivacije Φ′′, Λ′′ te σ ′. Napomenuli smo ranije da se u

sustavu diferencijalnih jednadžbi funkcija Φ u svom nederiviranom obliku uopće ne pojavljuje.

To znači da red sustava možemo umanjiti za jedan uvedemo li npr. pokratu Φ′(x) = φ(x). Sus-

tav jednadžbi tada sadrži prvu derivaciju σ ′, drugu derivaciju Λ′′ te prvu derivaciju φ ′. Nadalje,

uvedemo li pokratu Λ′(x) = λ (x), odnosno, Λ′′(x) = λ ′(x), sustav diferencijalnih jednadžbi

sastoji se od jednadžbi (6.55), (6.56), (6.57) i od jednadžbe Λ′(x) = λ (x), što čini sustav od

četiri linearno nezavisne obične diferencijalne jednadžbe prvog reda s četiri nepoznate funkcije

(σ ,Λ,λ ,φ ). U skladu s gore navedenim potrebno je zadati četiri početna uvjeta kako bi imali

dobro definiran Cauchyjev problem početnih vrijednosti.

Za saznavanje prigodnih početnih uvjeta razvijamo jednadžbe gibanja u Laurentov red oko nule

i promatramo problematične članove O(x−n) za n ∈N koji divergiraju u x = 0. Prvi najniži član

iz jednadžbi (6.55), (6.56) i (6.57) je

ae−4Λ(0)
(

eΛ(0)−5
)(

eΛ(0)−1
)3

x4 +O(x−3)... (6.61)

ae−4Λ(0)
(

eΛ(0)+3
)(

eΛ(0)−1
)3

x4 +O(x−3)... (6.62)

ae−4Λ(0)
(

eΛ(0)+3
)(

eΛ(0)−1
)3

x4 +O(x−3)... (6.63)
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gdje (6.56) i (6.57) imaju isti oblik. Vidljivo je da ukoliko želimo izbjeći singularitet u x = 0,

utoliko dolazimo do početnog uvjeta

Λ(0) = 0. (6.64)

Primijenimo li uvjet (6.64) te promotrimo li u sljedećem redu jednadžbe gibanja oko nule dobi-

vamo
4Λ′(0)

(
1−4aΦ′(0)Λ′(0)+2aΛ′(0)

)
x

+O(x0)+ ... (6.65)

−
2
(
(Φ′(0)−Λ′(0))(1−4aΦ′(0)Λ′(0)+2aΛ′(0)2

)
x

+O(x0)+ ... (6.66)

−
2
(
(Φ′(0)−Λ′(0))(1−4aΦ′(0)Λ′(0)+2aΛ′(0)2

)
x

+O(x0)+ ... (6.67)

gdje je nužno zahtijevati uvjete

Φ
′(0) = 0, Λ

′(0) = 0. (6.68)

Zaključujemo kako su potrebni početni uvjeti u rješavanju sustava politropske zvijezde u f (T )

gravitaciji

Φ
′(0) = 0, Λ(0) = 0 Λ

′(0) = 0, σ(0) = σ0, (6.69)

gdje je posljednji uvjet proizvoljan. On omogućuje raznolikost zvijezda s obzirom na početnu

gustoću u središtu zvijezde.

Zanimljivo je proučiti konstantne članove O(x0) u kojima se pojavljuju druge derivacije

Λ′′(0) i Φ′′(0). Daljnjim razvijanjem jednadžbi (6.55), (6.56) i (6.57) te uvrštavajući uvjete

(6.64), (6.68), (6.69) dobivamo

Λ
′′(0) =

8
3

π(γ−1)
1

γ−1
(

σ(0)
γ

γ−1 (γ−σ(0)−1)
γ

1−γ +σ(0)
1

γ−1 (γ−σ(0)−1)
1

1−γ

)
, (6.70)

Φ
′′(0) =

4
3

π

((
3(γ−1)

γ

γ−1 +(γ−1)
1

γ−1
)

σ(0)
γ

γ−1 (γ−σ(0)−1)
γ

1−γ +

(γ−1)
1

γ−1 σ(0)
1

γ−1 (γ−σ(0)−1)
1

1−γ

)
. (6.71)
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Konačno, razvijamo funkcije Λ(x) i Φ′(x) u Taylorov red blizu nule gdje funkciju Λ(x) razvi-

jamo do kvadratnog člana

Λ(x) = Λ(0)+Λ
′(0)x+

1
2

Λ
′′(0)x2, (6.72)

a funkciju Φ′(x) do linearnog člana

Φ
′(x) = Φ

′(0)+Φ
′′(0)x. (6.73)

U gore navedenim razvojima uvrštavanjem početnih uvjeta (6.69) i drugih derivacija u nuli

(6.70) i (6.71) možemo provjeriti ponašanje funkcija Λ i Φ′ blizu nule

Λ(x) =
4
3

π(γ−1)
1

γ−1
(

σ(0)
γ

γ−1 (γ−σ(0)−1)
γ

1−γ +σ(0)
1

γ−1 (γ−σ(0)−1)
1

1−γ

)
x2, (6.74)

Φ
′(x) =

4
3

π

((
3(γ−1)

γ

γ−1 +(γ−1)
1

γ−1
)

σ(0)
γ

γ−1 (γ−σ(0)−1)
γ

1−γ +

(γ−1)
1

γ−1 σ(0)
1

γ−1 (γ−σ(0)−1)
1

1−γ

)
x, (6.75)

što će poslužiti kao ulazni parametar u numeričkom rješavanju sustava diferencijalnih jed-

nadžbi.

6.2.4 Broj čestica i polumjer zvijezde

Uobičajeno je uspored̄ivati masu i polumjer zvijezde koja predstavlja obitelj statičkih sferno-

simetričnih rješenja, dobivenih za poseban oblik jednadžbe stanja, kao funkciju središnje gus-

toće σ0. Med̄utim, u f (T ) teorijama gravitacije postoji problem definicije mase [48] objekta

konačnog polumjera. U općoj teoriji relativnosti pod pojmom mase najčešće koristimo dvije

definicije: Arnowitt-Deser-Misnerovu (ADM) definiciju te Komarovu masu. ADM-ova masa

zahtijeva asimptotski ravnu geometriju te se onda, uz pomoć Noetherinog teorema, očuvane

veličine (masa, energija itd.) definiraju iz asimptotskih simetrija u prostornoj beskonačnosti.

S druge strane, Komarova masa se može definirati samo u stacionarnim geometrijama, te ta-

kod̄er iz Noetherinog teorema, očuvane veličine mogu definirati energiju, masu itd. ADM-ova

i Komarova definicija mase ne moraju se nužno podudarati te baš u slučaju f (T ) gravitacija

taj odnos još nije istražen. U f (T ) teorijama gravitacije vakuumsko rješenje koje se veže na

geometriju objekta, takod̄er nije dovoljno razjašnjeno, te kao što je ranije prikazano ne vrijedi

Schwarzschildovo rješenje. Na taj način upitno je kako pojmiti i pronaći neku općeprihvaćenu

definiciju mase u tim teorijama u skladu s onim definicijama u općoj teoriji relativnosti.
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U okviru ovih nejasnoća u našem pristupu odlučili smo se za pouzdaniji pojam ukupnog

broja čestica N u nekom polumjeru R. On se može definirati kao integral gustoće čestica n u

unutrašnjosti zvijezde

N = 4π

∫ R

0
n(r)eΛ(r)r2dr, (6.76)

po vlastitom volumenu. Potrebno je izračunati n(r) iz σ(r) te numerički integrirati (6.76) kako

bi se dobio N. U ovom poglavlju analizirat ćemo broj čestica zvijezde N i polumjer zvijezde

R. Cilj će nam biti odrediti maksimalnu dozvoljenu vrijednost σ0 do koje su konfiguracije zvi-

jezda stabilne †. U općoj teoriji relativnosti je ponašanje broja čestica (mase) i polumjera zvi-

jezde dano krivuljom koja, počevši od malih vrijednosti σ0, pokazuje kako broj čestica zvijezde

(masa) raste u skladu sa smanjivanjem polumjera zvijezde. Taj trend se nastavlja do kritične

točke nakon kojeg se broj čestica zvijezde počinje smanjivati kako se smanjuje polumjer zvi-

jezde. Kritična točka u kojoj se postiže maksimalna masa za dani polumjer jest granična točka

nakon koje sve konfiguracije postaju nestabilne s obzirom na male radijalne smetnje [96, 97].

Sličan obrazac ponašanja ima i broj čestica, gdje se takod̄er u maksimumu broja čestica za dani

polumjer zvijezde postiže granična točka stabilnosti, razlika je samo u numeričkoj vrijednosti N

u odnosu na M, ali kritična točka je ista [96]. Na slici 6.1 predstavljamo ovisnost broja čestice

o polumjeru zvijezda za razne σ0 u konkretnoj teoriji f (T ) = T +αT 2/2 za a = 0.01 = λ−2α ,

te za kritičnu Γ = 2 pri kojoj su uvjeti DEC-a i czvuk < c očuvani. Uočavamo da za mala od-

stupanja od opće teorije relativnosti gdje je α relativno mali broj kvalitativno ponašanje je jed-

nako onom u općoj teoriji relativnosti, a kvantitativno se neznatno razlikuju. U limesu σ → 0

rješenja prelaze u nerelativistički slučaj politropa čije je rješenje poznato iz Lane-Emdenove

jednadžbe za Γ = 2. U tom limesu polumjer zvijezde je analitički dan s R =
√

π/2λ što se

podudara s trendom funkcije koju pokazuje slika 6.1. Kako bi proučili ponašanje teorije oblika

f (T ) = T +αT 2/2 na slici 6.2 predstavljamo krivulje za razne α = λ 2a. Ovdje je prikazan

čitav spektar slučajeva a = ±0.1,±1,±10 kako bi se uistinu vidjelo ima li kvalitativnih raz-

lika u odnosu na politrope u općoj teoriji relativnosti. Vidljivo je da je ponašanje politropa za

velike pozitivne vrijednosti a slično ponašanju politropa u općoj teoriji relativnosti. Ipak, kri-

tična točka se nalazi na većem polumjeru, odnosno u teorijama s velikim a dozvoljen je manji

broj konfiguracija stabilnih zvijezda u odnosu na opću teoriju relativnosti. Takod̄er, u teori-

jama oblika f (T ) = T +αT 2/2, uz dovoljno velike vrijednosti parametra a = λ−2α , dobivamo

zvijezde s mnogo manjim brojem čestica N u odnosu na one iz opće teorije relativnosti. U

slučaju negativnih vrijednosti a dobivamo zanimljivo ponašanje koje se kvalitativno razlikuje

od opće teorije relativnosti. Naime, u tim slučajevima krivulja broja čestica i polumjera nema

†Analiza stabilnosti zvijezda u f (T ) gravitaciji je upitna s obzirom na to da vremenski ovisne jednadžbe
gibanja u slučaju sferne simetrije još nisu pronad̄ene. Zbog toga analiza stabilnosti zvijezda, koja se temelji na
analizi malih smetnji, nije provediva. Kako bi proučavali stabilnost zvijezde potrebno je pronaći odgovarajuću
vremenski ovisnu tetradu koja predstavlja jedan od glavnih izazova f (T ) teorija gravitacije te će o toj temi biti više
govora u poglavlju 7.
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Slika 6.1: Prikazana je ovisnost broja čestica u zvijezdi N o polumjeru zvijezde za razne konfiguracije
zvijezda σ0 u slučaju f (T ) = T + αT 2/2. Numeričko rješavanje kreće od σ0 = 0.001 do σ = 0.5.
Ponašanje u kvalitativno ne odstupa od ponašanja u općoj teoriji relativnosti s obzirom da je a relativno
malen u ovom slučaju.

globalni maksimum koji interpretiramo kao kritičnu točku. S obzirom da u f (T ) teoriji gravi-

tacije nemamo jasan formalizam za analizu stabilnosti modela zvijezda, slijedi da ne možemo

sa sigurnošću reći jesu li sve konfiguracije s a < 0 stabilne. Ipak, s obzirom na izostanak kri-

tične točke u f (T ) teorijama postoji mogućnost da sve takve konfiguracije budu stabilne. Takav

zaključak ne možemo uzeti kao strog te je izveden isključivo po analogiji u odnosu na analizu

stabilnosti zvijezda u općoj teoriji relativnosti, stoga može poslužiti samo kao svojevrsna slut-

nja. Takod̄er, vidljivo je da u modelima izračunatim u okviru f (T ) teorije polumjer zvijezde u

limesu σ0→ 0 teži vrijednosti R=
√

π/2/λ , što je ujedno i rezultat Lane-Emdenove jednadžbe

za Γ = 2 konfiguraciju [98].

6.2.5 Gustoća energije i tlak

U nastavku ćemo proučavati ponašanje gustoću energije ρ i tlak p u modificiranim teorijama

gravitacija oblika f (T ) = T +αT 2/2. Kako bi uočili doprinose koji proizlaze iz modifikacije

teorije gravitacije same jednadžbe zapisujemo u obliku (6.1)

G̊µν = 8π(Θµν + Θ̃
µν). (6.77)

Odnosno

G̊tt = 8π(ρ + ρ̃), G̊rr = 8π(p+ p̃), G̊ϑϑ = 8π(p+ q̃), (6.78)
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Slika 6.2: Prikazana je ovisnost broja čestica zvijezde o polumjeru zvijezde za teoriju oblika f (T ) =
T +αT 2/2 za razne parametre a i σ0 pri čemu je fiksiran politropski eksponent Γ = 2.

gdje je pretpostavljen izotropni fluid zvijezde, a neizotropnosti q̃ 6= p̃ su rezultat modificiranih

članova proporcionalnih s α . Na slikama 6.3 i 6.4 predstavljamo ponašanje gustoće energije

i tlakova za a = 1 u graničnom slučaju našeg numeričkog postupka gdje je postignuta maksi-

malna vrijednost σ0 ≈ 0.118. Za veće vrijednosti od σ0 ≈ 0.118, za a = 1 numeričko rješavanje

nije bilo moguće. Uočavamo kako se ponašanje gustoće energije i tlaka fluida neznatno razli-

kuje od onoga u općoj teoriji relativnosti. U središtu zvijezde gustoća energije i tlak fluida su

maksimalni te padaju sve do polumjera zvijezde gdje iščezavaju. Ovaj rezultat jamči sklad kva-

litativnog ponašanja opće teorije relativnosti i modificiranih f (T ) teorija na opažačkoj razini

koji predstavlja svojevrsni test teorije. Zanimljivo je promotriti ponašanje komponente Eins-

teinovog tenzora G̊tt ∝ ρ + ρ̃ čija je vrijednost od središta zvijezde pa do r ∼ R/2 približno

konstantna, pri r ∼ R/2 ona doživljava nagli pad, a s daljnjim rastom koordinate r nastavlja pa-

dati do samog ruba zvijezde pri r = R. Primjećujemo da postoji točka u kojoj komponenta G̊tt

Einsteinovog tenzora mijenja predznak (blizu površine zvijezde), taj rezultat je nužan s obzirom

na to da na površini zvijezde gustoća energije iščezava te mora vrijediti

G̊tt(r = R) = 8πρ̃(r = R). (6.79)

Drugim riječima vakuumsko rješenje je ono za koje vrijedi

G̊µν = 8πΘ̃
µν , (6.80)
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Slika 6.3: Prikazano je ponašanje gustoće energije za konkretnu zvijezdu sa središnjom gustoćom
σ0 = 0.117761 u slučaju f (T ) = T +αT 2/2 gdje je a = αλ−2 = 1. Vidljiv je strmi pad G̊tt kompo-
nente Einsteinovog tenzora blizu polovice polumjera zvijezde, te spajanje na vakuum. Gustoća energije
politropskog fluida se neznatno razlikuje od onoga u općoj teoriji relativnosti za Γ = 2.

u modificiranim teorijama gravitacije tipa f (T ), a ne nužno G̊µν = 0. Dapače, G̊µν iščazava

samo za Schwarzschildovo rješenje, a pokazano je kako modificirani članovi G̃µν (odnosno

” f (T ) fluid” Θ̃µν ) ne iščezavaju za Schwarzschildovu metriku [41]. S druge strane gustoća

energije f (T ) fluida ρ̃ kreće od nule te raste do približno polovice polumjera zvijezde gdje na-

glo pada i prelazi u negativne vrijednosti sve do površine zvijezde spajajući se s vakuumom.

Numeričko rješenje veće od σ0 > 0.118 (za zadani a = 1) nije bilo moguće provesti. Pretpos-

tavka je da ρ + ρ̃ sadrži ekstremni pad, gotovo okomit, koji onemogućuje numerički tretman.

Ne možemo isključiti kako u tim režimima ne postoji rješenje, ili ono poprima vrlo različito po-

našanje koje bi se tek analitički moglo izraziti. Ipak, vidljivo je da zvijezdu možemo podijeliti

u tri područja: unutrašnjost zvijezde ili jezgru, “prijelazno” područje i vanjski sloj zvijezde. U

unutrašnjosti zvijezde (jezgri) uočavamo približno konstantnu vrijednost gustoće energije efek-

tivnog fluida ρ + ρ̃ koje možemo shvatiti kao nestlačivu materiju, dok u prijelaznom području

zvijezde vrijednosti komponenata tenzora f (T ) fluida ρ̃ i q̃ doživljavaju strmi pad te prelaze iz

pozitivnih u negativne. U vanjskom sloju vrijednost gustoće energije efektivnog fluida ρ + ρ̃

ima lagani pad gdje blizu površine zvijezde mijenja predznak i spaja se na vakuumsko rješe-

nje. U svrhu analize negativnih vrijednosti a predstavljamo sliku 6.5 gdje je prikazana gustoća

energije efektivnog fluida, f (T ) fluida i materije. U tom slučaju primjećujemo da je izgubljeno

svojstvo strmog prijelaza gustoće energije f (T ) fluida i efektivne gustoće energije ρ + ρ̃ u bli-

zini polovice polumjera zvijezde. Politropski fluid se i dalje ponaša slično kao u općoj teoriji

relativnosti te u opažačkom smislu teorija s negativnim a nije isključena. Gustoća energije f (T )
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Slika 6.4: Prikazano je ponašanje tlakova za konkretnu zvijezdu sa središnjom gustoćom σ0 = 0.117761
u slučaju f (T ) = T +αT 2/2 gdje je a = αλ−2 = 1. Anizotropnost f (T ) fluida je rezultat modifikacije
TEGR-a, a na površini zvijezde se spaja na vakuumsko rješenje gdje su p̃ 6= 0 6= q̃. Tlak politropskog
fluida je izotropan te se neznatno razlikuje od onoga u općoj teoriji relativnosti za Γ = 2.
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Slika 6.5: Prikazano je ponašanje gustoća energije za zvijezdu sa središnjom gustoćom σ0 = 0.451499
u slučaju f (T ) = T +αT 2/2 gdje je a = αλ−2 = −1. Gustoća energije politropa i dalje ima slično
ponašanje kao u TEGR-u, dok je gustoća energije efektivnog tenzora energije i impulsa izgubila strmi
prijelaz u odnosu na pozitivne a vrijednosti.
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fluida ρ̃ je po cijeloj unutrašnjosti zvijezde negativna te tek u blizini površine zvijezde poprima

pozitivne vrijednosti. Pozitivna vrijednost ρ̃ je opet rezultat spajanja na vakuumsko rješenje,

no sad članovi uz T 2 mijenjaju predznak s obzirom na to da je faktor a promijenio predznak.

Zaključujemo da se model politropa u f (T ) gravitaciji, u formi njenog minimalnog odstu-

panja od TEGR-a, dakle f (T ) = T +αT 2/2, znatno mijenja u slučaju negativnih parametara

α . Ovaj model omogućuje u načelu masivnije zvijezde s manjim polumjerom zvijezde od onih

u općoj teoriji relativnosti. Ipak, pitanje stabilnosti nije moguće analizirati u kontekstu sadaš-

njeg stanja modificiranih f (T ) teorija gravitacije, s obzirom na to da nije pronad̄ena vremenski

ovisna tetrada, koja čini lagranžijan gravitacije tipa f (T ) invarijantnim u odnosu na Lorentzove

transformacije tetrade. U tom slučaju nije moguće reći je li maksimum krivulje broja čestica i

polumjera zvijezde odgovara kritičnoj točki nakon koje konfiguracije postaju nestabilne. U slu-

čaju pozitivnih vrijednosti parametra α situacija je nešto manje zanimljiva te ona uvodi dodatna

ograničenja za dozvoljene mase zvijezda koje za rastući parametar a postaju sve ograničenije, pa

se kritična točka postiže vrlo rano. Ipak, matematički oblik rješenja jednadžbi gibanja u slučaju

pozitivnih parametra a je vrijedan rezultat. U njemu vidimo egzotično ponašanje efektivnog

fluida koji je po cijeloj unutrašnjosti konstantan do polovice polumjera zvijezde te onda naglo

pada i prelazi u negativne vrijednosti na površini zvijezde. Ostaje aktualno pitanje interpre-

tacije mase politropa, odnosno svih nevakuumskih rješenja konačnog polumjera (kompaktnih

objekata) u f (T ) gravitaciji. U modificiranim teorijama f (T ) gravitacije nema jedinstvenog

analitičkog vakuumskog rješenja te se u vezanju vakuuma i površine kompaktnog objekta ne

može odrediti metrička funkcija kojoj odgovara masa zvijezde. Takod̄er, definiranje mase iz

asimptotskog ponašanja metrike u beskonačnosti ne jamči istovjetnu definiciju ADM-ove mase

u općoj teoriji relativnosti s obzirom na to da nije jasno koliki udio gustoće energije f (T ) fluida

doprinosi asimptotskoj definiciji ADM-ove mase u f (T ) gravitaciji.
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6.3 Bozonske zvijezde u f (T ) modificiranim teorijama gra-

vitacije

U odjeljku koje slijedi ćemo proučavati primjer hipotetskih objekata koje nazivamo bozonskim

zvijezdama [99, 100]. One predstavljaju rješenje samogravitirajućih skalarnih polja u teoriji

gravitacije. Iako ih je uobičajeno zvati bozonskim zvijezdama zapravo se u većini literature,

kao i u ovom radu, pretpostavljaju objekti izgrad̄eni od skalarnog polja, a ne općenito od bilo

kojeg bozonskog polja. Skalarna su polja u standardnoj formulaciji ΛCDM teorije jedna od

glavnih komponenti tih teorija, te bi svakako bilo nužno istražiti skalarna polja u kontekstu

modificiranih teorija gravitacije, pogotovo u primordijalnim epohama svemira gdje je njihov

doprinos značajan [101]. Mogućnost nastanka supermasivnih bozonskih zvijezda u ranom sve-

miru bi mogla objasniti mnoga svojstva aktivnih galaktičkih jezgri [102]. Takod̄er, u početcima

proučavanja posljedica novopredloženih teorija često krećemo od njenih najjednostavnijih pri-

mjera. Stoga, krećemo od skalarnih polja, koja predstavljaju jedan od najjednostavnijih modela

materije, u modeliranju objekata u kovarijantnoj inačici modificiranih teorija f (T ) gravitacije.

Za skalarna bozonska polja ne vrijedi Paulijevo načelo isključenja, pa se postavlja pitanje kako

se bozonske zvijezde mogu oduprijeti gravitacijskom kolapsu? U originalnom članku [103],

gdje je bozonska zvijezda nazvana Klein-Gordonovim geonom, prikazan je sustav samograviti-

rajućeg skalarnog polja koji neće nužno doživjeti kolaps, nego će polje biti raspršeno po cijelom

prostoru prema Heisenbergovom načelu neodred̄enosti. Bozonska zvijezda nije kompaktna, me-

d̄utim područja najvećih vrijednosti skalarnog polja mogu se smatrati lokaliziranim s obzirom

na to da polje brzo opada s udaljenošću. U općoj teoriji relativnosti bozonske su zvijezde mo-

delirane skalarnim neinteragirajućim poljem i prvobitno su istražene u [104]. U tim radovima

dobivena je maksimalna masa bozonske zvijezde Mmax ∼M2
Planck/m, gdje je m masa skalarnog

polja. Iz tih rezultata zaključujemo da bozonske zvijezde moraju biti iznimno malih masa, pa ih

često nazivamo “mini bozonskim zvijezdama” [105]. U tom smislu njihova je astrofizička uloga

zanemariva, te se s vremenom izgubio interes za njihovo proučavanje. Iznenad̄enje je nastupilo

radom [106] gdje uvod̄enjem samointerakcije skalarnog polja dobivamo odnos Chandrasekha-

rovih masa fermionskih zvijezda i bozonskih zvijezda izrazom: M f ermion ∼ λ−1/4Mbozon gdje

je λ bezdimenzionalna konstanta vezanja samointeragirajućeg skalarnog polja. Ovaj rezultat u

načelu omogućuje opažanje takvog objekta asrofizičkim promatranjima, te je time vraćen in-

teres proučavanja bozonskih zvijezda. U ovom ćemo radu pokazati kako je moguće ostvariti

bozonsku zvijezdu astrofizičkih dimenzija i bez uvod̄enja samointerakcije skalarnog polja [49]

uz minimalno odstupanje od TEGR-a, f (T ) = T +αT 2/2. Takod̄er, pokazat će se da kvalita-

tivno ponašanje rješenja jednadžbi gibanja poprima sličan oblik kao u politropskim objektima

gdje možemo prepoznati neka opća svojstva teorije gravitacije tipa f (T ) = T +αT 2/2.
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6.3.1 Jednadžbe gibanja bozonske zvijezde u f (T ) gravitaciji

Krećemo od akcije u f (T ) gravitaciji uz minimalno vezanje s materijom

S =
∫ ( 1

2κ
f (T )+Lm

)
hd4x, (6.81)

gdje je h determinanta tetrade ha
µ , a lagranžijan materije za neinteragirajuće masivno komplek-

sno skalarno polje je

Lm =
1
2

gµν(∇̊µφ
∗
∇̊νφ + ∇̊µφ ∇̊νφ

∗)−m2
φ
∗
φ , (6.82)

gdje je ∇̊µ kovarijantna derivacija definirana koneksijom Levi-Civite. Bozonske zvijezde ćemo

rješavati u prirodnom sustavu jedinica c = 1 = }, iz čega slijedi G = 1/M2
Planck. U literaturi je

uobičajeno koristiti prirodni sustav jedinica u analizama bozonskih zvijezda te ćemo se i ovdje

držati ovakve prakse. U slučaju statičke sferne simetrije bilo bi prirodno pretpostaviti da ska-

larno polje ne ovisi o vremenu. Ipak, prema Derrickovom teoremu [107, 108] takva rješenja

bi bila nestabilna. Naime, Derrickov teorem tvrdi kako ne postoje regularna, statička, lokalizi-

rana rješenja nelinearnih jednadžbi skalarnih polja (nelinearnih Klein-Gordonovih jednadžbi) u

3 prostorne dimenzije. U skladu s gore navedenim primjenjujemo ansatz skalarnog polja oblika

φ(r, t) = φ(r)eiωt , (6.83)

gdje je φ(r) realna funkcija koja ovisi samo o radijalnoj koordinati r, a ω je frekvencija odnosno

kvant energije skalarnog polja. Iako skalarno polje nije statično, geometrija ostaje statična.

Moguće je uporabiti i druge metode kako bi se izbjegla ograničenja o kojima govori Derrickov

teorem, a koje su dane u [109, 110], te npr. ’t Hooftov i Polyakovljev monopol u kvantnoj teoriji

polja, no nećemo se njima baviti u ovom radu.

Za statičnu sfernosimetričnu konfiguraciju koristimo tetradu

ha
µ = diag(eΦ(r),eΛ(r),r,r sinθ), (6.84)

te iz metričke kompatibilnosti slijedi metrika

gµν = diag(e2Φ(r),−e2Λ(r),−r2,−r2 sin2
θ). (6.85)

Za ovaj izbor tetrade nužno je uvesti odgovarajuću Lorentzovu (spinsku) koneksiju od kojih su

neiščezavajuće komponente

Ar̂
ϑ̂ϑ

=−Aϑ̂
r̂ϑ =−1, Ar̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂
r̂ϕ =−sinϑ , Aϑ̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂

ϑ̂ϕ
=−cosϑ . (6.86)
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Na taj način za konkretnu f (T ) = T +αT 2/2 funkciju jednadžbe gibanja postaju opet (6.1)

G̊µν =
8πG
c4 Θ

µν

e f f =
8πG
c4 (Θµν + Θ̃

µν), (6.87)

gdje je Einsteinov tenzor (6.4) – (6.6)

G̊t
t = r−2

(
1− e−2Λ

(
1−2rΛ

′)) , (6.88)

G̊r
r = r−2

(
1− e−2Λ

(
1+2rΦ

′)) , (6.89)

G̊ϑ
ϑ = G̊ϕ

ϕ = r−1e−2Λ
((

Λ
′−Φ

′)(1+ rΦ
′)− rΦ

′′) , (6.90)

a doprinos f (T ) fluida dan je izrazima (6.11) – (6.13)

8πG
c4 Θ̃t

t =−αr−4e−4Λ

(
eΛ−1

)((
eΛ−1

)((
eΛ−5

)(
eΛ−1

)
−4r2 (2Φ

′′+Φ
′2))

+4rΛ
′
(

3
(

eΛ−1
)
+2
(

eΛ−3
)

rΦ
′
))

, (6.91)

8πG
c4 Θ̃r

r =−αr−4e−4Λ

(
eΛ−1

)(
eΛ−2rΦ

′−1
)((

eΛ−1
)(

eΛ +3
)
+2
(

eΛ−3
)

rΦ
′
)
,

(6.92)
8πG
c4 Θ̃ϑ

ϑ =
8πG
c4 Θ̃ϕ

ϕ = αr−4e−4Λ

((
eΛ−1

)((
eΛ +3

)(
eΛ−1

)2

+2r
(

Φ
′
(

eΛ−2e2Λ−4r2
Φ
′′+1

)
−2r2

Φ
′3 +3

(
eΛ−1

)
rΦ
′′+3

(
eΛ−1

)
rΦ
′2
))

+2rΛ
′
(

rΦ
′
(

2
(

2eΛ−3
)

rΦ
′−3

(
eΛ−3

)(
eΛ−1

))
−3
(

eΛ−1
)2
))

.

(6.93)

Treba još izraziti tenzor energije i impulsa za skalarno polje koje je dano definicijom (3.63)

hΘ
a

µ ≡
δ (hLM)

δhaµ
=⇒ Θ

a
µ =

∂LM

∂haµ
+hµ

aLM, (6.94)

iz kojeg slijede jednadžbe

Θt
t = e−2Λ

φ
′2 +φ

2(m2 + e−2Φ
ω

2) = ρ, (6.95)

Θr
r =−e−2Λ

φ
′2 +φ

2(m2− e−2Φ
ω

2) =−p, (6.96)

Θr
r = e−2Λ

φ
′2 +φ

2(m2− e−2Φ
ω

2) =−q. (6.97)
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Med̄utim, akciju (6.81) treba varirati i po skalarnom polju iz koje dobivamo Klein-Gordonovu

jednadžbu

∇̊
µ

∂µφ −m2
φ = 0, (6.98)

te kad je raspišemo dobivamo

rφ(ω2e−2Φ−m2)+ e−2Λ(φ ′(−rΛ
′+ rΦ

′+2)+ rφ
′′ = 0. (6.99)

Potrebne su nam tri nezavisne jednadžbe kako bi izračunali φ(r), Φ(r) i Λ(t). U našem pristupu

koristimo jednadžbe

G̊tt =
8πG
c4 (Θtt + Θ̃

tt), G̊ϑϑ =
8πG
c4 (Θϑϑ + Θ̃

ϑϑ ), (6.100)

i jednadžbu skalarnog polja (6.99). Ovdje ćemo takod̄er zbog složenosti sustava koristiti nume-

ričke metode.

6.3.2 Numerička procedura izračuna bozonskih zvijezda u f (T ) gravita-
ciji

Najviše derivacije koje sadrži sustav (6.100) su Φ′′(r), Λ′(r) i φ ′′(r). Primjećujemo da se za

razliku od politropskog sustava u Klein-Gordonovoj jednadžbi nalazi Φ(r), te ne možemo sma-

njiti stupanj funkcije Φ(r). Iz toga proizlazi kako nam treba ukupno 5 početnih uvjeta nužnih

za rješavanje Cauchijevog problema početnih vrijednosti. Takod̄er, uvodimo bezdimenzionalne

veličine

r̃ = mr, Ω =
ω

m
, α̃ = αm2, σ =

√
4πGφ =

√
4πφ/MPlanck, (6.101)

te koordinatu

x =
r̃

r̃+1
, (6.102)

kako bi suzili prostor s 0≤ r̃ ≤ ∞ na domenu 0≤ x < 1. Razvijamo jednadžbe u Laurentov red

oko nule te proučavamo divergentne članove

α e−4Λ(0)(eΛ(0)−1
)3(eΛ(0)−5

)
r−4 +O

(
r−3)= 0, (6.103)

α e−4Λ(0)(eΛ(0)−1
)3(eΛ(0)+3

)
r−4 +O

(
r−3)= 0, (6.104)

74



Nevakuumska rješenja i kompaktni objekti u f (T ) gravitaciji

iz čega zaključujemo da moramo nametnuti uvjet Λ(0) = 0. U sljedećem redu za Λ(0) = 0

dobivamo

4Λ
′(0)
(

1+2αΛ
′(0)
(
Λ
′(0)−2Φ

′(0)
))

r−1 +O
(
r0)= 0, (6.105)(

Λ
′(0)−Φ

′(0)
)(

1+2αΛ
′(0)
(
Λ
′(0)−2Φ

′(0)
))

r−1 +O
(
r0)= 0, (6.106)

φ
′(0)r−1 +O

(
r0)= 0, (6.107)

za koje mora biti Λ′(0) = 0, Φ′(0) = 0 i φ ′(0) = 0, što su isti uvjeti koji vrijede i u analizi

bozonskih zvijezda u općoj teoriji relativnosti [104]. Zanimljivo je primijetiti da u f (T ) = T +

αT 2/2 postoji još jedna alternativna mogućnost, naime uvjet Φ′(0) = Λ′(0)/2+1/(4αΛ′(0))

takod̄er zadovoljava uvjete iščezavanja brojnika u gornjem razvoju uz r−1. Ipak, taj uvjet ćemo

odbaciti, s jedne strane nastojimo održati sličnost s općom teorijom relativnosti kako bi lakše

usporedili rezultate, a s druge strane taj uvjet je problematičan u limesu α→ 0. Potencijalno bi

mogao biti zanimljiv u slučaju velikih α , no zbog velikih odstupanja u odnosu na opću teoriju

relativnosti takva teorija ne bi prošla standardne testove Sunčevog sustava. Konačno dobivamo

početne uvjete

Λ(0) = 0, Φ
′(0) = Λ

′(0) = φ
′(0) = 0, φ(0) = φ0, (6.108)

gdje posljednji uvjet karakterizira gustoću u središtu zvijezde te parametar koji odred̄uje razno-

likost bozonskih zvijezda za zadanu f (T ) teoriju. Parametar frekvencije Ω je a priori nepoz-

nanica čija je uloga svojstvene vrijednosti u problemu rubnih uvjeta. Dakle, oko točke x = 0

promatramo ponašanje jednadžbi polja koje rješavamo, na temelju tih podataka numerički evo-

luiramo rješenja do x = 1. Svojstvena vrijednost se nakon toga fino prilagod̄ava tako da budu

zadovoljeni rubni uvjeti

φ(x = 1) = 0. Λ(x = 1) = 0, Φ(x = 1) = 0, (6.109)

što odgovara asimptotskom približavanju ravnom prostoru gdje nema gravitacijskih učinaka.

Valja naglasiti kako postoji čitav skup svojstvenih vrijednosti koje zadovoljavaju isti početni

uvjet σ0, takav skup rješenja uključuje i pobud̄ena stanja. Takod̄er, već su dugo poznata rje-

šenja s čvorovima u skalarnom polju i u slučaju opće teorije relativnosti [104]. Vrijednost Ω0

definiramo kao osnovno (nepobud̄eno) stanje za ono rješenje koje ne sadrži čvorove (nodes). U

ovom radu analizirat ćemo samo nepobud̄ena stanja s obzirom na to da nakon dovoljno dugo

vremena zvijezde prelaze u osnovno stanje, te se smatra da su pobud̄ena rješenja nestabilna

[111, 112].
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6.3.3 Masa i broj čestica bozonske zvijezde

Za razliku od politropskih zvijezda bozonske zvijezde nisu kompaktne, te metrika asimptotski

postaje ravna. Ta činjenica nam omogućuje primjenu definicije iz opće teorije relativnosti,

naime gravitacijsku masu u slici opće teorije relativnosti

M = 4π

∫
∞

0
r2

ρe f f dr = 4π

∫
∞

0
r2(ρ + ρ̃)dr. (6.110)

Takod̄er, proučit ćemo broj čestica bozonske zvijezde

N =
∫

j0hd3x = 4π

∫
∞

0
j0eΛ+Φr2dr, (6.111)

gdje je h = det[ha
µ ], a j0 je očuvana Noetherina struja posljedica U(1) simetrije

jµ = i(φ∂
µ

φ
∗−φ

∗
∂

µ
φ) = 2e−2Φ

ωφ
2
δ

µ

0 . (6.112)

Kako bi usporedili učinke f (T ) gravitacije u odnosu na opću teoriju relativnosti najprije fiksi-

ramo σ(0) = σ0 =
√

4π0.1 te numerički računamo sustav jednadžbi gibanja za razne α̃ . Re-

zultati su vidljivi na slici 6.6. Vidljivo je da masa i broj čestica bozonske zvijezde rastu za

negativnije vrijednosti α̃ , dok se masa i broj čestica smanjuju povećanjem vrijednosti α̃ za

σ0 =
√

4π0.1. Zbog toga postoji mogućnost ostvarivanja astrofizičkih dimenzija bozonskih

zvijezda ovisno o parametru α̃ = αm2, odnosno parametrima α i m. Taj trend je bio uočen i u

slučaju politropskih zvijezda u istoj teoriji tipa f (T ) = T +αT 2/2. U blizini točke α̃ = 2 nu-

meričko rješavanje nije bilo moguće provesti. Promotrimo slučaj fiksnog parametra α̃ =−5 za

razne vrijednosti σ0. Učinci su prikazani na slici 6.7. U slučaju opće teorije relativnosti poveća-

njem središnje gustoće skalarnog polja σ0, masa i broj čestica opadaju, te ostvaruju maksimum

negdje u blizini σ0 ≈ 0.2. Taj je rezultat poznat iz [104]. Red veličine masa takvih zvijezda

u općoj teoriji relativnosti je Mmax ∼ M2
Planck/m, te takve zvijezde zovemo “mini bozonskim

zvijezdama”. Tek uvod̄enjem samointerakcije skalarnog polja postoji mogućnost ostvarivanja

većih masa koje mogu biti usporedive s fermionskim zvijezdama te je red veličine propor-

cionalan s korijenom parametra samointerakcije M ∼ λ 1/2MChandrasekhar = λ 1/2M3
Planck/m2

H

gdje je mH masa atoma vodika. Nasuprot tome zanimljiv je rezultat u slučaju modificirane

f (T ) = T +αT 2/2 za negativne parametre α̃ , konkretno za α̃ = −5 povećanjem vrijednosti

polja σ0 u središtu zvijezde, masa i broj čestica rastu. Naša numerička simulacija dostiže vri-

jednost σ0 = 1.4 te se ne može sa sigurnošću reći postoji li maksimum ili je on u beskonačnosti,

no u svakom slučaju vidljivo je kako za širi spektar parametra σ0 masa i broj čestica imaju

trend rasta. Zbog toga postoji indikacija da masa bozonske zvijezde nije nužno ograničena,

nego može poprimiti po volji velike vrijednosti. Taj rezultat je važan u kontekstu astrofizičkih

posljedica skalarnih polja. Iz toga slijedi kako više nije nužno uvod̄enje samointerakcije ska-
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Slika 6.6: Predstavljene su vrijednosti mase, broja čestica i frekvencije za razne α̃ pri fiksnoj središnjoj
vrijednosti polja σ0 =

√
4π×0.1.
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Slika 6.7: Predstavljene su vrijednosti mase, broja čestica i frekvencije skalarnog polja u ovisnosti o
središnjoj gustoći skalarnog polja σ0 za α̃ = 0 i α̃ = −5. Isprekidane linije predstavljaju masu, broj
čestica i frekvenciju u f (T ) gravitaciji, te analogno tome pune linije predstavljaju mase, broj čestica i
frekvenciju u općoj teoriji relativnosti. Deblje linije su mase u jedinicama M2

Planck/m, tanje linije su broj
čestica u M2

Planck/m2, a sive linije su frekvencije ω/m.

77



Nevakuumska rješenja i kompaktni objekti u f (T ) gravitaciji

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.4

0.6

0.8

1.0

Scalar field frequency ω /m

M
/(
M

P
la
n
c
k
2
/m

),
N
/(
M

P
la
n
c
k
/m

)2

Boson stars: α
˜
= 0 (solid), α

˜
= -5 (dashed)

Slika 6.8: Predstavljene su vrijednosti mase i broja čestica u ovisnosti o frekvencijama ω/m za α̃ = 0 i
α̃ = −5. Isprekidane linije predstavljaju masu i broj čestica u f (T ) gravitaciji, te analogno tome pune
linije predstavljaju mase i broj čestica u općoj teoriji relativnosti. Deblje linije su mase u jedinicama
M2

Planck/m, a tanje linije su broj čestica u M2
Planck/m2.

larnog polja za postizanje astrofizičkih dimenzija bozonskih zvijezda, kao što to zahtjeva opća

teorija relativnosti. Primjećujemo kako se na malim vrijednostima σ0 rezultat opće teorije rela-

tivnosti i f (T ) gravitacije neznatno razlikuju do točke σ0 ≈ 0.2 koja predstavlja vrijednost pri

kojoj se postiže maksimalna masa (broj čestica) bozonske zvijezde u općoj teoriji relativnosti,

dok u f (T ) ta točka ne predstavlja nikakav poseban status te nastavlja trend rasta. S druge

strane u općoj teoriji relativnosti postoji točka oko σ0 ≈ 0.4 gdje se masa i broj čestica sijeku,

odnosno točka u kojoj vrijedi M =Nm. Ta se točka često spominje kao kritična točka stabilnosti

[113, 114, 115, 116] ako shvatimo gravitacijsku masu kao zbroj masa konstituenata i energije

vezanja. Jer u slučaju M <Nm energija vezanja je negativna što ukazuje na stabilnost sustava, te

je taj uvjet zadovoljen približno za σ0 < 0.4, dok za σ0≥ 0.4 sustav bi mogao postati nestabilan.

Taj problem ne postoji u f (T ) = T +αT 2/2 teoriji gravitacije jer je masa zvijezde uvijek manja

od zbroja masa njenih konstituenata, dapače, rastom središnje vrijednosti skalarnog polja σ0 ta

razlika se još više povećava te energija vezanja postaje negativnija. Situacija je zanimljiva i sa

stanovišta frekvencije (kvanta energije) Ω = ω/m skalarnog polja gdje je u općoj teoriji njena

vrijednost ograničena i blago oscilira, dok u f (T ) gravitaciji ona monotono pada. Taj rezultat

se može interpretirati na način da je moguće konstruirati bozonske zvijezde s manjom energi-

jom kvanta skalarnog polja, ali s velikim brojem “čestica”. Na slici 6.8 je prikazana ovisnost

masa i broja čestica zvijezde o frekvenciji skalarnog polja Ω = ω/m. Tu je jasnije vidljivo da

je u općoj teoriji relativnosti kvant energije bozonskih zvijezda ograničen približno u intervalu

0.78 . ω/m . 1, dok u f (T ) = T +αT 2/2 za negativne parametre α frekvencija skalarnog
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polja nema ograničenja i može biti po volji mala. U slučaju pozitivnih vrijednosti α ovaj učinak

nije uočen već se frekvencijski raspon smanjio. Samim time taj rezultat ne predstavlja nikakvu

kvalitativnu razliku u odnosu na opću teoriju relativnosti.

6.3.4 Gustoća energije i tlak bozonske zvijezde

Kao i u slučaju politropskih objekata, i kod bozonskih zvijezda vrijedi proučiti ponašanje gus-

toće energije i tlakova kako bi se bolje shvatio učinak doprinosa dodatnog člana T 2/2 u akciji.

U tom smislu proučavamo rješenja u tzv. slici opće teorije relativnosti gdje komponente tenzora

Θ̃µν nazivamo “ f (T )-fluidom”. Slično kao kod politropskih zvijezda za pozitivne vrijednosti

parametra α numeričko rješavanje ubrzo postaje nestabilno, te nije moguće provesti numerički

račun nakon vrijednosti α̃ ≈ 2.05. Na slikama 6.9 predstavljamo ponašanje gustoća energija

i tlakova u kritičnom slučaju α̃ = 2.048 kako bi proučili moguće uzroke numeričke nestabil-

nosti. Opet, kao i u slučaju politropa za pozitivne vrijednosti parametra α efektivna gustoća

energije ρ̃ +ρ do polovice zvijezde je približno konstantna, te približno na koordinati x≈ 1/2

vrijednost efektivne gustoće energije ρ̃ + ρ počinje naglo padati. Efektivna gustoća ener-

gije naglo pada do vrijednosti ρ ≈ ρ0/2 te nakon toga nastavlja monotono padati. S druge

strane gustoća energije skalarnog polja ρ ima kvalitativno isto ponašanje kao u slučaju opće

teorije relativnosti. Nasuprot tome, vrijednost gustoće energije f (T ) fluida ρ̃ kreće od nule

u središtu zvijezde te njezina vrijednost raste s radijalnom koordinatom doprinoseći približno

konstantnoj vrijednosti gustoće energije efektivnog fluida ρ + ρ̃ . U blizini točke x = 1/2 vri-

jednost gustoće energije f (T ) fluida ρ̃ počinje strmo padati i poprimati negativne vrijednosti te

se asimptotski približavati vakuumskom rješenju u f (T ) gravitaciji. Taj strmi prijelaz je vjero-

jatno uzrok numeričkoj nestabilnosti, te je slična onoj u slučaju politropa, iz čega zaključujemo

kako su ti rezultati zajednički kompaktnim objektima u modificiranim teorijama gravitacije

tipa f (T ) = T +αT 2/2. Kao i u slučaju gustoće energije, radijalni i transverzalni tlak f (T )-

fluida su takod̄er iščezavajući u središtu zvijezde. Oni laganim rastom postižu maksimum u

blizini x = 1/2 =⇒ r = 1/m. Nakon toga strmo padaju i poprimaju negativne vrijednosti koje

asimptotski teže vakuumskom rješenju. Možemo zaključiti kako je u modificiranim teorijama

gravitacije tipa f (T ) = T +αT 2/2 doprinos članova T 2/2 zanemariv u odnosu na TEGR u oko-

lini “prijelaznog područja” bozonskih zvijezda modeliranim skalarnim poljem, kao i u slučaju

zvijezda modeliranim politropskom jednadžbom stanja. Osim toga vidljivo je iz slike 6.9 kako

postoji točka x∼ 1/2 u kojoj gustoća energije f (T ) fluida ima nultočku (mijenja predznak). Na

tom mjestu {tt} komponenta jednadžbe gibanja (6.1) ima sljedeći oblik

Gtt
∣∣∣
x∼1/2

= 8πGρ

∣∣∣
x∼1/2

. (6.113)
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Slika 6.9: Na slikama su prikazane komponente tenzora energije i impulsa skalarnog polja, f (T )-
fluida te efektivni fluid s parametrima σ0 =

√
4π × 0.1 i α̃ = 2.048. Gornja slika: efektivna gustoća

energije (puna linija), gustoća energije skalarnog polja (duga isprekidana linija), te gustoća energije
f (T ) fluida (kratka isprekidana linija). Donja slika: efektivni radijalni i transverzalni tlak (crna i siva
puna linija), radijalni i transverzalni tlak skalarnog polja (crne i sive duge isprekidane linije), te radijalni
i transverzalni tlak f (T ) fluida (crne i sive kratke isprekidane linije). Sve vrijednosti su normirane u
odnosu na gustoću energije u središtu zvijezde ρ0 = ρ(0) za svaki pojedini fluid. Tanka vertikalna linija
na slikama označava vrijednost koordinate x pri kojoj je vrijednost gustoće energije f (T ) fluida jednaka
nuli.
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Nadalje, s obzirom da iz slike 6.6 možemo iščitati da za konfiguraciju prikazanu na slici 6.9

vrijedi M ∼M2
Planck/2m, primijećujemo da se promjena predznaka gustoće energije f (T ) fluida

dogad̄a pri vrijednosti radijalne koordinate r ∼ 1/m koja približno odgovara radijalnoj koordi-

nati rSch = 2M/M2
Planck na kojoj bi se u općoj teoriji relativnosti nalazio horizont Schwarzchil-

dove crne rupe čija masa odgovara masi M ovdje konstruirane bozonske zvijezde. Ova slutnja

je rezultat numeričkog modeliranja brojnih konfiguracija, no ipak, na temelju toga ne možemo

zaključiti i analitički potvrditi općenitu nužnost tih rezultata u svim slučajevima.

Jedno od ključnih pitanja u kontekstu bozonskih zvijezda je pitanje stabilnosti. Uz analizu

odnosa energije vezanja i ukupne mase zvijezde potrebno je analizirati stabilnost zvijezde u

kontekstu drugih teorija stabilnosti. Postoji nekoliko teorija koje se bave stabilnostima bozon-

skih zvijezda u općoj teoriji relativnosti. Najčešće provodimo linearnu analizu stabilnosti koja

podrazumijeva proučavanje vremenske evolucije infinitezimalnih smetnji oko ravnotežnog po-

ložaja. U općoj teoriji relativnosti taj je postupak dan svojstvenom jednadžbom za linearne

smetnje koja odred̄uje normalne modove i frekvencije za danu konfiguraciju [117, 118]. Na

temelju tih rezultata, te iz teorema o stabilnosti [114], može se zaključiti stabilnost zadane kon-

figuracije. Za viša energijska stanja (za pobud̄ena stanja), koristi se često Hamiltonov pristup

analizi stabilnosti [119] gdje broj čestica nije nužno očuvan te je pokazano da su pobud̄ena

stanja bozonske zvijezde u općoj teoriji relativnosti nestabilna [111]. Otkrićem teorije o kaosu

[120] 60-ih godina nastao je veliki interes usmjeren ka proučavanju dinamičkih sustava. Jedna

grana bifurkacijskih teorija je teorija katastrofe [121] iz koje su izvedeni rezultati stabilnosti

bozonskih zvijezda koje se podudaraju s rezultatima linearnih analiza smetnji [122, 123]. Od

najnovih analiza stabilnosti spomenut ćemo pojam konfiguracijske entropije, [124] koja je ta-

kod̄er u skladu s ranijim rezultatima analize stabilnosti bozonskih zvijezda. Med̄utim, najčešće

je za takve analize potrebno imati vremenski ovisnu tetradu u f (T ) gravitaciji, koja trenutno još

nije pronad̄ena. U sljedećem poglavlju bavit ćemo se tim problemom kako bi detaljnije istražili

kovarijantnu formulaciju f (T ) gravitacije u kontekstu vremenski i prostorno ovisne tetrade.
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Poglavlje 7

Vremenski ovisna tetrada u f (T )

gravitaciji

Problem vremenske ovisnosti u sfernosimetričnim konfiguracijama predstavlja jedan od većih

izazova u f (T ) gravitaciji. Ovdje će se proučiti mogućnosti i ograničenja postavljanja takvih

jednadžbi gibanja, te će se pokušati jasnije razumjeti uzrok takvog ponašanja teorije.

7.1 Problem neinvarijantnosti jednadžbi gibanja u slučaju

vremenske ovisnosti

Jedno od otvorenih pitanja u f (T ) gravitaciji je pitanje postojanja jednadžbi gibanja koje su

invarijantne s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije tetrade u slučaju nestatičke sferne

simetrije [125]. Primjene nestatičkih tetrada su nužne u razumijevanju i opisu gravitacijskog

kolapsa u f (T ) teorijama gravitacije, no osim toga nemogućnost postavljanja kovarijantnih

jednadžbi gibanja u općenitim geometrijama predstavlja veliki teorijski izazov u f (T ) teorijama

gravitacije. Ako bi takva nemogućnost bila sadržana u samoj teoriji, a ne samo njena tehnička

poteškoća, onda bi valjanost takve teorije bila dovedena u pitanje. Drugim riječima slijedilo

bi to da se ne može konstruirati kovarijantna teorija f (T ) gravitacije. Najnoviji radovi koji

se bave pitanjem vremenske i prostorne ovisnosti su uglavnom rad̄eni u području kozmologije

[126, 127, 128]. U kozmologiji je potrebno uvesti prostornu ovisnost u metričkom tenzoru za

općenito pozitivne ili negativne zakrivljene prostore na sljedeći način

gµν = diag(1,− a(t)2

1− kr2 ,−a(t)2r2,−a(t)2r2 sin2
ϑ), (7.1)

gdje parametar k predstavlja odstupanje od ravnog prostora, odnosno definira pozitivnu zakriv-

ljenosti za k = +1, odnosno negativnu zakrivljenost za k = −1. Na temu općenitih nestatičkih
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sfernosimetričnih prostora, čija je metrika oblika

gµν = diag(A(r, t)2,−B(r, t)2,−r2,−r2 sin2
ϑ), (7.2)

za sada nisu objavljeni radovi koji se eksplicitno bave tom problematikom. U ovom poglav-

lju usredotočit ćemo se na konkretan oblik nestatičkih sfernosimetričkih geometrija te ćemo

potražiti mogućnost postavljanja kovarijantnih jednadžbi gibanja u f (T ) gravitaciji.

7.2 Vremenski ovisne jednadžbe gibanja u f (T ) gravitaciji

7.2.1 FLRW metrike općenite zakrivljenosti

Krećemo od Friedmann–Lemaître–Robertson–Walkerove (FLRW) metrike koja predstavlja prvi

istraženi oblik koji kombinira vremensku ovisnost (faktor skale) i prostornu ovisnost (član koji

odred̄uje pozitivnu, negativnu zakrivljenost ili ravni prostor). Metrika FLRW je

gµν = diag(1,− a(t)2

1− kr2 ,−a(t)2r2,−a(t)2r2 sin2
ϑ), (7.3)

te u skladu s tom metrikom možemo konstruirati tetradu jednostavnog oblika

ha
µ = diag(1,− a(t)√

1− kr2
,−a(t)r,−a(t)r sinϑ), (7.4)

koja naravno, zadovoljava uvjet metričke kompatibilnosti

gµν = ηabha
µhb

ν . (7.5)

Jednadžbe gibanja možemo izračunati iz kovarijantne formulacije f (T ) gravitacije dane u [34]

koja je izvedena u odjeljku 4.45

1
h

fT ∂ν(hSa
µν)+ fT T Sa

µν
∂νT − fT T b

νaSb
νµ + fT Ab

aνSb
νµ +

1
4

f (T )ha
µ =

8πG
c4 Θa

µ . (7.6)

Primjećujemo da nam nedostaje Lorentzova (spinska) koneksija Ab
aν za proizvoljan izbor te-

trade (7.4), te jedan od glavnih izazova s kojima se susreće f (T ) gravitacija, kako bi očuvala

kovarijantnost, jest upravo problem pronalaska Lorentzove koneksije za proizvoljan izbor te-

trade. U [34] autori predlažu uvjet iščezavanja tenzora torzije

T a
µν(ha

(r)µ ,A
a

bµ) = 0, (7.7)
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gdje je ha
(r)µ = ha

µ |G→0 što predstavlja referentnu tetradu za koju, po pretpostavci, gravitacijski

učinci iščezavaju, te je onda jedino što preostaje inercijska Lorentzova koneksija koja predstav-

lja neinercijske učinke kao posljedicu Lorentz transformirane tetrade. Tim pristupom odredili

smo komponente inercijske Lorentzove koneksije (4.87). Referentna tetrada koja bi predstav-

ljala iščezavanje tenzora torzije je

ha
(r)µ = diag(1,−1,−r,−r sinϑ), (7.8)

koja je rezultat uvjeta a→ 1 i k→ 0. Za taj izbor dobivamo iste spinske koneksije kao u (4.87)

Ar̂
ϑ̂ϑ

=−Aϑ̂
r̂ϑ =−1, Ar̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂
r̂ϕ =−sinϑ , Aϑ̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂

ϑ̂ϕ
=−cosϑ , (7.9)

te koristivši ovakvu Lorentzovu koneksiju dobivamo jednadžbe gibanja

Htt =
1

2r4a4

(
4r2a2 fT

(
3r2ȧ2 +2kr2 +

√
1− kr2−1

)
+ r4a4 f (T )+

16
(

kr2
(√

1− kr2−3
)
−4
√

1− kr2 +4
)

fT T

)
= 8πGΘtt , (7.10)

Hrr =
1

2r2a6

((
kr2−1

)(
4r2a3ä fT +16ȧ2 fT T

(
3r2ȧ2 + kr2

(
1− 2√

1− kr2

)
+

2√
1− kr2

−2
)
+

4a2 fT

(
2r2ȧ2 + kr2 +

√
1− kr2−1

)
−48r2aȧ2ä fT T + r2a4 f (T )

))
= 8πGΘrr, (7.11)

Hrt =−
8ȧ fT T

r3a5

(√
1− kr2

(
kr2 +2

√
1− kr2−2

))
= 0, (7.12)

Htr =−
8ȧ fT T

r3a5

((
kr2 +

√
1− kr2−1

)(
−3r2aä+3r2ȧ2 + kr2 +2

√
1− kr2−2

))
= 0.

(7.13)

Vidljivo je da su jednadžbe (7.12) i (7.13), odnosno antisimetričnost H[µν ] = 0, zadovoljene

samo ako vrijedi f (T ) = T + konst. ili ako je prostor ravan k = 0. Time zaključujemo da (7.9)

ne može biti dobar izbor Lorentzove koneksije za tetradu (7.4). Nedavno je predloženo [128]

da se promatra Riemannov tenzor kao osnovni kriterij isključivanja gravitacijskog med̄udjelo-
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vanja, dakle ako koneksija zadovoljava uvjet iščezavanja Riemannovog tenzora tada možemo

smatrati da nema gravitacijskog med̄udjelovanja. Drugim riječima možemo izračunati Rieman-

nov tenzor za zadanu metriku, odnosno metrički kompatibilnu tetradu

R̊a
bνµ = ∂ν Åa

bµ −∂µ Åa
bν + Åa

eν Åe
bµ − Åa

eµ Åe
bν . (7.14)

Pristup koji predlažu u [128] je pronaći uvjete metričkih funkcija pod kojima R̊a
bνµ iščezava, na

taj način je osigurana iščezavajuća zakrivljenost. S druge strane dobivene uvjete nad metričkim

funkcijama uvrštavamo u Lorentzovu koneksiju Åa
bµ pri čemu ona sad prelazi u čisto inercij-

sku Lorentzovu koneksiju i predstavlja samo neinercijske učinke. Kao primjer može poslužiti

upravo metrika (7.3)

gµν = diag(1,− a(t)2

1− kr2 ,−a(t)2r2,−a(t)2r2 sin2
ϑ), (7.15)

čija je odgovarajuća metrički kompatibilna tetrada (7.4)

ha
µ = diag(1,− a(t)√

1− kr2
,−a(t)r,−a(t)r sinϑ). (7.16)

Najprije iz metričkog tenzora računamo komponente Riemannovog tenzora

R̊t
rtr =−R̊t

rrt =
äa

1− kr2 , R̊t
ϑ tϑ =−R̊t

ϑϑ t = r2aä, R̊t
ϕtϕ =−R̊t

ϕϕt = r2 sin2
ϑaä,

(7.17)

R̊i
tti =−R̊i

tit =
ä
a
, R̊r

ϑϑr =−R̊r
ϑrϑ =−r2(k+ ȧ2), (7.18)

R̊r
ϕϕr =−R̊r

ϕrϕ = R̊ϑ
ϕϕϑ =−R̊ϑ

ϕϑϕ = R̊ϕ
ϑϑϕ =−R̊ϕ

ϑϕϑ =−r2 sin2
ϑ(k+ ȧ2), (7.19)

R̊ϑ
rϑr = R̊ϑ

rrϑ = R̊ϕ
rϕr =−R̊ϕ

rrϕ =
k+ ȧ2

1− kr2 , (7.20)

gdje indeks i opisuje prostorne koordinate, odnosno i = r,ϑ ,ϕ . Iz jednadžbe (2.19) Lorentzova

koneksija koju dobivamo za zadanu tetradu (7.4) je

Åa
bµ = ha

ν∂µhb
ν +ha

ν Γ̊
ν

ρµhb
ρ ≡ ha

ν∇̊µhb
ν , (7.21)

čije neiščezavajuće komponente glase

Åt̂
r̂r = År̂

t̂r =
ȧ√

1− kr2
, Åt̂

ϑ̂ϑ
= Åϑ̂

t̂ϑ = ȧr, Åt̂
ϕ̂ϕ = Åϕ̂

t̂ϕ = ȧr sinϑ , (7.22)

85



Vremenski ovisna tetrada u f (T ) gravitaciji

År̂
ϑ̂ϑ

=−Åϑ̂
r̂ϑ =−

√
1− kr2, År̂

ϕ̂ϕ =−Åϕ̂
r̂ϕ =−

√
1− kr2 sinϑ , (7.23)

Åϑ̂
ϕ̂ϕ =−Åϕ̂

ϑ̂ϕ
=−cosϑ . (7.24)

Tražimo uvjete metričkih funkcija za koje Riemannov tenzor iščezava, što odgovara dobivanju

linearne koneksije Γρ
µν u kojoj iščezava zakrivljenost. Taj uvjet glasi

ä = 0, ȧ2 =−k. (7.25)

Rješavanjem gornjih uvjeta dolazimo do

a(t) =
√
−kt. (7.26)

Dobiveno rješenje uvrštavamo u Lorentzovu koneksiju (7.27) – (7.29) iz čega slijedi pripadna

Lorentzova koneksija s elementima

At̂
r̂r = Ar̂

t̂r =

√
−k√

1− kr2
, At̂

ϑ̂ϑ
= Aϑ̂

t̂ϑ =
√
−kr, At̂

ϕ̂ϕ = Aϕ̂
t̂ϕ =

√
−kr sinϑ , (7.27)

Ar̂
ϑ̂ϑ

=−Aϑ̂
r̂ϑ =−

√
1− kr2, Ar̂

ϕ̂ϕ =−Aϕ̂
r̂ϕ =−

√
1− kr2 sinϑ , (7.28)

Aϑ̂
ϕ̂ϕ =−Aϕ̂

ϑ̂ϕ
=−cosϑ . (7.29)

Na taj način smo osigurali Lorentzovu koneksiju koja ne sadrži zakrivljenost, te predstavlja

isključivo neinercijske doprinose za (7.4) izbor tetrade. Skalar torzije u ovom slučaju je

T =−6(ȧ−
√
−k)2

a2 , (7.30)

a jednadžbe gibanja glase

Htt =
6 fT ȧ

(
ȧ−
√
−k
)

a2 +
f (T )

2
, (7.31)

Hrr =
1

2a4

(
kr2−1

)(
6 fT

(√
−k− ȧ

)2
+2 fT

(
2aä+ ȧ2 + k

)
−

48 fT T
(√
−k− ȧ

)2 (aä+
√
−kȧ− ȧ2)

a2 + f (T )a2
)
, (7.32)

te su nedijagonalni članovi jednaki nuli. Na taj način vidimo da su jednadžbe gibanja uistinu

invarijantne s obzirom na lokalne Lorentzove transformacije čija je matrica dana izrazom [128]
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Λ
a
b =



√
1− kr2 −

√
−kr 0 0

−
√
−kr sinϑ cosϕ

√
1− kr2 sinϑ cosϕ cosϑ cosϕ −sinϕ

−
√
−kr sinϑ sinϕ

√
1− kr2 sinϑ sinϕ cosϑ sinϕ cosϕ

−
√
−kr cosϑ

√
1− kr2 cosϑ −sinϑ 0,


(7.33)

za koju dobivamo vlastitu tetradu (posebne tetrade za koju vrijedi Aa
bµ

= 0)

ha
µ =



√
1− kr2 −

√
−ka/

√
1− kr2 0 0

−
√
−kr sinϑ cosϕ asinϑ cosϕ racosϕ cosϑ −rasinϕ sinϑ

−
√
−kr sinϑ sinϕ −asinϑ sinϕ racosϑ sinϕ rasinϑ cosϕ

−
√
−kr cosϑ acosϑ −rasinϑ 0,


(7.34)

za koju su jednadžbe gibanja ostale nepromijenjene, kao i skalar torzije.

7.2.2 FLRW-ova metrika s općenitom radijalnom funkcijom

Kako bi proučili postupak predlažen u [128] primijenit ćemo ga na nešto općenitiju geometriju

npr.

gµν = diag(1,− a(t)2

1+ f (r)
,−a(t)2r2,−a(t)2r2 sin2

ϑ), (7.35)

gdje je f (r) neka općenita funkcija radijalne koordinate. Najjednostavnija metrički kompati-

bilna tetrada je

ha
µ = diag(1,− a(t)√

1+ f (r)
,−a(t)r,−a(t)r sinϑ). (7.36)

Sljedeći korak je računanje Riemannovog tenzora te traganje pod kojim uvjetima je on jednak

nuli. Traženi Riemannov tenzor je

R̊t
rtr =−R̊t

rrt =
äa

1− f (r)
, R̊t

ϑ tϑ =−R̊t
ϑϑ t = r2aä, R̊t

ϕtϕ =−R̊t
ϕϕt = r2 sin2

ϑaä,

(7.37)

R̊i
tti =−R̊i

tit =
ä
a
, R̊r

ϑϑr =−R̊r
ϑrϑ =−1

2

(
2rȧ2 +

d f
dr

)
, (7.38)

87



Vremenski ovisna tetrada u f (T ) gravitaciji

R̊r
ϕϕr =−R̊r

ϕrϕ = R̊ϑ
ϕϕϑ =−R̊ϑ

ϕϑϕ = R̊ϕ
ϑϑϕ =−R̊ϕ

ϑϕϑ =−1
2
− sin2

ϑ

(
2rȧ2 +

d f
dr

)
,

(7.39)

R̊ϑ
rϑr = R̊ϑ

rrϑ = R̊ϕ
rϕr =−R̊ϕ

rrϕ =
2rȧ2 + f ′(r)
2r−2r f (r)

. (7.40)

Uvjeti pod kojima Riemannov tenzor iščezava su

ä = 0, ȧ2 =− f (r)
r2 , ȧ2 =− 1

2r
d f
dr

, (7.41)

s obzirom na to da je a(t) funkcija vremena, a f (r) prostorne koordinate r tada su gornji uvjeti

zadovoljeni jedino uz f (r) = kr2, što odgovara kozmološkom slučaju općenite zakrivljenosti.

Tada slijedi da je izraz za Lorentzovu koneksiju dan kao u (7.27) – (7.29). Računamo antisime-

trični dio jednadžbe gibanja i dobivamo

H[tr] =
1

r3a5
√

f (r)+1(kr2 +1)3/2 4 fT T

(
( f (r)+1)

(√
k− ȧ

)(√
kr3ȧ

((
kr2 +1

)
f ′(r)−

2kr
)
−2 f (r)

(
k3/2r4ȧ+ kr2

(√
f (r)+1

√
kr2 +1−3

)
+
√

f (r)+1
√

kr2 +1−

2k2r4−2
)
−2k2r5 f ′(r)−3kr3 f ′(r)+ r

√
f (r)+1

√
kr2 +1 f ′(r)+

kr3
√

f (r)+1
√

kr2 +1 f ′(r)− r f ′(r)−4kr2
√

f (r)+1
√

kr2 +1−

4
√

f (r)+1
√

kr2 +1+4k2r4 +6kr2 +4
)
−

2
(
kr2 +1

)(√
f (r)+1

√
kr2 +1− f (r)−1

)(√
kr2aä

(
2
√

f (r)+1
√

kr2 +1+ f (r)+1
)
+

3r2
√

f (r)+1
√

kr2 +1ȧ3−2
√

kr2ȧ2
(

2
√

f (r)+1
√

kr2 +1+ f (r)+1
)
+

ȧ
(
−3r2a

√
f (r)+1

√
kr2 +1ä+ f (r)

(
−
√

f (r)+1
√

kr2 +1+4kr2 +2
)
−

2
√

f (r)+1
√

kr2 +1+4kr2 +2
)))

, (7.42)

koja ne iščezava, te time narušava lokalnu Lorentzovu invarijantnost jednadžbi gibanja. Gor-

nja jednadžba je nula samo ako je f (r) = kr2, odnosno ograničena je samo na FLRW metriku

općenite zakrivljenosti. Time niti kriterij iščezavanja Riemannovog tenzora ne osigurava inva-

rijantnost jednadžbi gibanja s obzirom na izbor tetrade u kovarijantnim formulacijama teorije

gravitacije tipa f (T ).
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7.2.3 Pristup vremenski ovisnih tetrada u vlastitim sustavima

Cilj nam je pronaći vlastitu tetradu kako bismo zadovoljili antisimetrični dio jednadžbe gibanja

H[µν ] = 0. Postupak je identičan postupcima u ranijim formulacijama temeljenima na načelu

apsolutnog paralelizma gdje se nastoji pronaći “dobra" tetrada. Prednost ovih analiza je ta što

je Lorentzova koneksija nula, te je u nekim slučajevima taj postupak jednostavniji. Ovaj postu-

pak se u literaturi često spominje kao rješavanje sustava u Weitzenböckovom baždarenju [126].

Ipak, u tom pristupu nešto je teže pronaći metrički kompatibilnu tetradu, te njome računati

jednadžbe gibanja. No, jednom kada se pronad̄e vlastita tetrada, tada možemo Lorentzovom

transformacijom ponovno prijeći u sustav s neiščezavajućom Lorentzovom koneksijom, no jed-

nostavnijom tetradom.

Problematičan član koji narušava simetričnost jednadžbi gibanja u f (T ) gravitaciji dan je

jednadžbom (4.48)

H [µν ] = fT T S[νµ]α
∂αT = 0, (7.43)

gdje je ključno razumijeti ponašanje superpotencijala Sνµα . Superpotencijal sadrži antisimetrič-

nost u zadnja dva indeksa Sνµα = −Sναµ . Osim te simetrije možemo zaključiti da je najlakše

zadovoljiti gornji uvjet uz

S[νµ]t = 0, S[νµ]r = 0. (7.44)

Članovi S[νµ]ϑ i S[νµ]ϕ ne moraju nužno iščezavati jer, po pretpostavci skalar torzije ne ovisi

o ϑ i ϕ , iz čega će članovi u kontrakciji S[νµ]ϑ ∂ϑ T i S[νµ]ϕ∂ϕT iščeznuti. Superpotencijal

ima upravo takvo ponašanje u slučajevima statične sferne simetrije gdje je dovoljno zadovoljiti

S[νµ]r = 0.

U skladu s gornjim pretpostavkama krećemo od najopćenitije tetrade u Weitzenböckovom

baždarenju [129]

ha
µ =



C1 C2 0 0

C3 sinϑ cosϕ C4 sinϑ cosϕ C5 cosϕ cosϑ −C6 sinϕ −sinϑ(C5 sinϕ +C6 cosϑ cosϕ)

C3 sinϑ sinϕ C4 sinϑ sinϕ C5 sinϕ cosϑ −C6 cosϕ sinϑ(C5 cosϕ−C6 cosϑ sinϕ)

C3 cosϑ C4 cosϑ −C5 sinϑ C6 sin2
ϑ ,


(7.45)

gdje su Ci(t,r) funkcije vremena i prostorne koordinate r. Gore navedena tetrada je metrički

kompatibilna s metrikom

ds2 = (C2
1−C2

3)dt2−2(C3C4−C1C2)dtdr− (C2
4−C2

2)dr2− (C2
5 +C2

6)(dϑ
2 + sin2

ϑdϕ
2),

(7.46)
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gdje zahtijevamo

C5(r)2 +C6(r)2 = r2, C3C4−C1C2 = 0, (7.47)

kako bi dobili općenitu vremenski ovisnu sfernosimetričnu metriku

gµν = diag(A(t,r),−B(t,r),−r2,−r2 sin2
ϑ). (7.48)

Najprije možemo provjeriti slučaj statičke sferne simetrije u kojima funkcije Ci(r) ovise samo

o radijalnoj koordinati r. U tom slučaju potrebno je zadovoljiti uvjet S[νµ]r = 0. Neiščezavajuće

komponente su tada

Srtr =− 2C3(r)C5(r)
(C5(r)2 +C6(r)2)(C2(r)C3(r)−C1(r)C4(r))2 , (7.49)

Sϑϕr =
C1(r)C6(r)

sinϑ (C5(r)2 +C6(r)2)
2
(C2(r)C3(r)−C1(r)C4(r))

, (7.50)

iz čega dobivamo da mora vrijediti ili C3 = 0 i C6 = 0 ili C5 = 0 i C1 = 0. Uz prigodan izbor

ostalih funkcija, ovi nas slučajevi dovode do poznatih tetrada u kojima Lorentzova koneksija

iščezava (4.88).

Pokušat ćemo primijeniti istu metodu u slučaju vremenski ovisne sferne simetrije gdje pro-

učavamo uvjete (7.44). Nakon kraćeg računa dobivamo

Strt =
−2C4C5 +2C′5C5 +2C6C′6(
C2

5 +C2
6

)
(C2C3−C1C4)2 , Srtr =

−2C3C5(
C2

5 +C2
6

)
(C2C3−C1C4)2 , (7.51)

Sϕϑ t =−Sϑϕt =
C2C6

sinϑ
(
C2

5 +C2
6

)
(C2C3−C1C4)2 , (7.52)

Sϕϑr =−Sϑϕr =− C1C6

sinϑ
(
C2

5 +C2
6

)
(C2C3−C1C4)2 . (7.53)

Posljednja dva izraza mogu iščeznuti u slučaju C6 = 0 ili C1 = C2 = 0, med̄utim funkcije C1

i C2 ne smiju istovremeno biti nula jer bi nazivnik u (7.51) divergirao. Stoga uzimamo uvjet

C6 = 0 iz čega slijedi da je C5 = r iz (7.47). Na taj način slijedi da izrazi (7.51) mogu iščeznuti

samo ako su istovremeno funkcije C3 = C4 = 0, med̄utim taj odabir uzrokuje problematično

ponašanje nazivnika (7.51) te bi, takod̄er iz (7.47) uslijedilo da funkcija C1 ili funkcija C2 mora

iščeznuti. Ova metoda se, nažalost opet pokazuje kao neadekvatna u traganju vremenski ovisne

tetrade u modificiranim teorijama gravitacije tipa f (T ). Iz toga slijedi da je nužno riješiti sustav

fT T S[µν ]ρ
∂ρT = 0, (7.54)
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kako bi se dobile smislene jednadžbe gibanja. Spomenute jednadžbe gibanja, kako je pokazano

u gornjim analizama, nije moguće dobiti algebarskim putem nego je potrebno riješiti neline-

arne diferencijalne jednadžbe za pomoćne funkcije Ci. Takod̄er, nije jasno gubi li se neki broj

stupnjeva slobode u izračunu metričkih funkcija kako bi se zadovoljila simetričnost jednadžbi

gibanja.

Možemo zaključiti kako se problem Lorentzove neinvarijantnosti jednadžbi gibanja nije

u potpunosti riješio kovarijantnom formulacijom f (T ) gravitacije te da se primjer vremenski

ovisne tetrade pokazao jednako problematičnim kao i u Weitzenböckovom baždarenju. Uvod̄e-

njem Lorentzove (spinske) koneksije u f (T ) teorijama činilo se da je postavljena kovarijantna

formulacija f (T ) teorija gravitacije. Taj se pristup pokazao ispravnim u slučaju statičke sferne

simetrije (4.85) s rezultirajućim jednadžbama gibanja (4.95) – (4.97) koje su se koristile u ovom

radu. Med̄utim, slučajevi geometrija danih oblikom (7.35) i tetradom oblika (7.45) služe kao

protuprimjeri. Jednadžbom (7.42) pokazano je kako nije zadovoljen uvjet iščezavanja antisime-

tričnog dijela jednadžbe gibanja (7.43). U TEGR-u taj problem nije vidljiv na razini jednadžbi

gibanja jer je fT T = 0 čime je uvjet (7.43) zadovoljen, a jednadžbe gibanja su invarijantne s

obzirom na lokalne Lorentzove transformacije tetrade. Gore navedene poteškoće upućuju na

dublji problem s kojim se suočavaju modificirane teorije gravitacije tipa f (T ).

Osim problema nalaženja jednadžbi gibanja u kojima je prisutna vremenska ovisnost, f (T )

teorije gravitacije se susreću s još nekim neistraženim područjima. U preglednom članku [130]

ukratko su opisani izazovi i perspektive s kojima se susreću teorije gravitacije temeljene na

torziji. Spomenut ćemo neke od najvažnijih:

• Problem nalaženja egzaktnih rješenja crnih rupa: Do sada su pronad̄ena numerička i per-

turbativna rješenja u nekim posebnim slučajevima f (T ) teorija, no za sada nisu pronad̄ena

egzaktna rješenja crnih rupa. U odjeljku 5.1.1 ovog rada pronad̄ena su egzaktna vakuum-

ska rješenja za slučajeve f (T ) gravitacija oblika (5.12), no takve teorije, kao što je ranije

rečeno, ne možemo smatrati valjanim teorijama gravitacije.

• Problem nalaženja općenitih aksijalno simetričnih jednadžbi gibanja: U [131] pronad̄eni

su samo posebni slučajevi aksijalno simetričnih rješenja, odnosno jednadžbe gibanja koje

opisuju sporo rotirajuće crne rupe. Ipak, nedostaju jednadžbe gibanja koje bi opisivale

brzo rotirajuće crne rupe.

• Galaktičke rotacijske krivulje: U ovom polju ima vrlo malo radova, tek npr. [132] gdje

su pronad̄ena generička rješenja te nije provedena usporedba sa stvarnim astrofizičkim

promatranjima.

• Singulariteti: U teorijama temeljenima na zakrivljenosti analiza singulariteta se najčešće

provodi pomoću Kretschmannovog skalara, med̄utim u teleparalelnim teorijama singu-
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lariteti mogu imati različita svojstva od onih u teorijama temeljenima na zakrivljenosti

[133]. Zbog toga postoji potreba za konstrukcijom novih skalara s pomoću kojih bismo u

teleparalelnim teorijama proučili takve nove tipove singulariteta.

• 3+1 numeričke simulacije: U f (T ) teorijama gravitacije za sada nije korišten 3+1 nu-

merički formalizam koji potencijalno može poboljšati numeričko riješavanje jednadžbi u

teorijama gravitacije [134].
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Poglavlje 8

Zaključak

U ovom radu smo proučavali modificiranu teoriju gravitacije tipa f (T ) koja je osnovana na

torziji, a ne na zakrivljenosti. Tu smo se prije svega bavili analizom sfernosimetričnih konfi-

guracija u kojima nalazimo vakuumska rješenja kao i neke primjere nevakuumskih rješenja. U

analizu nevakuumskih rješenja ulaze sfernosimetrični objekti modelirani politropskom jednadž-

bom stanja kao i bozonske zvijezde.

Teorija koju smo koristili je tzv. kovarijantna formulacija f (T ) gravitacije gdje je, kako je do

sada prikazano, očuvana lokalna Lorentzova invarijantnost u lagranžijanu, kao i u jednadžbama

gibanja s obzirom na izbor tetrade.

Proučavanjem vakuumskih rješenja pronašli smo uvjete nad funkcijama f (T ) pod kojima je

skup vakuumskih rješenja beskonačan. Takve teorije ne prihvaćamo kao valjane teorije te nam

zadani uvjeti mogu poslužiti kao jedan od dodatnih testova uz standardne testove Sunčevog

sustava. Time smo se ograničili na konkretan oblik f (T ) = T +αT 2/2 koji potencijalno može

ostati valjana modifikacija s obzirom na gore navedene testove. Takod̄er, uvedeni kvadratni član

u skalaru torzije predstavlja prvi član u Taylorovom razvoju neke hipotetski “prave” funkcije

f (T ) koja bi pravilno prikazivala učinke kvantne gravitacije. Naravno, ovakav stav očekuje

postojanje neke “prave” kvantnogravitacijske funkcije f (T ), med̄utim stav autora ovog rada

jest da funkcija f (T ) može predstavljati samo efektivne učinke kvantne gravitacije. Kvantiza-

cija gravitacijskog med̄udjelovanja će vjerojatno zahtijevati temeljnu promjenu razumijevanja

prostora i vremena kao i materije.

Nakon analitičkog računa vakuumskih jednadžbi gibanja usredotočili smo se na perturba-

tivnu analizu za konkretnu funkciju oblika f (T ) = T +αT 2/2. Naime, za taj oblik nije bilo mo-

guće pronaći analitička rješenja te je prvi korak bio proučiti perturbativno ponašanje. Dobiveno

ponašanje je slično Schwarzchildovom rješenju na velikim udaljenostima od središta simetrije,

dok u blizini horizonta dobivena rješenja počinju znatno odstupati od Schwarzchildovog. Ko-

načno, kako bi se oplemenilo perturbativno rješenje, posegnuli smo za numeričkim rješavanjem

jednadžbi gibanja u vakuumu. Numerička rješenja pokazuju znatna kvalitativna odstupanja od
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Schwarzchildovog rješenja ovisno o parametru α . Za slučajeve α > 0 i α < 0 Riccijev tenzor

i Kretschmannov skalar divergiraju, odnosno numeričke rutine ukazuju na prisutne beskonač-

nosti. Zanimljivo je što se za α/M2 < −4.2 numerička integracija uspijeva provesti do samog

središta simetrije, gdje metrika ostaje konačna, no opet u toj točki Riccijev tenzor i Kretsch-

mannov skalar divergiraju što ukazuje na mogućnost postojanja golog singulariteta.

U daljnjim poglavljima analiza teorije gravitacije tipa f (T ) se usredotočila na nevakuumska

rješenja – politropske i bozonske zvijezde. U tim analizama koristili smo numeričke metode

zbog kompleksnosti jednadžbi gibanja u tim teorijama. Kod politropskih zvijezda ograničili

smo se na analizu s adijabatskim eksponentom Γ = 2 koji ujedno predstavlja ektremni slučaj pri

čemu su osigurani uobičajeni energijski uvjeti materije. Zbog nejasnog statusa definicije mase

objekata konačnih polumjera u teorijama tipa f (T ) koristili smo ukupan broj čestica u ovisnosti

o polumjeru zvijezde kao mjeru svojstava politropskih zvijezda. Za pozitivne vrijednosti α >

0 rješenja se kvantitativno znatno razlikuju u odnosu na politropske zvijezde u općoj teoriji

relativnosti, dok je kvalitativno ponašanje ostalo isto. S druge strane, za negativne vrijednosti

α < 0 rješenja se počinju i kvalitativno razlikovati od ostalih slučajeva gdje je izostala točka

koja predstavlja konfiguraciju s maksimalnim brojem čestica. Na taj način politropske zvijezde

nisu ograničene brojem čestica nego mogu po volji rasti. Ipak, treba voditi računa o mogućem

postojanju nekih drugih fizikalnih razloga koji ograničavaju postojanje takvih zvijezda, kao npr.

nestabilnost.

Za pozitivne vrijednosti α dobiveno je zanimljivo ponašanje Einsteinovog tenzora čije su

komponente približno konstantne do polovice polumjera zvijezde. Nakon toga primjećujemo

nagli, gotovo okomit pad komponenata Einsteinovog tenzora što je jedan od pokazatelja nume-

ričke nemogućnosti daljnje integracije za veće vrijednosti α . Zaključujemo kako se politropske

zvijezde u gravitaciji tipa f (T ) znatno razlikuju od onih u općoj teoriji relativnosti, no ostaje

pitanje statusa definicije mase konačnih objekata kao i stabilnosti tih konfiguracija.

Nakon modela politropskih zvijezda proučili smo bozonske zvijezde modelirane komplek-

snim skalarnim poljem. Ovdje smo se takod̄er poslužili numeričkim metodama kako bi riješili

jednadžbe gibanja te smo proučavali isti oblik teorije gravitacije f (T ) = T +αT 2/2. Tražili

smo rješenja isključivo u osnovnom stanju bozonske zvijezde te smo proučavali odnose masa i

broja čestica u ovisnosti o gustoći skalarnog polja u središtu zvijezde. Takod̄er, promotrili smo

odnos masa i broja čestica u ovisnosti o parametru α koji predstavlja odstupanje od opće teorije

relativnosti. Dobivena rješenja pokazuju kako za pozitivne vrijednosti α > 0 zvijezda postaje

manja od onih zvijezda u općoj teoriji relativnosti. Med̄utim, u slučaju α < 0 mase i brojevi

čestica monotono rastu s povećanjem središnje gustoće σ(0), kao i povećanjem vrijednosti pa-

rametra −|α|. Time je postignuta mogućnost astrofizičkih dimenzija bozonskih zvijezda i u

slučaju bez samointerakcije skalarnog polja. Zanimljivo je promotriti i ponašanje kvanta ener-

gije skalarnog polja ω gdje je u slučaju α < 0 pokazano da kvant energije polja može poprimiti
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bilo koju vrijednost za razliku od slučaja u općoj teoriji relativnosti gdje je parametar ω ogra-

ničen.

Konačno, uvjerili smo se da je ponašanje efektivnih gustoća energija i tlakova vrlo slično

kao u slučaju politropskih zvijezda za α > 0 te ovaj rezultat pokazuje neka zajednička svojstva

proučenih konfiguracija.

Za proučavanje stabilnosti zvijezda potrebno je pronaći vremenski ovisnu tetradu koja omo-

gućuje lokalnu Lorentzovu invarijantnost jednadžbi gibanja. Takva tetrada još nije pronad̄ena

što predstavlja jedan od glavnih izazova u teorijama gravitacije tipa f (T ). Tako smo u poglav-

lju 7. promotrili mogućnosti dolaska do takve tetrade te detaljnije proučili uvjete Lorentzove

koneksije za taj slučaj.

Modificirane teorije gravitacije predstavljaju valjanu alternativu općoj teoriji relativnosti u

opisu svemira, kao i u opisu kompaktnih objekata. Takod̄er, u pristupu modifikacije opće teorije

relativnosti pokazalo se kako je modifikacija moguća i u teorijama gravitacije temeljenima na

torziji, a ne samo na zakrivljenosti. Tako je, naizgled, status torzije u odnosu na zakrivljenost

postalo samo pitanje konvencije, ipak u samoj modifikaciji teorija primijetili smo važnu razliku

izmed̄u f (T ) i f (R) teorija gravitacije. Ta je razlika najizraženija u narušenju lokalne Loren-

tzove invarijantnosti u f (T ) gravitaciji koja se nastoji vratiti u kovarijantnim formulacijama

te teorije. Iako je veliki napredak postignut postavljanjem kovarijantne formulacije gravitacije

tipa f (T ), ipak ostaju neka od važnijih otvorenih pitanja u tim teorijama. Jedan od najvećih

izazova predstavlja konstrukcija vremenski ovisnih jednadžbi gibanja koje bi bile invarijantne s

obzirom na izbor tetrade. Uvod̄enje torzije u formulaciji teorije gravitacije predstavlja značajan

korak k razumijevanju pojmova prostora i vremena kao i gravitacijskog med̄udjelovanja. Time

je svakako vrijedno istražiti takve teorije čija je perspektiva značajna u razumijevanju Kozmosa

u svojoj cjelini.
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[24] P. Pavlović and M. Sossich, “The problem of cosmological constant in the effective

approach towards quantum gravity,” arXiv e-prints (Dec., 2021) arXiv:2112.09523,

arXiv:2112.09523 [gr-qc].

[25] L. Iorio and E. N. Saridakis, “Solar system constraints on f (T ) gravity,” Mon. Not. Roy.

Astron. Soc. 427 (2012) 1555, arXiv:1203.5781 [gr-qc].

[26] L. Iorio, N. Radicella, and M. L. Ruggiero, “Constraining f (T ) gravity in the Solar

System,” JCAP 1508 no. 08, (2015) 021, arXiv:1505.06996 [gr-qc].

[27] G. Farrugia, J. L. Said, and M. L. Ruggiero, “Solar System tests in f (T ) gravity,” Phys.

Rev. D 93 no. 10, (2016) 104034, arXiv:1605.07614 [gr-qc].

[28] A. K. Ahmed, M. Azreg-Ainou, S. Bahamonde, S. Capozziello, and M. Jamil,

“Astrophysical flows near f (T ) gravity black holes,” Eur. Phys. J. C76 no. 5, (2016)

269, arXiv:1602.03523 [gr-qc].

[29] J.-Z. Qi, S. Cao, M. Biesiada, X. Zheng, and H. Zhu, “New observational constraints on

f (T ) cosmology from radio quasars,” Eur. Phys. J. C77 no. 8, (2017) 502,

arXiv:1708.08603 [astro-ph.CO].

[30] B. Li, T. P. Sotiriou, and J. D. Barrow, “ f (T ) gravity and local Lorentz invariance,”

Phys. Rev. D 83 (2011) 064035, arXiv:1010.1041 [gr-qc].

[31] T. P. Sotiriou, B. Li, and J. D. Barrow, “Generalizations of teleparallel gravity and local

Lorentz symmetry,” Phys. Rev. D 83 (2011) 104030, arXiv:1012.4039 [gr-qc].

[32] M. Li, R.-X. Miao, and Y.-G. Miao, “Degrees of freedom of f (T ) gravity,” JHEP 07
(2011) 108, arXiv:1105.5934 [hep-th].

[33] C. Bejarano, R. Ferraro, and M. J. Guzmán, “Kerr geometry in f (T ) gravity,” Eur. Phys.

J. C75 (2015) 77, arXiv:1412.0641 [gr-qc].

98

http://dx.doi.org/10.1088/0034-4885/79/10/106901
http://arxiv.org/abs/1511.07586
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2018/02/052
http://arxiv.org/abs/1710.10194
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2018/07/026
http://arxiv.org/abs/1710.00682
http://arxiv.org/abs/1710.00682
http://arxiv.org/abs/2112.09523
http://dx.doi.org/10.1111/j.1365-2966.2012.21995.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1365-2966.2012.21995.x
http://arxiv.org/abs/1203.5781
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2015/08/021
http://arxiv.org/abs/1505.06996
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.93.104034
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.93.104034
http://arxiv.org/abs/1605.07614
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4118-5
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4118-5
http://arxiv.org/abs/1602.03523
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-017-5069-1
http://arxiv.org/abs/1708.08603
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.83.064035
http://arxiv.org/abs/1010.1041
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.83.104030
http://arxiv.org/abs/1012.4039
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2011)108
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2011)108
http://arxiv.org/abs/1105.5934
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-015-3288-x
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-015-3288-x
http://arxiv.org/abs/1412.0641


Literatura

[34] M. Krššák and E. N. Saridakis, “The covariant formulation of f (T ) gravity,” Class.

Quant. Grav. 33 no. 11, (2016) 115009, arXiv:1510.08432 [gr-qc].

[35] Y. C. Ong and J. M. Nester, “Counting Components in the Lagrange Multiplier

Formulation of Teleparallel Theories,” Eur. Phys. J. C 78 no. 7, (2018) 568,

arXiv:1709.00068 [gr-qc].

[36] A. Golovnev, T. Koivisto, and M. Sandstad, “On the covariance of teleparallel gravity

theories,” Class. Quant. Grav. 34 no. 14, (2017) 145013, arXiv:1701.06271

[gr-qc].

[37] M. Hohmann, L. Jarv, and U. Ualikhanova, “Covariant formulation of scalar-torsion

gravity,” Phys. Rev. D 97 no. 10, (2018) 104011, arXiv:1801.05786 [gr-qc].

[38] C. Bejarano, R. Ferraro, F. Fiorini, and M. J. Guzmán, “Reflections on the covariance of

modified teleparallel theories of gravity,” Universe 5 no. 6, (2019) .

https://www.mdpi.com/2218-1997/5/6/158.

[39] R. Ferraro and M. J. Guzmán, “Hamiltonian formalism for f (T ) gravity,” Phys. Rev. D

97 no. 10, (2018) 104028, arXiv:1802.02130 [gr-qc].

[40] A. Golovnev and M.-J. Guzmán, “Bianchi identities in f (t) gravity: Paving the way to

confrontation with astrophysics,” Phys. Lett. B 810 (2020) 135806.

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0370269320306092.
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nagrade za 2013. godinu zajedno s Petrom Pavlovićem pod mentorstvom prof. Dubravka Hor-
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