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Sazetak

Modeli gravitacije u viSe od cetiri dimenzije daju efektivno prosirenje na teoriju gra-
vitacije kakvu je postulirao Einstein. Pomocu njih je moguce ispitati posljedice koje bi
postojanje dodatnih dimenzija ostavilo na na$ svemir. U ovom radu bavimo se upravo
takvim modelima, s naglaskom na peterodimenzionalnim ”brane-world” modelima.
Kre¢emo od povijesnog razvoja, pocevsi s Einsteinovom op¢om teorijom relativnosti
i prvih prosirenja u viSe dimenzija, koja se pripisuju Kaluzi i Kleinu i dolazimo do sve
modernijih modela u viSe dimenzija, konkretno Randall-Sundrum modela. Nakon
toga, izvodimo efektivne jednadzbe polja koje vrijede u ”"brane-world” modelima.
Poslije jednadzbi polja, osvréemo se na anti-de Sitter prostorvremena i formalnije
predstavljamo Randall-Sundrum modele. U sljede¢ih nekoliko poglavlja poslije toga,
promatraju se posljedice koje bi postojanje jedne dodatne prostorne dimenzije osta-
vilo na Newtonov zakon gravitacije, metrike crnih rupa i na kozmologiju. Na kraju,
opisujemo kako se opazanja Event Horizon Telescope-a mogu povezati s teorijom
iza "brane-world” modela i pomocu tih opazanja stavljene su neke gornje granice na
parametre modela. Isto tako, naglasavamo vaznost detekcije gravitacijskih valova
pri ograniCavanju parametara takvih modela te njihovu vaznost u potrazi za novom

fizikom.

Kljucne rijec¢i: gravitacija, dimenzije, "brane-world” modeli, Randall-Sundrum mo-

deli, crne rupe, kozmologija, Event Horizon Telescope, gravitacijski valovi



Models of gravity in more than 4 dimensions
and constraints on their parameters from Event
Horizon Telescope observations

Abstract

Models of gravity in more than four dimensions offer a way to find an effective theory
of gravity beyond the one postulated by Einstein. By using them as toy theories,
we can determine the consequences that the existence of extra dimensions would
imprint on our universe. This work is devoted to those models, with the emphasis
on five dimensional “brane-world” models. We begin with an overview of history,
starting from Einstein’s general relativity and its first modifications which include
extra dimensions - credited to Kaluza and Klein, up to Randall-Sundrum models.
After that, we derive effective field equations in "brane-world” models. We then deal
with anti-de Sitter spacetimes and formally present Randall-Sundrum models. In
the following chapters we explore the consequences of one extra spatial dimension
on Newton’s law of gravity, different black hole metrics and on the cosmology. We
finally describe how the observations made by the Event Horizon Telescope can be
used in conjunction with the theory behind ”"brane-world” models and using those
observations we constrain some parameters of those models. We also emphasise the
importance of detecting gravitational waves and their use in constraining parameters
of ”"brane-world” models and more generally, their importance in the search for new

physics.

Keywords: gravity, dimensions, ”"brane-world” models, Randall-Sundrum models,

black holes, cosmology, Event Horizon Telescope, gravitational waves
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1 Uvod

Einstein je 1915. predstavio opcu teoriju relativnosti, a ona se kao vrlo uspjesna
teorija odrzala sve do danas. U sustini, Einsteinove jednadzbe povezuju geometriju
sustava s raspodjelom materije unutar njega. Iako u pocetku nije bilo eksperimen-
talnih razloga za modificiranje opce teorije relativnosti, ve¢ nekoliko godina nakon
uvodenja razmatrane su odredene modifikacije teorije [1], [2]. U opcoj teoriji rela-
tivnosti Einstein-Hilbert akcija, bez kozmoloske konstante, je

B 1
- 2K2

s / 4z /=GR, (1.1)

gdje je k2 = 87G. Zelimo li dodati neke modifikacije opéoj teoriji relativnosti, to
postizemo poopcavanjem akcije (1.1). Jedan od nacina na koji se to moze postiéi je
dodavanjem skalarnog polja 1 toj akciji. Takve teorije nazivaju se skalarno-tenzorskim
teorijama. Jedan od primjera takve skalarno tenzorske teorije je Brans-Dicke te-

orija [3] kod koje je akcija oblika

1

S =55 | d'ev=g(R - gw ~V(®)), (1.2)

gdje je v skalarno polje, a w parametar. Varijacijom akcije (1.2) dobije se jednadzba
za skalarno polje v i jednadzbe koje podsjecaju na Einsteinove jednadzbe s dodatnim
¢lanovima koji dolaze od polja v). Drugi primjer dobiva se ako se a priori ne pretpos-
tavi da je akcija direktno proporcionalna Riccijevom skalaru R, ve¢ nekoj opcenitijoj

funkciji Riccijevog skalara (1.1)

1
5= / ey =gf(R), (1.3)

Sto se u literaturi naziva f(R) teorijom gravitacije. Mozda glavna motivacija za takav
pristup gravitaciji krije se u tome da bi se ubrzano Sirenje svemira tako moglo objas-
niti bez uvodenja tamne energije [4]. Moze se pokazati da u takvim teorijama gra-
vitacijska konstanta nije vise konstanta, ve¢ postane ovisna o prostorvremenu [42].
Postoje i teorije u kojima se akcija poop¢ava na nacin da ovisi o jo$ nekim invarijan-
tama poput Ry R%, RueqR™? [5]. Iako se sve ovdje nabrojene teorije razlikuju od

teorije gravitacije koju je predstavio Einstein, sve one i dalje imaju jednu zajednicku



stvar s op¢om teorijom relativnosti, a to je Cetverodimenzionalno prostorvrijeme.
Prvi pokusaji poopcenja prostorvremena na viSe od 4 dimenzije pripisuju se Kaluzi i

Kleinu.

1.1 Povijesni put prema vise dimengzija

Kaluza je pokuSao ujediniti gravitaciju i elektromagnetizam razmatranjem opce te-

orije relativnosti u pet dimenzija [6]. Ako se na akciju (1.1) doda akcija

1
Sem = 1 /d4$v —gF, F*, (1.4)

gdje je F),, tenzor elektromagnetskog polja, mogu se dobiti Einstein-Maxwellove jed-

nadzbe. S druge strane, Kaluza krec¢e od 5D gravitacije opisane akcijom

1
S = 52 dz dyr/— ®gOR, (1.5)
Ky

gdje se y odnosi na dodatnu dimenziju, Sto je i obic¢aj u ostatku ovog rada. Peterodi-

menzionalna metrika je

_ G + 9ALA, PA
O gap = gt/o [ I T O O (1.6)

A, ¢

pri ¢emu je g, 4D metrika, A, elektromagnetski potencijal, a ¢ skalarno polje. Kako

bi se osiguralo da je teorija neovisna o dodatnoj dimenziji uvodi se uvjet

(5)
9948 _ 0. (1.7)
dy
U tom slucaju akcija se moze zapisati kao
S— 2 [ dtev=g(R-ter, - L o000 (1.8
—ﬁ TN —g _Z_lqs,uu _@uqb ¢ : )

Vidi se da se u slucaju ¢ = 1 reproducira akcija koja se dobiva zbrajanjem (1.1) i
(1.4). Skalarno polje ¢ u literaturi se naziva dilaton. U Kaluzinoj teoriji peta di-
menzija postoji, ali nijedna fizikalna veli¢ina ne ovisi o njoj. Ovakvu ideju Kaluze
nadopunio je Klein [7]. Klein je dodatnu dimenziju sazeo u krug polumjera R, na

nacin da se poistovjete tocke y i y + 2rR. To znacdi da za svaku fizikalnu veli¢inu

2



vrijedi f(z*,y) = f(z*,y + 27 R), tj. da je ona periodi¢na u y. Dakle, ona se moze

razviti u Fourierov red

n=+o0o0

f(xu7y) = Z fn(x#)emy/Ra (1.9)

gdje se f, nazivaju amplitudama Kaluza-Klein (KK) modova. Uzme li se da je f(z*,y)

bezmaseno skalarno polje koje zadovoljava valnu jednadzbu
COf=0f+02f =0, (1.10)

dobiva se da KK modovi zadovoljavaju 4D Klein-Gordonovu jednadZbu s efektivhom
masom m,,
n

Of, =m2 fo, My = —. 1.11
fmnme (1.11)

Dakle, iz 4D perspektive f se sastoji od bezmasenog moda f; i masivnih KK modova.
Klein je pretpostavio da se na niskim energijama moZze opaziti samo f; i da se fizika
¢ini efektivno cetverodimenzionalnom. Spomenimo jo$ i ADD modele, kod kojih se
prvi put predlaze da dodatne dimenzije mogu biti velike [8]. Ovdje se ve¢ govori o
4D ”brane-u”, na koji su ograni¢ena polja Standardnog Modela, dok se kroz ”bulk”
Siri gravitacija. Takvo razmisljanje otvorilo je put nastanku Randall-Sundrum modela
[9], [10]. Ve¢ina ovog rada usko je vezana uz Randall-Sundrum modele, a opSirnije
o njima moZze se naci u treCem poglavlju. Ukratko, u Randall-Sundrum modelima
geometrija ”"bulk-a” je zakrivljena, a "brane-ovi” imaju neku napetost. U ostatku
rada, gdje je moguce, koristit ¢e se hrvatski nazivi. Pa ¢e se za "brane” koristiti naziv

povrsina, dok ¢e se za "bulk” koristiti naziv volumen.



2 Osnove viSedimenzionalnog pristupa gravitaciji

Zapisimo Einstein-Hilbert akciju u 4 dimenzije, koja u prisustvu kozmoloske kons-

tante ima sljedec¢i oblik

S = 2%&2 /d4x\/—g(R —2A) + Sy, 2.1)

gdje Sy, opisuje dio koji se odnosi na materiju. Varijacijom te akcije i zahtijevanjem

08
6guu

= 0 dobivaju se Einsteinove jednadzbe
1 2
G +Aguw = Ry — §ng, + Agu = £71,,, (2.2)

gdje je tenzor energije i impulsa standardno dan s

-2 0Su

T, = 22
N

(2.3)

Poopcenjem ovog pristupa na viSe od 4 dimenzije, jednadzbe polja mogu se zapisati
na sljede¢i nacin

1
(4+d)RAB . 5 (4+d)R (4+d)gAB + A4+d (4+d)gAB _ ni.}d (4+d)TAB7 (2.4)

gdje je d broj dodatnih dimenzija.

2.1 Jednadzbe polja za volumen i povrsinu u 5D

Vecina ovog rada temelji se upravo na modelima gravitacije u pet dimenzija pa se
ograni¢imo sada na peterodimenzionalni volumen i ¢etverodimenzionalnu povrsinu,
koja ¢ini vidljiv svemir, smjeStenu u njemu. Ovdje pratimo analizu iz [11]. Neka
je y Gaussova normalna koordinata ortogonalna na povrsinu. Gaussove normalne
koordinate definirane su u Dodatku B. Koordinate vezane uz povrsinu dane su s z*,
dok su koordinate vezane opéenito uz volumen dane s X“ = (z*,y). Bez smanjenja
opcenitosti, povrsina se moze smjestiti na y = 0. Oznacimo sada s n* jedini¢ni vektor

koji je normala na povrsinu, tj. za njega vrijedi n,dX* = dy. Pomo¢u takvog vektora



moze se definirati metrika g45:

915 =% gap — nang, Ggapnin? =1, gapn® =0, (2.5)

koja odgovara metrici induciranoj na povrsini. Smjestanje ploha za koje vrijedi y =
konst. u 5D volumen opisuje se ekstrinzi¢nom zakrivljenos¢u K 45 koja se moze defi-

nirati preko kovarijantne derivacije [11]

Kap =94° ®Veng, (2.6)
ili preko Liejeve derivacije
1
Kap = §£ngAB- (2.7)
Gaussovom jednadzbom
Ragep ="' Reren 94" 957 9¢ % 90 ™ + KacKpp — KapKpe (2.8)

dan je 4D tenzor zakrivljenosti u ovisnosti o projekciji 5D tenzora zakrivljenosti i

ekstrinzi¢noj zakrivljenosti. S druge strane, Codazzijevom jednadzbom
VKP4~ VaK =P Rpcga " n” (2.9)

odredena je promjena K 4 uzduZ plohe za koju vrijedi y = konst., gdje je K = K4 4.
U jednadzbi (2.9) nalazi se projekcija kovarijantne derivacije na povrsinu koja je npr.

za neki (1,1) tenzor dana s
VaT? ¢ = ga® g5 ” g ¥ OVpT* p, (2.10)

pri ¢emu je ocito prosirenje za druge tenzore. Tenzor zakrivljenosti u 5D moze se

raspisati kao

2 1
ORapcp =®Capep + 3 (“gac PRpip — e CRpja) — 6 CYac Yo R,

(2.11)



gdje je ®)C 4 gcp Weylov tenzor i njegov trag i$¢ezava. JednadZbe polja na povrsini
1 2 56 H_ F (5) oor L)
Gac = _§A59A0+ 375 Tirga™ ge™ + ( PTypnn’ — 1 T 94c
+ KaoK — Ky P Kpe — 22 (K? — KpaKPY) =®) Crppgun™n™ g4 ¥ g0 ©

(2.12)

izvedene su u Dodatku A. Vidi se da se u njima nalazi ekstrinzi¢na zakrivljenost pa
je sljededi cilj prikazati ekstrinzi¢nu zakrivljenost pomocu tenzora energije i impulsa.

Ukupan tenzor energije i impulsa na povrsini je
T/?Zane = Tuy - )\g#u, (213)

pri ¢emu je T}, tenzor energije i impulsa Cestica i polja ograni¢enih na povrsinu, dok
je X\ napetost povrsine. Zapisimo sada 5D jednadzbe polja, na nacin da se eksplicitno

uklju¢i doprinos povrsine na sljedeéi nacin
OGap = —As Pgap + k2 [O Tup + ThE™6(y)] | (2.14)

gdje §(y) reflektira ogranienje materije na povrsinu. Dakle, u ®)Ty 5 nema doprinosa
s povrsine. Od sada pa nadalje konvencija ¢e biti da tenzor energije i impulsa oznacen
s ®)Ty 5 ne ukljutuje doprinose s povrsina dok ¢ée ti doprinosi biti ukljuéeni u tenzor

energije i impulsa oznaten s ®/T', 5. Kontrahiranjem (2.14) dobiva se

]' rane (5)
(5)gAB (5)RAB . 5 (5)R(5)gAB (5)gAB _ —A?)QAB (5)gAB + Rg [(5)TAB 4 TzB 5(3/)] gAB
5
GR — 3 O)R = —5A5 + k2 [OT + TP "5 (y)]

G = —% [=5As + 13 (VT + 175 (y))]

(2.15)



Sto uvrstavanjem u (2.14) daje

1 rane 5 rane
(5)RAB + g [—5A5+ Iig ((5)]1 +7° (5(y))}( )gAB = —AE—)S)QAB + Iig [(5)TAB + TZB (5(y)]

2
(S)RAB = gAés)gAB—F /‘ig [(S)TAB+ ngne(xy)]

1
. gmg ((5)Iv + Tbran65<y)) (B)QAB-

(2.16)
U Dodatku A, definirana je veli¢ina pac = O Rgpe Tnun® g4 ¥ go ©. Vrijedi [11]
ORpraann® ga¥ gc ¢ = —£nKac + KepKa®, (2.17)

a buducdi da je u Gaussovim normalnim koordinatama Liejeva derivacija dana s £,, =

0y, veli¢ina pac moZze se zapisati kao [11]

pac = —0yKac + KepKa®, (2.18)
pa se uz iskoriStavanje relacije dobivene u Dodatku A
Rac ="'Rgc ga® 90 — ORppe "nyn® ga” gc @ + KacK — Ka” Kpe (2.19)

dobiva

ORpcga” 90 € = Pac — 0,K ac, (2.20)

gdje je Py = Rac + 2KcpK4® — K oK. Kombiniranjem (2.20) i (2.16) i integra-
cijom po y na intervalu (—¢, €) za ¢ — 0 trazi se diskontinuitet ekstrinzi¢ne zakrivlje-

nosti

2
PAC — 6yKAC = {gAég))gEG‘i‘ /i?) [(5)TEG+ ngneé(y)]

) (2.21)
. gﬁg((S)I\_i_Tbrane(s(y)) (E))gEG}gAEgCG7
tj. ako zanemarimo ¢lanove koji pri integraciji nestaju dobiva se
) +e€ d ) +e ) . 1 )
11_I>% . d_yKAC dy = 11_{% /_6 —Kj {TAgneé(y) — gT mme(;(y)gAC:| . (222)



Dakle, za diskontinuitet imamo

1
Kip— Kip=—rt |Thg" — §TbmnegAB : (2.23)

Ocekuje se da vrijedi Z; simetrija [11] - prolaskom kroz povrsinu ude se u volumen
koji isto izgleda, ali je normala suprotnog smjera n4, — —n4 Sto uz relaciju (2.23)
znaci da vrijedi

Kiy=—-Ki, (2.24)

pa ako se makne (+), za ekstrinzi¢nu zakrivljenost na povrsini dobiva se

1 1
Kap = —5n3 {TZG&”E - gTbm”EgAB} : (2.25)

Nadalje, ako se pomo¢u (2.13) zapiSe T3¢, dolazi se do izraza

1 1
KAB = —§li§ |:TAB + g(/\ - T)gAB} . (226)

Nakon svega, uvrStavanje (2.26) u (2.12) - sto je detaljno napravljeno u Dodatku A,

daje efektivne jednadzbe polja na povrsini

52

2
G = =Agyus + KT + 65 Sy = Eu +45-F o (2.27)
U (2.27) ) je napetost povrsine, a A i k danisu s
o_ 2 Ly 4
K® = Ky = 6)\&5 (2.28)
1 2
A= §[A5 + k2], (2.29)

iz Cega se vidi da je 4D kozmoloska konstanta razli¢ita od 0 u slu¢aju kada je narusena
ravnoteza izmedu napetosti povrsine i 5D kozmoloske konstante. U ovom slucaju, u
odnosu na standardne Einsteinove jednadzbe, postoje tri nova ¢lana. Prvi od njih

1 1

1
TTy — ~TpT ) + —Gu[3Tas T — T7] (2.30)

Sy 127 g4 ke 24



koji je kvadratan u tenzoru energije i impulsa, dolazi od ekstrinzi¢ne zakrivljenosti

povrsine. Drugi od njih

g,ul/ = (5)CABCDnCnD m 4 9v B (231)

naziva se elektri¢nim dijelom Weylovog tenzora. Zadnji od dodatnih ¢lanova je

1)
Fu = O g“Agl,B + | O gpnAn® — 1 T\ g, (2.32)

a u njemu su grupirani ¢lanovi koji ukljucuju 5D tenzor energije i impulsa iz ko-
jega su isklju¢eni doprinosi na povrsini. Promotrimo Codazzijevu jednadzbu (2.9) te

uvrstimo ®) Ry izraZen iz (2.14), ¢ime se dobiva
VKB 4 = VAK = —k2OTp0 g4 B0, (2.33)

gdje ostali ¢lanovi i$¢ezavaju zbog n®. Uvrstimo jo$ sada (2.23) u (2.33) kako bismo
dobili relaciju

VT, = =20 Tapntg? (2.34)

koja govori da opcenito postoji neka izmjena energije i impulsa izmedu volumena i
povrsine. Od sada pa nadalje, kao Sto je i uobi¢ajeno u "brane-world” analizama,

pretpostavljat ¢e se da vrijedi
OTup =0 = F =0, (2.35)
¢ime se onda iz relacije (2.34) dobiva uobicajena jednadzba o¢uvanja
VT, =0, (2.36)

Sto zapravo znaci da nema izmjene energije i impulsa izmedu volumena i povrsine,
ve¢ da je njihovo medudjelovanje svedeno samo na gravitaciju. Druga posljedica
uvjeta (2.35) je da kontrahirani Bianchijev identitet V¥, = 0 vodi na

I€2

VHE, = 67

VHS,,. (2.37)



Vidi se da se elektricni dio Weylovog tenzora ne moze zadati proizvoljno, ve¢ da je
on ogranicCen ¢lanovima vezanim uz materiju na povrsini. To znaci da se jednadzbe
(2.27) ne mogu rijesiti same po sebi, ve¢ da je potrebno rijesiti i 5D jednadzbe po-
lja uz jednadzbe polja na povrsini. Za kraj ove analize, zapiSimo zajedno 5D i 4D

jednadzbe polja, uz uvjet (2.35)

OV Gap =—As O gap (2.38)

2

Gy = — A + KT, + 6%8#,, — &, (2.39)

pri ¢emu su iz )G 45 isklju¢eni doprinosi na povrsini.
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3 AdS prostorvrijeme i Randall-Sundrum modeli

Ovdje ce biti predstavljene osnove Randall-Sundrum (u nastavku "RS”) modela. U
RS modelima postoje jedna ili dvije povrsine koje se nalaze u volumenu [9], [10].
Sam volumen je AdS; prostorvrijeme - posebnu vaznost ima zbog AdS/CFT kores-
pondencije [12]. Prije predstavljanja RS modela, krenut ¢e se od anti-de Sitter pros-
torvremena - maksimalno simetri¢nog prostorvremena s konstantnom i negativnom

zakrivljenoscu.

3.1 Anti-de Sitter prostorvrijeme

Pratit ¢e se analiza iz [13]. Za pocetak, razmotrimo 3D euklidski prostor. U njemu je
linijski element

ds* = dX? +dY? + dZ?, (3.1

a ako se u njega smjesti sfera S? ona zadovoljava
X +Y*+ 2% =R (3.2)

Sfera je ploha konstantne pozitivne zakrivljenosti. Prostor koji ima konstantnu ne-
gativnu zakrivljenost je hiperbolic¢ki prostor. Njega se ne moze smjestiti u euklidski
prostor, vec ga se treba smjestiti u prostorvrijeme Minkowskog. Razmotrimo 3D pros-

torvrijeme Minkowskog u kojem je linijski element dan s
ds® = —dZ” + dX* + dY>. (3.3)
U njega se moze smjestiti hiperboli¢ki prostor H? definiran s
— 2P+ XP+Y? =P, (3.4)

gdje se vidi njegova konstantna negativna zakrivljenost. Za rjesSavanje (3.4) uvode se

koordinate dane s

X =lIsinhpcos¢, Y =lIlsinhpsing, Z = lcoshp, (3.5)
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iz Cega se dobiva linijski element
ds* = 1*(dp* + sinh p?d¢?). (3.6)

Ova jednostavna analiza odnosila se na prostore, a sada se paznja skre¢e na pros-
torvremena. U nastavku, naglasak je na AdS prostorvremenu. Krenimo od AdS,.
Njega moZemo smjestiti u ravno prostorvrijeme, no ono mora imati dvije dimenzije
vremenskog tipa

ds? = —dZ% —dX? + dY?>. (3.7)

U tom slucaju 2D Anti-de Sitter prostorvrijeme zadovoljava sljede¢u jednadzbu
—Z7P - X+ Y? =P, (3.8)

gdje se u ovom slucaju [ naziva AdS radijusom. Ovdje odabiremo sljedece koordinate

X =lcoshpsintT, Y =lsinhp, Z =Ilcoshpcosr, (3.9)

u kojima linijski element postaje
ds* = I*(dp?® — cosh? pdr?), (3.10)

gdje je bitna stvar za primijetiti to Sto iako je 2D AdS prostorvrijeme smjeSteno u

prostorvrijeme s dvije dimenzije vremenskog tipa, AdS prostorvrijeme ima jednu di-

menziju vremenskog tipa. Za daljnju analizu, uvedimo Poincareov koordinatni sustav
1 lr 1

- _l?“ 9 B )
X =Irt, Y—E(t—l—ﬁ 1), Z_2<t+r2+1>’ (3.1D)

gdje —oo <t < o0i0 < r < oo. Sada je linijski element dan s
l2
ds® = —*r?dt* + T—er? (3.12)

Poop¢imo ovu analizu na nacin da se doda p dimenzija prostora u linijski element
(3.7)

dsh g = —dX§—dX2 , +dX7 + ... +dX],,,

(3.13)
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stoga se u ovo prostorvrijeme moze smjestiti AdS, o prostorvrijeme zadano s

X - X+ Xi 4+ X =1 (3.14)

p

U ovom sluc¢aju Poincareove koordinate dane su s

Ir (5 5
X; = lrx;
(3.15)
o,
Xp-i-l_E(mz _t +_2_1>
Xp+2 - l?“t,
u kojima metrika postaje
2
ds® = —1*r?dt* + I*r?0;;dx'da’ + —2dr2, (3.16)
r

gdje je 9,; p-dimenzionalni Kroneckerov simbol. AdS,., je jedno od maksimalno

simetri¢nih prostorvremena pa Riemannov tenzor ima oblik

1
PR Apep = —Z—Q((pH)QAc P gpp — P gap P gpe). (3.17)
Iz takvog Riemannovog tenzora slijede Riccijev tenzor
+1
2R = P ; P+, (3.18)
i Riccijev skalar
1 2
Iz gornjih relacija slijedi
1 1
PR,y — = 02y, 0+ plp+1) P2y, . (3.20)

2 202

a jednadzbe polja u prisustvu kozmoloske konstante, bez materije, su sljedeceg oblika

P2, = —Apr2) @42y 5. (3.21)
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Sada se vidi jednostavna povezanost izmedu kozmoloske konstante i radijusa zakriv-

ljenosti AdS, - prostorvremena

+1
Api2) = _p(p2l2 >7 (3.22)
Sto u slucaju AdSs postaje
A= -0 (3.23)

l2

3.2 Randall-Sundrum modeli
Kao sto je ve¢ receno, u RS modelima se pretpostavlja postojanje jedne ili dvije

povrsine u AdSs volumenu [9], [10]. ZapiSimo 5D jednadzbe polja

1 _
PRap ~ 2 Dgas VR = = OgapAs + 2 T, (3.24)

u kojima su sada u ®7T', 5 uklju¢eni moguéi doprinosi s povrsina. U duhu RS modela,

za metriku pretpostavljamo Ansatz oblika
ds® = e_QA(y)nm,dx“dx” + dy?, (3.25)

gdje je 7,, 4D metrika Minkowskog. Takva metrika uvrStena je u (3.24), te je za
nju dobiven Einsteinov tenzor. Izvod se nalazi u Dodatku C. Uz uvjet da je materija

ograni¢ena na povrsine, tj. da vrijedi ©/T;; = 0, dobivaju se

1
A2 — _6A5 (3.26)
1 _
A (5)9#1/ _ _gﬁg (5)T;w- (3.27)

Razmotrimo prvo slucaj bez povrsina, dakle volumen ispunjen vakuumskom energi-

jom Aj. U tom slucaju (3.26) i (3.27) postaju

A" =0, A?= —%, (3.28)

iz Cega se odmah vidi da mora vrijediti A5 < 0 kako bi postojalo realno rjeSenje.

Op¢enito rjeSenje gornjih jednadzbi, uzimajudi u obzir relaciju izmedu radijusa za-
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krivljenosti i kozmoloske konstante (3.23), dano je s

Ay(y) = i% + Ao, (3.29)

gdje se moze staviti A, = 0 skaliranjem koordinata. Metrika dobivena prethodnom
relacijom je lokalno anti-de Sitter, a diskusija se moze naci u [48]. Sljedece prosirenje
ovog modela je da se doda povrsina napetosti A u y = 0. Prikaz tog modela dan je

na slici (Slika 3.1). To se naziva Randall-Sundrum model 2. U tom slucaju, prema

volumen
povrsina

N
7
y=0 y

Slika 3.1: Prikaz RS modela 2
OT,, = -2®g,,0(y) jednadzba (3.27) postaje

" ]‘
Ay = —2RA(y). (3.30)

Ovdje nas zanimaju rjeSenja u kojima nema divergencije u y = oco. Prirodan nacin
na koji ih pronalazimo je povezivanjem dva rjeSenja dana u (3.29). Budu¢i da nas
ne zanima rjeSenje koje bi eksponencijalno raslo, dva dobivena rjesenja (3.29) se
povezuju na sljedeci nacin

Ayfy) = (3.31)

pa slijedi
(0(y) — 0(=y)), (3.32)

gdje je 0 step-funkcija. Iz gornje relacije slijedi
" 2
Ay = 75(9)- (3.33)

15



Sada se vidi da vrijedi

t.
6
A= —. 3.35
= (3.35)

Glavnina ovog rada, upravo je u kontekstu RS modela 2. Dakle, ako je u tekstu
spomenuta povrsina misli se bas na ovu povrsinu pozitivne napetosti koji se nalazi
u AdS; volumenu, osim ako je drugacije reteno. Kod Randall-Sundrum modela 1,
dodatna dimenzija se kompaktificira na nac¢in da se od koordinate y ne o¢ekuje samo
75 simetrija, vec i periodicnost. Dodatna dimenzija onda postaje orbifold - kruznica
Sl sa Z, simetrijom. Dakle na toj krznici poistovje¢ene su tocke y i —y te r.m + y i
r.m—y, gdje je r. radijus te kruznice. Najlakse je to zamisliti kao kruznicu presavinutu
po promjeru. Nama zanimljiva fizika onda se odvija u y € [0, r.7]. Model je specifican
po tome $to se ovdje nalaze dvije povrsine: jedna nevidljiva povrsina se nalazi uy = 0,
druga vidljiva, nasa povrsina se nalazi na y = r.r. Slichom analizom kao i za RS2
model moze se dobiti da povrsina na y = 0 ima pozitivhu napetost, dok povrsina na

y = r.7 ima negativnu napetost. Metrika se u ovom slucaju pise kao
ds® = e*%’"“"m,,dx“dz” — ngapQ, (3.36)

uz uvjet 0 < ¢ < 7. Randall-Sundrum model 1 prikazan je na slici (Slika 3.2).

volumen vidjjiva
nevidjiva e
povrsina povrsina
\/l \/I >
y:o y= L y

Slika 3.2: Prikaz RS modela 1.
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4 Linearizirana gravitacija na povrsini

U ovom poglavlju prati se uobicajeni pristup lineariziranoj gravitaciji na povrsini [14].

Razmatraju se perturbacije h,, oko AdSs;
ds® = (e, + hyy)datda” + dy?, (4.1)

gdje su odabrane koordinate tako da vrijedi h 44 = 0. To je izbor koji se smije napraviti

u blizini povrsine. Lineariziranjem (2.38) dobivaju se

4 1
Rys + 2 _569(62@'/10.1;}0 =0 (4.2)
1
Ry = éﬁy[emy‘/l(&,hu v —9,h)] =0 (4.3)
4 1
R/Ll/ + l—2‘g'uV :§€2|y|/l<2ao-a(yhu) 7 — T}'ul/auayh/u/ - 8'[l,ayh>
4.4)
1, 2 WO, (
— §3yhlw + l—QhMV + ymy <l_2 + %) = 07

gdje je h = h* . Svugdje u volumenu, moZze se odabrati Randall-Sundrum bazdarenje
za koje vrijedi

has =0, O,h," =0, h=0. (4.5)

U tom bazdarenju, relacije (4.2) i (4.3) su trivijalno zadovoljene, dok (4.4) postaje

4
(eZ’ly/anaua,, + 02— ﬁ) Py, = 0. (4.6)

No, problem s RS bazdarenjem je taj da se u prisustvu materije na povrsini sama
povrsina zakrivi. Zbog toga se viSe ne nalazi na y = 0 pa se definiraju i Gaussove
normalne koordinate (z*,y), u kojima je povrsina fiksirana na y = 0. Takve koor-
dinate definirane suis ha, = 0. Sada se uvjeti spajanja (2.26) mogu iskoristiti. U

Gaussovim normalnim koordinatama ekstrinzi¢na zakrivljenost dana je s

1
K/»U’ - éaggle (4-7)
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pa se koristenjem (4.1) i uvjeta spajanja (2.26) s y > 0 strane dobiva

()\ . Tbrane)g2V:| , (48)

W —

2 _
=+ O = 2 [ T 4

gdje je ggy = N, + h,,, metrika inducirana na povr$ini, dakle u y = 0. Nadalje, uvrsti

li se u prethodnu relaciju (2.13) te ako se jos iskoristi (3.35), dobiva se

2 - 1
(7 + 3y> hwj = —/ﬁlg (Tul/ — gTbranenwj) . (4.9)

Sada je cilj gornji uvjet spajanja napisati u RS bazdarenju, kako bi se mogao povezati

S (4.6). Metrika u Gaussovim normalnim koordinatama ima sljede¢i oblik
ds® =g, da"ds” + dy?, (4.10)

tj. i u Gaussovim normalnim koordinatama vrijedi h 44 = 0. Promotrimo transforma-
ciju izmedu dva bazdarenja

g=y+ &2t (4.11)

TH = gt 4 (). (4.12)
Op¢enito se pri koordinatnoj transformaciji metrika transformira na sljede¢i nac¢in
02¢ 92P

Jap = A 9B IeD: (4.13)

$to u slucaju infinitezimalne transformacije u najviSem redu postaje

= _ c C . C

Gap = 9a — (9ac0BE" + gpc0a&” + £ 0cgan). (4.14)
Ako prethodnu relaciju raspiSemo za g,, i g,, dobiva se

9," =0,
(4.15)
0,6+ = _€2|y|/l77u050§4.
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Razmatranjem strane na kojoj vrijedi y > 0 kao najopcenitije rjeSenje dobiva se

=) (4.16)

en — —ée“'/ln“"agg‘*(:c”) (), (4.17)

gdje se nalazi i dodatna bazdarna sloboda koja ¢e se kasnije iskoristiti. Vidi se da

4

se u RS bazdarenju povrsina nalazi na y = —¢£*. Sve skupa, relacija koja povezuje

perturbacije u oba bazdarenja je
- 2
Py = Py, — 10,0,6* — 762@'/1%54 + 2O, FP. (4.18)

Bududi da ni F” ni £* ne ovise o y, uvjet spajanja (4.9) u RS bazdarenju postaje

2

(7 + ay) h/u/ = _Z,ul/7 (419)

uz

1
Y = K (TW - gn,“,T) + 20,0, (4.20)

U RS bazdarenju vrijedi ~* ,, = 0, $to prema relaciji (4.19) znaci da vrijedii ¥*, =0

iz ¢ega slijedi jednadzba za dobivanje ¢*
FJQ
" 0u0,8" = 2T, (4.21)

koja eksplicitno pokazuje zakrivljanje povrsine pod utjecajem materije, Sto je i pri-
kazano na slici (Slika 4.1). Povezimo sada (4.6) i (4.19) u istu jednadzbu pomocu

o-funkcije na diskontinuitetu

4 4
{62?"/177“”8“&, + 35 iz + 75(?/)} hu = —23,,0(y). (4.22)
Definirajmo 5D retardiranu Greenovu funkciju
2|y|/1 wey 9 82 4 45 RS A AN 5(4) NS /
0.0, + 0y — 7+ 70(y) | Gla, gty y) = 8@ —a)oly —y)  (4.23)

19



ovrsina

p

materija

Slika 4.1: Prikaz zakrivljanja povrsine pod utjecajem materije.

pomocu koje se rjeSava jednadzba (4.22)

h,ul/ — _2/d4x/dy’G(x, Y; x,7y,)2.l“/<$,)6(y,)
(4.24)
B _2/d%'G(%y;x’,O)Zw(ﬂf')-

Korisno je opet se vratiti u Gaussove normalne koordinate zato Sto nas zanimaju

perturbacije na povrsini. 1z (4.18) slijedi

. 2
hu = h(D + 78'@/'/’%54 +10,0,&* + 1) — W19 m,, 7, (4.25)
gdje vrijedi
1
hfj,’j) = —2m§/d4x’G(a:,y;x’,0) <T/w — gnu,,T> , (4.26)
hi) = —4 / d*2' Gz, y;2',0)9,0,6". (4.27)

Odabirom F”(z"), pri ¢emu se sada iskoriStava bazdarna sloboda ostavljena u (4.17),

relacija (4.25) moze se svesti na

1 2
hyw = —2H§/d4x/G($7 y; @, 0) (TW’ B §WT) * 762ly‘/ln/w§4v (4.28)
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Sto u slucaju da se ogranicimo na povrsinu (y = 0) postaje
A 2 40 o 1 2 4
hy = —2r; | d*2'G(2,0;2",0) | T, — gn,wT + 777,“,5 . (4.29)

Greenova funkcija za stacionaran slucaj je izvedena u [14]. Ako jo$ vrijedi [x — X’| >> [,

razvoj Greenove funkcije s korekcijom najnizeg reda je

Arlr 212

1 2
G(x,0;%,0) ~ — 1+, (4.30)

gdje vrijedi r = |x—x’|. Dakle, pomoc¢u Greenove funkcije koja je preuzeta iz [14], ov-
dje je smo pokazali kako povezati perturbacije u RS bazdarenju s onima u Gaussovim

normalnim koordinatama, za stacionaran slucaj.

4.1 ”Brane-world” newtonovski potencijal

Kako bi se odredio oblik newtonovskog potencijala, izracunajmo perturbaciju me-
trike za mirujucu tockastu masu M koja se nalazi na povrsini. U tom slucaju tenzor

energije i impulsa ima oblik
Ty = M5®) (x)5960. (4.31)
Takav tenzor energije i impulsa se uvrsti u jednadzbu (4.21), ¢ime se dobiva
FJQ
n"0,0,&* = —Ef’Ma(S) (x). (4.32)
Za vremenski neovisno rjesenje, s lijeve strane se nalazi 3D Laplaceov operator i u
tom slucaju rjesenje je

 KEM
- 2ar’

¢t (4.33)

uz r = |x|. S druge strane, uvrStavanjem (4.31) u (4.26), uz koriStenje Greenove

funkcije dane s (4.30) dobiva se

1 12 1
him) = 2x2 / d*x 1 5n 0 v | M6® (x°
ww "5 X47rl|x—x’| * 2x — x’|2 T3l ()

2 2
kg M l 00 1
_27Tl7’<1+22>(55+ S |
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Sto zajedno s (4.33), uvrsteno u (4.29) daje

2 2 2
_ KkeM [ l 0 <0
= 1+ — 24 — . .
=2 [ Y (245 35
Konkretno, hq, komponenta dana je s
_ 2GM 212
hoo = 14+—1, (4.36)
r 3r2

gdje je G = x%/8rl. 1z nje se moze iS¢itati newtonovski potencijal na povrsini

1. GM 212
6= —ghn=—""— (1 + ﬁ) . (4.37)

Newtonov zakon gravitacije izmjeren je do 0.1mm [15] pa ga gornja relacija ne krsi u

slucaju da je dodatna dimenzija manja. S druge strane, prostorne komponente dane

- 2GM I

sus

4.2 Linearizirana metrika rotirajuéeg objekta na povrsini

U ovom dijelu cilj je izracunati lineariziranu metriku opcenitijeg, rotiraju¢eg objekta
S

T = puyu,. (4.39)

Desni ¢lan u (4.29) ne pridonosi nedijagonalnim elementima pa vrijedi

ho; = —2/4;?/d%’G(m,O;x',O)TOi(x’)

L~ 2
:4G/d3X’T01(X) 1+l— ;
|x — x| 2|x — x’|?

gdje je opet iskoristena relacija (4.30). Iskoristi li se jos sad multipolna ekspanzija,

(4.40)

uz r &~ x| >> x|
’

1 1 x-x

T (4.41)

Ix — x| 7 73
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dobiva se

_ 1 xjx/, l2 1 xjxl'

_ 3 J J
hol—/d .T,TOZ(Z‘/) (;+ 3 ) |:1+§ <ﬁ+2 I +):|
2\ 1 312\ a7

= 4G {(1—#@) ;Pz—i- <1+ﬁ) EJ”] ,

P, = /de'TOi(ivl), Jij = /dgl",iB;‘TOi(fE/)- (4.43)

(4.42)

uz

Na povrsini vrijedi (2.36), koja se u linearnom redu reducira na 9,7*" = 0. U staci-
onarnom slucaju vrijedi

0T =0, (4.44)

¢ime se uz parcijalnu integraciju dobiva

0 )
0=— / Ery;—T° = P, (4.45)
ox’
0=-2[da aTkO—J J (4.46)
= — l’ﬂ?,’l‘j@ = Jij + ji- .
Zbog J;; = —J;; moZe se pisati
1 k
Jij = 551'ij 5 (447)
pri cemu vrijedi
Jk = /d3xamnk$mT"0. (4.48)

IskoriStavanjem gornjih relacija u (4.42) dobiva se

r 22

_ I L 12
hoi = QGM (1 + 3—) . (4.49)

Zadavanjem zakretnog impulsa s J = J* = Ma i uvrStavanjem u prethodnu relaciju,

ukupnu metriku mozemo zapisati kao (uz G = 1)

oM 212 oM 2\17!
PRI PR PR | PRI PR P | BRI E
r 3r2 r r2

(4.50)
2
+r2sin26 [dgb — 4]{“ (1 + i) dtdqb} .
T
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Ova metrika izvedena je koriStenjem Greenove funkcije za stacionaran sluc¢aj. Gornja
metrika onda odgovara i lineariziranoj metrici rotirajuc¢e crne rupe na povrsini, a u
tom kontekstu ¢e se i koristiti u sljede¢em poglavlju. Ovisnost gornje metrike o a

to¢na je do r—3, a ovisnost o [ to¢na je do 5.
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5 ”Brane-world” crne rupe

Za dobivanje uvida u na$ svemir, jedan od vaznijih objekta promatranja mogu biti
crne rupe. Nedavno [16] je snimljena sjena supermasivne crne rupe M87*. Dio ovog
rada posvecen je upravo ograniCenjima, koja se mogu odrediti iz opazanja Event
Horizon Telescope-a, na parametre specificne za ”brane-world” modele. S tim na
umu, u ovom poglavlju razmatraju se razne varijante crnih rupa na povrsini. Po-
sebna paznja posvecena je rotirajucoj crnoj rupi bas zbog kasnije rasprave o moguéim
ogranicenjima na parametre "brane-world” modela. Za pocetak, zapiSimo efektivne
jednadzbe polja na povrsini (2.27) u vakuumu koji se nalazi izvan zvijezde ili crne
rupe, uz A =0

Ry =& (5.1)

Ocekuje se da je razumno zanemariti kozmolosku konstantu u blizini horizonta crne
rupe jer ocekujemo da za masu crne rupe vrijedi M >> A. Naravno, vrijedi: R =0 =
g*E,,. Zbog (2.37) dobiva se i

VHE,, = 0. (5.2)

5.1 Crna struna

Kao $to je ve¢ bilo receno u tre¢em poglavlju, kod Randall-Sundrum modela, 5D
prostorvrijeme unutar kojega je smjeStena povrsina koja ¢ini na$ svemir, je anti-de
Sitter. Metrika je

ds? = e_2|y|/l77w,dx“dx” + dy?, (5.3)

gdje je n,, 4D Minkowski metrika dok je /, kao Sto je ve¢ re¢eno, radijus zakrivljenosti
AdSs. Iskoristi li se sada nova koordinata »z = le?/!, metrika (5.3) moZe se napisati
kao

l2
ds® = ;(al,z2 + N datdx”). (5.4)

Ako se Minkowski metrika u (5.4) zamijeni bilo kojom 4D metrikom za koju vrijedi
R, =0, (5.5)

metrika (5.4) je i dalje rjeSenje 5D jednadzbi polja [17]. Najjednostavniji slucaj, koji

opisuje crnu rupu na 4D povrsini, dobiva se zamjenom Minkowski metrike u (5.4)
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Schwarzschildovom metrikom

12 2M dr?
2 (o2 g2 2 20702 | 2072 2| .
ds 22[ ( r)dt+1—2M/rdr + 7r%(dO* + sin“0d¢*) + dz (5.6)
Gornje rjeSenje naziva se (Schwarzschildovom) “crnom strunom”(engl. black string).
Svaka ploha za koju vrijedi y = konst. ¢ini 4D Schwarzschildovo prostorvrijeme - 5D
metrika dobivena je slaganjem Schwarzschildovih metrika uzduz dodatne dimenzije.

Izracuna li se Kretschmannov skalar za metriku (5.6) dobiva se [17]

ORapop PRAPCP = 114 (40 - 48%224) . (5.7)
Kao sto bi se i ocekivalo za nacin na koji je dobivena metrika (5.6), za svaki z u
r = 0 postoji singularitet. Isto tako, Kretschmannov skalar divergira u slucaju da
z — o0o. Sve u svemu, (5.6) nema zadovoljavaju¢e ponasanje [17]. Kao prvo, ako je
materija ogranicena na povrsinu ocekivalo bi se da su i gravitacijski efekti lokalizirani
blizu povrsine. No, iako bi se horizont dogadaja potencijalno mogao Siriti u volumen
blizu povrsine, ovdje se dogada da se sam singularitet Siri kroz cijeli volumen. Kao
drugo, zakrivljenost u z — oo divergira, Sto znaci da se ovdje radi o fizikalnom, a ne

koordinatnom singularitetu.

5.2 ”Brane-world” rotirajuéa crna rupa

Metrika rotirajuce crne rupe na povrsini za RS2 model izvedena je u [19], [49]. Ona

ima sljedeci oblik

2Mr — 2Mr — in 6 )y
ds? — — (1 _ TTQ) di? — za( " ZQ) S dtdeé + Kdr2 + Xd6?

oMr—Q (5.8)
+ <T2 +a* + TTGQ sin? 6) sin? Od¢?.

U metrici (5.8) vrijedi

A=r?+a*>—2Mr+Q
(5.9)

Y =72+ a’cos? 0,

pri ¢emu standardno vrijedi a« = J/M, gdje je J zakretni impuls crne rupe, a M njena

masa. MozZe se vidjeti da metrika (5.8) zapravo ima isti oblik kao Kerr-Newmannova
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metrika, koja opisuje nabijenu rotiraju¢u crnu rupu. No, postoji i jedna bitna razlika.
U Kerr-Newmanovoj metrici ¢%, je kvadrat naboja i on moZe poprimiti samo pozitivne
vrijednosti. S druge strane, () bi mogao poprimiti i pozitivne i negativne vrijednosti.
”Plimni naboj” (engl. tidal charge), kako se obi¢no () naziva, u sebi sadrzava ne-
lokalne efekte koji dolaze od postojanja volumena. Metrika (5.8) zahtijeva dodatne
komentare. Ta metrika dobivena je pomoc¢u Kerr-Schild ansatza trazenjem traga re-

lacije (5.1). Tj. zanemarena je kozmoloska konstanta u 4D i dobivena je relacija

R=0. (5.10)

To znaci da je samo pronaden izgled efektivnog rjeSenja na povrsini. No, nije poznato
postoji li rjesenje za rotiraju¢u crnu rupu na povrsini u 5 dimenzija. Dakle, jedino Sto
se sa sigurnos$¢u moze reci je da ako rjeSenje u 5 dimenzija postoji, ono na povrsini
reproducira metriku 5.8. U principu bi u 5D metrici plimni naboj () mogao ovisiti
o koordinatama y,r,0. No, na y = 0, tj. na povrsini, on ne ovisi o njima. Isto
tako, za ocekivati je da bi () mogao ovisiti o M, a i [, ali opéenito se u literaturi
uzima da vrijedi Q = Q(M), a postojanje tih efekata intuitivho se pripisuje [18]
tome da gravitacijsko polje reflektira negativna kozmoloska konstanta koja postoji
u volumenu. Zapravo, svo neznanje koje postoji zbog nemogucnosti pronalazenja
ukupnog rjeSenja u 5 dimenzija upisano je u plimni naboj ). UvrStavanjem metrike

(5.8) u jednadzbe polja (5.1) za elektri¢ni dio Weylovog tenzora dobiva se [20]

Q
=8 = —5(E 20" +a?)
g = g,=2
32

20a (5.11)
Ey= _F(TZ + a?)sin §

2Qa

¢

g t —F

Odmah je jasno da takav elektri¢ni dio Weylovog tenzora zadovoljava relaciju £, =
0, a moZe se provjeriti da je zadovoljena i relacija (5.2). Nadalje, promotrimo jo$
dvije znacajke rotiraju¢e crne rupe na povrsini. To su njezin horizont dogadaja i
staticki limit koji definira ergosferu. Horizont dogadaja u ovom slucaju definiran je
jednadzbom A = 0. Kao rjeSenje te kvadratne jednadzbe dobivaju se r, i r_, pri

¢emu r, > r_. Vedi korijen jednadZbe, dakle ., definira poziciju horizonta dogadaja
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ry =M+ \/M?—a?—Q, (5.12)

pri ¢emu se vidi da horizont dogadaja postoji ako je zadovoljeno
M? > a* + Q. (5.13)

Jasno je da u slucaju pozitivhog plimnog naboja gravitacijsko polje slabi i da se ho-
rizont smanjuje. No, u nekim radovima, npr. u [20], argumentirano je da negativan
plimni naboj fizikalno ima viSe smisla. Budu¢i da plimni naboj proizlazi iz mase, pri
¢emu je on sam vedi Sto je masa crne rupe veca, intuitivno je za ocekivati da ¢e za
vedi apsolutni iznos naboja i gravitacijsko polje biti jace, Sto odgovara negativnom
plimnom naboju. Negativan naboj omogucuje vec¢i radijus horizonta, nego u slucaju

Kerr-Newman metrike. Konkretnije, za Q) < 0ia — M

ry = (M++/—Q)> M, (5.14)

Sto u kontekstu opce relativnosti ne postoji za Kerr-Newmanovu crnu rupu. U slucaju
da vrijedir, = M iuz Q < 0 prema (5.12) ispada da je rotacijski parametar a veci od
njene mase. Zbog toga, utjecaj volumena na povrsinu mozda omogucava mehanizam
zarotiravanja stacionarne i aksijalno-simetri¢ne crne rupe na povrsini, a da pri tome
njezin rotacijski parametar postane ve¢i od mase [20]. Staticki limit definiran je
jednadzbom g¢;; = 0. Najveci korijen te jednadzbe daje radijus ergosfere oko crne

rupe

ron—l—\/M?—azcos?Q—Q. (5.15)

U tockama ¢ = 0 i § = 7 ovaj radijus postaje jednak radijusu horizonta. Jasno je da
negativan plimni naboj povecava ergosferu, dok je pozitivni naboj smanjuje, kao sto

je to i kod Kerr-Newmanove metrike.

5.3 Geodezici svjetlosnog tipa rotirajuce crne rupe

Ovdje ¢e cilj biti odrediti geodezike svjetlosnog tipa za rotiraju¢u crnu rupu na povrsini.
U sedmom poglavlju, prilikom odredivanja parametara vezanih uz ”brane-world”

pomocu opazanja Event Horizon Telescope-a, bit ¢e vazni geodezici svjetlosnog tipa.
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5.3.1 Geodezici svjetlosnog tipa blizu crne rupe

U blizini rotirajuce crne rupe metrika prostorvremena dana je s (5.8). Vec prije je
spomenuto da je pri nalaZzenju metrike (5.8) zanemarena kozmoloska konstanta pa
se zbog toga ocekuje da takva metrika opisuje prostorvrijeme blizu horizonta. Ge-

odezike trazimo pomoc¢u Hamilton-Jacobi jednadzbe

@ +H =0, (5.16)
or

gdje je S Jacobi akcija, 7 afin parametar, a H Hamiltonijan

1 v
H = g,u1"p". (5.17)
Budu¢i da metrika ne ovisi o ¢ i ¢, pojavljuju se dvije ocuvane veli¢ine £ = —p; i

L = AE = p,, tj. energija i angularni moment. Pretpostavimo sljede¢i Ansatz za

Jacobi akciju [21]
2

S %T—Et+)\E¢+ST(T) + S4(6), (5.18)

gdje je 1 masa Cestice koja se giba po geodeziku. UvrStavanjem prethodnog Ansatza

u (5.16) i raspisivanjem dobiva se

A, 1, E*( | A\ E?
EP,% + ipg + <asm9 - m) — ﬂ(TQ +a® —al)? = —p? (5.19)
Kao $to je najavljeno, zanimaju nas geodezici svjetlosnog tipa pa se stavlja p? =
0. Ako se takva jednadzba pomnozi sa > postaje jasno da ju je moguce separirati.
Ocuvana veli¢ina u tom slucaju je K, = C + E*(A—a)?, gdje je C Carterova konstanta

[22]. Sve zajedno to izgleda ovako

A\’ E?
ps+ E* | asing — — = —Ap? + —(r* +a® — a))? = K, (5.20)

sin” 0 A

Uz
1 A
0 r

—— = —p, 5.21
P=5pPe D=0 (5.21)

dobiva se krajnji oblik jednadzbi za p" i p’

) )y
== ++/Ry(7), Epe = +/64(), (5.22)
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pri cemu vrijedi

Ry(r) = (r* + a® — a\)* = A(r)(n + (A — a)?)

0,(0) =1 + a®cos® @ — \* cot? 0,

(5.23)

gdje je n = C/E*. Indeks b odnosi se na dio prostorvremena ”blizu” crne rupe.
Nadalje, mogu se dobiti parametri ) i 77 za koje se fotoni oko crne rupe gibaju po
zatvorenim putanjama radijusa » = 7. Takve putanje dobivaju se ako je ispunjeno
R, = R, = 0, a to se postiZe za

a*(M +7) 4+ 72Q + 7(F — 3M)]

A= (M —7) : (5.24)

= 2@ M?L;(FA[; © :)W S (5.25)

i oni se nazivaju kriti¢nim parametrima, tj. krivulja 7(\) naziva se kriti¢na krivulja.
Ako se na kriti¢nu krivulju 7(\) doda neki pozitivan broj, iz (5.23) se vidi da R,
postaje negativan (A(r) je pozitivno izvan horizonta). Zbog toga se moze zakljuditi
da je dopusteno podrucje ispod kriti¢ne krivulje. Sljedeca bitna stvar za uociti je da
potencijal ©,(f) ima isti oblik kao u slucaju Kerrove crne rupe. Kod Kerrove crne
rupe, za fotone koji mogu proci kroz ekvatorijalnu ravninu mora vrijediti n > 0 [23]
jer za takve fotone postoji interval n unutar kojeg je ©,(6) nenegativan. U slucaju
da vrijedi |A\| < a, postoji i dopusteno podrucje u kojem je n < 0, ali mora vrijediti
n > —(]\| — a)? kako bi se postigla nenegativnost potencijala ©;,. Takvi fotoni ne

mogu proc¢i kroz ekvatorijalnu ravninu. Sve skupa za uvjete na n imamo

n=n=0, uz |\ >a (5.26)

n>—(A-a) uz A <a (5.:27)

Podrucje u kojem vrijedi < 0 nece biti bitno za analizu koja ¢e se odraditi u sedmom
poglavlju Sto se moZe i vidjeti u [24]. Zbog toga, od sada se pri analizi gleda samo

podruéje odredeno s n > 0, pri ¢emu je gornja granica kriti¢na krivulja 77(\).
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5.3.2 Geodezici svjetlosnog tipa daleko od crne rupe

Daleko od crne rupe, metrika koja opisuje prostorvrijeme je linearizirana metrika
dana s (4.50). Ta metrika je konzistentna s metrikom (5.8) u limesu velikog r, ako se
maknu ¢lanovi koji sadrze a? i ako se u metrici (4.50) stavi [ = 0. No, vazno je nagla-
siti da metrika (5.8) sama po sebi ne reproducira metriku (4.50) daleko od crne rupe.
To znaci da (5.8) ne opisuje cijelo prostorvrijeme oko rotirajuc¢e crne rupe. Bududi
da pretpostavljamo da koordinate (¢,r,6, ¢) pokrivaju cijelo prostorvrijeme, metrike
(4.50) i (5.8) mozemo shvatiti kao dva limesa nepoznate metrike koja opisuje cijelo
prostorvrijeme [24]. Pratedi istu proceduru kao i za metriku (5.8) i ovdje se moze
provesti separacija varijabli

A2 [ 3E?[r3 — Ma\(2 + 312 /r?))?
2, p2 ——|rP—2M (= -1 2 = K.
Pot B GTg [T (r2 ) T] P T oM (31 22/ a
(5.28)

Ovdje se indeks d odnosi na ”daleko”. Zbog toga Sto se pretpostavlja da ove dvije
metrike ¢ine dva razlic¢ita limesa iste metrike, ocuvane veli¢ine (F, L, K), odredene
simetrijama prostorvremena, vrijede i blizu i daleko od crne rupe. Zbog toga, radi se

identifikacija K = K, = K,. Raspisivanjem se dobiva
—p" = £/ Ra(r), P = +4/04(0), (5.29)

uz

3
ARV (5.30)
Qu(0) =n+(\—a)’— —
sin” 6
U gornjim relacijama uvedene su oznake
e r 3r2

2
A, = Mak (2 + 31—) (5.31)

73 2

U ovom podrudju, vidi se da je za veliki r, dakle za » >> r, uvijek postignuta pozitiv-

nost radijalnog potencijala R,(r) > 0. Nenegativnost potencijala ©,(f) zadovoljena
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je ako je zadovoljeno

n = A2 cot? 0 + 2a) — a® > 2a)\ — a. (5.32)

Zapis$imo jos
n(A) = A\ cot? 0 + 2a\ — a?, (5.33)

¢ime smo oznacili donju granicu parametra n. U sedmom poglavlju provest Ce se

nastavak ove analize s primjenom na sjenu M87*.
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6 ”Brane-world” kozmologija

Ovdje ¢e se, radi potpunosti, provesti vrlo jednostavna analiza kozmologije u "brane-
world” modelima. Pretpostavlja se izotropnost i homogenost u 3 prostorne dimenzije

povrsine. Za tenzor energije i impulsa na povrsini se onda uzima
", """ = diag(—p, P, P, P), (6.1)

tj. tenzor energije i impulsa savrsenog fluida. Nadalje, radi jednostavnosti, pretpos-
tavlja se da se intervali duljine duz dodatne dimenzije ne mijenjaju u vremenu. Za

metriku se onda odabire ansatz [25]
ds® = —w?(y, t)dt* + a*(y, t)yida’da? + dy?, (6.2)

gdje je vi; = f(r)dij, uz f~*(r) = 1 — kr? i &;; Kroneckerov simbol. Dakle, f(r)
je standardni ¢lan, koji se nalazi u 4D FLRW metrici, u kojem se krije zakrivljenost
prostora, odredena s k, koji moze poprimiti vrijednosti —1, 0, 1. U daljnjem razmatra-
nju ogranicavamo se na k = 0. Metrika (6.2) izgleda kao prirodno poopc¢enje FLRW
metrike na 5D. Po uzoru na standardne “brane-world” modele pretpostavlja se i Z
simetrija pa ¢lanovi a(y,t) i w(y,t) ne ovise direktno o y, ve¢ samo o |y|. ZapiSimo
sada 5D jednadzbe polja (2.38) tako da se eksplicitno ukljuce doprinosi na povrsini

O ap = —As Clgan + K3 T 64 05 6(y). (6.3)

puv

Uvrstavanjem metrike (6.2) u

- 1
OGap = PRap — = P gap OR (6.4)

2
} 7 (6.5)

za komponente 5D Einsteinovog tenzora dobiva se

LN 2 7\ 2 "
<5>@00:3{(2) _wz[<a_) L
a a a
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oty o[£ (2 2) ot ]
o, (6.6)
a
a

/s y
)Gy, = 3 %% _a ) 7 (6.7)

6)G,, — {i/ (“_'Jrﬂ/) _%{é (2_9)+§H, 6.8)
a\a w w? |la\a w a
Sto je i detaljnije izvedeno u Dodatku D. S druge strane, integriranjem (6.3) oko O,
uz ¢injenicu da 5D metrika ne moze imati diskontinuitet, dobiva se

o+

/ dy PG ap = k3 Ty 84 0, (6.9)

Sto uvrstavanjem (6.5) i (6.6) uz oblik tenzora energije i impulsa (6.1) daje diskon-

tinuitet derivacija a i w u y = 0:

2

Ad

= -5 (6.10)
a |, 3
A ! 2
2 =Bi3r+2p). (6.11)
w |, o 3

U gornjim relacijama vrijedi Ad’(0) = o/(07) — a/(07) = 24’(07), uz istu logiku za

Aw'(0). Uvrstimo sada (6.7) u (6.9), ¢ime se dobiva

o+

_ or wa d
[ arnsf o(22-
_ _ wa a
ot /- /
wa d(a ,d (1
_ S s IS b (e 6.12
3/ dy{wadet(a) adt(a)] ( )
:3/0+dy|:£/9+i(a_/>+gil}
- wa dt \ a aa

pa ako se sada jo$ uvrste relacije (6.10) i (6.11) dobiva se standardna jednadzba
ocuvanja
p+3_0(p+p):07 (6.13)

a
a
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gdje je ao(t) = a(y = 0,t). 1z (6.7) se uz ®)Gy, = 0 isto moze dobiti
w(y,t) = Alt)aly, ), (6.14)

pri ¢emu zadajemo wy(t) = w(y = 0,t). U ovom poglavlju A se ne odnosi na napetost

povrsine. JednadZba (6.5) se, uz ¢injenicu da vrijedi ®)Goy = w(As + d(y)x2p), moze

2_(6'1)2 2
H = — = Ww
a

gdje se a/, odnosi na regularan dio funkcije. Konkretno, ako se prethodna jednadzba

zapisati kao

: (6.15)

As 0P a\? a’y,
3+K53+ a +a

. . . ve . sev . . 7N 2 v v.

izvrijedni na povrsini, tre¢i ¢lan s desne strane daje doprinos (%)” o p?, $to znadi da u
ovom slu¢aju kvadrat Hubbleovog faktora ovisi o p?. Takvo ponaSanje se ne dobiva u
opcoj relativnosti. Ekvivalent drugoj Friedmannovoj jednadzbi moze se dobiti putem

(6.6) i koristenjem (6.15)

! w w2

. 2 1/ 1
= -BEpy L gl S|t TR (6.16)
6 a w w 2 a

SIS

Radi lakse usporedbe, zapiSimo ovdje Friedmannove jednadzbe iz opce relativnosti

a\®> A p
2
-] == Lt 1
(a) 3 +K 5 (6.17)
a K2 A

gdje je cetverodimenzionalna kozmoloska konstanta eksplicitno napisana. Koristenjem
modificiranih Friedmannovih jednadzbi (6.15) i (6.16) u (6.8) moze se dobiti jed-
nadzba

a// w// 2

Prethodna jednadzba, u kombinaciji s (6.14) i rubnim uvjetima (6.10), (6.11) ima

sljedeca rjesenja [25], uz A5 < 0

2
aly, 1) = ag (coshwyw - g—;psmhwm)) ,
(6.20)

/fz .
w(y,£) = w (coshwy\) + S p2p) Smh(u!yD) |
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gdje je > = —k2A;/6. Treba naglasiti jednu stvar - u prethodnim je relacijama
kozmoloska konstanta na povrsini A (odnosno napetost povrsine, oznacena u 2.,3. i

4. poglavlju s \) apsorbiranau pi P.
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7 Ogranicenja na parametre “brane-world” modela

7.1 Gornja granica na radijus zakrivljenosti dodatne dimengzije

pomocu sjene M87*

Kao sto je ve¢ receno, pomocu Event Horizon Telescope-a snimljena je sjena super-
masivne crne rupe M87*. Kako bismo to¢no objasnili Sto se misli pod pojmom ”sjena”
crne rupe, moramo objasniti $to je to¢no kriti¢na krivulja. Kriticnu krivulju crne rupe
¢ine svjetlosne zrake koje promatra¢ uocava s crne rupe, a koje se ako ih pratimo
unatrag, asimptotski priblizavaju zatvorenim fotonskim putanjama oko crne rupe.
Dakle, fotoni koji se vide blizu kriti¢ne krivulje su na svom putu do promatraca puno
puta obisli crnu rupu. Sjenu crne rupe ¢ini unutrasnjost kriticne krivulje. Konkretno
za M87%*, kad bi se radilo o Kerrovoj crnoj rupi, dakle rotiraju¢oj crnoj rupi bez na-
boja koja je u potpunosti opisana op¢om relativnoscu, sjena crne rupe bi trebala biti
vrlo sli¢na krugu [26]. Za sjenu crne rupe M87* dobiva se, prema opazanjima Event
Horizon Telescope-a, da je korijen iz srednjeg kvadrata udaljenosti od prosjecnog ra-
dijusa manji od 10% [16], tj. sjena odstupa od kruga maksimalno za 10%. Pomo¢u
toga odredena je gornja granica relativnog odstupanja kvadrupolnog momenta M87*

od Kerrove vrijednosti kvadrupolnog momenta te je dobiveno [16]

AQ
@Kerr

=e< 4 (7.1)

U gornjoj relaciji AQ se odnosi na odstupanje od vrijednosti kvadrupolnog momenta
Kerrove crne rupe. Plimni naboj, ve¢ spomenut u poglavlju o "brane-world” crnim
rupama, u sebi nosi otisak postojanja dodatnih dimenzija. Dakle, ako postoje do-
datne dimenzije, kvadrupolni moment crne rupe moze se razlikovati od kvadrupol-
nog momenta Kerrove crne rupe. OgraniCenje (7.1) se moZe iskoristiti da bi se dobila
gornja granica dodatne dimenzije. Konkretno, ovdje ¢e se ponoviti ve¢ provedena
analiza [26] koja se odnosi na "brane-world” RS model 2. Metrika Kerrove crne rupe
dobiva se ako se u metrici (5.8) za plimni naboj stavi 0. Ako se linearizira Kerrova
metrika, kao Sto je to ve¢ napravljeno u [27], za Newtonov potencijal dobiva se mul-
tipolni razvoj

o(r,0) = _M [1 + (g)QPQ(cos 0) + } , (7.2)

r
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gdje je Py (cos #) drugi Legendreov polinom. Kvadrupolni moment dan je kao faktor u
potencijalu uz 1/r3 [50]. Iz (7.2) moze se is¢itati kvadrupolni moment Kerrove crne
rupe i on je Qerr = Ma®. No, takva analiza nije kompletna ako se ne uzmu u obzir
i korekcije koje dolaze od postojanja dodatne dimenzije. Pa tako, na temelju analize
napravljene u ¢etvrtom poglavlju, iz (4.37) vidi se da je korekcija na potencijal rele-
vantna za kvadrupolni moment oblika |A¢| ~ 2M1?/3r3. Pokazano je da [26], [28]
dominantna korekcija metrike (4.50) ide kao [?a?/r* zbog ¢ega se mogu zbrojiti do-
prinosi iz potencijala (7.2) i (4.37) do reda 1/r3. Kratka digresija - metrika (4.50)
predstavlja lineariziranu metriku rotirajuce crne rupe koja se nalazi na povrsini kod
koje su uzeti u obzir dominantni doprinos od rotacije i dominantni doprinos od koz-
moloske konstante. No, bitna razlika je to $to su tamo zanemareni ¢lanovi oc a?/73.
Sve skupa, linearizirani potencijal Kerrove crne rupe u RS modelu 2, dobiven gore

objasnjenim zbrajanjem doprinosa, moze se pisati kao

2
o(r,0) = M {1+ (g)ng(cosﬁ)—kﬁ—l—... : (7.3)

r 3r2

Kut opazanja crne rupe je 0, tj. to je kut izmedu pravca pod kojim se opaza crna rupa
i pravca spina crne rupe. Konkretno, za M87* dobiven je kut 6 ~ 17° [16]. Za tako
mali kut opazanja

Ps(cos ) = %(3 cos’f — 1) ~ 1. (7.4)

Sada se za kvadrupolni moment Kerrove crne rupe u RS modelu 2 moze pisati:

@Kem}zs ~ Ma? + 2MI?/3, iz tega se vidi da je razlika u odnosu na Qxerr = Ma?

dana s
~  2MI?
AQ~ —5—. (7.5)
Slijedi
202
~— <4 .6
er sS4 (7.6)
iz ¢cega se dobiva
2
§l2 S 4&2. (707)

Ako se za plimni naboj uzme ) = 0, iz (5.13) vidi se da mora vrijediti a < M tj.

4a®> < R%, gdje je Rg Schwarzschildov radijus Rg = 2M G /c*. Stoga, mora vrijediti

[ S RS> (7-8)
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Sto se uz procjenu mase M87* dobivenu u [16] svodi na
1 < 10" m. (7.9)

U sluéaju da je Q < 0 i da vrijedi |Q| ~ M? vrijedi zaklju¢ak kao i za Q@ = 0. S druge
strane, u slucaju daje Q > 01 @ ~ M? to mozZe dati bitno smanjenje gornje granice
na /[ u odnosu na gore navedenu, ali ne znamo () iz metrike (5.8) dovoljno precizno
da bismo to mogli tvrditi. Vidi se da ovaj test veliCine radijusa zakrivljenosti nije u
rangu onoga dobivenog testiranjem Newtonovog zakona do razine O(mm). No, on

je vazan jer je dobiven na neovisan nacin.

7.2 Oblik sjene M87* i slaganje s ”brane-world” modelom

Nadovezimo se sada na pricu iz potpoglavlja 5.3. Zamislimo statickog promatraca
s koordinatama (¢, = 0,7,,6,,», = 0) koji se nalazi daleko od crne rupe. Za svaku
tocku u prostorvremenu moguce je naci ortonormalnu bazu vezanu uz promatraca u
toj tocki. Metrika daleko od crne rupe dana je s (4.50). Bududi da je takva metrika

dijagonalna u r i ¢, za ortonormalnu bazu {é), €., €9), €(») } MoZe se uzeti

é(t) = (0 + ”Y(%,
é(r) = C,0,

(7.10)
é(g) = CyY0

é@,) = C38¢ + Do,.

Promatrac lokalno opaza Minkowski prostorvrijeme pa je normalizacija vektora baze

dana s

(7.11)
JORCORE
Ep) " €)= 1.
Isto tako zahtijeva se da vrijedi
€y - €(g) = 0. (7.12)



Iz (7.11) i (7.12) onda slijede

9uC? + ooV’ + 2016¢y = —1
9:+CT =1
goeCs =1 (7.13)
g¢¢C§ + guD* + 2g146CsB =1

9t6C3C + 9o C37y + 91 DC + gig Dy = 0.
Sustav (7.13) odmah daje

1 1
Cl = 5 02 - (714)

Grr vV Joe .

U sustavu (7.13) prva, Cetvrta i peta jednadZba odreduju preostale Cetiri nepozna-
nice. Dakle, postoji jedan dodatni stupanj slobode povezan s rotacijama u (¢, ¢) rav-

nini i zbog toga se bez smanjenja opc¢enitosti moze uzeti

D=0 (7.15)
pa iz toga slijedi
1
Cy= ——. (7.16)
9o

Na kraju, za ¢ i v dobiva se sustav

guC* + 9¢>¢>’72 +2giCy = —1

(7.17)
¢+ gﬂ’y = 0.
Gie
Iz gornjeg sustava slijedi
= _Se [ Je (7.18)
oo \ Gip — J1t9se

gdje je uzet negativan predznak jer je ¢ koja se dobiva za takav v dana s

C= [ (7.19)

9,52¢ — GttGoo
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i u tom se slucaju u limesu » — oo reproducira é;) — 0;. Sve zajedno, za vektore

baze promatraca se onda moZze uzeti

én) = 29# (& _ gﬂad)) = (O, + 70,
Gip — GttYepe o9
1
e = O,
(r) 7
1” (7.20)
é(e) N VAL %
. 1
e(p) = \/ﬁa :

gdje su komponente metrike dane s (4.50). Ta baza se poklapa s onom koristenom
u [24]. Projiciranjem Cetveroimpulsa fotona koji od crne rupe dolazi do promatraca,

u sustav tog promatraca dobiva se

1 (7.21)

Obicaj je uvesti kutove opazanja (&, ) u sustavu mirovanja promatraca [30], [29]

(Slika 7.1).

Slika 7.1: Prikaz kutova & i 3. Kutovi su nacrtani kao pozitivni. Kut § je kut izmedu
impulsa fotona i ravnine odredene vektorima é, i é,. Kut & je kut izmedu projekcije
impulsa fotona na ravninu odredenu vektorima é, i é, i vektora é,. Vektori é, i ¢,
odreduju x-y ravninu u kojoj opazac vidi kriti¢cnu krivulju crne rupe. Vidi Sliku 7.2.
Preuzeto iz [47] i prilagodeno oznakama koriStenim u ovom radu.
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p» = |P|sin (7.22)

P9 = |P|sina cos .

Za tako definirane kutove vrijedi

() - (0)
tand = 2 , sinf = % (7.23)

p(T)

Buduéi da je lokalno izmjerena energija fotona dana s p®, vrijedi | P| = p). Na Slici

7.2 sus «a i [ oznaCene koordinate na x i y osima promatracevog neba. Iz Slike 7.2

Slika 7.2: Prikaz koordinata fotona na promatracevom nebu. Koordinate su dane s
(o, B). Zastor se nalazi na istom mjestu kao i crna rupa na Slici 7.1.

mogu se dobiti relacije koje povezuju kutove &, 3 i osi «, 3 na promatratevom nebu
zar, >>1
a=—-r,a, [=r,0, (7.24)

pri cemu za tako definirane kutove znak negativnosti dolazi od ¢injenice da se foton s

pozitivnim kutom & zapravo nalazi s negativne strane osi o na promatracevom nebu.
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Zbog toga Sto vrijedi r, >> 1, kutovi opazanja su mali i relacija (7.23) postaje

Kombiniranjem prethodne dvije relacije moze se povezati izgled sjene crne rupe s

komponentama cetveroimpulsa fotona u sustavu promatraca

(#) C)
o= —7’0%, 8= 7’0%. (7.26)
p\ p

Iskoristimo sada jos relacije (7.21) i (5.30) kako bi se dobilo

A Ay
_ 2
“ sineo\/Ag+A1(6A2—B2)+1’ (7.27)
VA
B=%v6ullo) T (7.28)
— 412

gdje su Ay, A, i B definirani kao u potpoglavlju 5.3, i izvrijednjeni za r,. Dakle, fo-
toni s parametrima (), n) dolaze do promatraca i zadovoljavaju ©4(,) > 0. Kriticna
krivulja 7j(\) predstavlja moguée parametre 7j i A za geodezike konstantnog radijusa.
Krivulja () dana s (5.33) predstavlja minimalne moguce parametre 7 za geodezike
daleko od crne rupe. Napravimo sada digresiju vezanu uz krivulje 7()\) i n(\). Te
dvije krivulje mogu imati jednu ili dvije tocke u kojima se sijeku. Kako bi to postalo
jasnije treba promotriti sljedecu sliku (Slika 7.3). Na Slici 7.3 nacrtana je kriti¢na
krivulja 7j()\). U intervalu izmedu 7_ i 7, vrijedi 7(\) > 0. Taj dio je obojan plavom
bojom te se naziva normalnim podrucjem. Krivulja () nacrtana crvenom bojom u
ovom je slu¢aju nacrtana za kritican kut. Zelenom isprekidanom linijom nacrtana je
donja granica krivulje (), dobivena za kut opazanja 6, = w/2. U ovoj analizi pro-
matramo kutove opazanja za koje vrijedi 0 < 6, < n/2. Budu¢i da donja granica te
krivulje sije¢e kriti¢nu krivulju, moze se zakljuéiti da 7()\) i n()\) imaju barem jednu
tocku presjeka. Kao $to je ve¢ reCeno, na Slici 7.3 n(\) nacrtana je za kritican kut
zbog ¢ega prolazi tockom (\(7,),0). Kada bi kut opazanja bio veéi, 5(\) ne bi prola-
zila tom to¢kom zbog ¢ega bi postojala samo jedna to¢ka u kojoj se sijeku 7(\) i 7()).
Takav primjer dan je na Slici 7.4. U slucaju da je kut opazanja manji od kriti¢nog,

dobiva se situacija prikazana na Slici 7.5. Tada za krivulje n()\) i 7j(\) postoje dvije

43



— fiA)
| — n=A%cot?s, + 2ar — a2
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25
20
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10
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-5 =
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Slika 7.3: Plavom bojom nacrtana je kriti¢na krivulja 77(5\), te je plavom bojom ispu-
njeno podrudje za fotone koji su na zatvorenim putanjama s 77 > 0. Crvenom bojom
nacrtana je krivulja n(\) za kritican kut 6. Kritican kut 6. definiran je na nacin da

n(A) prolazi tockom (A(7),0). Zelenom isprekidanom linijom nacrtana je donja gra-
nica parabole 7n()\). U slucaju kada je kut opazanja crne rupe 6, = /2, () postaje
jednaka 2a\ — a?.

tocke u kojima se sijeku. Kao Sto je vec receno u 5. poglavlju, metrike koje opisuju
prostorvrijeme blizu i daleko od crne rupe mozemo shvatiti kao dva razli¢ita limesa
neke metrike koja opisuje cijelo prostorvrijeme. Zbog toga su ocuvane veli¢ine u oba
podrucja jednake, tj. K, = K,. Upravo zbog te jednakosti trebaju se traziti tocke
presjeka u kojima vrijedi A = X\ i 77 = 7. Tj., za foton koji krene od crne rupe s
parametrima danim relacijama (5.24) i (5.25) vrijedi da on s tim istim parametrima
dolazi do promatraca pa se uvrstavanjem (5.24) i (5.25) u (7.27) i (7.28) dobiva
kriti¢cna krivulja C, pri ¢emu su Ay, A, i B izvrijednjeni za r,. Jo$ samo valja naglasiti
da iako smo u 5. poglavlju trazili zatvorene fotonske putanje, parametri fotona koji
pripadaju kriti¢noj krivulji crne rupe se asimptotski priblizavaju 7i A pa s tim parame-

trima i racunamo. Kako (7.27) daje jedinstveni «, a (7.28) daje dvije moguénosti za
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Slika 7.4: Plavom bojom nacrtana je kriti¢na krivulja 77(5\), te je plavom bojom ispu-
njeno podrudje za fotone koji su na zatvorenim putanjama s 77 > 0. Crvenom bojom
nacrtana je krivulja n(\) za kut opazanja 6, koji je veéi od kriticnog. Moze se vidjeti
da u tom slucaju postoji samo jedna tocka sjecista krivulja.

3 za zadani 7} i \, zakljuéujemo da postoje dva geodezika koja dodu do opazaca koji
se nalazi na (r,,,). Vratimo se na kriti¢nu krivulju C danom s 5(«). Ona moZe biti
otvorena ili zatvorena, ovisno o kutu promatranja. Ako je kut promatranja veci od
kriti¢nog kuta, krivulja C je otvorena dok je u suprotnom zatvorena. Objasnimo ovdje
zbog ¢ega moze doéi do toga da je kriti¢na krivulja C otvorena. Ako se 7j()\) i n(\)
sijeku u dvije tocke, maksimalni i minimalni 7 (preko kojeg je sve parametrizirano)
slijede iz zahtjeva ©, > 0. S druge strane, u slu¢aju da se 7j(\) i n()\) sijeku u jednoj
tocki minimalni 7 je i dalje odreden zahtjevom ©, > 0, tj. podru¢jem iznad crvene
krivulje na gornjim slikama. No, maksimalni 7 koji bi se dobio iz tog zahtjeva vedi je
od 7. To znaci da za takav 7 > 7, vrijedi 7 < 0, a to podru¢je nije dopusteno. Znaci
da je maksimalni 7 u tom slu¢aju odreden uvjetom 7 > 0. Tj. nisu obuhvaceni svi 7
za koje bi trebalo nacrtati 5(a(7)) da bi se krivulja zatvorila - podruéje izmedu tocaka

presjeka krivulja 77(\) i () se preslika u zatvorenu krivulju C. Zbog toga je u slucaju
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Slika 7.5: Plavom bojom nacrtana je kriti¢na krivulja 77(5\), te je plavom bojom ispu-
njeno podrudje za fotone koji su na zatvorenim putanjama s 77 > 0. Crvenom bojom
nacrtana je krivulja n(\) za kut opazanja ¢, koji je manji od kriticnog. Moze se vidjeti
da u tom slucaju postoje dvije tocke sijecista krivulja.

jedne tocke presjeka 7j()\) i n()\) kriti¢na krivulja C otvorena. Fizikalna intepretacija
te situacije je da za 7, postoji kruzni geodezik koji ne moze doc¢i do opazaca. U [24]
se nalazi puno primjera takvih kriti¢cnih krivlja na kojima je x-os «, a y-os 3, za razne
parametre r,, 0,, [, a i Q). Ako nije drugacije napisano, nadalje se podrazumijeva da
je M = 1. Pronalaskom minimalnog i maksimalnog 7 i nakon toga crtanjem «(7) i
B(7) reproducirane su kriti¢cne krivulje dobivene u [24] te se one nalaze na slici (Slika
7.6). To je primjer otvorenih kriti¢nih krivulja. Buduéi da takva krivulja opéenito nije
kruznica, za zatvorene krivulje obicaj je definirati Aa = oy —a_ i A = B, — [_
na nacin da se medusobno oduzmu maksimalna i minimalna vrijednost za svaku os.
Iz (7.28) vidi se da je krivulja simetricna oko x-osi pa se zato Af svodi na 23,. Pri-

mjer krivulje s takvim veli¢inama prikazan je na slici (Slika 7.7). Te veli¢ine mogu se
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T3 ; 3 : :

Slika 7.6: Kriticne krivulje za parametre M = 1, a = 08,1 = 5, r, = 200, 6, =
7/2. Nacrtane su razne krivulje za razli¢ite plimne naboje te se vidi da se porastom
plimnog naboja smanjuje veli¢ina kriti¢ne krivulje.

Slika 7.7: Primjer zatvorene kriti¢ne krivulje C. Preuzeto iz [24].

objediniti u
Aa

5A_5'

(7.29)

Primijeni li se sada gore opisana analiza na M87*, moze se zakljuciti da je 6. > 17°

zato Sto je krivulja zatvorena [16], a kut promatranja je upravo 17°. Nadalje, iz
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opazanja je dobiveno da mora vrijediti

4
0 < 3’ (7.30)

za M87* [16]. U [24] napravljena je analiza za raspon parametara 0.1 < a < 1.5
i—2 < Q < 1-—a® Bududi da se ocekuje da je [ mali te zbog toga $to uvijek
dolazi u obliku /2 /r? oéekuje se da nema velik utjecaj na izgled kriti¢ne krivulje [24].
Uz pretpostavku da parametri crnih rupa koje Event Horizon Telescope opaza ulaze
u gornji raspon, glavni zakljucak je da vrijedi d,,,, = 1.015. Takav 0. < 4/3,
Sto znaci da se tom analizom ne moze isklju¢iti moguénost da se zapravo radi o
“brane-world” crnoj rupi. Za proSiren set parametara, u intervalima 0.1 < a < 1.91
-3 < @ < 1— a?, pronadeni su maksimalni i minimalni 7. U danom intervalu je za
svaki set parametara onda nadena veli¢ina ¢ definirana relacijom (7.29). Na Slici 7.8

nalazi se prikaz ovisnosti parametra § o () i a. Vidi se da je maksimalna vrijednost

lole

1014

101z

F1lol0

F1008

1006

1004

1002

025 050 075 100 125 150 175

Slika 7.8: Prikaz ovisnosti parametra ¢ o () i a. Slika je dobivena na analogan nacin
kao i Slika 7.6. - numericki se traze rasponi vrijednosti 7 za koje vrijedi ©, > 0. Za
svaki raspon vrijednosti pronadeni su A« i AS i pomoc¢u njih je odredena o.

 za takav proSireni set parametara dana s d,,,, = 1.016 < 4/3. To znadi da ni ova

analiza ne moze iskljuciti moguénost da se radi o "brane-world” crnoj rupi.
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7.3 Sjena crne rupe Sgr A* i “brane-world” modeli

Spomenimo ovdje samo ukratko nedavno snimljenu sjenu Sgr A* - supermasivne crne
rupe u srediStu naSe galaksije [44]. U [45] napravljena je analiza kojom je na temelju
kutnog promjera sjene crne rupe Sgr A* bio cilj odrediti moguce vrijednosti plimnog
naboja. Konkretno, ako se uzme u obzir jedna standardna devijacija promjera, za
plimni naboj se dobiva 0 < @ < 0.15M?2. Sli¢na takva analiza napravljena je i za
M87* u [46]. No, tom analizom za M87* zakljuceno je da postoji odredena sklonost
negativnom plimnom naboju Sto je u suprotnosti s analizom za Sgr A*. Ako se pak
uzmu u obzir dvije standardne devijacije promjera sjene Sgr A*, dobiva se —0.1M? <
Q < 0.2M? pa tako u ovom slucaju u obzir ulaze i negativne vrijednosti plimnog

naboja.
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8 Gravitacijski valovi: sadasnjost i buduénost

8.1 Teorijska osnova

Provedimo ovdje vrlo jednostavan uvod za gravitacijske valove u prisustvu jedne do-
datne prostorne dimenzije. Pretpostavimo opcenitiju metriku, oblika (3.25). Dakle

razmatraju se male perturbacije 5, i ukupna metrika je
ds® = W) (n,, + hy,)do"dz” + dy?. (8.1)

Rjesavanjem jednadzbi polja za takvu metriku dobiva se

0,0, , — 9,0 by, + DOhyy

— N AN, — 02Ny + AA Oyhy + 2(4A + A"V, = 0, (62
Sto ako se opet odabere RS bazdarenje (4.5) postaje
02 hyw + 4A Oy, + 2(4A” + A")Ry) — Ohy, = 0. (8.3)
Zapisimo perturbaciju kao umnozak
Py (Y, 2°) = G (y) Xy (27), (8.4)
Sto uvrStavanjem u (8.3) za x,, daje
OxXpw + n*Xpw = 0. (8.5)

U gornjoj jednadzbi n je konstanta dobivena separacijom varijabli. RjeSenje te jed-
nadzbe je

Xuv = € €xp(ik,a7). (8.6)

pri ¢emu mora vrijediti k,k* = n?. Moze se primijetiti da gornje 4D rjeSenje ne ovisi

0 y, ali se dobila ovisnost o n. Funkcija ¢(y) zadovoljava jednadzbu

¢ +AA Y 4 2(4A”% + A" + n2e?M) = 0. (8.7)

50



Dobivene jednadZzbe se onda rjesavaju za konkretnu funkciju A(y).

8.2 Gornja granica na dodatnu dimengiju pomodu gravitacijskih

valova

U slucaju da je na$ svemir povrsina smjeStena u 5D volumenu, od svih medudjelovanja
jedino se gravitacija moze Siriti kroz dodatnu dimenziju, dok su druge sile ogranicene
na povrsinu. Kod takvog scenarija, gravitacijski valovi mogli bi putovati i kroz do-
datnu dimenziju, dok bi elektromagnetski valovi bili ograniceni na povrsinu, Sto znaci
da bi njihovi putovi bili razli¢iti. Zbog toga bi se prilikom detekcije gravitacijskih i
elektromagnetskih valova, koje istovremeno emitira isti izvor, uocila vremenska raz-
lika. Konkretno, takva vremenska razlika je i uoc¢ena prilikom detekcije gravitacijskih
valova GW170817 i gama zraka GRB170817A [33], nastalih stapanjem dviju ne-
utronskih zvijezda. Ovdje se prati analiza iz [32] gdje se upravo pomocu vremenske
razlike u detekciji nastalih gravitacijskih i elektromagnetskih valova pronalazi gor-
nja granica na radijus zakrivljenosti [ 5D anti-de Sitter prostorvremena u kojem je
smjeStena povrsina koja ¢ini na$ svemir. Krenimo od 5D Schwarzschild-anti de Sitter

metrike zapisane u statickim koordinatama [32]
ds* = —f(R)dT* + f(R)"'dR* + R*d%;, (8.8)

pri ¢emu je dX2 metrika maksimalno simetri¢nog 3D prostora, a k odreduje njegovu

zakrivljenost. U toj metrici f(R) dan je s
f(R)=k+— — —. (8.9)

Radi jednostavnosti, ovdje se ogranicavamo na slucaj gdje za Schwarzschildovu masu
vrijedi M = 0 i ravan 3D prostor k = 0 pa vrijedi f(R) = ?—;. Na povrsini, opisanoj
s R = konst., uvodimo sferni koordinatni sustav (r, 6, ¢), tako da se bilo koji signal
moze opisati radijalnim geodezikom svjetlosnog tipa. U tom slucaju mogu se ignori-

rati varijable 0, ¢ i ostaje metrika dana s

ds* = —f(R)dT? + f(R)'dR* + R*dr*. (8.10)
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Iz te metrike mogu se isc¢itati Killingovi vektori: K{ = (1,0,0) i KY = (0,0,1) i

pripadajuce ocuvane veli¢ine

dT
—f(R)ox = —E, (8.11)
d
RQé — P, (8.12)

pri cemu je )\ afin parametar. Iskoristimo uvjet

dz* dx¥

Jarar 8.13
G an -V (8.13)

kako bismo za radijalni geodezik svjetlosnog tipa dobili

drR\* _ 2 f(R) 1
(ﬁ) = F° — = P-. (8.14)
Ako se povezu (8.12) i (8.14) mozZe se dobiti
E*  f(R)\ Y’ dR
(ﬁ I ) Ly (8.15)

relacija koja povezuje udaljenosti na povrsini s radijalnom koordinatom R u 5D. In-

tegriranjem gornje relacije moze se dobiti

1 1 E? 1

Ako sada jednadzbu radijalnog geodezika (8.14) povezemo s (8.11) dobiva se

P2f(R)\ "* dR
1-— —— =dT 8.1
(%) me ©47
Sto integriranjem daje
1 1 1 P2

— — — ==\l — —=(Tg —T4). 8.18
Ry Ry 2 e Te — Ta) (8.18)

Isto tako moze se dobiti

P

TB_TA:W(TB_TA)- (819)
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Ako se iz prethodne relacije izrazi P/F i uvrsti u (8.16) dobiva se

1 1\ 2 1
— — = (T —Ta)? 8.20
(RA RB> T =TT (8.20)
gdje je r = rg—r4. Vratimo se na pocetnu metriku (8.8) i definirajmo vlastito vrijeme

za povrsinu
dR?
f(Ry)’

gdje je s R, dana pozicija povrsine. Inducirana metrika na povrsini onda postaje

A2 = f(Ry)dT? — (8.21)

dst. = —dt* + Ry(t)2ds2, (8.22)

iz Cega se vidi da se mogu poistovjetiti Ry(¢) i a(t) - standardni kozmoloski faktor

skale pa je Hubbleov faktor dan s H = R, /Ry. 1z (8.21) se isto dobiva

-2
f(Rb) + Ry

dT = dt, (8.23)

f(R)

pomocu Cega se moze dobiti

B dt
Tp—Tx = l/ —V1+[2H2 (8.24)

ta a

Bududi da se mjesto emitiranja signala A i mjesto njegove detekcije B nalaze na

povrsini moze se pisati

1 1 st Es 4R
- — ZH = B 8.25
Ra  Rp /t R /R R*’ (8.25)

A

gdje je maknut indeks b. Uvrste li se (8.25) i (8.24) u (8.20) dobiva se

5y 2 B ar \?
T;:( _m) _ ( / _m) | (8.26)
ta R t R

A

Sto odgovara prijedenoj sugibajucoj udaljenosti gravitacijskih valova. Crveni pomak
izmedu Ai B dan je s

1+2=—. (8.27)
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Iskoristimo li dt/R = dR/R*H = —dz/H i ako vrijedi [H << 1 moZe se raspisati

(8.26) do na [?
2~ /Zd—Z/ 2—|—l2 /Zd—Z/ /zd’H — 222 (8.28)
Ty R H H i 2 22 )

Udaljenost koju prijede elektromagnetski val je

te dt’ 2 dY
(8.29)
n=) %)

Pomocu relacije za Hubbleov faktor dane u slu¢aju ACDM svemira
H ~ Hy[Q (14 2)3 4+ Qa]Y2, (8.30)
gdje su (,, i 2, parametri gustoCe materije i tamne energije, uz aproksimaciju z << 1

moZze se dobiti relacija koja direktno povezuje r, i r, [32]

r

31202 24
32r3

g~ Ty
r

(8.31)

Y

Na kraju, ako je razlika u detekciji gravitacijskih i elektromagnetskih valova ¢t, vrijedi

rg — Ty = COt. (8.32)

Jos valja re¢i da vedina opaZene razlike u detekciji signala dolazi od astrofizickih
procesa. Ukratko, ispada da se elektromagnetski valovi uvijek emitiraju malo poslije
gravitacijskih [33]. Zbog toga je klju¢no mo¢i odrediti barem otprilike koliki doprinos
dolazi od astrofizickih procesa, a koliki doprinos dolazi od potencijalnog postojanja
dodatne dimenzije. U [32] odradena je statisticka analiza, kojom je za izmjereni
ot = (1.734+0.054)s dobivena gornja granica na radijus zakrivljenosti /. Sa sigurno$¢u

od 95% dobiveno je da vrijedi [ < 6.16 - 10** m, dok je sa sigurnos$¢u od 68% dobiveno

[ <1.65-10%m. (8.33)

Ova gornja granica ne moze se mjeriti s onom dobivenom testiranjem Newtonovog
zakona niti s onom dobivenom iz sjene M87%*, ali ona ima svoju vaznost jer ona pred-

stavlja jedan nacin na koji se mogu koristiti gravitacijski i elektromagnetski valovi u
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potrazi za fizikom izvan opce relativnosti - Sto je i tema sljedeceg potpoglavlja.

8.3 Potraga za novom fizikom pomocu gravitacijskih valova

Prvo direktno opazanje gravitacijskih valova 2015. godine [34] otvorilo je novi pris-
tup promatranju svemira. OpaZzanja takvih dogadaja mogu se koristiti pri istrazivanju
gravitacijske interakcije. Svakako ima smisla promotriti teorije koje krSe neke od
uobicajenih pretpostavki i odrediti kakav bi to¢no potpis u nekom eksperimentu os-
tavilo odredeno razlikovanje od opce teorije relativnosti. Ovdje ¢emo se samo kratko
i na vrlo jednostavan nacin osvrnuti na neka opazanja koja bi se mogla ocekivati
od budu¢ih detektora gravitacijskih valova i sto bi takva opazanja znacila. Prije
toga, spomenimo samo neke karakteristicne frekvencije gravitacijskih valova i Sto
one znace. Neki od trenutno planiranih detektora trebali bi detektirati gravitacijske
valove u intervalu od nHz do kHz [36]. S druge strane, nijedan poznati objekt u sve-
miru nije dovoljno malen i gust da bi mogao emitirati frekvencije vise od 10 kHz [37]
pa bi bilo kakva detekcija gravitacijskih valova iznad te frekvencije ukazivala na novu
fiziku. Zbog toga veliku vaznost u budu¢nosti imaju detektori koji bi mogli detekti-
rati u intervalu od MHz do GHz, o ¢emu se viSe mozZe naci u [37]. Vratimo se sada
alternativama opcoj teoriji relativnosti i potpisu koji bi one ostavljale u gravitacij-
skim valovima. U [39] napravljen je saZetak modifikacija opce teorije relativnosti i
tragova koje bi one ostavile. Ono sto bi se vidjelo u analizi signala gravitacijskog vala
je razlika u fazi Fourierovog transformata signala, u odnosu na onu dobivenu u op¢oj

teoriji relativnosti. Zapisimo to na sljede¢i nacin
Uewa = Yewer + 90V, (8.34)

pri cemu su Ygwa i Yewer redom Fourierove faze u alternativnoj teoriji i u opcoj
teoriji relativnosti, dok je 0¥ razlika u tim fazama. U opcoj teoriji relativnosti, stva-
ranje gravitacijskih valova opisano je drugom derivacijom kvadrupolnog momenta
izvora. Zbog oCuvanja tenzora energije i impulsa, postoji ocuvanje mase i impulsa
zbog Cega monopolni i dipolni ¢lan ne stvaraju gravitacijske valove. U nekim teori-
jama gravitacije, interakcija nije opisana samo tenzorom metrike ve¢ i skalarnim ili
vektorskim poljem, kao u npr. ve¢ spomenutoj Brans-Dicke teoriji [3]. Takva dodatna

polja nuzno ne zadovoljavaju jednake zakone o¢uvanja $to ostavlja mogucnost dipol-
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nog zracenja. Promotrimo takvu situaciju za binarni sustav neutronskih zvijezda, za
Sto je dalje u tekstu i dana toCna promjena faze gravitacijskih valova radi uocavanja
fizikalnih veli¢ina koje su bitne u toj promjeni. Za takav binarni sustav, koji se sastoji
od neutronskih zvijezda masa m; i m, definirajmo veli¢ine koje se koriste i kasnije u

tekstu

m = mq + Mgy

MMy
m? (8.35)
M =1*Pm
M, =(1+2)M,

pri ¢emu je z crveni pomak binarnog sustava. Dalje u tekstu f je promatrana frek-
vencija gravitacijskih valova. U slucaju postojanja dipolnog ¢lana, spajanje takvog
binarnog sustava je brze nego u opcoj teoriji relativnosti - taj sustav brze gubi ener-
giju. Ako se takav dodatan gubitak energije u odnosu na opcu teoriju relativnosti

oznati s 0 Fy,, razlika u fazama iz (8.34) iznosi [40]

oV = —2—;4772/55@@(#/\42 £ (8.36)

Dakle, uoci li se takva razlika u fazi u odnosu na onu predvidenu opéom teorijom re-
lativnosti, to bi ukazivalo na postojanje dipolnog ¢lana. Nadalje, u op¢oj relativnosti,
bozon koji je prijenosnik gravitacijskog medudjelovanja - graviton, je bezmasen. U
nekim modificiranim teorijama [41] prijenosnik gravitacijskog medudjelovanja do-
biva masu zbog c¢ega putuje sporije od brzine svjetlosti. Opet, tako nesto moze se
prepoznati u Fourierovoj fazi gravitacijskog vala emitiranog iz binarnog sustava te se

u tom slucaju ocekuje [40]

DO Mz

O = 72
T+ 2) 02,

(TM. ), (8.37)

gdje je D, udaljenost od izvora, a \3,, Comptonova valna duljina masivnog gravi-
tona [43]. Neke teorije, poput f(R) teorija, u kojima Einstein-Hilbert akcija viSe
nije direktno proporcionalna Riccijevom skalaru ve¢ postaje opcenita funkcija njega,
dovode do toga da gravitacijska konstanta GG postaje vremenski ovisna [42]. Ako GG

postane ovisna o prostorvremenu, ona viSe nije konstanta i to je u izravnoj suprot-
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nosti s op¢om teorijom relativnosti. Ovdje se za razliku u fazama dobiva

25 GoM, 133
O = — o= (TML ), (8.38)

gdje je G. = G/(1 + z) uotena stopa promjene gravitacijske konstante.
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9 Zakljucak

Raznim izracunima u ovom radu istraZeni su modeli gravitacije u vise od Cetiri di-
menzije. Najveci dio ovog rada temelji se na Randall-Sundrum modelu 2, kod kojega
se u peterodimenzionalnom volumenu nalazi jedna ¢etverodimenzionalna povrsina.
Prostorvrijeme naseg svemira je upravo ta Cetverodimenzionalna povrsina. Pri tome
su Cestice i polja Standardnog Modela ogranitene na povrsinu, dok se gravitacija
moze Siriti i kroz volumen. U prvom poglavlju opisana je motivacija za uvodenje mo-
dela koji se razlikuju od opce teorije relativnosti i predstavljene su alternative opce
teorije relativnosti, poput Brans-Dicke teorije i f(R) gravitacije, kao i modeli s brojem
dimenzija ve¢im od cCetiri. U drugom poglavlju raspisane su jednadzbe polja za takve
modele. Za 4D jednadzbe polja dobivene su jednadzbe koje nalikuju Einsteinovim
jednadzbama u opcoj teoriji relativnosti, ali uz neke dodatne ¢lanove. Tema treceg
poglavlja je anti de-Sitter prostorvrijeme, s naglaskom na peterodimenzionalno AdS
prostorvrijeme, a osim njega opisani su i Randall-Sundrum modeli 1 i 2. Nakon toga,
u Cetvrtom poglavlju, proveden je postupak linearizacije gravitacije na povrsini. Za-
klju¢eno je da u tako dobivenom newtonovskom potencijalu postoje korekcije o< 3,
koje unato¢ mjerenjima toc¢nosti Newtonovog zakona gravitacije do dimenzija 0.1
mm nisu uocene. Nakon toga je izvedena i linearizirana metrika rotiraju¢eg objekta
na povrsini. Crnim rupama na povrsini posveceno je peto poglavlje s posebnim na-
glaskom bas na rotiraju¢im crnim rupama. Tamo je i predstavljena metrika u blizini
rotirajuce crne rupe na povrsini. U Sestom poglavlju bavimo se "brane-world” koz-
mologijom na osnovnoj razini, s ciljem uocavanja razlika u odnosu na slucaj opce
relativnosti. Osvrt na sjenu supermasivne crne rupe M87* snimljenu Event Horizon
Telescope-om napravljen je u sedmom poglavlju te se ispituje slaganje oblika sjene s
“brane-world” modelom [24]. Tu se i pomocu te sjene stavlja gornja granica na radi-
jus zakrivljenosti [ peterodimenzionalnog anti-de Sitter prostorvremena [26]. Tema
osmog poglavlja su gravitacijski valovi i kako se pomoc¢u njih moze staviti gornja gra-
nica na /. Ove granice dobivene pomocu sjene M87* i gravitacijskih valova manje su
striktne od one dobivene testiranjem Newtonovog zakona. Dodatno, u osmom po-
glavlju, razmotreni su i odredeni otisci koje bi modifikacije opce teorije relativnosti
ostavile u signalu gravitacijskih valova. Sve u svemu, iako se ¢ini da se trenutno ne

moze potvrditi ili opovrgnuti postojanje dodatnih dimenzija, upravo "brane-world”
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modeli igraju vaznu ulogu u razmatranju posljedica koje bi postojanje dodatnih di-

menzija imalo.
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Dodaci

Dodatak A Jednadzbe polja

Kontrakcijom Gaussove jednadzbe (2.8) dobiva se

Rac = Rapc” =" Rprc™ 94" 9c“ gu® gp " + KacKp” — Ka” Kpc
=ORprc™ 94" 9c gn " + KacK — Ka” Kpc
= Rprc™ ga ¥ 9c ¢ (g ¥ —npgn®) + Kac K — Ka” Kpe
=ORpra™ Pgu ¥ ga? 90 — CRpre Tngn® ga¥ g0 ¢ + KacK — Ka® Kpe
=ORpc 9a ¥ 9¢¢ — ORgre "ngn® g4 g0 + KacK — Ka” Kpe,

(A1)

gdje je u tre¢em redu iskoriSteno (2.5). Definirajmo pac =Rprq Tngnt gaf go ¢ i

iskoristimo tu oznaku pri joS jednoj kontrakciji:

R = Racg”® = Rpa(ga® 90 € ¢"°) — pacg® + ¢ “KacK — K4 P Kpeg™®©
=O Rpag”® — ppe ¢"¢ + K* — KpaK®¢,
(A.2)

Uvrstimo sada dobivene rezultate u 4D Einsteinov tenzor:

1
Gac = Rac — §RQAC

=ORpa ga” 909 = pac + KacK — Ka” Kpc — QI%C (K? — KpeK"9)

1
3 ((5REG QEGQAC — PEG QEGQAC) .
(A.3)
U relaciji (A.3) zadnju zagradu moguce je pojednostaviti. Za prvi ¢lan vrijedi
CRpc 6%Cgac = Ric ((5)9EG —n"n%) gac
= ORpd9" gac — ORpenngac (A.4)

= OROypcgaPgc® — PRpennCgac,
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dok za drugi ¢lan vrijedi

Rprp Tnun® g5 ® 96”9940 = Rerp Tnan’ g5 6" gac
= Rprp ngn® ¢°Pgac (A.5)

H.  F
= Rp"ngn" gac,

tj. drugi ¢lan se moze zapisati kao ®Rpc n"n%gac. Ako se sada to iskoristi u (A.3)

dobiva se

1)
Gac = <(5)REG - = R(5)9EG> 94 %90 ¢ + PRpen®nCgac

2 (A.6)
+ KacK — Ko ® Kpe — pac — gATC (K? — KpaK"%).
Iskoristimo relaciju (2.4) kako bismo zapisali jednadZbe polja u 5D
1
® Rpe — 5 O RO gpa+ As Pgpa = ki PVTpe (A.7)
i kontrahirajmo
1
O R 990 — G)R ® e O gF9 4 Ay ) g @gFG — (2 O, () gFG
5)
PR — 5 PR+ 5A5 = k30T (A.8)
2
PR = 2 (545 — 53 OT),
a zatim uvrstimo u (A.7) ¢ime se dolazi do sljedece relacije
(5) 2 (G Lere 2\ )
Rpae = k; EG T3 9eG | + 51\5 9EG- (A.9)

Daljnje pojednostavljenje je moguce koristenjem relacije (2.11) pri raspisivanju pac:

pac = PRegpc Tngn® ga¥ gc©
= (S)REFGHanF ga g gc “

= (5)CEFGHanF ga g gc ‘ot g ( (S)QE[G (5)RH}F - (SbF[G (5PH]E) nfn® ga g gc “

- é (5bE[G Y e ORI ga ¥ 9o ©.

(A.10)
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Promotrimo sada svaki ¢lan zasebno. Prvi ¢lan se definira kao elektri¢ni dio Weylovog

tenzora Eac = OCpreunn g4 ¥ gc ©. Nadalje,

Oggic PRmrnn g4 ¥ g0 ¢

1
5 [(5)9EG )RHFanF ga L gc “ _(5)9EH (5)RGFanF ga B gc G}
1
=3 [ ORgrnn® gac — ORern™n" gam gc ]
1 1
=3 {(55 ( Tyr — 3 UAC )gHF> + 3/\5 gHF) nnt gac — ORorn™n® gay gc ©
1 (5) L 5)ps) 2\ 6 HF
=3 K2 THF_g T9nr +§A5 gur | NN gac,
(A.1D)
gdje u trecoj jednakosti desni ¢lan iScezava zbog
ORgrn™n" gan 90 ¢ = PRarn™n" (Pgayw — nany) g0 ¢
— ORgp(nan® — nan®) go© (A.12)
= 0.

Na isti nacin za druge ¢lanove u relaciji (A.10) dobiva se

1 1 2
(5g7F[G (5)RH]EanFgA F gc ¢ = 5 (Hg ((5)THF - § (5)T(5)9HF) + gAéS)gHF) ga Fgc H

(A.13)

(5bE[G (5bH]F GRnn" g4 ¥ 9o @ = =13 (5A5 — K2 O gac. (A.14)

D=

Sve zajedno, za pc dobije se

2

&) 1
K
pac = Eac + 35 |:9AC ((5)THFanF 5 ) +OTyr go ™ ga ™| + 6A59Ac, (A.15)

62



Sto nakon uvrstavanja u (A.3), zajedno s (A.8) i (A.9) daje sljedeci oblik jednadzbi
polja:
1 2 1
Gac = _§A5QAC + g’fg Oy ga™ g™ + <(5)THF ninf — 1 (5)T) gAc]
gac 2 EG
+ KacK = Ka® Kpe = 557 (K = KpoK"™) = €ac.

(A.16)

U jednadzbu (A.16) jo$S se moze uvrstiti (2.26). Konkretno, kontrakcijom (2.26)

dobiva se
2

K = —%(T—M) (A.17)

pa se za ¢lanove koji se pojavljuju u (A.16) redom dobiva

2

1 K
KAcK = —§l{5 |:TAC + = (/\ T)gAC:| 65 (T — 4/\)

3
g - (A.18)
= 1; [TTAO — 4XNTyo + ATQAC - —)\ gac — 3AC] ;
D L, p, 1 D L,
Ki"Kpe = —5Hs Ty~ + 5()\ —T)ga 55 Tpc + 3(>\ T)gpc
Kl (A.19)
= _Z {TA PTpe + 3(>\ T)Tac + 9()\ T) QAC] ,
K;4
K? = 22(T — 4)\)?, (A.20)
36
EG 1 1 BG 1 EG
KpgK*" = —§m5 Tge + 3(/\ T)gec —5/15 T g(/\—T)g
4 9 4 (A.21)
=5 [TEGTEG FZO =TT+ 50— T)Q] .

Uvrste li se prethodne relacije u (A.16) dobiva se (2.27).

Dodatak B Gaussove normalne koordinate

Gaussove normalne koordinate tipicne su za viSedimenzionalne modele gravitacije.
Zamislimo Cetverodimenzionalnu povrsinu dimenzije koja se nalazi u peterodimen-

zionalnom volumenu. Oznac¢imo takvu povrsinu sa ¥. Konstruirajmo geodezik kroz

63



svaku to¢ku p povrsine ¥, s tangentnim vektorom n”. Odaberimo proizvoljne koor-
dinate (z1,...,x4) na dijelu povrsine . Oznac¢imo svaku tocku u okolini ¥ pomocéu
koordinata (z, ..., x4) tocke p kroz koju ide geodezik na kojem se nalazi ta tocka u
okolini ¥ i pomoc¢u parametra y, kojim je parametriziran taj geodezik. Dakle, ako su
opcenite koordinate vezane uz volumen dane s X4 = (z#,y), vrijedi nada? = dy i

metrika poprima oblik
ds* =g ,p dztdz® = g, datdz” + dy’. (B.1)

Metrika zapisana u Gaussovim normalnim koordinatama ima oblik (B.1).

Dodatak C Einsteinov tenzor za Randall-Sundrum me-

triku

Za pocetak, zapiSimo (3.25) na sljede¢i nacin

ds® =) gay (y)da™ dz™, (C.1)
gdje je
grin(y) = e W, + 63,04 (C.2)
Inverzna metrika je
O (y) = AW + 63157 (€.3)

Prema definiciji 5D Christoffelovih simbola vrijedi

(5)Fi[N = — OPR(9y Ogng + On Dgrar — Or (5)9MN)- (C.4)

DN —

Buducdi da je 5D metrika funkcija samo dodatne dimenzije y i to samo u pv indeksima,
vrijedi

aL (5)gMN = a4 (5)g]VIN = a4 (S)Q;w- (CS)
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Zbog toga, samo dvije vrste Christoffelovih simbola ne is¢ezavaju, a to su

1
O, = = O~ Opg)
1
= 5 O (~O1g) (C.6)
— A/6_2An;u/7
1
(5)FZ4 = B (5)9VR(349RM)
_ %ezAnyp<_2 e Ay ) (C.7)
= —A'sy.

Peterodimenzionalni Riccijev tenzor moZze se zapisati pomocu Christoffelovih simbola

kao

Za njegove komponente se dobiva

© By =001}, + 003,00, - 017, Or, = Or, Oy

_ (AI/ . 2A/2)672Anuy . 414/26721477;11/

(C.9)
+ A’QG_QAUMV + A12€—2A77wj
_ (A// _ 4A/2) (B)glw’
G R, =0 (C.10)
i
(5) Ruy = —0, (5)1—\00 _ (o (5)1—\p0
! ot (C.11)

=4A" — 4A".
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Za 5D Riccijev skalar se onda dobiva

GIR— OGMNGIR
= OgwOR , + C)GMOIR,,
= 4(A" —4A%) +4A" — 4A"
=8A" —20A"”.

I na kraju, za komponente 5D Einsteinovog tenzora dobiva se

1
> © OR

_ (6A/2 _ 314") (S)g/w’

0G,, =R,

1
sy = Ray — 5 O R

= 64"

Iz (3.24) vidi se da vrijedi

0G,, = (647 —3A4") 0Oy, = —As + k2OT,,

O = 6A” = —As + k7 OT5s,

iz Cega se onda vrlo jednostavno dobivaju (3.26) i (3.27).

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

Dodatak D Einsteinov tenzor za 5D FLRW metriku

Rjesavamo jednadzbe polja za metriku

ds* = —w?(y, t)dt* + a*(y, t)8;;dx'dr? + dy?.

Inverz te metrike je

g = —w2(y, 1), Oy =a2(y,t), P
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NeisScezavajuci Christoffelovi simboli su

Uvrstimo sada te Christoffelove simbole u formulu za Riccijev tenzor

G0 —

or,

R

N V)

SEENEE

5)i a 5) a
’ (Tgizaa (TZi:E’

!/

(BG4 _ / Gyd

ORysy = 9 Oy — Oy Ly + OThG O1G,, — O 61,

¢ime se za komponente 5D Riccijevog tenzora dobiva

Ry = wu'" — 3% + 3%% +3
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Sada se mogu dobiti komponente 5D Einsteinovog tenzora. Promotrimo npr. Gyg:
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