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Uvod

U matematici se Cesto koristimo euklidskom geometrijom. Velika vecina kurikuluma
geometrije posvecena je euklidskoj geometriji, a to ukljucuje cjeloviti kurikulum osno-
vnoskolske i srednjosSkolske nastave iz sadrzaja geometrija. NaSa saznanja iz geometrije
U euklidskoj geometriji, udaljenost izmedu dvije tocke definiramo kao njihovu zracnu
udaljenost. Takav nadin raCunanja i promatranja prostora vrlo je primjenjiv u stvarnom
zivotu. Na primjer, tako ra¢unamo udaljenosti na zemljopisnim kartama, ili udaljenost
izmedu dva objekta izmedu kojih nema drugih prepreka. Potpuno drugaciji nacin doZi-
vljavanja i raCunanja prostornih udaljenosti donosi taxicab geometrija. Medu prvima je na
takav oblik raCunanja udaljenosti obratio pozornost Hermann Minkowski, njemacki mate-
maticar iz 19. stoljeca, koji je medu ostalima poucavao i Alberta Einsteina.

Pokazao je razliku izmedu udaljenosti u taxicab geometriji i euklidskoj geometriji, od-
nosno ukazao je na razliku izmedu euklidske i neeuklidskih geometrija. Minkowski je htio
pokazati da S-K-S poucak o sukladnosti ne vrijedi uvijek. Isto tako je htio pokazati da
hipotenuza nije uvijek najdulja stranica u trokutu. Prvi je sam pojam _ taxicab geometrija”
koristio Karl Menger. Karl Menger (1902. - 1985.) bio je austrijsko-americ¢ki matematicar
koji je znacajno pridonio proucavanju geometrije. Godine 1952. u Muzeju znanosti i in-
dustrije u Chicagu, Menger je izloZio svoj geometrijski rad, a uz to je napisao knjizicu u
kojoj je uveo pojam taxicab geometrija. O toj geometriji pisao je kasnije Eugene F. Kra-
use. On je autor knjige , Taxicab Geometry: An Adventure in Non-Euclidean Geometry”
izdane godine 1975. U toj knjizi, on je razvio u potpunosti taxicab geometriju koristeci
koncept taxicab udaljenosti.

Tematika taxicab geometrije opéenito je bila promatrana u kontekstu neeuklidskih geome-
trija. Bit taxicab geometrije je u drugacijem racunanju udaljenosti izmedu dvije tocCke.
Umjesto zraCne udaljenosti, taxicab geometrija trazi najkraci put izmedu dvije toCke s ob-
zirom na konfiguraciju terena, Sto ukljucuje i prepreke. Konkretno, taxicab geometrija
promatra _ idealni” grad u kojem su sve ulice pod pravim kutom. Udaljenost se racuna kao
najkraci put kojim taksi moZe pro¢i od jedne tocke odnosno zgrade do druge to¢ke odnosno
zgrade. 1z toga 1 proizlazi i sam naziv taxicab geometrija, takoder i Manhattan udaljenost.
Takvo racunanje viSe je primjenjivo u urbanizmu, jer je relevantnije za stvarnu udaljenost
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koju ljudi i vozila trebaju pro¢i u svakodnevnom Zivotu. Naravno, gradovi u stvarnosti nisu
tako izgradeni, jer ulice nisu uvijek pod pravim kutom i zgrade nisu tocke, ali prostorne
probleme lakse je rjeSavati primjenom taxicab geometrije.

Ovaj rad pokazat ée razlike izmedu euklidske i taxicab geometrije. Cinjenica da je taxicab
udaljenost razlicita od euklidske udaljenosti dovodi do razlika u izgledu kruznice, elipse,
hiperbole, parabole, simetrale stranice, slicnosti trokuta i tako dalje. Usporedno e biti
prikazani primjeri iz euklidske i taxicab geometrije, potkrijepljeni grafovima i raCunima.
Bit ¢e analizirani i razli€iti problemi u planiranju grada koji se mogu rjesiti taxicab geome-
trijom. Zelimo pokazati da taxicab geometrija nije samo teoretsko razmisljanje ve¢ moze
dobiti znaajno mjesto u rjeSavanju urbanistickih problema za koje euklidska geometrija
nije primjenjiva.

Na pocetku rada, jednostavnim primjerima pokazujemo raCunanje udaljenosti u taxicab
geometriji te dokazujemo da je ta udaljenost uvijek veca ili jednaka od euklidske. Na
razli¢itim primjerima pokazujemo da postoji viSe jednakih i najkracih puteva. Takoder,
obradili smo taxicab metriku.

U drugom poglavlju prou¢avamo simetralu duZine u taxicab geometriji. U taxicab ge-
ometriji te simetrale nisu pravci, za razliku od euklidske geometrije. U tre¢em poglavlju
pokazujemo razliku kruga i kruZnice u euklidskoj i taxicab geometriji. Osim crtanja kruga
i kruZnice u taxicab geometriji racunamo i formulu za opseg te vrijednost broja 7, to jest
omjer opsega i dijametra. Takoder, demonstriramo neke primjene iz stvarnog Zivota kao
Sto je problem u kojem trazimo da nase mjesto stanovanja bude za odreden broj kilometara
udaljeno od nama vaznih lokacija.

U Cetvrtom poglavlju obradujemo razliku elipse, hiperbole i parabole u euklidskoj i taxicab
geometriji. Analiziramo razliCite oblike hiperbole u taxicab geometriji. Konstruiramo te
krivulje i primjenjujemo njihove definicije na situacije iz stvarnog Zivota koje se mogu do-
goditi u modernim gradovima. Elipsu smo primijenili na problem udaljenosti od stana do
dvije lokacije, a parabolu na problem policijske ophodnje. U petom poglavlju prou¢avamo
udaljenost tocke od pravca, sukladnost i slicnost trokuta te opisanu i upisanu kruZnicu tro-
kuta, sve u taxicab geometriji. Prvo pokazemo kako to izgleda u euklidskoj geometriji, a
zatim prelazimo na taxicab geometriju. Slike olakSavaju pracenje teorema.

U zadnjem poglavlju bavimo se problemom predstavljanja osnovnih koncepata taxicab
geometrije u€enicima osmog razreda osnovne Skole. Zapocinjemo primjerima kojima uvo-
dimo taxicab udaljenost, a nakon toga ucenici sami rade na nastavnom listi¢u. Na isti nacin
obradujemo kruZnicu. Nakon otkrivanja kako kruZnica izgleda u taxicab geometriji ucenici
nalaze i formulu za opseg kruznice te vrijednost omjera opsega i promjera kruznice. Nakon
svake aktivnosti razradeni su i pripadni ishodi.



Poglavlje 1

Taxicab udaljenost

U ovom poglavlju slijedimo prve dvije cjeline iz knjige [/] 1 rad [8]. Takoder, koristimo
definiciju metrike iz skripte [[10].

1.1 Taxicab udaljenost

U skolskom sustavu pod pojmom geometrija misli se na euklidsku geometriju. No postoje
jos razne druge geometrije. Pogledajmo grad. Udaljenost u euklidskoj geometriji pred-
stavlja zracnu udaljenost koja nam nije pogodna za raCunanje duljine nekog puta u gradu.
Mi zelimo geometriju u kojoj ¢e udaljenost izmedu dvije tocke, koje predstavljaju na pri-
mjer zgrade u gradu, biti udaljenost koju osoba koja se krece kroz grad treba zaista proci.
Horizontalne i vertikalne linije predstavljaju ulice.
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Slika 1.1: Razlika euklidske i taxicab udaljenosti

Pogledajmo na slici euklidsku udaljenost izmedu tocke A(2, 1) i tocke B(S, 3). Ta
udaljenost je jednaka duljini hipotenuze trokuta odnosno V32 +22 = V13 ~ 3.60555 po
Pitagorinom poucku. Kako smo rekli da su to neke zgrade u gradu, nama ta ¢injenica ne
znaci puno. Zamislimo da pjeSice idemo od tocke A do tocke B. I dalje Zelimo minimizirati
put pa se prvo pomaknemo za 3 u desno. Time smo doSli na pravac x = 5 na kojem je 1
toCka B. Zatim se pomaknemo prema gore za 2 kako bismo dosli do tocke B.

Dakle, udaljenost izmedu tocke A i to¢ke B na ovakav nacin je 3 + 2 = 5. Vidimo da je na
taj naCin udaljenost veca jer 5 > 3.60555.

Kada rac¢unamo euklidsku udaljenost, mi zapravo racunamo duljinu hipotenuze pravokut-
nog trokuta kojemu je duljina jedne katete razlika x koordinata tih toCaka, a duljina druge
katete je razlika y koordinata tih tocaka. Imamo formulu za euklidsku udaljenost izmedu
dVijll tocaka T] ()C], yl), TZ(XQ, yz)l

dp(T1,Ty) = (1x — P + |y — yP).

Udaljenost koju raunamo kada idemo pjeSice u ovom primjeru nazivamo udaljenost u
taxicab geometriji i oznaCavamo je sa dy. Mi zapravo raCunamo zbroj duljina kateta tog
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pravokutnog trokuta to jest:
dr(T1, T2) = |x1 = xa| + [y1 = y2l-
U ranijem primjeru smo vidjeli
dr(T\,T,) =3+2=35.
Kazemo da je udaljenost u taxicab geometriji odnosno udaljenost od A do B jednaka 5.

Propozicija 1.1.1. Euklidska udaljenost uvijek je manja ili jednaka od taxicab udaljenosti.

Dokaz. Uzmimo dvije toCke T1(x;,y1) 1 T2(x2,y2). Dokazimo da je euklidska udaljenost
izmedu te dvije tocke manja ili jednaka od taxicab udaljenosti.

dg <dr

V(x1 = 1P + |y = y2P) < |x = xa + [y = yal
Ix1 = Xo* + [y = yal* < |x1 = ol + 2% — xallyr =yl + |y1 = ol
0 < 2/x1 = x2llyr — yal.

Ova nejednakost vrijedi jer [x; — x3| > 01 [y; — 2| = 0.
Zbog toga vrijedi i dg < d. O
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1.2 O primjenama taxicab geometrije

Kao sto smo vec rekli, taxicab geometrija prikladnija je za racunanje udaljenosti u urbanim
podrucjima od euklidske geometrije. Zracna udaljenost izmedu dvije tocke u gradu nam
ne znaci puno.

Na slici [1.2] vidimo mapu dijela New Yorka. Kako bismo dosli od neke lokacije do neke
druge moramo proci ulicama koje su postavljene otprilike pod pravim kutom. Nije nam
bitna zra¢na udaljenost jer se na primjer vozimo taksijem, a ne avionom. Zbog toga, taxicab
geometrijom moZemo doci do stvarne duljine tog puta, za razliku od euklidske geometrije.

T A

Park

Slika 1.2: Slika dijela grada New Yorkaﬂ
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Takoder, taxicab geometrija pretpostavlja da su sve zgrade veli¢ine to¢ke. To naravno
ne odgovara stvarnosti, ali ipak taxicab geometrijom moZemo do¢i do korisnih rezultata.

Slika 1.3: Slika Slavoluka pobjede u sredistu Pariza|

Na slici [I.3] vidimo da nisu uvijek ulice pod pravim kutom. Trg na slici [I.3] osmisljen
je kruZzno i iz njega se zrakasto Sire avenije. Vidimo da za takvu situaciju niti euklidska
geometrija niti taxicab geometrija nisu idealne.

ISlika je preuzeta 31.7.2022. sa stranice CNN Travel https://wwwl.nyc.gov/nyc-resources/
nyc-maps.page

“Slika je preuzeta 31.7.2022. sa stranice CNN Travel https://edition.cnn.com/travel/article/
jeffrey-milstein-paris-from-the-air/index.html


https://www1.nyc.gov/nyc-resources/nyc-maps.page
https://www1.nyc.gov/nyc-resources/nyc-maps.page
https://edition.cnn.com/travel/article/jeffrey-milstein-paris-from-the-air/index.html
https://edition.cnn.com/travel/article/jeffrey-milstein-paris-from-the-air/index.html
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1.3 Racunanje udaljenosti

Primjer 1.3.1. Udaljenosti.

Recimo da u nekom gradu imamo kucu i Skolu. Kao §to smo ve¢ rekli, mi trazimo
duljinu puta koji trebamo pro¢i hodajuéi od kuce do Skole, a ne zra¢nu udaljenost. Nama
¢e kuca biti toc¢ka s koordinatama (x1, y;), a Skola ¢e imati koordinate (x;, y;).

Slika 1.4: Kuéa 1 Skola; primjeri puteva
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Slika 1.5: Kuéa i Skola; primjeri puteva

Na slikama|I.4]i[I.5]vidimo da su duljine ova Cetiri puta jednaka. Kako bismo nasli sve
puteve jednake duljine?
Zbroj apsolutnih vrijednosti razlika koordinata |x; — x1| + |y, — y;| mora biti 8. To znaci
da put ne smije biti izvan pravokutnika kojemu su to¢ke “KUCA” i “SKOLA” nasuprotni
vrhovi. Ako bi recimo prolazio kroz tocku (-4, 4), oCito je da bi bio dulji od 8.
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Slika 1.6: Kuca i Skola; pravokutnik

No ovo takoder nije puna slika. Rekli smo da ulice nemaju Sirinu. Tocke mogu biti
na bilo kojim koordinatama, ne moraju im koordinate biti samo cijeli brojevi. Zato putevi
mogu biti sadrZani na cijelom pravokutniku.



1.3. RACUNANJE UDALJENOSTI

11

FT

Slika 1.7: Kuca 1 Skola; pravokutnik

&%
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1.4 Taxicab metrika

Definicija 1.4.1. Metrika ili udaljenost na skupu X je svako preslikavanjed : X X X — R,
tako da vrijedi:

1. d(x,y) >0, za svaki x,y element od X
2. d(x,y) = 0 ako i samo ako je x =y, za svaki x,y element od X
3. d(x,y) =d(y, x), za svaki x,y element od X
4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), za svaki x,y, z element od X.
Metricki prostor je par (X, d) skupa X 1 metrike d na X.

Teorem 1.4.2. Skup R? uz taxicab metriku je metricki prostor.

Dokaz. Definirajmo taxicab udaljenost kao dy : R? x R? = R, dr(x,y) = |x; — y| +
|x2 — yal, x = (x1, X2), ¥ = (y1,y2). Provjerimo je li taxicab udaljenost dr metrika. U dokazu
¢emo koristiti proizvoljne tocke,x = (x, x2),y = (1, y2), 2 = (z1,22) € R2.

1. Vrijedi li dr(x,y) > 0?
Znamo da:
dr(x,y) = lx1 = yil + |x2 = y2| 2 0, jer vrijedi [x; — y1l > 01 |x2 — y2| > 0 pa je i zbroj
vedi od nula.

2. Vrijedi li d7(x,y) = 0 ako i samo ako je x = y?
Pretpostavimo da vrijedi d7(x, y) = 0. Dokazimo da iz toga slijedi x = y.
Zbog apsolutnih vrijednosti vrijedi |x; — y;| > 01 |x; — y2| = 0 pa iz toga slijedi
lxt =y1l =01 |x2 —y2| = 0.
1z toga slijedi da ako je
|x; — y1| = 0 onda vrijedi x; — y; = 0. Ako je x; — y; = 0 onda zaklju¢ujemo da je

X1 =Y1.

Takoder, ako je [x, — y2| = 0, onda vrijedi x, — y, = 0. Ako je x, —y, = 0 onda
zakljuCujemo da je x, = y,.

Dobili smo da vrijedi x; = y; 1 x, = y, pa iz toga slijedi x = y.

Pretpostavimo da vrijedi x =y, to jest x; = y;, X, = y,. DokaZimo da iz toga slijedi
dr(x,y) = 0.

Ako vrijedi x = y, onda imamo

dr(x,y) =dr(y,y) = [y =yl +[y2 =y = 0.
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1z toga proizlazi

dr(x,y) = 0.
3. Vrijedi li dr(x,y) = dr(y, x)?
Znamo da je dr(x,y) = [x; — yi| + [x2 — y»| 1 da vrijedi |x; — yi| = |y1 — x1| pa piSemo

dr(x,y) = |x1 =il + |x2 = y2l = |y1 = x1| + [y2 = x2| = dr(y, x).

4. Vrijedi li dr(x,y) < dr(x,2) + dr(z,9)?
PiSemo
dr(x,y) =|xi—=yiltI—yl=x—za+za-yl+le-—22+z2—yl
Znamo da vrijedi nejednakost trokuta |a + b| < |a| + |b|. Primjenimo to za a =
X1 — 21,b = z; — y; pa smo dobili
X1 —z1 + 21 =il < e — zil + |z = yal. (%)
Analogno za vrijednosti a = x, — 22, b = 2o — ¥, proizlazi:
|X2 — 22 + 22 — Y2l < |x2 — 22| + |22 = yal. (*%)
Iz (*) 1 (**) zakljuCujemo da vrijedi nejednakost
X1 —zi+zi—yil+ -2+ 22—yl <1 —zil +lzr =il + [x2 — 22| + |22 = yal.
Znamo da vrijedi ova jednakost
X1 = z1l + |z = yil + %2 — 22| + 22 = Y2l = dr(x, 2) + dr(z, )
pa zakljuCujemo
dT(X, y) < dT(x, Z) + dT(Z, y)

Dokazali smo da je taxicab udaljenost metrika na R?. O






Poglavlje 2

Simetrala duzine u taxicab geometriji

U ovom poglavlju slijedimo prvu cjelinu iz knjige [//]].

Pogledajmo sljedecu situaciju. Imamo dvije to¢ke A i B, recimo da predstavljaju dvije
lokacije blizu kojih Zelimo Zivjeti. Kako bismo nasli lokaciju u kojoj Zelimo Zivjeti ako su
nam te dvije lokacije A i B jednako vazne, odnosno Zelimo da nam je stan jednako udaljen
od obje?

Dakle, trazimo geometrijsko mjesto svih tocaka ravnine jednako udaljenih od tocke A i od
tocke B. Kako bi analogni problem izgledao u euklidskoj geometriji?

Primjer 2.0.1. U euklidskoj geometriji je skup svih tocaka ravnine jednako udaljenih od
tocke A i od tocke B zapravo simetrala duZine AB. TraZimo skup svih tocaka P tako da
vrijedi: dg(A, P) = dg(P, B).

15
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Slika 2.1: Simetrala duZine u euklidskoj geometriji

Kako bismo nasli skup svih takvih tocaka u taxicab geometriji? TraZimo skup svih
tocaka P takvih da vrijedi
dr(A, P) = dr(P, B).

Ovdje trebamo simetralu duzine u taxicab geometriji. Kako ona izgleda?
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Slika 2.2: Geometrijsko mjesto svih toCaka koje su jednako udaljene od tocaka A 1 B

Na slici vidimo u crvenom geometrijsko mjesto svih tocaka P koje su jednako
udaljene od tocaka A i B.

Imamo Cetiri slucaja:

1. slucaj. Tocke A 1 B imaju istu x koordinatu to jest x4 = xp.

Uzmimo tocku P(xp,yp) koja je jednako udaljena od te dvije tocke.
Vrijedi
dr(A, P) = dr(P, B).

To jest vrijedi

lxp — xal + [yp — yal = [xp — x5| + [yp — ysl-
Koristimo Cinjenicu x4 = xp pa vrijedi:

lxp — xgl + lyp — yal = |xp — x| + [yp — y5l

[yp = yal = lyp — ysl.
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Dobili smo da je y koordinata to¢ke P jednako udaljena od y koordinate tocke A iy
koordinate tocke B, to jest da je to¢no izmedu y koordinata to¢aka A i B. Takoder
vidimo iz racuna da x koordinata tocke P moZe biti bilo koji broj.

Slika 2.3: Simetrala duZine AB, A i B imaju istu x koordinatu

Na slici vidimo simetralu duZine AB.

2. slucaj. Tocke A 1 B imaju istu y koordinatu to jest y4 = yp.
Uzmimo toCku P(xp,yp) koja je jednako udaljena od te dvije toCke.
Vrijedi

dr(A, P) = dr(P, B).

To jest vrijedi
xp — Xal + [yp — yal = |xp — xpl + lyp — y5l.
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Koristimo ¢injenicu y4 = yp pa vrijedi:

|xp — xal + |lyp — yBl = |xp — x5 + [yp — y5l

lxp — xal = |xp — x3l.

Ovaj slucaj je analogan prethodnom. Dobili smo da je x koordinata tocke P jednako
udaljena od x koordinate tocke A i x koordinate tocke B, to jest da je to¢no izmedu
x koordinata tocaka A i B. Takoder, vidimo iz raCuna da y koordinata tocke P moZe
biti bilo koji broj.

Slika 2.4: Simetrala duZine AB, A i B imaju istu y koordinatu

Na slici vidimo simetralu duZine AB.

. slucaj. ToCke A 1 B nalaze se na pravcu sa koeficijentom smjera k # —1, 1.

Uzmimo tocku P(xp, yp) koja je jednako udaljena od te dvije tocke.

Nacrtajmo pravokutnik sa vrhovima A i B koji se nalaze na dijagonali (slika [2.5]).
Znamo da na pravokutniku moZemo naci skup tocaka koje su jednako udaljene od
tocaka A 1 B. Kako bismo nasli te tocke? Trebat ¢e nam dvije od njih koje se nalaze
na stranicama pravokutnika, a ostale dobijemo spajanjem tih toCaka.
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Uzmimo tocku Pi(x,,,y,,) koja se nalazi na jednoj od stranica ovog pravokutnika i
ima istu y koordinatu kao i tocka A.
Vrijedi

dr(A, Py) = dr(Py, B).

To jest vrijedi
1Xp, = Xal + [Yp, = yal = xp, = x5l + [yp, = ysl.

Koristimo ¢injenicu y4 = yp,

|x171 - xAl + |yA - yAl = |xp1 - xBl + |YA - yB|
|Xp, = Xal = |xp, — x| + [ya — ysl.
To znaci da je udaljenost od tocke p; do tocke A jednaka zbroju apsolutne vrijednosti

razlike x koordinata tocaka p; i B i razlike y koordinata tih tocaka.
Na primjer za tocke A(—4,2), B(1,-1)

Ixp, = (=Dl = |xp, =1+ -1 -2
lxp, + 4l =|x,, — 1] +] = 3]
lxp, + 4] =|x, — 1] + 3.
Rjesavamo ovu jednadzbu:
Zax, <-4
—Xp, —4=—x, +1+3
—4 =4,

dakle za x,, < —4 jednadZba nema rjeSenja.
Za-4<x, <1
Xp +4=—x, +1+3
2x, =0

'xpl = 0’

dakle imamo tocku (0, 2).
Zaxp 21

Xp +4=x, —-1+3
4=2,
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dakle za x,, > 1 jednadZba nema rjeSenja.

Analogno dobijemo drugu tocku P»(x,,,y,,) koja se nalazi na jednoj od stranica ovog
pravokutnika i ima istu y koordinatu kao i toc¢ka B.

Sada spojimo te dvije tocke, crvena duZina na slici. To joS$ nisu sve toCke jer kada se
pomaknemo od tocke P; prema gore za jedan, vidimo da smo se udaljiliiod A i od
B za jedan. Dakle, simetrala je i polupravac koji je okomit na stranicu pravokutnika
u P iiz nje izlazi prema gore. Analogno, treba nam i polupravac koji je okomit na
stranicu pravokutnika u P, i iz nje izlazi prema dolje.

9

Slika 2.5: Simetrala duZine AB, A i B nalaze se na pravcu s koeficijentom smjera k # —1, 1

4. slucaj. Tocke A i B nalaze se na pravcu s koeficijentom smjera 1 ili —1.
Zbog toga Sto se tocke A 1 B nalaze na pravcu s koeficijentom smjera 1 ili -1, apso-
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lutna vrijednost razlike njihovih x koordinata jednaka je apsolutnoj vrijednosti raz-
like njihovih y koordinata.
|Xa = x5l = |[ya — yal-

Uzmimo toc¢ku P,(x,,,y,,) koja ima istu y koordinatu kao i tocka A.
Yp1 = YA

Vrijedi
dT(A’ Pl) = dT(Pl,B)-

To jest vrijedi
|x,, = xal + yp, = yal = |x,, = x5l + 1y, — ¥l
Koristimo ¢injenicu y, = y),

1x,, = Xal + [ya — yal = [xp, — x5l + |[ya — ysl

1Xp, = Xal = |xp, — X8| + [ya — yal.
Koristimo ¢injenicu |x4 — xg| = |[ya — y5| pa imamo

|xm —xal = prl — x| + |xa — x3l.

Rjesimo ovu jednadzbu s apsolutnim vrijednostima. Bez smanjenja opcenitosti uz-
mimo da vrijedi x4 < xp.

Za x, < Xxu
—Xp, + X4 = —Xp, + Xp— X5 + Xp
2XA = 2XB
XA = XB.

U ovom slucaju bi zapravo tocke A i B morale biti jednake jer znamo da se nalaze na
pravcu s koeficijentom smjera 1 ili —1.
Zaxy < xp < Xxp

Xp, — XA = —Xp, + Xp—Xg+ Xp
2x,, = 2xp

Xp, = XB.
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Tocka P; ima istu x koordinatu kao tocka B.
Za xp < X,

Xp, — XA = Xp, —Xp— X4 + Xp
0=0.

Dobili smo da ako je x koordinata tocke P; veca od x koordinate to¢ke B, sve tocke za
koje vrijedi x < x,, 1y4 = yp, sunasimetrali to¢aka A 1 B. Ako se sada pomaknemo
za jedan prema gore vidimo da smo se udaljili od tocaka A i B za jedan. Dakle,
trebamo joS nacrtati i polupravac x = x,, koji izlazi iz tocke P prema gore.
Analogno za to¢ku P, za koju vrijedi y,, = yp. Nakon $to to nacrtamo, spojimo
tocke P 1 P,. Na slici 2.6 vidimo simetralu u crvenom.

Slika 2.6: Simetrala duZine AB, A i B nalaze se na pravcu s koeficijentom smjera 1 ili —1

Primjer 2.0.2. Mi Zelimo Zivjeti sto bliZe tim lokacijama pa trazimo samo takve tocke
kojima je udaljenost do A i B najmanja.

U euklidskoj geometriji to je bila jedna tocka, poloviSte duZine AB. Ovdje gledamo
1 simetralu duzine AB jer su te toCke jednako udaljene od A i B, ali 1 pravokutnik
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koji smo spomenuli u primjeru kuce i Skole. Tocke moraju biti na najkraCem putu
izmedu A 1 B kako bi se nalazile na minimalnoj udaljenosti od A i B. Dakle, te tocke
se moraju nalaziti na pravokutniku ¢iji su dijagonalni vrhovi A i B (slika[I.6).

Pogledajmo sada kako izgleda skup tocaka koje su minimalno udaljene od tocaka

A(x4,y4), B(xp,yp).

1. slucaj. Tocke A i B imaju istu x koordinatu ili istu y koordinatu.
U ovom sluc¢aju pravac na kojima se nalaze te dvije tocke A 1 B paralelan je s osi x
ili s osi y. RjeSenje je tocka T koja se nalazi to¢no izmedu tocaka A i B.

Slika 2.7: Tocka T koja je minimalno udaljena od tocaka A i B

2. slucaj. Tocke A i B nemaju istu koordinatu x ili istu koordinatu y.
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Slika 2.8: Tocke koje su minimalno udaljene od to¢aka A 1 B

Koristimo pravokutnik koji smo koristili i kada smo govorili o putovima izmedu dvije
tocke u taxicab geometriji. RjeSenje moZemo vidjeti u crvenom, to jest rjeSenje su
sve tocke na crvenoj duzini. Ta duZina je presjek simetrale tih tocaka i pravokutnika.
Udaljenost od tih tocaka do toCaka A i B jednaka je polovici udaljenosti izmedu
toCaka A1 B.






Poglavlje 3

Taxicab krug i kruznica

U ovom poglavlju slijedimo prve dvije cjeline iz knjige [[/].
Prvi nam je cilj prouciti kako izgleda kruZnica u taxicab geometriji.

Definicija 3.0.1. Zadana je tocka S u ravnini. Kruznica sa sredistem u tocki S je skup svih
tocaka ravnine koje su jednako udaljene od tocke S. Tocku S nazivamo srediste kruZnice.
DuZinu koja spaja srediste kruZnice sa bilo kojom tockom kruZnice nazivamo radijus.

U taxicab geometriji kruZnica ¢e nam izgledati drugacije nego u euklidskoj geometriji.
U koordinatnom sustavu mjerimo broj stranica jedini¢nih kvadrati¢a. Na primjer ako je
kruznica radijusa 4, tada se od srediSta moZemo pomaknuti za 4 stranice jedini¢nih kva-
dratica.

27
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Slika 3.1: Taxicab kruZnica

Nakon toga spojimo tocke sa slike tako da dobijemo kvadrat zarotiran za 45°.
Dakle, spojimo svake dvije tocke sa slike koje su medusobno minimalno udaljene.
Taxicab kruznica, odnosno kruZnica u taxicab geometriji, je tada upravo kvadrat kojeg smo
tako dobili, koji je prikazan na slici[3.2]

Koliko iznosi broj 7 u taxicab geometriji? Kako inace dobijemo tu konstantu? Konstantu
m dobijemo tako da podijelimo opseg O kruznice s njenim dijametrom d.
O 2

T =—

d _ 2r

PokaZimo da je opseg kruznice u taxicab geometriji jednak 8 radijusa. Pogledajmo sliku

B2
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Slika 3.2: Opseg taxicab kruznice
Na slici imamo kruZnicu sa srediStem S. Na nju smo postavili dvije tocke A 1 B
tako da je dr(A, B) = }lO, gdje je O opseg ove kruZznice. Na slici vidimo 1 da vrijedi
|AB| = [SB]| + [SA

Takoder vrijedii|SB| = [SA| = r, paje |AB| = |SB| + |SA| = r + r = 2r.
1z toga slijedi:

— 1
2r =|AB| = - O.
r=I|AB| = 7
O = 8r.
Uvrstimo to sada u formulu 7 = %
O 8r
= — = — = 4
d 2r  2r

Definicija 3.0.2. Krug je dio ravnine omeden kruznicom ukljucujuci i kruZnicu.
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U euklidskoj geometriji, formula za povrsinu kruga je P = r*x, gdje je r radijus kruga.
Mi trazimo formulu za povrSinu kruga u taxicab geometriji.
S obzirom da je krug u taxicab geometriji zapravo kvadrat, mi trebamo dobiti povrSinu tog
kvadrata. Pogledajmo sliku[3.3]

£

Slika 3.3: Taxicab krug

Na slici[3.3]imamo taxicab krug sa srediStem S i radijusom oznacenim crvenom bojom.
Odabrali smo toCke A i B tako da su one susjedni vrhovi tog taxicab kruga.
Pogledajmo trokut AS B. PovrSina tog trokuta je Cetiri puta manja od povrSine taxicab

kruga, odnosno
1
Pusp = ZPKRUG‘

Izra¢unajmo povrSinu tog trokuta:

\
N
Il
|

Pysp = —
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1z toga slijedi:
2

PKRUG:4'PASB:4‘%:2‘r2~

Pogledajmo jo$ jednom situaciju na pocetku Poglavlja 2 i sliku [2.2] TraZimo lokaciju na
kojoj zelimo Zivjeti. Dakle, imamo zgrade A 1 B koje su nam bitne i promatramo razlicite
lokacije na kojima moZemo Zivjeti s obzirom na to koliko su nam zgrade bitne i koliko
daleko Zelimo biti od njih. RjeSili smo primjer pronalaZenja lokacije ako su nam zgrade
A 1 B jednako bitne ili ako trazZimo najmanju udaljenost izmedu te dvije lokacije. Sada
se pitamo Sto ako nam je jedna lokacija bitnija, na primjer lokacija A. I dalje Zelimo
minimizirati udaljenost od zgrade do lokacija A i B.

Tada imamo dr (A, P) < dy(P, B), gdje je P toCka koja predstavlja zgradu gdje bismo mogli
Zivjeti.

Pogledajmo na slici 3.4 gdje su nam toc¢ke P za koje vrijedi d7(A, P) = dr(P, B) i za koje
je zbroj udaljenosti d7(A, P) + dr(P, B) minimalan. To je duzina u crvenom. Sada nam je
rjeSenje skup svih to¢aka P iz onog dijela pravokutnika koji je bliZe tocki A, odnosno dio
pravokutnika koji je izmedu crvene duZine i tocke A. Pravokutnik nam je naravno bitan
jer su na njemu sve toc¢ke koje su na najkra¢em putu izmedu A i B. Time smo pokazali da
upravo ta lokacija udovoljava trazenim uvjetima.
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Slika 3.4: Presjek dviju taxicab kruznica

Primjer 3.0.3. Problem vatrogasne postaje

U jednom gradu potrebno je izgraditi vatrogasne postaje. Te vatrogasne postaje moraju
biti udaljene za Cetiri bloka od zgrada koje pokrivaju. Kako bismo izgradili te vatrogasne
postaje tako da se potroSi minimalna koli¢ina novaca, to jest tako da broj postaja bude
minimalan?

Dakle, zona koja pripada svakoj vatrogasnoj postaji sadrZi sve $to je za 4 bloka ili manje
udaljeno od srediSta vatrogasne postaje. To je zapravo krug sa radijusom 4 i srediStem u
samoj vatrogasnoj postaji.
Jedan nacin bi bilo napraviti vatrogasne postaje na 4 bloka udaljene jedna od druge, kao $to
je to prikazano na slici Tako bismo sigurno dobili pokrivanje teritorija, ali broj postaja
tada ne bi bio minimalan.
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Slika 3.5: Vatrogasne postaje

Vidimo da se krugovi Cesto sijeku pa to vjerojatno nije najefikasnija metoda.
Drugi nacin je da postavimo postaje tako da su za 8 blokova udaljene jedna od druge, kao
§to je to prikazano na slici [3.6] To zna¢i da postavimo sredista krugova tako da imaju
taxicab udaljenost 8.
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Slika 3.6: Vatrogasne postaje

Ovom metodom smo pokrili jednaku povrSinu, ali smo koristili puno manje tocaka.
Razlog tome je Sto smo nasli nacin kako popuniti ovaj dio grada s taxicab krugovima. Kru-
govi se ne preklapaju jer im je radijus 4 pa se dodiruju.

U euklidskoj geometriji ne moZemo pokriti pravokutnik kona¢nom unijom disjunktnih kru-
gova. U taxicab geometriji to moZemo uciniti tako da taxicab krugove povezemo u njiho-
vim vrhovima, kao na slici [3.6| gore.



Poglavlje 4

Krivulje drugog reda u taxicab
geometriji

U ovom poglavlju slijedimo trecu cjelinu iz knjige [7]. Takoder koristimo ¢lanak [1] i
¢lanak [2].

4.1 Elipsa

Primjer 4.1.1. Neka su F\, F, dvije ¢vrste tocke u E* udaljene za 2e > 0 i neka je a zadani
realni broj takav da je a > e. Elipsa je skup to¢aka u E* za koje je zbroj udaljenosti od F;
i I, konstantan i jednak 2a.

Definicija 4.1.2. Tocke F, i F, zovemo fokusima elipse. Vrijedi:
de(F(,T)+ dg(F,,T) = 2a, za svaku tocku T na elipsi.

Pogledajmo sliku Nazovimo sa r; udaljenost izmedu fokusa F; i tocke T, a r;
definirat ¢emo kao udaljenost izmedu fokusa F, i tocke 7. PiSemo

|F1\T| =1, |[F2T| = 1s.

Zbog toga Sto vrijedi dg(F, T) + deg(F,, T) = 2a, moZzemo zakljuditi da je ry + r, = 2a.
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Slika 4.1: Elipsa u euklidskoj geometriji

Definicija 4.1.3. Tocku O koja se nalazi na polovistu duZine F\F, nazivamo ishodiste
elipse.

DuZina koja se nalazi na pravcu koji prolazi kroz fokuse i koja sadrzi tocke A i B koje
su ujedno i tocke elipse naziva se velika os elipse i duljina joj iznosi 2a. Pola te duZine, od
ishodista do jedne tocCke elipse, nazivamo velika poluos elipse i njena duljina je a.
Postavimo okomicu na veliku os elipse koja prolazi kroz ishodiste elipse. Duzina koja se
nalazi na toj okomici 1 spaja dvije tocke elipse naziva se mala os elipse. Duljina te duZine
je 2b. Polovicu te duZine, od ishodiSta do jedne toCke elipse, nazivamo mala poluos i njena
duljina je b.

Vrijedi a® = b* + €%

U taxicab geometriji elipsu definiramo na isti nacin kao u euklidskoj geometriji. To vrijedi
1 za druge elemente kao Sto su fokus. Kako izgleda elipsa u taxicab geometriji?
Konstruirajmo elipsu kojoj je 2a = 14, dakle dy(F,T) + dr(F,,T) = 14, s fokusima
F,=(-5,0),F, =(5,0).

Moramo naci nekoliko tocaka elipse. Zbroj udaljenosti to¢aka od fokusa elipse je 14, §to
mozemo dobiti npr. kao 5+ 9,9+ 5,6 + 8,8 + 6,7 + 7. Dakle, trebaju nam kruznice na
primjer k; = (F1,5), k, = (F»,9) itako dalje, gdje je k; lijeva kruZnica, a k, desna kruZnica.
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Slika 4.2: Crtanje nekih tocaka taxicab elipse

Na ovoj slici 4.2]radijus kruZnice k; je 5, a radijus kruZnice k; je 9.
Vidimo da se kruZnice sijeku u tockama 7, i T,. Dakle, ovako smo nasli dvije toc¢ke T i
T, te elipse.
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Slika 4.3: Crtanje nekih tocaka taxicab elipse

Jo§ jedan par tocaka nasli smo za kruZnice na slici[4.3] Lijeva kruZnica ima srediste u
F(=5,0) i radijus 6, desna kruznica ima srediSte u F,(5,0) i radijus 8. Vrijedi 6 + 8 = 14.
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Slika 4.4: Crtanje nekih tocaka taxicab elipse

Na slici 4.4] smo nasli 5 tocaka. Tocke Ts i Ts smo nasli kao presjek kruznice sa
srediStem u F;(-5,0) i radijusom 3 i kruZznice sa srediStem u F,(5,0) i radijusom 11, a
T,,Ts 1 Ty smo nasli kao presjek kruznice sa srediStem u F{(—5, 0) i kruZnice sa srediStem
u F»(5,0) i radijusom 12. Ovako moZemo pronadi jos tocaka i vidjeti kako izgleda ta elipsa.
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.

Slika 4.5: Taxicab elipsa

Vidimo sa slike [d.5] da je b = 2, gdje je b mala poluos elipse definirana isto kao i
u euklidskoj geometriji. To dobijemo tako da povucemo okomicu na pravac koji sadrzi
fokuse i izraCcunamo udaljenost od ishodiSta do fokusa elipse. Ta udaljenost je 2. Ve¢ od
prije znamo dajea = 7,e = 5. Vrijedia = b + e.
U taxicab geometriji opCenito vrijedi da je duljina velike poluosi jednaka zbroju duljina
male poluosi i polovice duljine izmedu fokusa.
Prikazat ¢emo proizvoljnu elipsu.
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Slika 4.6: Taxicab elipsa

Na slici[4.6] vidimo da vrijedi a = b + e.
Primjer 4.1.4. Fokusi se mogu nalaziti i dijagonalno.

Na slici 44.7)imamo elipsu sa fokusima F;(-2,—1) 1 F»(2, 1) i vrijedi
dr(F\,T) + dr(F,,T) = 16, gdje su T tocke elipse. MoZemo vidjeti da poloZaj fokusa
odreduje duljinu boc¢nih stranica ovog mnogokuta.
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Slika 4.7: Taxicab elipsa sa fokusima koji imaju razlicitu i x 1 y koordinatu

4.2 Primjena elipse u taxicab geometriji

Primjer 4.2.1. Imamo dvije lokacije blizu kojih Zelimo Zivjeti — uzmimo da su to kolodvor
i banka. Jednako su nam vazne. Zelimo da nam zbroj udaljenosti naseg stana od te dvije
lokacije bude manji ili jednak nekoj vrijednosti. Nije bitno ako na primjer uzmemo lokaciju
koja je blizu banke, a daleko od kolodvora dok je god sveukupna udaljenost od stana do
tih lokacija zadovoljena.

Na slici .8 uzmimo da udaljenost 1 predstavlja 100 metara. Mi trazimo moguce lo-
kacije stana, tako da je zbroj udaljenosti od kolodvora do stana i od stana do banke i1znosi
manje ili jednako 800 metara.

Buduc¢i da se radi o gradu, primijenili smo taxicab udaljenosti 1 taxicab elipsu. Ono Sto mi
traZimo se moZe zapisati kao:

dr(KOLODVOR,STAN) + dr(STAN, BANKA) < 8,

jer 8 na slici predstavlja 800 metara u stvarnosti.
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Ovdje koristimo formulu:
dT(Fla T) + dT(T, Fz) < 2a.

Ovo je formula za elipsu sa fokusima KOLODVOR i BANKA i 2a = 8. Tocke te elipse
i sve tocke unutar elipse zapravo predstavljaju moguce lokacije stana koji bi zadovoljavao
zadane uvjete.

Slika 4.8: Kolodvor i banka

4.3 Hiperbola

Definicija 4.3.1. Neka su F,, F, dvije ¢vrste tocke u E* udaljene za 2e > 0 koje zovemo
fokusima ili Zaristima i neka je a zadani realni broj a < e. Hiperbola je skup svih tocaka u
E? za koje je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti od F, i F» konstantna i jednaka 2a.

Vrijedi:
|F\T| = |T F3|| = 2a, za svaku tocku T na hiperboli.
Pogledajmo sliku neke proizvoljne hiperbole u euklidskoj geometriji. Fokusi te hiperbole
su tocke F((-5,0), F»(5,0), duljina realne osi je udaljenost od tocke A; do tocke A, line-
arni ekscentricitet hiperbole je udaljenost srediSta i ZariSta Fy ili F5.
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TF, =398

A,

Slika 4.9: Hiperbola u euklidskoj geometriji

Na slici mozemo vidjeti vrijednost e odnosno udaljenost od ishodiSta do ZariSta.
Takoder vidimo realnu poluos a to jest duZinu na pravcu (duZina je oznacena zelenom
bojom) koji prolazi zariStima ¢iji je jedan kraj ishodiste, a drugi toc¢ka na hiperboli. Imamo
i imaginarnu poluos hiperbole u ljubi¢astom.

Na hiperboli smo oznacili proizvoljnu tocku 7. Razlika euklidskih udaljenosti zariSta F
do tocke T itoCke T do zariSta F, je jednaka vrijednosti 2a.



4.3. HIPERBOLA 45

Slika 4.10: Hiperbola u euklidskoj geometriji

Kao $to vidimo na slici kada to¢ku T hiperbole postavimo na os x, vidi se ta
jednakost izmedu apsolutne vrijednosti razlike udaljenosti tocke T do ZariSta to jest || F T|—
|T F5|| i duljine realne osi to jest 2a.

U ovom primjeru vrijedi:

IFiT| = ITF|[=12-8 =|-6/=6

2a = |TA| = 6.

PokaZimo sada kako hiperbola izgleda u taxicab geometriji. Prikazat éemo viSe sluCajeva
taxicab hiperbole.

1. slucaj. Fokusi se nalaze na osi x.
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Slika 4.11: Hiperbola u taxicab geometriji, fokusi na osi x

Postavimo fokuse F, F, na os x. Dvije tocke hiperbole (A;, A, na slici, nalaze se na
istom pravcu na kojem su i fokusi) mozemo naci tako da nademo duljinu e — a. Tada
je Ay udaljena od F; za e — a, analogno za A, i F;.

Kako bismo nasli ostale tocke, pogledajmo Sto ¢e se dogoditi kada se pomaknemo
od toCke A, proizvoljno za jedan prema gore 1 tamo postavimo to¢ku T. Tada smo i
dr(F,T)1d(T, F;) uvecali za jedan pa ostaje jednakost d7(Fy, T)—dr(T, F») = 2a,
odnosno tocka T je tocka na hiperboli. Isto vrijedi za bilo koje drugo takvo pomo-
canje. Ako se pomaknemo od tocke A; za jedan prema dolje, imamo isti rezultat.
Ponovno se dy(F,T) i dr(T, F») uvecaju za jednak broj (jedan u ovom slucaju) pa
ostaje jednakost

dr(F\,T) — dr(T, F,) = 2a, odnosno tocka T je tocka na hiperboli. Analogno za
tocku Az.

Pogledajmo zaSto ne moZemo uzeti neku drugu to¢ku. Moramo odrZati jednakost

dr(F\,T) - dr(T, F,) = 2a,

pa moramo dr(F1,T) 1 dy(T, F,) dodati ili oduzeti istu vrijednost. Na primjer, ako
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se od A; pomaknemo za jedan prema gore i jedan prema lijevo, tada ¢e dy(F,T)
ostati jednak, ali d7(T, F»,) ¢e se povecati za dva pa visSe nece vrijediti dr(F,T) —
dr(T, F,) = 2a. Dakle, takva tocka T nije na hiperboli.

Ovaj slucaj vrijedi i opcenito za sve parove fokusa koji imaju istu y koordinatu.

Slika 4.12: Pravokutnik

2. slucaj. Fokusi F(xg,, yr,), F2(xF,, yr,) imaju i razliitu x os i y 0s.

a) ¢ < @’ gdjejec = |yF2 _yFll

Na slici[4.13]vidimo hiperbolu u crvenoj boji. Fokusi su F; i F, kao nasuprotni
vrhovi pravokutnika. Vidimo da je ¢ odnosno duljina krace stranice pravokut-
nika manja od polovice razlike 2e i 2a jer je

10-4  2e-2a

=2
c <2 5

Uzmimo proizvoljnu tocku 7 na hiperboli. Vidimo da vrijedi

|F1T| = [TF,|l = 2a
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jer

|F1T| = 8,|ITF,| =4,2a = 4.

Slika 4.13: Hiperbola u taxicab geometriji; fokusi nisu na osi x

Na slici [4.13] vidimo hiperbolu u crvenoj boji.
Nademo tocku srediSta koja ima koordinate O (% LS

Na pravcu paralelnom sa osi x nademo dvije tocke hlperbole koje su od O
udaljene za a. To su tocke A, A, na slici 4.13] Kao i u prethodnom slucaju,
ostale tocke nademo tako da pove¢amo udaljenosti od fokusa za isti broj.

Ako se iz A pomaknemo za 1 prema lijevo i jedan prema gore vidimo da ¢e to
takoder biti to¢ka na hiperboli. Isto kada se pomaknemo za jedan prema desno 1
jedan prema dolje. Opcenito, kre¢emo se na taj nac¢iniz A, 1 A, dok ne dodemo
do stranica pravokutnika. Zatim, nacrtamo polupravce koji izlaze iz tih tocaka
na stranicama pravokutnika, a okomiti su na os x i izlaze iz pravokutnika. To
su preostale tocke hiperbole.

b) c> 265_20, gdjejec = |yF2 _yF1|
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Slika 4.14: Hiperbola u taxicab geometriji; fokusi nisu na osi x

Na slici [4.14] vidimo hiperbolu u crvenoj boji. Vidimo da je ¢ odnosno kraca
stranica pravokutnika veca od polovice razlike 2e i 2a jer je

10-7 B 2¢ — 2a

=2
c >2 5

Ovaj slucaj crtamo analogno kao slucaj a) dok ne dodemo do stranica pravokut-
nika. Iz tocke hiperbole na lijevoj stranici pravokutnika povu¢emo polupravac
paralelan s osi x koji izlazi iz pravokutnika. 1z toCke hiperbole na donjoj stranici
pravokutnika povuc¢emo polupravac paralelan s osi y koji izlazi iz pravokutnika.
Analogno radimo za desnu stranu, vidi sliku 4.14

c) c= @a gdjejec = |yF2 _yF1|
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Slika 4.15: Hiperbola u taxicab geometriji; fokusi nisu na osi x

Na slici [4.15] vidimo hiperbolu u crvenoj boji. Pogledajmo dijelove hiperbole
u drugom i Cetvrtom kvadrantu. Za razliku od ostalih dijelova hiperbole, ova
dva dijela popunjavaju ravninu izmedu dva polupravca i Sire se u beskonacnost.
Vrijedi i da je ¢ odnosno duljina krade stranice pravokutnika jednaka polovici
razlike 2e 1 2a jer je

10-6 3 2e — 2a

=2 =
¢ 2 2

4.4 Parabola

Definicija 4.4.1. Neka je d ¢vrsti pravac i F ¢vrsta tocka u E? koja ne pripada pravcu d.
Parabola je skup svih tocaka u E? koje su jednako udaljene od d i F.
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Slika 4.16: Parabola u euklidskoj geometriji

Vrijedi jednakost dg(T, F) = dg(T, d) za svaku to¢ku T na paraboli.
Kako bismo odredili parabolu u taxicab geometriji?

51
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Slika 4.17: Parabola u taxicab geometriji

Na slici imamo parabolu s fokusom F(2,0) i1 ravnalicom d jednadZbe pravca
x = —4, parabola je u crvenoj boji. Sve tocke parabole jednako su udaljene od fokusa
F iravnalice d. Vidimo da je to¢ka T jednako udaljena od ravnalice i od fokusa. PiSemo:
dr(T,R) = 3.5 =dy(T, F), gdje je R tocka na ravnalici koja ima y koordinatu kao tocka 7.
Kao $to vidimo na slicid.17, [TR| =3.5=1+2.5= TS|+ |SF].
Koristimo formulu:
dr(T,F) = dr(T,d), za svaku to¢ku T na paraboli.
Ocito je da parabola izgleda drugacije u taxicab geometriji jer nije zakrivljena kao u euk-
lidskoj. Ono Sto je slicnost s euklidskom geometrijom, i ova parabola sadrzi tocku koja je
jednako udaljena od fokusa 1 presjeka ravnalice i osi x. Ova parabola ogranicena je s dva
polupravca koji pocinju u to¢kama koje imaju istu koordinatu x kao i fokus, s time da su
udaljenosti tih tocaka od fokusa jednake njihovoj udaljenosti od ravnalice.

4.5 Primjena parabole u taxicab geometriji

Primjer 4.5.1. Policijska ophodnja
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U jednom gradu imamo glavnu aveniju i zgradu uprave. Zelimo isplanirati najefikas-
niji put patroliranja jednog para policajaca koji su zaduZeni za reagiranje na probleme na
glavnoj aveniji jednako kao i za zaStitu zgrade uprave. Buduci da imaju jednak prioritet za
ta dva zadatka, trebaju uvijek na svojoj ophodnji biti u polozaju koji je jednako udaljen od
avenije 1 od zgrade uprave. Policajci ne smiju biti udaljeni vise od 4 kilometra od avenije
ili uprave.

Putanja tih policajaca je taxicab parabola pri ¢emu je avenija ravnalica te parabole, a zgrada
uprave je fokus.

Slika 4.18: Policijska ophodnja

Na slici [4.18] vidimo parabolu s fokusom UPRAVA (4, 0) i ravnalicom AVENIJA jed-

nadzbe x = —8, a udaljenost 1 predstavlja 250 metara. Zbog toga Sto policajci ne smiju
biti udaljeni viSe od 4 kilometra od avenije ili uprave, krakovi ove taxicab parabole ne idu
u beskonacnost, ve¢ zavrSavaju u tockama (8, 12) 1 (8, —12).
Crvenom bojom oznacena je taxicab parabola na slici 4.18], odnosno put policajaca u op-
hodnji. Odabrali smo na paraboli to¢ku T i zelenim duZinama pokazali da je jednako
udaljena od avenije (ravnalice) i zgrade uprave (fokusa). To znaci da ¢e policajci jednako
brzo modi reagirati na situaciju na aveniji ili u zgradi uprave.






Poglavlje 5

Trokuti u taxicab geometriji

U ovom poglavlju slijedimo cetvrto 1 peto poglavlje knjige [/]. Takoder koristimo video
[6] i ¢lanak [1]. Posebno bih izdvojio znanstveni rad [3]] zbog iznimno detaljne obrade
teme trokuta u taxicab geometriji.

5.1 Udaljenost tocke od pravca

Definicija 5.1.1. Udaljenost tocke T od pravca p je infimum skupa koji se sastoji od svih
udaljenosti tocke T do tocaka na pravcu p. U euklidskoj geometriji to je duljina okomice
iz tocke T na pravac p.

Drugim rijecima, udaljenost d(T, p) od tocke T do pravca p definiramo kao

d(T,p) = inf{d(T,X): X € p}.

55
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Slika 5.1: Udaljenost tocke od pravca

Na slici [5.1] smo sa d oznacili udaljenost od tocke 7' do pravca p. Spustamo okomicu
sa tocke T na pravac p, na slici[5.1] vidimo pravi kut.
Provest ¢emo diskusiju u ovisnosti o vrijednosti koeficijenta smjera pravca s jednadzbom
y=kx+1[

1. slu¢aj. k € (~1, 1). Pogledajmo sliku[5.2] na kojoj imamo to¢ku 7'(1,4) i pravac p s
jednadZbom y = 1x.
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Slika 5.2: Udaljenost tocke od pravca za k € (-1, 1)

Na slici |5.2| oznacili smo to¢ku T 1 pravac p (u zelenom). Toc¢ka D je sjeciSte pravca
p 1 pravca koji prolazi tockom 7 1 paralelan je s osi ordinata. ToCka E je sjeciSte
pravca p i pravca koji prolazi to¢kom 7 i paralelan je s osi apscisa.

Pogledajmo udaljenosti izmedu to¢ke T itoCaka D1 E. dr(T, D) = 3.5,dr(T,E) = 7.
Dakle, dr(T, p) = 3.5.

Kao $to vidimo, udaljenost izmedu tocke 7" i tocke D (duljina te duZine u crvenoj
boji) manja je od udaljenosti izmedu tocke T i to¢ke E (duljina te duZine u smedoj
boji). Udaljenost tocke 7" do pravca p je dakle ista kao i udaljenost izmedu tocaka T
iD.

2. slu¢aj. k € (—oo,—1) U (1, +o0). Pogledajmo sliku za primjer tocke T'(1,4) i
pravca p s jednadZzbom y = 2x.
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Slika 5.3: Udaljenost tocke od pravca za k € (—oco, —1) U (1, +00)

Na slici |3.3|oznacili smo to¢ku T 1 pravac p (u zelenom). Tocka D je sjeciSte pravca
p 1 pravca koji prolazi tockom 7 1 paralelan je s osi ordinata. ToCka E je sjeciSte
pravca p i pravca koji prolazi to¢kom 7 i paralelan je s osi apscisa.

Pogledajmo udaljenosti izmedu tocke T i1 toCaka D1 E.

dr(T,D)=2,d/(T,E) = 1.

Dakle, d(T, p) = 1.

Kao Sto vidimo na slici 5.3, udaljenost izmedu tocke 7 i tocke D (duljina te duzine
u crvenoj boji) veca je od udaljenosti izmedu tocke T i to¢ke E (duljina te duZine u
smedoj boji).

Udaljenost to¢ke T do pravca p ista je kao i udaljenost izmedu tocaka 7' i E.

. slucaj. k = —1, 1. Pogledajmo sliku za primjer tocke T'(1,4) i pravca p s jed-

nadZzbom y = x.
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Slika 5.4: Udaljenost tocke od pravcaza k = —1,1

Na slici |5.4|oznacili smo to¢ku T 1 pravac p (u zelenom). Toc¢ka D je sjeciSte pravca
p 1 pravca koji prolazi tockom T i paralelan je s osi ordinata. Tocka E je sjeciSte
pravca p i pravca koji prolazi to¢kom 7 i paralelan je s osi apscisa.

Pogledajmo udaljenosti izmedu tocke T i toCaka D i E.

dr(T,D) =3,d,(T,E) = 3.

Dakle, dr(T, p) = 3.

Pogledajmo eksplicitnu jednadZzbu pravcay = k - x + [.

Svaki puta kada se x poveca za jedan, y se poveca za k. Ako tocka T ima koordinate
(x7,yr), to znaci da je njezina horizontalna udaljenost do pravca ista kao i udaljenost
tocke T do tocke Py(xy,yy) na pravcu p Cija je y koordinata jednaka yz, a x koordi-
nata je jednaka xy = yTT_l

Za prethodno navedene koordinate, formula horizontalne udaljenosti je:

-1 -1
dr(T, Py) = |xp — x| + lyy — yr| = 'yTT—xT +lyr —yrl = 'yTT—XT
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Vertikalna udaljenost tocke T do pravca p je udaljenost izmedu tocke T 1 tocke
Py(xy,yy) na pravcu p Cija je x koordinata jednaka x7, a y koordinata je jednaka
Yy = kXT + /.

Za prethodno navedene koordinate, formula vertikalne udaljenosti je:

dr(T, Py) = |xy — xr| + lyy = yr|l = |xp = x¢| + k- xp + [ = yr| = |k - xp + [ = yrl.

Konacno,
k- xr +1—yrl

max({[k|, 1}

Odaberemo veéi od koeficijenta smjera pravca i jedinice za nazivnik jer traZimo naj-
manju vrijednost za udaljenost, a izmedu razlomaka istog brojnika manji je onaj koji
ima veéi razlomak.

Usporedimo ove dvije udaljenosti:

dT(T’ p) =

-1 —Il-k- - I+k-
dp(T, Py = [P - = (L | (2 PR
k k
'k'xT+l—yT _kexr +1-yr
k B Ik|
dr(T,Py) = k- xr +1-yrl.
Dakle,
dr(T, P
dn(T, Py = L)
k|
odnosno,

dr(T, Py) = |k| - dr(T, Pg).

Pogledajmo sada sljedeca tri slucaja u kojima se razmatra odnos izmedu horizontalne 1
vertikalne udaljenosti.

1. slucaj. k € (—1, 1). Tada vrijedi:
dr(T, Py) < (T, Py)

to jest vertikalna udaljenost od to¢ke 7" do pravca p je manja od horizontalne. Za-
kljucujemo da je tada udaljenost od tocke T do pravca p jednaka njihovoj vertikalnoj
udaljenosti.
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2. slucaj. k € (—oo0, —1) U (1, +00). Tada vrijedi:
dr(T, Py) = (T, Py)

to jest vertikalna udaljenost od tocke T do pravca p je veca od njihove horizontalne
udaljenosti. ZakljuCujemo da je tada udaljenost od tocke T do pravca p jednaka
njihovoj horizontalnoj udaljenosti.

3. slucaj. k = —1, 1. Tada vrijedi:
dr(T, Py) = (T, Pn).

to jest vertikalna udaljenost od tocke 7" do pravca p jednaka je njihovoj horizontalnoj
udaljenosti. Zaklju€ujemo da tada moZemo koristiti njihovu i vertikalnu 1 horizon-
talnu udaljenost kao udaljenost od tocke T do pravca p.

5.2 Sli¢nost i sukladnost

U ovom dijelu rada re¢i ¢emo nesto o trokutima u taxicab geometriji. U taxicab geometriji
neéemo gledati na sli¢nosti i sukladnosti trokuta na isti nacin kao u euklidskoj geometriji.
U euklidskoj geometriji vrijedi svojstvo da je zbroj duljina dvije stranice trokuta veéi od
duljine trece stranice trokuta. To ne vrijedi u taxicab geometriji.

Slika 5.5: Trokut
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Kao §to vidimo na slici [5.5] u trokutu KJL taxicab duljina stranice LJ je 4, duljina
stranice KL je isto 4, a duljina stranice KJ je 2.
U euklidskoj geometriji za pravokutni trokut vrijedi Pitagorin poucak:
povrsina kvadrata nad hipotenuzom jednaka je zbroju povrsSina kvadrata nad katetama.

Slika 5.6: Pitagorin poucak u euklidskoj geometriji

U pravokutnom trokutu ABC s pravim kutom u vrhu C i duljinama stranica a, b i ¢ to

mozemo zapisati kao:
ct=a*+ b

Vrijedi li Pitagorin poucak u taxicab geometriji?
Pogledajmo ponovno sliku [5.5| trokuta KJL. Vidimo da su taxicab duljine krakova 4i 2, a
duljina hipotenuze je 4. Dakle, ne vrijedi formula za Pitagorin poucak:
kvadrat hipotenuze jednak je zbroju kvadrata nad katetama.
jer 42 # 4% + 22,
ZakljuCujemo da se Pitagorin poucak ne moZe primijeniti za taxicab pravokutni trokut.

Definicija 5.2.1. Dva su trokuta sukladna ako su im stranice jednakih duljina i kutovi
Jjednakih velicina.
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Pogledajmo teoreme o sukladnosti i sli¢nosti u euklidskoj geometriji.
Teorem 5.2.2. Teoremi o sukladnosti su:
1. S-S-S TEOREM Dva su trokuta sukladna ako su im sve stranice sukladne.

2. S-K-S TEOREM Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut
izmedu njih.

3. S-K-S TEOREM Dva su trokuta sukladna ako su im sukladna dva kuta i stranica
izmedu njih.

4. §-S-K TEOREM Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut
nasuprot vece.

Slika 5.7: Dva sukladna trokuta

Na slici|3.7| vidimo dva sukladna trokuta. Imaju jednake stranice i kutove.
Pogledajmo vrijede li teoremi o sukladnosti u taxicab geometriji.

1. S-K-S sukladnost
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Slika 5.8: S-K-S sukladnost trokuta u taxicab geometriji

Na slici[5.8]imamo trokute ABC i DEF s vrhovima A(-6,0), B(—4,2), C(-2,0),
D(0,0), E(0,4), F(4,4).

Kutovi u vrthovima B i E su pravi, ostali kutovi imaju mjeru 45°.
Takoder, vrijedi
dr(A,B) = dr(D,E) =4,

dr(B,C) =dr(E,F) = 4.
Pogledajmo taxicab duljine hipotenuza tih trokuta.
4 =dr(A,C) #dr(D,F) =8.

Dakle, ovi trokuti nisu sukladni jer im nisu sve stranice sukladne. Zbog toga S-K-S
sukladnost ne vrijedi u taxicab geometriji.

Takoder bih naglasio da u taxicab geometriji jednakostrani¢ni trokut ne mora imati
jednake kutove. Trokut ABC je jedan primjer takvog trokuta, mjera kuta ABC iznosi
90°.
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U euklidskoj geometriji vrijedi da je najveci kut trokuta nasuprot najdulje stranice.
Kao $to vidimo na slici[5.8] to ne vrijedi u taxicab geometriji. Stranica koja se nalazi
nasuprot pravog kuta u trokutu ABC nije dulja od ostalih stranica.

2. S-S-S sukladnost Pogledajmo vrijedi 1i S-S-S sukladnost u taxicab geometriji.

|5
b,

Slika 5.9: S-S-S sukladnost trokuta u taxicab geometriji

Na slici[5.9/imamo trokute ABC i DEF s vrhovima

A(1,1),B(7,1),C(4,4),D(11, 1), E(12,6), F(15, 3).

Promotrimo taxicab duljine stranica ovih trokuta.

U trokutu ABC vrijedi dr(A, B) = dr(B,C) = dr(A,C) = 6.

U trokutu DEF vrijedi dr(D, E) = dr(E, F) = dy(D, F) = 6.

Pogledajmo kutove. Trokut ABC je jednakokracan i pravokutan. Trokut DEF ima
sve kutove razliCite. ZakljuCujemo da u taxicab geometriji ne vrijedi S-S-S suklad-
nost.

3. K-S-K sukladnost Pogledajmo vrijedi li K-S-K sukladnost u taxicab geometriji.
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ke :

Slika 5.10: K-S-K sukladnost trokuta u taxicab geometriji

Na slici imamo trokute ABC i DEF s vrhovima

A(-2,0), B(2,0),C(0,4),D(0,5), E(2,3), F(2,5).

Ova dva trokuta imaju jednake kutove u vrhovima A, B, D, E i njihova je mjera 45°.
Izmedu tih kutova imaju jednaku duljinu stranice u taxicab geometriji.

dr(A,B) =dy(D,E) = 4.

Vidimo sa slike [5.10] da trokuti ABC i DEF nisu sukladni jer d7(A,C) = 4 # 2 =
dr(D, F). ZakljuCujemo da u taxicab geometriji ne vrijedi K-S-K sukladnost.

. S-S-K sukladnost Pogledajmo vrijedi li S-S-K sukladnost u taxicab geometriji.
Pogledajmo ponovno trokute sa slike[5.8] Vidimo da ti trokuti imaju jednake duljine
kateta i sukladni su im svi kutovi. Pogledajmo taxicab duljine hipotenuza tih trokuta

4 =dr(A,C) #dr(D,F) =8.

Njihove hipotenuze imaju razli¢ite taxicab duljine pa zaklju¢ujemo da S-S-K suk-
ladnost ne vrijedi u taxicab geometriji.
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5.3 Trokutu opisana kruznica

Nacrtajmo trokutu opisanu kruznicu u euklidskoj i taxicab geometriji. Za pocetak ¢emo
to napraviti u euklidskoj geometriji. SrediSte trokutu opisane kruznice je sjeciSte simetrala
njihovih stranica.

Simetrala stranice je pravac koji je okomit na stranicu i koji je jednako udaljen od krajeva
stranice.

Slika 5.11: Trokutu opisana kruznica u euklidskoj geometriji

Kako bismo to napravili u taxicab geometriji?
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Slika 5.12: Simetrala stranice trokuta u taxicab geometriji

U istom trokutu na slici[5.12] nacrtana je simetrala na stranicu AB, u taxicab geometriji.
Pogledajmo kako bi izgledala trokutu opisana kruZnica u taxicab geometriji.
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Slika 5.13: Trokutu opisana kruznica u taxicab geometriji

Na slici [5.13] vidimo kruZnicu sa srediStem u tocki S i radijusom 3 koja je opisana
trokutu ABC. Njeno srediSte S je tocka koja je nastala kao sjeciSte simetrala stranica tro-
kuta koje su oznacene crvenom i zelenom bojom. Dakako, u taxicab geometriji kruZnica
drugacije izgleda kao §to moZemo vidjeti na slici[5.13]

5.4 Trokutu upisana kruzZnica

Primjer 5.4.1. PrikaZimo trokutu upisanu kruZnicu u euklidskoj i taxicab geometriji.
Srediste trokutu upisane kruzZnice je sjeciste simetrala kutova. Simetrala kuta je polupra-
vac s pocetkom u vrhu kuta koji dijeli kut na dva sukladna kuta. Nacrtajmo sada trokutu
upisanu kruznicu u euklidskoj geometriji.
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Slika 5.14: Trokutu upisana kruznica u euklidskoj geometriji

Radijus smo dobili tako da smo spustili visinu iz srediSta na jednu stranicu. Radijus
trokutu upisane kruZnice je tada udaljenost srediSta do noZiSta te visine.
Pogledajmo sada trokutu upisanu kruZnicu u taxicab geometriji.
Srediste S dobili smo kao presjek simetrala kutova. Oznacili smo radijus upisane kruZnice
sa R,. Kao §to je vidljivo na slici[5.16] S je jednako udaljeno od stranice c i od stranice b.
Ti radijusi nisu okomiti na stranice kao Sto je to u euklidskoj geometriji, nego su ili hori-
zontalni ili vertikalni. Razlog tome je Sto je udaljenost tocke od pravca u taxicab geometriji
ili horizontalna ili vertikalna.
Za simetralu kuta trokuta u euklidskoj geometriji znamo da ima svojstvo da se sastoji od
tocaka koje su jednako udaljene od krakova tog kuta. Naravno, ovdje pri¢amo o euklidskoj
udaljenosti. Motivirani tim rezultatom, prelazimo na simetralu kuta u taxicab geometriji.
Definirat cemo simetralu kuta u taxicab geometriji kao skup svih to¢aka koje imaju jed-
naku taxicab udaljenost od krakova tog kuta. Valja istaknuti da simetrale kutova trokuta u
taxicab geometriji opCenito izgledaju drugacije nego u euklidskoj geometriji jer u taxicab
geometriji koristimo taxicab udaljenost. Za neke kutove, primjerice za pravi kut, to e ipak
vrijediti pa je u tom slucaju taxicab simetrala kuta jednaka euklidskoj.

Teorem 5.4.2. Srediste trokutu upisane kruznice u taxicab geometriji je sjeciste simetrala
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kutova tog trokuta.

Dokaz. Uzmimo trokut ABC s vrhovima A(0, 0), B(x, y»), C(x, y.). Oznac¢imo sa P, P,, P3
pravce koje sadrZe stranice AB, BC, CA. Ozna¢imo sa ki, k, k3 koeficijente smjera tih pra-
vaca. Prema slici[5. 15 vrijedi k| < 1, ]ks| < 1, |k| > 1. Tada vrijedi

Pl...kl-x
Py...ky - (x—x.)+y.

P3...k3-x.

Oznacimo sa S K1, S K>, S K3 simetrale unutra$njih kutova trokuta koji se nalaze u vrhovima
A, BiC. Zbog toga §to je S K, jednako udaljena od P; i P; vrijedi:

SK, ={X =(x,y) e R? : dy(X, P)) = dr(X, P3)}.

Pogledajmo te taxicab udaljenosti dr (X, Py)idr (X, P3).
Opcenito gledamo formulu za udaljenost tocke T'(x7,yr) od pravca p...y =k - x + L.

k- xr +1—yrl

dr(T,P) =
B = i )
lky - x =yl
dr(X,P) = XN
e TN T
—ka -
dr(X, Py = VR XA,

max{| — k3|, 1}
1z dT(X, P]) = dT(X, P3) Slljedl kl X—y= —k3 Xty

2y =ky-x+k;-x

2y:X'(k1+k3)

ki + k3

=x- .
Y 2

Ovo je jednadZba simetrale S K;. Sada éemo napraviti isto za S K.
SK, =X =(x,y) € R : dr(X, P)) = dr(X, Py).
Pogledajmo te taxicab udaljenosti dr (X, Py) i d7(X, P,).

ki - x =yl
dr(X,P)) = ———— =k - x—
(X, P1) pRTTART 1°XxX—y
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[y +ka - (xc — x) =yl _ O +ky(xe—x)—ye)
maxilky|, 1} ky

XL-—X)—)’(-

Iz dr(X, Py) = dr(X, P,) slijedi k; - x — y = X260

dT(X’ PZ) =

y+k2'(xc_x)_yc
X +
k>

_y: _kl .

—v-ky=—=k -k -x+y+ky-(x,=x)=Y,
—y-ky—y=—ki-kay-x+ky (x.—x)=y,
y'(_kZ_l):_kl'kZ'-x+k2'(xc_x)_yc
yolko+1)=ki-ky-x—ky-(x.—x)+y,

_kl'kZ’x_kZ'(-xc_x)+yc

y= I+ 1
ky - (1 +ky) Ve — ko - X
= - X .
1+k 1+k

Analogno, jednadZba simetrale S K3 je

_kz'(l—kl) Ye —ka - x,
= “X+ .
1 -k 1 -k

RjeSavanjem sustava jednadzbi S K, S K;, S K3 dobijemo jedinstveno rjeSenje odnosno

sredisSte trokutu upisane kruznice.
O

Valja napomenuti da ovaj teorem ne bi vrijedio kada bismo za simetralu kuta koristili
simetralu kuta u euklidskoj geometriji.
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Slika 5.15: Trokut ABC
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Slika 5.16: Trokutu upisana kruznica u taxicab geometriji

Nacrtajmo kruznicu upisanu trokutu ABC u taxicab geometriji,
A(0,0), B(10,2),C(9, 5). Pogledajmo sliku [5.15] Imamo tri slucaja za trokutu upisanu
kruznicu, koji su povezani s tri slu¢aja udaljenosti tocke od pravca. Ovisno o nagibu stra-
nice trokuta, radijus ¢e biti horizontalan ili vertikalan.

1. slucaj. Nagib stranice trokuta je k € (-1, 1). Kao $to smo rekli u poglavlju 4, u ovom
slucaju ta udaljenost je vertikalna. Ovdje je naravno ta udaljenost radijus. Na slici
pogledajmo stranicu ¢ i duZinu S E kao primjer.

2. slucaj. Nagib stranice trokuta je k € (—oo, —1) U (1, +o0). U ovom slucaju udaljenost
tocke od pravca, to jest radijus je horizontalna. Kao primjer na slici [5.16|pogledajmo
stranicu a 1 duzinu S G kao primjer.

3. slucaj. Nagib stranice trokuta je k = —1,1. U ovom slucaju udaljenost tocke od
pravca, to jest radijus moze biti i horizontalna i vertikalna.

Teorem 5.4.3. Trokut ima opisanu i upisanu kruZnicu ako i samo ako
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1. Dvije stranice leZe na pravcu za koji vrijedi da je koeficijent smjera |k| < 1, a treéa
stranica leZi na pravcu s koeficijentom smjera k| > 1.
ili

2. Dvije stranice leZe na pravcu za koji vrijedi da je koeficijent smjera |k| > 1, a treca
stranica leZi na pravcu s koeficijentom smjera k| < 1.






Poglavlje 6

Primjena taxicab geometrije u oSnovnoj
Skoli

U ovom poglavlju slijedimo knjige [4] i [S)] te kurikulum [9]] U osnovnoj $koli neke teme
iz taxicab geometrije moZemo uvesti u okviru redovne ili dodatne nastave matematike
u osmom razredu. Iz gradiva sedmoga razreda obradit emo teme: koordinatni sustav,
kruznica 1 krug, iz gradiva osmoga razreda: Pitagorin poucak, tocke pravci i ravnine u
prostoru. Ucenici u osnovnoj Skoli nisu na razini na kojoj mogu i¢i u dubinu tematike
taxicab geometrije, prikladno je samo obraditi osnove. Fokus bi trebao biti na prakti¢noj
primjeni i osnovnoj razlici u odnosu na euklidsku geometriju.

Za ovu nastavnu tematiku potrebno je usvojeno i primijenjeno znanje Pitagorina poucka,
kruznice 1 kruga i kvadrata. Prema kurikulumu za matematiku, Pitagorin poucak obraduje
se u 8. razredu osnovne Skole, a kruZnica, krug i mnogokuti u 7. razredu.

6.1 Uvod

Nastavnik na pocetku sata razgovara s u€enicima. Pita ih kako putuju do Skole. Kaze im
da zamisle da u nekom gradu moraju otputovati od Skole do poste. Pita ih hoce 1i mjeriti
duljinu puta kao da idu helikopterom do tamo ili kao da putuju autom.

Primjer 6.1.1. Skola i posta. Nastavnik na plocu nacrta jednostavan model grada, to jest
koordinatni sustav. Nacrtane su dvije tocke oznacene sa SKOLA i POSTA.

77
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Slika 6.1: Skola i posta, slasti¢arnica i knjiZnica

Pretpostavimo da udaljenost 1 u ovom koordinatnom sustavu predstavlja jedan kilome-
tar. Nastavnik pita ucenike koliko cemo kilometara proci na putu od skole do poste.
Treba proci 7 kilometara. Nastavnik takoder pita ucenike bi li brZe dosli do poste kad
bi mogli ignorirati zgrade na putu. Nastavnik na plocu nacrta puteve od skole do poste
sa slike pita kakav je to trokut na slici i traZi od njih da koriste Pitagorin poucak za
racunanje te udaljenosti. Zatim ih pita da usporede duljine puta po hipotenuzi trokuta i
puta po katetama. Ucenici koriste Pitagorin poucak.

dz(SKOLA, POSTA) = V32 +42 = 5.

Ucenici zakljucuju da je takva udaljenost manja od udaljenosti u slucaju kada ne moZemo
ignorirati zgrade na putu.

Primjer 6.1.2. Slasticarnica i knjiZnica.

Nastavnik zatim daje joS jedan primjer, udaljenost izmedu slasticarnice i knjiznice. Na
plocu nacrta tocke koje oznaci sa SLASTICARNICA I KNJIZNICA Analogno se
rjeSava primjer u kojem ucenici ponovno zakljucuju da je zracna udaljenost kraca. Nas-
tavnik zatim objasnjava da zracnu udaljenost nazivamo euklidska udaljenost, a udaljenost
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koju dobijemo prilikom kretanja po ulicama grada nazivamo taxicab udaljenost. Potrebno
je jos da nastavnik ukaZe ucenicima da taxicab udaljenost se ne mora samo mjeriti po
zbroju duljina krakova pravokutnog trokuta. Daje primjer udaljenosti izmedu trgovackog
centra i kina.

Slika 6.2: Trgovacki centar i kino

Primjer 6.1.3. Trgovacki centar i kino.

Nastavnik nacrta sliku na plocu. Zatim pita ucenike da izmjere duljinu puta f i puta
g. UCcenici izmjere da su obje duljine 8. Nastavnik prozove ucenika na plocu i traZi od
ucenika da nacrta jos jedan put. Ucenici ¢e uvidjeti da je taj put jednake duljine kao i
ostali. Nastavnik pazi da ucenik pravilno nacrta put.

Nastavnik koristi: metodu dijaloga, problemsku metodu, heuristicku metodu, metodu
rada na tekstu. Primjerima 6.1.1, 6.1.2. 1 6.1.3. ostvaruju se sljede¢i odgojno obrazovni
ishodi: ucenik primjenjuje Pitagorin poucak za raCunanje nepoznatih elemenata pravo-
kutnog trokuta, potice se logi¢ko razmisljanje i sposobnost analize problema, primjenjuje
matematicka rjeSenja u razli¢itim situacijama.

Razrada ishoda: U primjerima 6.1.1. i 6.1.2. u€enik primjenjuje Pitagorin poucak na pra-
vokutne trokute. U svim primjerima potice se logicko razmisljanje ucenika i sposobnost
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analize problema. U primjeru 6.1.3. ucenik Ce raditi sam ¢ime se dodatno potice logicko
razmiSljanje i sposobnost analize problema. Takoder, u primjeru 6.1.3. u€enik primjenjuje
matematicka rjeSenja u novoj situaciji.

6.2 Aktivnost 1. Taxicab udaljenost

Nastavnik podijeli nastavni listi¢ 1. UCenici rjeSavaju zadatke.

NASTAVNI LISTIC 1 — UDALJENOST U TAXICAB GEOMETRIJI
Zadane su tocke A(xy,y1) 1 B(x2, y2).

ZADATAK 1.
IzraCunajmo formulu za euklidsku (zra¢nu) udaljenost izmedu to¢aka A i B.
ZADATAK 2.
IzraCunajmo formulu za taxicab (cestovnu) udaljenost izmedu tocaka A i B.

Tocke A i1 B oznacene su koordinatama (xi,y;) 1 (xp,y,). UCenici moraju izraCunati
formulu za euklidsku udaljenost izmedu tocaka i formulu za taxicab udaljenost izmedu tih
tocaka.

RJESENJE ZADATKA 1.

Rjesenje se dobiva pomocu Pitagorina poucka. Nacrtat ¢emo pravokutni trokut kao na
slici Intuitivno nam je jasno da je euklidska udaljenost izmedu te dvije tocke zapravo
duljina duZine |AB|. To je zapravo duljina hipotenuze tog pravokutnog trokuta. Kako éemo
dobiti taj pravokutni trokut? Na pocetku izraCunamo razliku koordinata x izmedu toCaka A
1 B, to e biti duljina jednog kraka trokuta. Zatim, izracunamo razliku koordinata y izmedu
tocaka A i B, to e biti duljina drugog kraka tog trokuta. Nacrtamo potom duZinu koja
izlazi 1z toCke A tako da je paralelna s osi x i duljine je istovjetne razlici u koordinatama x
izmedu tocaka A 1 B. Zatim, nacrtamo duZinu koja izlazi iz to¢ke B tako da je paralelna s
osi y 1 duljine je istovjetne razlici u koordinatama y izmedu tocaka A 1 B. Spojimo tocke
A 1 B. Dobili smo pravokutan trokut, s katetama koje su duljine istovjetne razlikama u
koordinatama x odnosno y izmedu tocaka A i B.

Euklidska udaljenost izmedu to¢aka A i B je hipotenuza tog trokuta. Koristimo Pitagorin
poucak:

de(A, B) = \J(x, — x1)2 + (3 — y1)%.

RJESENJE ZADATKA 2.
Rjesenje Ce biti zbroj kateta ovog pravokutnog trokuta na slici[6.3] Katete su duljina |x, —
x1l, [y2 = y1|. Koristimo apsolutnu vrijednost jer udaljenost ne moZe biti negativna.

dr(A, B) =[x, — x1| + |y2 — y1l.



6.2. AKTIVNOST 1. TAXICAB UDALJENOST 81

Slika 6.3: Pravokutni trokut

Katete su oznacene zelenom, a hipotenuza crvenom bojom.

U nastavi se koristi: metoda rada na tekstu, heuristicka metoda, problemska metoda. Za-
dacima jedan i dva ostvaruju se sljede¢i odgojno obrazovni ishodi: ucenik primjenjuje Pi-
tagorin poucak za racunanje nepoznatih elemenata pravokutnog trokuta, prikazuje duZine
1 analizira njihove medusobne poloZaje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini,
ucenik izvodi formulu za euklidsku i taxicab udaljenost, u€enik racuna s apsolutnim vri-
jednostima, potice se logi¢ko razmisljanje i sposobnost analize problema.

Razrada ishoda: Ucenik primjenjuje Pitagorin poucak u 1. zadatku. U prvom i drugom
zadatku ucenik prikazuje duZine i analizira njihove medusobne poloZaje u pravokutnom
koordinatnom sustavu u ravnini. U 1. zadatku ucenik izvodi formulu za euklidsku uda-
ljenost, u 2. zadatku izvodi formulu za taxicab udaljenost. Takoder u 2. zadatku ucenik
racuna s apsolutnim vrijednostima. U oba zadatka naglasak nije na tehnici raCunanja nego
na logickom razmiSljanju i sposobnosti analize problema.
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6.3 Aktivnost 2. Taxicab Kkruznica

Nastavnik prvo pita u¢enike kako definiramo kruznicu. Ucenici odgovaraju da je kruZnica
skup svih tocaka koje su jednako udaljene od zadane tocke koju zovemo srediste.
Nastavnik zatim pita ucenike koja je razlika izmedu kruga i kruZznice. Napominje da je
krug geometrijski lik.

Zatim daje primjer na ploc¢i. U koordinatnom sustavu nam je zadano srediSte 1 nekoliko
tocaka.

Slika 6.4: Udaljenost tocaka od srediSta

Primjer 6.3.1. Udaljenost tocaka od sredista.

Nastavnik na plocu nacrta srediste S(2,—-1) i tocke A4, 1), B(2,3),C(-2,-1), D(3, —4).
TraZi od ucenika da to nacrtaju u biljeZnicu.

Nastavnik pita ucenike kolika je udaljenost u taxicab geometriji od sredista do svake tocke.
Ucenici odgovaraju da je udaljenost u svakom od slucajeva jednaka 4.

Nastavnik tada pita ucenike da definiraju radijus kruZnice. Nakon odgovora, traZi od
ucenika da nadu jos nekoliko tocaka koje su od sredista S udaljene za 4. Nastavnik traZi
od ucenika da mu daju 12 tocaka koje su od sredista udaljene za 4. Potom nacrta na ploci
ovaj geometrijski lik sa slike
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Slika 6.5: KruZnica u taxicab geometriji

Nastavnik pita koji je to zapravo lik. Odgovor je kvadrat (neki ucenici ¢e moZda reci
romb). Pritom nastavnik upozorava da gledamo samo rubove kvadrata. Takoder, nas-
tavnik spominje da se ovaj skup tocaka u taxicab geometriji zove kruznica. Istice da je
takav drugaciji izgled kruZnice posljedica drugacijeg racunanja udaljenosti i jos jednom
od ucenika traZi definiciju kruznice. Nastavnik pita ucenike da dodu na plocu i nacrtaju
radijus ove kruznice.

Nastavnik zatim dijeli nastavni listi¢ 2.
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NASTAVNI LISTIC 2 — TAXICAB KRUZNICA

ZADATAK 1. Marko radi u uredu, u zgradi koja je oznacena na slici. Zeli kupiti stan
koji nece biti udaljen vise od 5 kilometara od njegovog radnog mjesta. U koordinatnom
sustavu, udaljenost u taxicab geometriji od 1 jednaka je 1 kilometar. Oznaci gdje Marko
moZze sve kupiti stan.

ZADATAK 2. Marko Zeli kupiti stan koji nije udaljen viSe od 5 kilometara od njegovog
ureda. Uz to Zeli da taj stan ne bude udaljen viSe od 3 kilometra od njegovog najdrazeg
restorana. Oznaci gdje Marko moze sve kupiti stan.

Slika 6.6: Ured i restoran

RIJESENJE ZADATKA 1.
Zbog toga Sto stan mora biti za 5 kilometara ili manje udaljen od Markova ureda, to znaci
da zapravo trazimo krug sa srediStem u to¢ki URED 1 radijusom 5.
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N
4

Slika 6.7: Ured 1 moguce pozicije stana u zadatku 1

Stan moZze biti na svakoj tocki u ovom kvadratu. Nastavnik napominje da u ovom
zadatku trazimo krug, a ne kruZnicu jer je udaljenost u taxicab geometriji manja ili jednaka
5, a ne samo jednaka 5.

RJESENJE ZADATKA 2.

Ovdje trazimo presjek taxicab kruga sa srediStem u tocki URED i radijusom 5 1 taxicab
kruga sa srediStem u tocki RESTORAN i radijusom 3. RjeSenje je ruziCasti pravokutnik na
slici[6.8]
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Slika 6.8: Ured, restoran i moguce pozicije stana u zadatku 2

U nastavi se koristi: metoda dijaloga, metoda rada na tekstu, heuristicka metoda, me-

toda analize i sinteze, problemska metoda.
Primjerom 6.3.1. i zadacima jedan i dva ostvaruju se sljedec¢i odgojno obrazovni ishodi:
ucenik definira kruznicu i krug, crta tocke u koordinatnom sustavu, mjeri udaljenost izmedu
dvije tocke, definira radijus kruZnice, primjenjuje definicije u taxicab geometriji, uo¢ava
razlike izgleda kruga i kruZnice u euklidskoj i taxicab geometriji, rjeSava problemski zada-
tak.

Razrada ishoda: Na pocetku aktivnosti u€enik definira kruZnicu i krug te analizira raz-
liku izmedu njih. Ucenici crtaju tocke u koordinatnom sustavu u sklopu primjera 6.3.1. Na-
kon toga definiraju radijus kruZnice jer im je to potrebno za rjeSavanje primjera. Ucenici
prepoznaju da je udaljenost svih navedenih tocaka do srediSta jednaka u taxicab geome-
triji, time mjere udaljenost izmedu dvije tocke. Primjenom definicije radijusa u taxicab
geometriji uCenici dolaze do izgleda kruZnice u taxicab geometriji. Ucenici uocavaju raz-
like izmedu izgleda kruZnice u euklidskoj i taxicab geometriji u razgovoru s nastavnikom.
RjeSavanjem problemskih zadataka na nastavnom listicu 2 ucenici primjenjuju usvojeno
znanje o kruZnici u taxicab geometriji kako bi rjesili problem iz stvarnog Zivota. Time se
potice logicko zakljucivanje 1 kreativnost.
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6.4 Aktivnost 3. Formula za opseg taxicab kruga

Nastavnik pocinje s uvodom u sadrZaj, podsjecajuéi ucenike na formulu za opseg kruga u
euklidskoj geometriji koju su ucili u sedmom razredu osnovne Skole. Formula glasi:

O = 2rm,

gdje je r radijus (polumjer) kruga.

Nastavnik zatim pita Sto je broj . Kao $to je nauceno u sedmome razredu, broj 7 definiramo
kao 7=2,d = 2r.

Slovom d oznaavamo dijametar kruga, odnosno dvostruki polumjer. Nastavnik zatim
na plocu nacrta krug i njegov dijametar i trazi da ucenici u biljeznicu nacrtaju krug u
euklidskoj geometriji sa srediStem S (2, —1) 1 dijametrom 8.

Slika 6.9: Ured, restoran i moguce pozicije stana u zadatku 2

Krug je na slici|6.9/oznacen crvenom bojom, a dijametar plavom.
Nastavnik zatim dijeli nastavni listi¢ 3.
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NASTAVNI LISTIC 3 — OPSEG KRUGA U TAXICAB GEOMETRIJI ZADATAK.
Nacrtan je krug u taxicab geometriji. Odredite opseg kruga. Odredite formulu za
opseg kruga u taxicab geometriji.

Slika 6.10: Krug i dijametar u taxicab geometriji

Takoder odredite omjer opsega i dijametra u taxicab geometriji. Imamo formulu:

K==,
d

gdje je K omjer opsega i dijametra taxicab kruga. Pogledajte dobro Sto je opseg ovoga
kruga i Sto je dijametar.

RJESENJE.
Nastavnik pita ucenike koji je ovo zapravo geometrijski lik u euklidskoj geometriji i koji
mu je opseg. Nastavnik napominje ucenicima da oni zapravo promatraju opseg kvadrata.
Pita uCenike kako se raCuna opseg kvadrata. Zatim, nastavnik pita ucenike kako bi izra-
cunali duljinu stranice kvadrata. Duljinu stranice raunamo kao udaljenost izmedu njenih
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krajnjih to¢aka. Nastavnik zatim pita kako raCcunamo udaljenost to¢aka u taxicab geome-
triji. Ucenici odgovaraju formulom

dr(A, B) = |x; — x1| + |y2 — y1l.

Ukoliko ucenici 1 dalje ne mogu rjesiti zadatak, nastavnik im preporucuje da usporede
jednu stranicu kvadrata duljine a sa radijusom r. U taxicab geometriji, duljina jedne stra-
nice kvadrata jednaka je dvostrukom radijusu. Na slici vidimo da je duljina stranice a
jednaka taxicab udaljenosti tocaka (-2, 5) i (0, 3). Mogli smo uzeti i neki drugi par tocaka.
Taxicab udaljenost te dvije tocke jednaka je 4, Sto je dvostruko vece od radijusa. Zbog toga
vrijedi

a=72r.

Slika 6.11: Usporedba radijusa kruga i duljine stranica kvadrata

Zbog toga vrijedi 1
O =4a = 8r.
pa vrijedi
d 2r



90 POGLAVLIJE 6. PRIMJENA TAXICAB GEOMETRIJE U OSNOVNOJ SKOLI

Dakle, u taxicab geometriji omjer opsega i1 dijametra jednak je broju 4, stoga se razli-
kuje od omjera opsega i dijametra u euklidskoj geometriji gdje iznosi 7 = 3.14.
U nastavi se koristi: metoda rada na tekstu, heuristicka metoda, problemska metoda, me-
toda dijaloga, metoda analize i sinteze.
Odgojno obrazovni ishodi: ucenik iskazuje formulu za opseg kruga u euklidskoj geome-
triji, definira dijametar kruga, definira broj x , crta krug s poznatim koordinatama srediSta
1 s poznatim dijametrom, primjenjuje definiciju kruga i dijametra u taxicab geometriji,
racuna opseg kruga u taxicab geometriji, razvija formulu opsega kruga u taxicab geome-
triji, uoCava vrijednost broja x u taxicab geometriji.
Razrada ishoda: Ucenik na pocetku aktivnosti mora iskazati formulu za opseg kruga u
euklidskoj geometriji 1 definira dijametar kruga jer je to potrebno za provodenje ostatka
aktivnosti. Takoder prije rjeSavanja nastavnog listi¢a 3 mora iskazati formulu za dobiva-
nje vrijednosti broja m. RjeSavajuéi nastavni listi¢ 3, uenik mjeri opseg kruga u taxicab
geometriji tako da izmjeri opseg kvadrata. Prilikom odredivanja formule za opseg kruga,
ucenik mjeri dijametar kruga u zadatku iz listiCa. Ucenik usporeduje radijus kruga i du-
ljinu stranice kvadrata ¢ime dolazi do formule za opseg kruga u taxicab geometriji. Nakon
toga ucenik primjenjuje tu formulu kako bi izraCunao omjer opsega i dijametra u taxicab
geometriji.
Potice se logicko razmiSljanje i samostalno rjeSavanje problemskog zadatka, primjerice u
odredivanju formule za opseg kruga u taxicab geometriji.



Sazetak

Ukratko, cilj ovog rada je proucavanje taxicab geometrije odnosno, preciznije, analiziranje
kako razni geometrijski pojmovi izgledaju u taxicab geometriji. Glavni fokus je na razli-
kama izmedu euklidske i taxicab geometrije. Zapoc¢injemo uvodenjem taxicab udaljenosti i
usporedivanjem s euklidskom udaljenosti. Zatim, obradujemo razliCite slucajeve simetrale
duZine u taxicab geometriji. Pokazujemo i razliku kruga i kruznice u euklidskoj i taxicab
geometriji. Nakon toga prelazimo na elipse, hiperbole i parabole u euklidskoj i taxicab
geometriji te na opisanu i upisanu kruznicu trokuta u taxicab geometriji. Konacno, bavimo
se problemom prezentacije koncepta taxicab geometrije u okviru osnovnoskolske nastave
matematike.






Summary

In short, the goal of this thesis is to study taxicab geometry, i.e., to analyze how various
geometric objects look in taxicab geometry. The main focus is on the differences between
Euclidean and taxicab geometry. We start by introducing the taxicab distance and compa-
ring it with the Euclidean distance. Next, we consider various cases of segment bisectors in
taxicab geometry. We also show the differences between circles in Euclidean and taxicab
geometry. Next, we shift to ellipses, hyperbolas and parabolas in Euclidean and taxicab ge-
ometry and to the incircle and circumcircle of a triangle. Finally, we deal with the problem
of presenting the concept of taxicab geometry in elementary school mathematics.
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