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1 Uvod

U ovom radu obradeni su elementi teorije incidencijskih algebri i njezine
primjene u kombinatorici. Rad je podjeljen u tri poglavlja.

U prvom poglavlju definirali smo parcijalno ureden skup, lokalnu konac-
nost parcijalno uredenog skupa te naveli nekoliko primjera. Nakon definicije
komutativnog prstena s jedinicom uvodimo pojam incidencijske algebre. In-
cidencijska algebra lokalno kona¢nog parcijalno uredenog skupa X nad ko-
mutativnim prstenom s jedinicom R, u oznaci I(X, R), je skup svih funkcija
f: X x X — R takvih da je f(x,y) = 0 ako z £ y. Definirali smo opera-
cije u incidencijskoj algebri te uveli neke vazne funkcije poput Kroneckerove
i zeta funkcije. U prvom teoremu pokazali smo da je I(X, R) asocijativna
R-algebra s jedinicom, a u sljede¢em teoremu dana je karakterizacija inver-
tibilnih funkcija u I(X, R). Pred kraj prvog poglavlja pokazali smo da se
incidencijska algebra (X, R) moze uloziti u algebru trokutastih matrica.

Incidencijske algebre razvile su se kao prirodno okruzenje za generali-
zaciju formule Mobiusove inverzije u teoriji brojeva. U drugom poglavlju
definirali smo klasicnu Mobiusovu funkciju te iskazali teorem klasicne Mobi-
usove inverzije. Sredisnji dio drugog poglavlja je teorem o generaliziranim
formulama Mobiusove inverzije. Za racunanje Mobiusove funkcije p iskoris-
tili smo ¢injenicu da je Mobiusova funkcija inverzna zeta funkciji. Takoder
korisna nam je bila i ¢injenica da se za izra¢un vrijednosti p(z,y) dovoljno
ograniciti na konacan parcijalno ureden skup [x,y]. Koristenjem prethodnih
tvrdnji izracunali smo Mobiusovu funkciju nekih parcijalno uredenih skupova
koji se mogu zapisati kao direktni produkt jednostavnijih parcijalno uredenih
skupova. Takoder, istrazili smo i dio veze izmedu Mobiusove inverzije i alge-
barske topologije te na primjerima iz kombinatorike pokazali primjenu Mobi-
usove inverzije.

U tre¢em poglavlju uvodimo pojam podalgebre. Ako na skupu nepraz-
nih intervala od X imamo definiranu relaciju ekvivalencije, onda funkciju f
iz incidencijske algebre (X, R) za koju vrijedi [z, y|E[u, v] povlaéi f(z,y) =
f(u,v) nazivamo E-funkcijom. Skup svih E-funkcija oznaéili smo s I(Xg, R)
te smo uz dodatne definicije pojmova vezanih za relaciju E pokazali vezu
izmedu I(X, R) i I(Xg, R). Prethodno pokazana veza ilustrirana je primje-
rom gdje je X konacan parcijalno ureden skup, a R polje. Nadalje, defi-
nirali smo pojam reducirane incidencijske algebre i standardne reducirane
incidencijske algebre te dali karakterizaciju reducirane incidencijske podal-
gebre konacnog parcijalno uredenog skupa nad poljem. Na samom kraju
tre¢eg poglavlja dana su dva primjera koja nam pokazuju vezu reduciranih
incidencijskih podalgebri s prstenima formalnih redova potencija.



2 Incidencijske algebre

Definicija 2.1. Neka je X neprazan skup. Svaki podskup < od X x X
nazivamo binarnom relacijom. Cinjenicu (x,y) € < zapisujemo i x < y.
KazZemo da je binarna relacija <:

i) refleksivna, ako za svaki x € X vrijedi v < x,
ii) irefleksivna, ako ne postoji x € X takav da vrijedi v < x,

iii) sitmetriéna, ako za sve x,y € X koji imaju svojstvo x < y vrijedi
y<uz,

i) antisimetriéna, ako za sve x,y € X koji imaju svojstvor <y iy < x
vrijeds x =y,

v) tranzitivna, ako za sve x,y,z € X koji imaju svojstvo x <y iy < z
vrigeds x < z,

vi) relacija ekvivalencije, ako je refieksivna, simetricna i tranzitivna,

vii) relacija parcijalnog uredaja, ako je refleksivna, antisimetricna i
tranzitivna.

Skup X s relacijom parcijalnog uredaja < nazivamo parcijalno uredenim
skupom. Oznacavamo ga s (X, <).

Definicija 2.2. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup te x,z € X. Interval
ili segment od x do z je skup [z,z] = {y € X | x <y < z}. Parcijalno
ureden skup je lokalno konacan ako je svaki segment od X konacan.

Definicija 2.3. Lanac u parcijalno uredenom skupu (X, <) je podskup L C
X takav da za sve x,y € L vrijedi x <y ili y < x. Antilanac u parcijalno
uredenom skupu (X, <) je podskup A C X takav da za sve x,y € A,z # vy

vrijedi x Ly iy £ x.
Navedimo nekoliko primjera.

Primjer 2.4. 1) (R, <) je parcijalno ureden skup gdje je < prirodni ureday
na R. Stovise, on je totalno ureden, to jest svaka dva njegova elementa
su usporediva. Bilo koji podskup skupa R ¢ini lanac.

2) (P({1,2,3}),<) je parcijalno ureden skup. Uredaj C je pravi parci-
jalni uredaj jer postoje elementi skupa P({1,2,3}) koji nisu uspore-
divi. Primgjer antilanca u danom parcijalno uredenom skupu je A =

{15423 {31}



3) (N,]) pri éemu je | relacija djeljivosti je pravi parcijalno ureden skup.
On je lokalno konacan jer za x,y € N segment [x,y] sadrzi samo djeli-
telje broja y kojgih ima konacno mnogo.

4) (P(9S),<Q) je pravi parcijalno ureden skup pri cemu je S bilo koji skup
koji ima bar dva elementa. On je lokalno konacan ako je skup S
konacan.

Definicija 2.5. Trojku (R, +,-) koja se sastoji od nepraznog skupa R i dvije
binarne operacije zovemo prstenom ukoliko je za operacije zbrajanja +: R X
R — R 1 mnoZenja -: R x R — R ispunjeno sljedece:

i) (R,+) je komutativna grupa, to jest vrijedi:

c(z+y)+z=a+y+z2), Vr,yzeR (asocijativnost)
ex+y=y+z, Vr,yeR (komutativnost)
«.3J0eR: 24+0=0+2z=2, VreR (neutralni element)
e VzeR I—x€R: x+(—x)=—x+x=0 (suprotni element)

ii) (R,-) je polugrupa, to jest vrijedi:
e (zry)-z=2-(y-2), Vr,y,z€R (asocijativnost)
iii) vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju, to jest vrijedi:
ex-(y+z2)=z-y+x-2, Vr,y,z€R
e (z+y)-z2=2-24+y- -2, Vz,y,z€R.

Ako postoji jediniéni element, ili krace jedinica, 1 takva da je 1 -z =
x-1=u2x za sve x € R, onda kaZemo da je R prsten s jedinicom. Prsten
R je komutativan prsten ako je x -y =1y -x za sve x,y € R.

Neka je (R,+,-) prsten s jedinicom. Kazemo da je x € R invertibilni
element ako postoji z71 € R takav da x-x1 L.x = 1. Pretpostavimo da
postoji m € N takav da vrijedi mx = 0, za sve x € R. Karakteristika prstena
R je minimalan takav m koji zadovoljava prethodnu jednakost. Ukoliko takav
m ne postoji, kazemo da je prsten R karakteristike nula.

:l‘i

Lema 2.6. Neka je R prsten s jedinicom i s € R. Ako s ima i desni i lijevi
nverz, onda je s invertibilni element.

Dokaz. Neka sur,t € R takvi da jers = st = 1. Tadajet = (rs)t = r(st) =
T. [l



Ukoliko postoji, element 27! je jedinstven i zovemo ga (multiplikativnim)
wnmverzom od x.

Definicija 2.7. Neka je (X, <) lokalno konac¢an parcijalno ureden skup i R
komutativni prsten s jedinicom. Incidencijska algebra I1(X,R) je skup
svih funkcija f: X x X — R takvih da je f(x,y) = 0 ako ne vrijedi x < y,
to jest (X,R) ={f: X x X = R| f(z,y) =0 ako x £ y}. Operacije na
I(X, R) definiramo s:

(f +9)(,y) = f(z,y) + g(x,9) (zbrajanje)
(r- iz, y)=r-f(x,y) (mnozenje skalarom)
(fxg)(z,y) = Z flx,2)9(z,v) (produkt ili konvolucija)

x<z<y

gdje su f,g€ I(X,R), r€ R, z,y,z € X.

Operacije na (X, R) su dobro definirane, to jest za f,g € I(X,R) te
r € R vrijedi: f+g¢g,7-gi f*xg € I(X,R). Zatvorenost na konvoluciju
funkcija slijedi iz tranzitivnosti od <, naime za z,y,z € X, x £ y vrijedi:

v<z=z2fty=g(zy) =0=(f*g)(x,y) =0,
z<y=azLz= f(x,2)=0=(f*g)(z,y) =0.
Prisjetimo se definicije R-modula i asocijativne R-algebre s jedinicom.

Definicija 2.8. Neka je R = (R, +,-) prsten s jedinicom. Lijevi R-modul
ili lijevi modul nad R je komutationa grupa M = (M, +) zajedno s presli-
kavanjem R x M > (r,m) +— r-m € M koje zadovoljava:

i) VmeM: 1-m=nm,

i) YmneM, reR: r-(m+n)=r-m+r-n,
iWi) Yme M, r,seR: (r+s)-m=r-m+s-m,
w)VmeM, rn,seR: r-(s-m)=(r-s)-m.

Pojam desnog R-modula definira se analogno kao u definiciji 2.8. Ukoliko
je R komutativan prsten, pojmovi lijevog i desnog R-modula se podudaraju
pa jednostavno kazemo R-modul.

Definicija 2.9. Neka je M = (M, +,-) modul nad komutativnim prstenom s
jedinicom R. Ako je M snabdjeven dodatnom operacijom mnoZenja M X M >
(x,y) — z-y € M koja je bilinearna, asocijativna i postoji jedinstveni element
1y € M koji zadovoljava 1y -x = x - 1y = x za sve x € M, onda za M
kaZemo da je asocijativna R-algebra s jedinicom.
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Za operaciju mnozenja iz definicije 2.9 kazemo da je bilinerana ako zado-

voljava (az14Bw2) -y = a(x1-y)+B(22-y) iz-(ayi+8y2) = a(z-y1)+6(z-y2)
za avﬂ € R7 T1,22,Y1,Y2,2,Y € M.

Uvedimo sada neke vazne funkcije u incidencijsku algebru (X, R). Ako
je A podskup od X, definiramo funkciju 64 € I(X, R) s:

1, akojex=ye€ A,
5A(‘Tay) = {

0, inace.

Ako je A = X, onda pisemo 6y = ¢ i funkciju § zovemo Kroneckerovom
funkcijom. Dodatno, definiramo d,, € I(X, R) s:

1, akojeu=xiv=y,
Oy (11, 0) = 0, inace

i piSemo e, za 0,,.
Sljedece, definiramo funkciju x € I(X, R) s:

1, ako je x <y,

Xl y) = {O inace (1)

pritom z < y zna¢i z < yix # y. Na I(X, R) definiramo i tzv. zeta funkciju
s: (=04 x.

Neutralni element za mnozenje u incidencijskoj algebri I (X, R) je funkcija
d € I(X, R). Zaista, vrijedi:

z<z<y

6% f)x,y) = Y 8x,2)- f(z,9) = f(z,y)

x<z<y
Teorem 2.10. (X, R) je asocijativna R-algebra s jedinicom.

Dokaz. (I(X,R),+) je komutativna grupa. Zbrajanje u incidencijskoj al-
gebri I(X, R) je definirano po tockama pa asocijativnost i komutativnost
ocito vrijede. Neutralni element je funkcija f = 0, a suprotni element od f
je funkcija —f. Nadalje, (I(X, R),+,-) je R-modul jer mnozenje skalarom
zadovoljava pretpostavke iz definicije 2.8, to jest za sve x,y € X vrijedi:

1) 1f(:v,y)=f(x,y), VfEI(X,R),

b}



i) - (f(v,y) +g(z,y) =7 flz,y)+7r-g(x,y),
i) (r+s)- fle,y) =r- fl@,y)+s- f(z,y),

) r-(s- flz,y) = (r-s)- f(2,9),

Vf,ge I(X,R), r € R,
VfelI(X,R), r,s €R,
VfelI(X,R), r,s €R.

Neutralni element za mnozenje u I (X, R) je Kroneckerova ¢ funkcija. Pokazimo
sada bilinearnost mnozenja.

(afi+ Bf2) % g)(w,y) = > (afi+ Bfo)(x,2) - g(2,9)

= > (afi(z,2) + Bfalx,2)) - g(z,y)
= > afilz,2)g(z,y) + Bfa(x, 2)g(z,y)
=a Y filz2gzy) +B8 Y falw,2)g(zy)

= a(fi*g)(z,y) + B(f2* g)(z,y)
zax,y € X, f1, f2,9 € I(X, R). Sli¢no se pokaze da vrijedi i

g* (afi +Bf)(x,y) = alg* fi)(z,y) + B(g* f2)(z,y).

Preostaje nam jos pokazati asocijativnost mnozenja. Naime, za x,y € X te
f,9,h € I(X, R) vrijedi:

(frg)xh)(w,y) = D (f*g)(x,2) h(zy)

- Z (Z f(wi)g(waz)) -h(z,y)

— Z Z flx,w)g(w, 2)h(z,y)

r<z<yrz<w<lz

=3 N flaw)g(w, 2)h(zy)

<2<y r<w<y

= > X Jlwwglw.2)h(zy)

r<w<y r<z<y

=Zﬂw%memm)

r<w<y w<z<y

= > flz,w) - (g*h)(w,y)

z<w<y

= (f*(g*h)(x,y).
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U cetvrtoj jednakosti koristili smo ¢injenicu da je g(w,z) = 0 za w £ z pa
indeks w moze i¢i do y. U petoj jednakosti koristili smo zamjenu poretka
sumacije. U Sestoj jednakosti vrijednost f(z,w) ne ovisi o indeksu z pa
koristeci svojstvo distributivnosti moze izaci ispred druge sume. Takoder, u
Sesto] jednakosti vrijedi g(w,z) = 0 za w £ z pa indeks z moze iéi od w do
y. Koristenjem definicije konvolucije funkcija u I(X, R) u posljednje dvije
jednakosti slijedi tvrdnja. O]

Sljedeé¢i teorem pomoci ¢e nam u odredivanju invertibilnih funkcija u
I(X,R).

Teorem 2.11. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup © R komu-
tativni prsten s jedinicom. Za f € I(X, R) slijedece turdnje su ekvivalentne:

(a) f ima desni inverz,

(b) f ima lijevi inverz,

(c) f je invertibilni element,

(d) f(z,z) je invertibilni element prstena R za svaki x € X.

Dokaz. Pokazat ¢emo ekvivalenciju (a) i (d). Ekvivalencija (b) i (d) slijedi
slicnim argumentiranjem. S obzirom da (d) povlaci i (a) i (b), iz leme 2.6
slijedi da (d) povlaci (c). Konaéno, kako (c) oc¢ito povlaci (a) i (b) teorem ¢e
biti dokazan.

(a) = (d) Pretpostavimo da f ima desni inverz g, tada za svaki
v € X imamo (f * 9)(w,7) = f(5,7) - glw,7) = 6(w,7) = 11 f(z,2) je
invertibilni element prstena R.

(d) = (a) Pretpostavimo da je f(z,x) invertibilni element prstena
R za svaki x € X. Definiramo desni inverz ¢ induktivno po kardinalitetu
segmenta u X. Ako je [[z,y]| = 0, onda je x £ y i stavljamo g(z,y) = 0.
Ako je |[x,y]| = 1, onda je z = y i stavljamo g(z,z) = (f(z,z))"!. Neka
je n > 11 pretpostavimo da je za svaki segment kardinaliteta manjeg od n
funkcija ¢ definirana na tom segmentu. Neka je [z, y] segment kardinaliteta
n. Zelimo

0=(f*g)(z,y)
= Y f(x,2)9(2p)

z<z<y

= f(z,2) - gle,y)+ Y f,2) g(zp).

r<z<ly



S obzirom da je f(z, ) invertibilan, mozemo rijesiti ovu jednadzbu po g(z, y)
pa definiramo

g(z,y) = (— > fla,2) -g(z,y)) - fla, )

r<z<y

Segmenti [z, y] imaju kardinalitet manji od n pa je po pretpostavei indukeije
funkcija g definirana na tim segmentima. Dakle, f x g = . O

Mnozenje elemenata u incidencijskoj algebri usko je povezano s matri¢nim
mnozenjem. Sa M, (R) ozna¢imo skup n x n matrica gdje je R komutativni
prsten s jedinicom. Dodatno, sa T),(R) ozna¢imo skup svih n X n gornje-
trokutastih matrica te sa L, (R) skup svih n x n donjetrokutastih matrica.
M,(R),T,(R) i L,(R) su asocijativne R-algebre s jedinicom. Za dokazivanje
tvrdnje o ulaganju incidencijske algebre (X, R) u algebre T,,(R) i L,(R) tre-
bat ¢e nam posebno indeksiranje elemenata parcijalno uredenog skupa koje
pokazujemo u sljedec¢oj lemi. Za element x parcijalno uredenog skupa X
kazemo da je maksimalan ako vrijedi z = y kadgod je x < y.

Lema 2.12. Konacan parcijalno ureden skup (X, <) moZe se oznadciti s X =
{z1,..., 2} tako da z; < z; povlacii < j.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po kardinalitetu skupa X. Ako
je X jednoclan skup, tvrdnja ocito vrijedi. Za n > 1 pretpostavimo da
se svaki parcijalno uredeni skup kardinaliteta manjeg od n moze oznaciti
kao u tvrdnji leme. Neka je sada X parcijalno ureden skup kardinaliteta
n. Kako je X konacan znamo da ima maksimalni element pa ga oznac¢imo
s T,. Podskup X \ {z,} ima kardinalitet manji od n pa po pretpostavci
indukcije za njega vrijedi tvrdnja, to jest skup X \ {z,} mozemo oznaciti
s X\ {zn} = {z1,..., 2,1} tako da x; < z; povlaci ¢ < j. Dodavanjem
elementa x,, u skup X \ {z,} imamo X = {x1,...,2,}. Zbog maksimalnosti
od x, vrijedi da z; < x, povlaci i <n,i € {1,...,n}. O

Slicno kao u prethodnoj lemi, elementi konac¢nog parcijalno uredenog
skupa X = {z;,...,2,} mogu se indeksirati tako da x; > z; povlaci i < j.
Pokazimo sada spomenuto ulaganje incidencijske algebre u algebru gornje-
trokutastih i donjetrokutastih matrica.

Propozicija 2.13. Neka je X = {xy,...,2,} parcijalno ureden skup i R
komutativan prsten s jedinicom.

(a) Incidencijska algebra I(X, R) izomorfna je podalgebri od T, (R).
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(b) Incidencijska algebra I(X, R) izomorfna je podalgebri od L,(R).

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (a). Neka je X = {z1,...,x,} indeksiran kao u
lemi 2.12. Definirajmo preslikavanje U: I(X, R) — T,,(R) s:

V()@ g) = [l z))

za f € I(X,R), i,j € {1,...,n}. Ovako definirano preslikavanje svakoj
funkciji f € I(X, R) pridruzuje matricu A = [a;;], a;; = f(z;,z;). Matrica
A je gornjetrokutasta, a preslikavanje ¥ je injektivni homomorfizam. Ako
f— Aigw— B, vrijedi

(frg)nz) = Y flaswn)-glawe) = Y aw-by= ) aw-by
xR €[wi,x;] T Ewi,25] i<k<j

k=1

U treé¢em koraku sumirali smo po svim indeksima k koji zadovoljavaju i <
k < jjer za x; f T je ax =0, aza xy ﬁ xj je by; = 0 pa se suma ne mijenja.
Slicno, u cetvrtom koraku sumu smo prosirili na sve indekse od 1 do n jer je
air =0 za k <iteby; =0zak > j. Dakle, vrijedi (f * g) 2 A B, odnosno
U ¢uva mnozenje. Preslikavanje U je monomorfizam algebri, a njegova slika
je podalgebra od T, (R) izomorfna incidencijskoj algebri I(X, R). Tvrdnja
(b) dokazuje se slicno kao tvrdnja (a) indeksiranjem skupa X tako da x; > x;
povlaci ¢ < j. 0

Lema 2.12 moze se prosiriti na slucaj kad je X prebrojiv skup.

Lema 2.14. Elementi prebrojivog parcijalno uredenog skupa (X, <) mogu se
indeksirati racionalnim brojevima tako da x; < x; povlaci i < j.

Dokaz. Neka je X = {yi,99,...}. Definirajmo preslikavanje ¢: X — Q
na sljedeé¢i nacin. Neka je ¢(y;) = 1. Ako je y < w1, onda definiramo
¥(y2) = 0, inace definiramo ¥ (y2) = 2. Pretpostavimo da v pridruzuje
racionalan broj svakom y, € X za 1 < k < n sa svojstvom da y; < y; povlaci
Y(yi) < Yl(yy), 4,5 € {1,...,n — 1}. Promotrimo sada element y, € X.
Oznacimos Yo ={ye X:y<y,ttesYo ={ye X:y>y,}. Zay, € Y- i
y; € Y5 vrijedi y; < Yy, 1y, < y; pa zbog tranzitivnosti parcijalnog uredaja <
vrijedi y; < y;. Po pretpostavci vrijedi ¢¥(y;) < ¥(y;) zasve y; € Yo, y; € Y.
Skup . = {q¢ € Q | ¥(yi) = q¢,y; € Y} je odozgo omeden pa postoji
supremum, oznacimo ga s g<. Skup ¢~ = {g € Q | ¥(y;) = ¢, y; € Y=} je
odozdo omeden pa postoji infimum, oznacimo ga s ¢~. Sada mozemo izabrati
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broj q, = 3% i definirati ¥ (y,) = ¢n- Za {y1,...,y,} vrijedi da y; < y;
povlaci ¥(y;) < ¥(y;) za i,5 € {1,...,n}. Nastavljajuéi na ovaj nacin, sve
elemente skupa X mozemo indeksirati s zy,,) = ;. O]

Promotrimo ponovno parcijalno uredene skupove iz primjera 2.4 te odre-
dimo njihove incidencijske algebre, odnosno matrice koje one sadrze. Neka
je R komutativni prsten s jedinicom.

Primjer 2.15. 1) Promotrimo podskup od (R, <) s prirodnim uredajem
({1,2,3}, <). Incidencijska algebra od parcijalno uredenog skupa ({1,2,3},
<) izomorfna je podalgebri od T5(R), a izomorfizam izgleda ovako:

R R R
I{1,2,3},R)—» [0 R R
0 0 R

Pritom se u matrici na nenul mjestima nalazi neki element prstena R.

2) Za antilanac A = {{1},{2},{3}} parcijalno uredenog skupa

(P({1,2,3}), Q) vrijedi:
R 0 0
I(AR)= |0 R 0
0 0 R

3) Za parcijalno ureden skup (N,|) imamo:

(N, ), R) —

o oo o9y
e N oo lNoloy loy
oo oo
oo IO IN

O o oo
OO/

4) Ako uzmemo S = {1,2} te promotrimo P(S) = {0,{1},{2},{1,2}}

mamo:
R R R R
0 R 0 R
(PSR =0 o p R
0 0 0 R
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3 Mobiusova inverzija

Incidencijske algebre razvile su se kao prirodno okruzenje za generalizaciju
formule Mobiusove inverzije u teoriji brojeva. Generalizirana formula M&bi-
usove inverzije s kojom ¢mo se upoznati u ovom poglavlju ima vaznu kombi-
natornu primjenu. Njemacki matematicar i astronom A.F. Mdbius definirao
je funkciju p s

0, ako je n djeljiv s kvadratom prostog broja,
p(n) = < (=1)%,  ako je n produkt k razlicitih prostih brojeva,
1, n=1.

Prethodnu definiranu funkciju zovemo klasicnom Mobiusovom funkcijom.
Prije generalizacije, iskazimo teorem klasicne Mobiusove inverzije.

Teorem 3.1. Neka su f,g: N — R pri éemu je R komutativni prsten s
jedinicom te p klasicna Mobiusova funkcija. Fkvivalentno je

(a) g(n) =>_ f(d) i

din

(b) f(n) =22 pu(d)g(3)-

dn

Neka je (X, <) lokalno kona¢an parcijalno ureden skup te R komuta-
tivni prsten s jedinicom. Prisjetimo se zeta funkcije u incidencijskoj algebri
I(X, R) iz prethodnog poglavlja:

1, akojexz <y,
((z,y) = { 0 inac
, inace.
Pokazimo najprije da zeta funkcija ima inverz u (X, R).

Propozicija 3.2. Zeta funkcija lokalno konacénog parcijalno uredenog skupa
(X, <) je invertibilna u (X, R).

Dokaz. Po teoremu 2.11 dovoljno je pokazati da je ((z, ) invertibilni element
prstena R za svaki x € X. Naime, ((z,z) = 1 pa tvrdnja vrijedi. H

Sada mozemo definirati inverz u(x, y) zeta funkcije za x, y € X induktivno
po kardinalitetu segmenta [z, y] kao u dokazu teorema 2.11.

1, ako x =y,
M(x7y);: - EE: M(zay)a ako z <y,
r<z<y
0, inace.
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Ovako definiran inverz zeta funkcije nazivamo Madbiusovom funkcijom in-
cidencijske algebre I(X, R).

Definicija 3.3. Neka je x element lokalno konacnog parcijalno uredenog
skupa X. Skup I, = {y € X | y < z} je glavni ideal skupa X gene-
riran s x, a skup U, = {y € X | y > z} je glavni filter skupa X
generiran s .

U sljedeca dva teorema navodimo generalizirane formule Mobiusove inver-
zije.

Teorem 3.4. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup, R komuta-
tivne prsten s jedinicom ¢ f: X — R funkcija. Pretpostavimo da je za svaki
x € X glavni filter generiran s x konacan. Ako je g(x) = > f(y), onda je

flx) =2 u(z,y) - g(y). -

<y

Dokaz.

> uxy) - gly) = ulxy) - Y f(z)

— Zu(x,y)ZC(yaz)f(z)
=3 ulzy) - Cy, 2) - f(2)
= Z (Z M(l'?y) C<y72)) f(Z)
= Z 6(z,2) - f(2) = f(z)

Slicno kao za prethodni teorem pokaze se da vrijedi sljedece.

Teorem 3.5. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup, R komuta-

tivni prsten s jedinicom 1 f: X — R funkcija. Pretpostavimo da je za svaki

x € X glavni ideal generiran s x konacan. Ako je g(x) = > f(y), onda je
y<w

f(z) = %g(y) (Y, ).
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U mnogim primjenama Mobiusove inverzije nuzno je znati vrijednosti
Mobiusove funkcije o na elementima parcijalno uredenog skupa. Sada ¢emo
dati nekoliko vaznih svojstava koja ¢e nam pomodi u racunanju. Najvaznije
svojstvo Mobiusove funkcije o je da je ona inverzna funkcija zeta funkciji iz
cega slijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 3.6. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup, R
komutativni prsten s jedinicom i p € I(X,R) Mébiusova funkcija. Tada
vrijeds

(a) p(z,x) =1 za sve x € X,

(b) za razlicite x,y € X wvrijedi jednakost Y. p(z,z) =0,

*<z<y

(c) za razlicite x,y € X wvrijedi jednakost >, p(z,y) =01
z<z<y

(d) wu(x,y) je cijeli broj u prstenu R za sve x,y € X.

Dokaz. Tvrdnje (a), (b) i (c) slijede iz jednakosti

0(z,y) = (u*Q)(w,y) = (C* p)(z,y).

Naime, za sve x € X vrijedi
(5(33', LL') = /L(l',m) ) C(x,x)
1=p(z,x)-1

iz cega slijedi (a).
Za x #y € X vrijedi 6(x,y) = 0 pa iz

5($,y) = Z /L(ZE,Z) 'C<Z7y)

z<z<y

Sz,y) = > C(a,2) - pu(zy)
z<z<y
slijede (b) i (c). Cijeli brojevi u prstenu R su elementi potprstena generiranog
s jedinicom prstena R pa tvrdnja (d) slijedi iz definicije funkcije p. Naime,
zeta funkcija poprima vrijednosti 0 i 1, a vrijednosti Mobiusove funkcije kao
inverza od zeta funkcije se po teoremu 2.11 dobije zbrajanjem, oduzimanjem
i mnozenjem vrijednosti od ¢ i prethodnih vrijednosti od p te dijeljenjem sa

((z,z) = 1. O
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Prethodna propozicija pokazuje da Mobiusova funkcija incidencijske al-
gebre (X, R) ovisi samo o parcijalno uredenom skupu X, ne i o prstenu R
karakteristike 0. Posljedica prethodne propozicije govori nam o tome da se
kod racunanja p(z,y) mozemo ograni¢iti samo na konacan parcijalno ureden
skup [z, y].

Korolar 3.7. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup te x,y € X.
Tada je px(z,y) = fay (T, y)-

Dokaz. Indukcijom po kardinalitetu segmenta [z,y] 1 koristenjem propozi-
cije 3.6 mozemo vidjeti da se vrijednost Md&biusove funkcije u (x,y) na X
podudara s vrijednoséu Mobiusove funkcije u (z,y) na [z, yl. ]

Iz definicije funkcije y iz prethodnog poglavlja lako se vidi da x"(z,y)
daje broj razli¢itih lanaca od = do y duljine n+ 1 u segmentu [z, y]. Takoder
vrijedi ( =6 + x.

Korolar 3.8. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup te x,y € X.
Neka je C(x,y) skup svih lanaca duljine n od x do y u X pri cemu je n
pozitivan cijeli broj. Tada vrijedi

p(x,y) = |Ciz,y)| = [Calz, y)| + |Cs(z, y)| = [Calz, y)| + - ..

Dokaz. Po korolaru 3.7 bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
vrijedi X = [z,y]. Tada

p=¢'=0+x)"=0—-x+xX"—xX"+...

S obzirom na to da je [z, y] konac¢an, ™ = 0 za dovoljno velik n. 1z x"(z,y) =
|Cri1(z,y)]| slijedi tvrdnja. O

Za parcijalno ureden skup X ¢emo s 0 oznaciti najmanji element, to jest
element za kojeg vrijedi 0 < x , V& € X, ukoliko takav postoji. Analogno,
s 1 ¢emo oznaciti najveéi element, to jest element za kojeg vrijedi z < 1,
Vz € X. Svaki lokalno konacan parcijalno ureden skup X s 0i 1 je konacan
jer je segment X = [0, 1] po definiciji 2.2 konacan.

Sljede¢a propozicija nam daje induktivhu metodu za racunanje vrijed-
nosti p(0, 1) za parcijalno uredene skupove s 0 i 1.

Propozicija 3.9. Neka je X konacan parcijalno ureden skup s 0 11 te xzy €
X\{07 1} Tada je NX(Oa 1) = MX\{xo}(Oa 1) + NX(Oa .’13‘0) ’ MX(xO7 1)
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Dokaz. Neka je C, skup svih lanaca od 0 do 1 u X duljine n. Nadalje,
ozna¢imo s D, lance iz C,, koji ne sadrze z¢ te s E, = C,\D,,. Iz korolara
3.8 slijedi

,UX\{xO}(O, 1) = |D1| - |D2| + |D3| - |D4| +...

Neka je o € E,. Tada za neki pozitivan cijeli broj j, lanac a mozemo
podijeliti na lanac 8 od 0 do zy duljine j te lanac v od xy do 1 duljine
n — j + 1. U alterniraju¢oj sumi izraza u(0, o) lanac 8 doprinosi (—1)771,
dok u alterniraju¢oj sumi izraza p(zg, 1) lanac v doprinosi (—1)"7. Umnozak
ovih doprinosa podudara se s doprinosom od « u alterniraju¢oj sumi od
1(0,1). 0

Prije usporedivanja Mobiusovih funkcija izomorfnih i anti-izomorfnih pa-
rijalno uredenih skupova navedimo definiciju.

Definicija 3.10. Neka su (X, <x) i (Y, <y) parcijalno uredeni skupovi te
p: X =Y biekcija.

i) Ako p ima svojstvo da vrijedi v1 <x x5 ako i samo ako vrijedi
p(x1) <y p(xs), onda je p izomorfizam parcijalno uredenih sku-
pova.

ii) Ako p ima svojstvo da vrijedi vy <x x5 ako i samo ako vrijedi
p(x2) <y p(x1), onda je p anti-izomorfizam parcijalno uredenih
skupova.

Propozicija 3.11. Pretpostavimo da su (X, <x) i (Y, <y) lokalno konacni
parcijalno uredeni skupovi te p: X — Y bijekcija. Neka su xq1,x5 € X.

(a) Ako je p izomorfizam parcijalno uredenih skupova, onda je
px (21, 22) = py (p(x1), p(x2)).

(b) Ako je p anti-izomorfizam parcijalno uredenih skupova, onda je
px (21, 22) = py (p(x2), p(x1)).

Dokaz. Dokaz slijedi iz prethodne definicije te odgovarajucih relacija za zeta
funkciju. O]

Mnogi parcijalno uredeni skupovi koji se koriste u kombinatornim primje-
nama izomorfni su direktnom produktu jedostavnijih parcijalno urednih sku-
pova. Kad je parcijalno ureden skup Z direktan produkt parcijalno uredenih
skupova X 1Y, onda se Mobiusova funkcija od Z moze lako dobiti iz Mobi-
usovih funkcija od X i Y. Definirajmo najprije direktan produkt parcijalno
uredenih skupova.
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Definicija 3.12. Neka su (X,<x) i (Y,<y) parcijalno uredeni skupovi.
Parcijalno ureden skup Z = (X X Y,<z) s parcijalnim uredajem <z de-
finiranim s (z1,11) <z (x2,y2) ako i samo ako x1 <x =3 i Y1 <y Y2 2a
1,72 € X, y1,y2 € Y nazivamo direktnim produktom parcijalno uredenih
skupova X 1Y.

Ako je Z = (X x Y, <y) direktan produkt lokalno konac¢nih parcijalno
uredenih skupova (X, <x) i (Y, <y), onda je i Z lokalno konacan. Vrijedi

0z((x1,11), (T2, 92)) = Ox (21, 72) - Oy (y1,Y2)

Cz((w1,11), (T2, 92)) = (x (71, 72) - v (Y1, Y2)-

Slicno vrijedi i za Mobiusovu funkciju od X x Y.

Propozicija 3.13. Neka su X 1Y lokalno konacni parcijalno uredeni skupouvi
te Z = (X xY, <z) njihov direktan produkt. Tada za x1,x9 € X tey;,ys €Y
vrijedi

MZ((xh yl)v <x2a 92)) - MX(‘rh xQ) ’ ,UY(yh y2>
Dokaz. Neka je f € I(X x Y, R) definirana s

f((r1,91), (22, 92)) = px (w1, 22) - pry (Y1, y2).

Pokazat ¢emo da vrijedi (z * f = 7.

(Cz % (@1, 1), (22, 92)) = Z Cz((@1, ), (@) - f(2,), (22, 92))

(z1,91)<(z,y) <(w2,y2)

- Z Cx(wr,2) - G (Y1, y) - px (T, 22) - pry (Y, yo)

(z1,91)<(z,y) <(w2,y2)

Z C (21 px (@, 22) - G (Y1, 9) - v (Y, y2)

= 0x(x1,22) - Oy (Y1, Y2)
=0z((x1,11), (x2,y2)).

S obzirom na to da da je uz inverz od (z slijedi puz = f. O

Izracunajmo sada Mobiusovu funkciju nekih parcijalno uredenih skupova.
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Primjer 3.14. Neka je C, lanac koji se sastoji od cijelih brojeva 0 don — 1
sa standardnim uredajem <.

Ako su i,j € Cy, i < j, onda vrijedi [i,j] ~ C;_i1. Odatle slijedi
da je dovoljno izracunati u(0,k) za k > 0. Ako je k = 0, onda imamo
w1(0,0) = 1. Ako je k = 1, po propoziciji 3.6 imamo ©(0,0) + u(0,1) =0 pa
je 1(0,1) = —1. Koristeéi indukciju i propoziciju3.6 zakljucujemo da vrijedi
1(0,k) =0 za k > 2. Konacno, imamo

1, akojei=j,
(i, j) =< —1 akojej=1i+1,
0, nace.

U ovom parcijalno uredenom skupu, teorem Mobiusove inverzije nam govori
da kadgod je b, = Zj a;, tada je a,, = b, —b,_1. Ako je C lanac nenegativnih
cielih brojeva poredanih na uobicajen nacin, onda je Mobiusova funkcija od
C odredena Mdbiusovom funkcijom konacnih lanaca od C'. Zaista, ako su
i,j € C pricemujei<j<(n-—1), ondaje pc(i,j) = uc, (i,7).

Neka je A C X podskup parcijalno uredenog skupa. Za element g € X
kazemo da je gornja meda od A ako vrijedi a < g, Va € A. Element s € X
je supremum od A ako je gornja meda od A i za svaku gornju medu g od A
vrijedi s < g. Ako postoji, supremum je jedinstven i oznacavamo ga supA.
Dualno definiramo donju medu i infimum skupa A. Parcijalno ureden skup
zovemo reSetkom ako za sve x,y € X postoje supremum x V y = sup{z,y} i
infimum z Ay = inf{z,y}.

Primjer 3.15. Neka je S = {s1, 82, ...,8,} @ B(S) kolekcija svih podskupova
od S. Parcijalno ureden skup (B(S), C) je resetka koju zovemo Booleovom
resSetkom skupa S.

Ako su UV € B(S), U C V, onda vrijedi [U,V] ~ [0,V\U]. Z
odredivanje Mobiusove funkcije od B(S) dovoljno je izracunati u((,S). Ako
je |S| = 1, onda vrijedi B(S) ~ Cy i u(0,S) = —1. Neka je A; = {s;}.
Tada je B(A;) ~ Cy i B(S) ~ B(Ay) x --- x B(A,). Iz propozicije 3.13
zakljucujemo da vrijedi u(0,S) = (=1)". Dakle, za U,V € B(S), U C V
vrijedi (U, V) = (—=1)VI=IU,

Klasican princip ukljucivanja-iskljucivanja dobije se iz Mobiusove inver-

zije od B, = B({l,...,n}). Neka je A konacan skup te Ky, K,,..., K,

podskupovi od A, n € N. Trazimo |[A\ U K;
i=1
N(U) broj elemanata od A koji su v K;\K, za j € U,r ¢ U. Nadalje, neka

S|

. Za U € B,, oznacimo s

17



je N(U) broj elemenata od A koji su u K; za sve j € U. Tada vrijedi

M

Jjeu

N(U) =

N@) =[Al= ) N(U).

UEB,
Iz formula Mobiusove inverzije dobivamo

N@)= Y (-1

UeB,

M

Jjeu

Primjer 3.16. Neka je (N, |) parcijalno ureden skup pri cemu je | relacija
djeljivosti.

Ako sun,m € N takvi da n | m, onda vrijedi [n,m] ~ [1,™]. Slicno kao
u prethodnim primgjerima, dovoljno je izracunati u(1,n) za sve n € N. Ako
je n =1, onda vrijedi u(1,1) = 1. Pretpostavimo da je n > 1. Neka je
n = pi{*-ps*-...-psr rastav broja n na proste faktore gdje su e; pozitivni cijeli
brojevi. Neka je D; = [1,p{'] za i = 1,2,...,r. Zbog jedinstvenosti fakto-
rizacije segment [1,n| je izomorfan direktnom produktu parcijalno uredenih

skupova D; za i =1,2,...,r. Stovise, D; je izomorfan Cei+1, lancu s e; =1
elementom. Iz propozicije 3.13 i primjera 3.14 slijedi
1, akon =1,

p(l,n) =< (=1)", akoe; =1 za svakii,
0, mace.
Kad su parcijalno uredeni skupovi na neki na¢in povezani, informacije
o Mobiusovoj funkciji jednog skupa mogu se dobiti pomoc¢u informacija o
Mobiusovoj funkciji drugog skupa, primjerice ako je jedan parcijalno ureden
skup direktan produkt drugih parcijalno uredenih skupova. Jedan manje

o¢it odnos medu Mobiusovim funkcijama dvaju parcijalno uredenih skupova
dogada se kad su parcijalno uredeni skupovi povezani Galoisovom vezom.

Definicija 3.17. Neka su (X, <) i (Y, X) parcijalo uredeni skupovi. KazZemo
da preslikavange f: X — Y ¢uva ureday ako vrijedi

VIl,JIQ - X, 1 < Ty = f(l’l) = f((lfg)
te migenja ureday ako vrijedi

Ve, o € X, x1 < x9 = f(11) = f(22).
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Definicija 3.18. Galotsova veza izmedu parcijalno uredenih skupova X 1
Y je par preslikavanja koja migenjaju uredaj ¢: X — 'Y i ¢: Y — X takvi
da vrigedi V(p(x)) > x i p(UV(y)) >y za svex € X,y € Y.

Definicija 3.19. Operator zatvaranja na parcijalno uredenom skupu X
je preslikavanje koje ¢uva uredaj A\: X —'Y takvo da za sve x € X vrijedi

i) Mz) > a1
ii) AMA(z)) = ANx).
Kazemo da je v € X zatvoren ako vrijedi \(x) = x.

Ako je {¢, 1} Galoisova veza izmedu parcijalno uredenih skupova X i Y,
onda vrijedi popop =¢ipopor =1. Naime, neka jex € X, y € Y.
Tada vrijedi

P(o(x))
P(¢(d(x))

¢()

IN IV

¢(Y(¢(2))) = o(x),

pri cemu prethodna nejednakost vrijedi iz definicije Galoisove veze za ¢(x) €
Y. Jednakost ¥ o ¢ o 1) = ¥ slijedi analogno. Iz prethodnog slijedi da je
A1 = Y o ¢ operator zatvaranja na X te Ay = ¢ o ¢ operator zatvaranja na
Y.

Ako je X lokalno konac¢an parcijalno ureden skup te \: X — Y operator
zatvaranja na X, pisemo Z za A(x) te X za A(X), to jest X oznacava podskup
elemenata od X koji su zatvoreni s obzirom na A. Sljede¢a propozicija nam
daje vezu izmedu Mobiusove funkcije od X i X.

Propozicija 3.20. Neka suy i z elementi lokalno konacnog parcijalno uredenog
skupa X . Neka je X podskup od X koji sadrzi sve elemente od X koji su za-
tvoreni. Tada

1x(y,z), akojeyeX,
> " ply,x) = 0 .
~ , inace.
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Dokaz. Imamo

> ulyx) =) uly.x) - 6%(T.%)
T=z zeX
=y, @) - (x(®,0) - (W, Z)

reX
ueX

= Z M(y,l‘) ’ g(IE,U) : MY(E’ E)

_25y7 [LXUZ)

uweX

S obzirom da je d(y,%) = 0 osim u slucaju kad je y € X te y = @, tvrdnja
slijedi. ]

Korolar 3.21. Neka su X @Y lokalno konacni parcijalno uredeni skupout,
preslikavanja ¢: X =Y i Y — X Galoisove veze te X podskup od X koji
sadrzi elemente od X zatvorene s obzirom na operator 1o ¢. Tada za z € X
1w €Y vrigeds

> nx(z ) Z py (w,y) = pe(z, 9 (w)).
(o)

Dokaz. Svaki izraz u prethodnoj jednakosti je jednak 0 osim ako su z i w
zatvoreni. Ako su z i w zatvoreni, rezultat slijedi iz propozicije 3.20. O

Postoji veza izmedu Mobiusove inverzije i algebarske topologije kao sto
je sugerirano u korolaru 3.8. Sada ¢emo istraziti mali dio te veze. Ako je S
konacan n-¢lani skup, simplicijalni kompleks na S je podskup K(S) od B(S)
takav da vrijedi

i) {s} € K(S) za svaki s € S'i
ii) akoje ACBCSiBeK(Y),tada je A€ K(95).

Ako je A € K(S), onda A zovemo stranom dimenzije |A| — 1. Dimen-
zija simplicijalnog kompleksa je maksimalna dimenzija bilo kojeg elementa
kompleksa. Neka je n; broj strana u K(S) dimenzije i. Primijetimo da je
n_y =1jer je ) € K(S) te ng = |S| zbog svojstva i). Eulerova karakteristika
od K(S) definirana je s

X(K(S)):no—n1—l—n2—n3+....

20



Reducirana Eulerova karakteristika od K (S) definirana je s
X' (K(S)) = x(K(S)) =1 = —n_1 + x(K(9)).

Ovo se moze zapisati i kao

V(ES) = Y (-1,

AEK(S)

Neka je X konacan parcijalno ureden skup te K (X) kolekcija svih lanaca u
X. Tada je K(X) simplicijalni kompleks kojeg zovemo kompleksom lanaca od
X. Veza izmedu Eulerove karakteristike kompleksa lanaca od X i Mobiusove
funkcije od X dana je u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3.22. Neka je X konacan parcijalno ureden skup s 0 i 1, skup
S = X\{0,1} te K(S) kompleks lanaca od S. Tada vrijedi

1(0,1) = X'(K(9)).

Dokaz. Svakom lancu C' u S mozemo pridruziti lanac " = C' U {0,1} u X.
Svaki lanac u X od 0 do 1 moze se dobiti na ovaj nacin. Tvrdnja sada slijedi
iz korolara 3.8. [

Korolar 3.23. Neka je X konacan parcijalano ureden skup s 0 i 1 te K(X)
kompleks lanaca od X . Tada je x(K (X)) = 1.

Dokaz. Neka je v € X. Oznacimo s Sy, kolekciju svih lanaca u X od 0 do z
te sa Sy kolekciju svih lanaca u X od = do 1. Nadalje, neka je 7" kolekcija
svih lanaca u X\{0,1}. Tada se kompleks lanaca od X moze napisati kao
disjunktna unija

K(X)=TU (U 50,z> u (U sx,1> .

Po propoziciji 3.22 vrijedi

> (=10 =y (K(X\{0,1})) = (0, 1) + 1,

teT

pri cemu suma ide po svim nepraznim ¢ € 7. Po korolaru 3.8 za x € X

vrijedi
> (=) = (0, 2)

865'0,1
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S (1)) = e 1),

SESZJ

Z:u(()?x) =0

zeX

Iz propozicije 3.6 slijedi

Zﬂ(xv 1) = —p(0,1).

>0

Tvrdnja korolara sada slijedi iz

X(K (X)) = x(T) +x (U So,x> +x <U Sm)

zeX x>0
= (0, 1) + 1+ > p(0,2) + > pla, 1)
reX x>0

=p(0,1)+1+0—p(0,1) =1.
[

Navedimo sada primjere u kojima se primjenjuje Mobiusova inverzija. Po-
lje F' je komutativni prsten s jedinicom u kojem je svaki nenul element inver-
tibilan. Ako je K polje koje sadrzi potpolje F', onda K zovemo prosirenjem
polja F'. Izraz oblika

flz) =ap+ a1z + -+ aza”,

gdje su n € Ny, ag,...,a, € F,a, # 0 nazivamo polinomom n-tog stup-
nja nad F. Brojeve ag,...,a, zovemo koeficijentima polinoma, a,, vodecim
koeficijentom te aqg slobodnim koeficijentom. Skup svih polinoma nad F
oznacavamo s F[z]. Element o € F nazivamo nultoékom polinoma f € F[z]
ako vrijedi f(«) = 0. Polinom f € F[z] je ireducibilan ako ne postoje poli-
nomi g, h € F[z] stupnjeva veéih ili jednakih 1 takvi da vrijedi f = ¢g-h. Mi-
nimalni polinom od o € F' je ireducibilni polinom najmanjeg stupnja vodeceg
koeficijenta 1 kojem je o nultocka. Polje cijepanja polinoma f € F|x] je naj-
manje prosirenje polja F' nad kojim se f moze zapisati kao produkt linearnih
faktora. Polje K nazivamo algebarski zatvorenim ako svaki nekonstantni
polinom f(z) € KJ[z| ima nultocku u K. Algebarski zatvaraé¢ polja F je al-
gebarsko prosirenje od F' koje je algebarski zatvoreno. Ukoliko za polinom
f € F[z] stupnja n vrijedi da ima to¢no n razlic¢itih nultocaka kazemo da je
separabilan.
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Primjer 3.24. Neka je F' konacno polje sa q elemenata. Odredimo A(n),
broj ireducibilnih polinoma stupnja n s koeficijentima u F kojima je vodeci
koeficijent jednak 1.

Neka je K prosirenje polja I dimenzije n. Tada je K polje cijepanja
separabilnog polinoma f,(x) = 27" — x jer svaki nenul element od K zado-
voljava jednadzbu 7" ~' —1 =0 . Ako je o € K, a # 0, tada minimalni
polinom od «, u oznaci po(x) € Flz], dieli f,(x). Oznacimo s Fla] najma-
nje potpolje od K koje sadrzi F i o. Zbog toga Sto je Fla] potpolje od K,
sligedi da deg(pa(x)) dijeli n. Zbog jedinstvenosti konacénog polja reda q™ u
algebarskom zatvaracu od F', bilo koji ireducibilni polinom q(x) € Flx] ciji
stupanj dijeli n mora digeliti f,(x). Iz toga slijedi

o g d-A(d), akod|n,
{p € K| F[f] je dimenzije d}| = o
0, mace.
Kada elemente od K promatramo u terminima stupnjeva njihovih polinoma
nad F dobijemo
¢" =) d-A(d).

dln
S ligeve strane prethodne jednakosti je stupanj produkta svih ireducibilnih po-
linoma s koeficijentima u F', vodeceq koeficijenta 1, ¢iji stupanj dijeli n, a s
desne strane je suma stupnjeva ireducibilnih faktora istog tog produkta. Ko-
ristecr Mobiusovu inverziju dobijemo

n-An) =Y pu(dn)-q,

din

to jest |
A =5 Du () o
dn

Iz prethodnog izraza slijedi da je traZeni broj A(n) > 0 za sve prirodne brojeve
n.

Primjer 3.25. U ovom primjeru racunamo izraz za n-ti ctklotomski polinom.
Kompleksan broj ¢ je primativne n-ti korigen jedinice ako je n najmangi
pozitivnt cijeli broj takav da je (™ = 1. Neka je S skup rjesenja jednadzbe
2" —1=0. Tada S ¢ini ciklicku grupu generiranu bilo koji primitivnim n-tim
koriggenom jedinice. Svaki s € S je primitivni k-ti korijen jedinice za neki k

kojgi dijeli n. Polinom
o(z) = [ [ (@ = ¢)
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pri ¢emu produkt ide po svim primitivnim k-tim korijenima jedinice (; € S
zove se k-ti ciklotomskt: polinom. Jasno je da vrijeds

[[c—0O=2"-1=]]oul»)

Ces k|n

Prethodni izraz osigurava da je ¢,(x) polinom s cjelobrojnim koeficijentima
gdje je vodeci koeficigent jednak 1. PokazZimo prethodnu tvrdnju indukcijom
pon € N. Vrijedi ¢1(x) = v — 1 € Z[x]. Pretpostavimo da je n > 1. Vrijedi

o 1= [ 6ux) = éu(a) - pla).

k|n

pri cemu je p(z) = [] ¢x(z). Po pretpostavci indukcije je ¢p(x) € Z[z]
kln
k;Ln
vodeceq koeficijenta 1 za k | n,k # n. Slijedi p(x) € Zlz], takoder vodeieg
koeficijenta 1. Iz
" —1
p()
slijedi da je ¢, (x) € Z[x] vodecleq koeficijenta 1. Ako je x dovoljno velik
realan broj, onda je ¢r(x) pozitivan za svaki cijeli broj k koji dijeli n. Tada
je moguce izracunati logaritam obje strane te dobiti

n(a” —1) = In(gy(x)

k|n

Pn(z) =

Koristeéi Mobiusovu inverziju dobijemo

= Z,u(k, n) - In(z" — 1)

kln
= Zu ( ) ‘In(z* — 1)
kln
=In H(mk — 1)“(%>
k|n

Za dovoljno velik realan broj x imamo

onlx) = [T = 1)),

k|n
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Desna strana prethodne jednakosti je racionalna funkcija pa moZemo pisati

IVICS B C))
g< 1) o)

pri éemu su a(x) i b(x) relativno prosti polinomi s cjelobrojnim koeficijentima.
Pretpostavimo da je b(x) polinom stupnja barem 1 te zapisimo

a(@) _ o, B@)
o)~ @ty

pri cemu su ax) 1 5(x) polinomi s cjelobrojnim koeficijentima te deg(5(z)) <

deg(b(z)). Za dovoljno velik pozitivan cijeli broj x imamo ‘%‘ < 1 pa stoga

vrijedi B(x) = 0 jer su ¢n(x) i@ a(x) cjelobrojne vrijednosti. Zakljucujemo

da je [](a* — 1)“(%> polinom koji se podudara s ¢,(x) za beskonacno mnogo
k|n

vrijednosti x. Time je dokazana jednakost

o) =TT — 1742,

kln

Skup svih permutacija skupa {1,...,n}, to jest bijekcija o: {1,...,n} —
{1,...,n}, oznacavamo s S,,. Uz kompoziciju kao binarnu operaciju, (.S, o)
je grupa koju zovemo simetricnom grupom stupnja n. Ciklus (iyis .. .1s) je
permutacija koja preslikava i1 — io,79 —> i3,...,%4s —> 71, a ostale elemente
iz {1,...,n} preslikava u same sebe. Broj s nazivamo duljinom ciklusa, to
jest za prethodni ciklus kazemo da je s-ciklus. Za cikluse o1 = (iyiy. .. 15) i
oy = (j1ja - - - j¢) kazemo da su disjunktni ako je {i1,...,is}N{j,..., 5} = 0.
Svaka permutacija moze se zapisati kao produkt disjunktnih ciklusa i takav
zapis je jedinstven do na poredak ciklusa.

Primjer 3.26. Neka je S, simetriéna grupa na {1,2,...,n}. Izraéunajmo
broj permutacija o € S, koje nemaju dy,ds, ..., dg-ciklusa kad ih napisemo
kao produkt disjunktnih ciklusa.

Neka je C; kolekcija ciklusa duljine d; koji se mogu formirati koristeci
elemente iz {1,2,...,n} te P; Booleova resetka skupa C;, 1 <i < k. Promo-
trimo parcijalno ureden skup X = Py XX Py. Za A= (A1, Ay, ..., Ax) € X
neka je N—(A) = N_(Ay, Aa, ..., Ax) oznaka za broj permutacija o € S,
koje imaju svojstvo da kad se o zapise kao produkt disjunktnih ciklusa, d;-
ciklusi od o su upravo oni ciklusi v A; za 1 < i < k. Slicno, s N>(A) =
N> (Ay, Ag, ..., Ag) oznacimo broj permutacija o € S, koje imaju svojstvo
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da kad se o zapise kao produkt disjunktnih ciklusa, d;-ciklusi od o sadrze
cikluse iz A; za 1 <1 < k. Slijedi

N=(A) = > N_(B).

B>A

Iz propozicije 3.18 znamo da je Mdbiusova funkcija od X produkt Mdbi-
usovih funkcija Booleovih resetki P; za 1 < i < k. Mobiusovu funkciju Bo-
olove resetke izracunali smo u primjeru 3.15. Posebno, ako je B = (By, Bo, . ..,
By), onda je

p((0,0,...,0), (Br, Ba,..., By)) = (—1)/PrlHBelt 1B,

Ako oznacimo ® = (0,0, ...,0) i iskoristimo Mdébiusovu inverziju dobijemo

N_(®) = 3 u(®, B) - No(B).

BeX

k
Jasno je da je N>(B) = 0 osim ako su svi ciklusi u | B; disjunktni. Ako
i=1
k
vrijedi pretpostavka o disjunktnosti i o sadrzi sve cikluse v |J B;, onda o

i=1
moZze imati bilo koji rastav na cikluse od preostalih (n—|By|-dy—- - -—|Bg|-dg)
elemenata. Ako su svi ciklusi v B disjunkitni, onda je

No(B) = (n—|By|-dy — - — |By| - dy)! .

Izracunajmo sada Z(B), broj elemenata od C' = (C1,Cy,...,Cy) € X
za koje vrigedi |C;| = |B;| za 1 < i < k i koji imaju sve disjunktne cikluse
k
u |J C; . Da biizracunali Z(B) konstruirajmo |By| disjkuntnih d;-ciklusa
i=1
odabiruci |By|-dy elemenata od moguéih n, particionirajmo ih u |By| blokova
dimenzije dy i formiragmo ciklus od svakog bloka. Ovo moZemo uciniti na

n B - dy 1
' s —— - ((dy = 1))
(|Bl| 'dl) (d17d17 . ,dl) | By ! ((di = 1)!)

nacina. Od preostalih n — |By| - d; elemenata biramo |Bs| ciklusa duljine d.
Ovo moZemo uciniti na

n—|Bi|-d; | Bs| - da 1
. . ((dy — 1) | Ba|
( | Bs| - da ) (dg,dg,...,dQ | By|! ((d2 )"
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nacina. Nastavljamo ovaj postupak dok nisu odabrani svi dy,dy, . .., dg-ciklust.
Nakon pojednostavijivanja produkta svih izraza dobijemo

n!

Z(B) = (d)1Bl - | Byl .. (dy)IBel - | By |t

Zbog toga vrijedi

1)“1 n1' (dk)nk nk'
k
(=)™
|
= Z H(d,)nz n:' |’
i=1 \ "
pri éemu suma ide po svim k-torkama nenegativnih cijelih brojeva (nq, ..., ng)

takvim da je ny - dy + - - -+ ng - dp < n. S obzirom na to da vrijedi
O = (=)
edi = E N 7
A o.pnl?
= (d;)" - n!

zakljucujemo da je vierojatnost slucajno odabrane permutacije iz S, napisane
kao produkt disjunktnih ciklusa koja ne sadrzi cikluse duljine dy, ds, . . ., d; tezi
k

kad n tezi u beskonacnost.
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4 Podalgebre

Neka su A i B prsteni. Kazemo da je A izomorfan potprstenu od B ako
postoji injektivni homomorfizam ¢: A — B. Dodatno, ako su A i B prsteni
s jedinicama i vrijedi ¢(14) = 1p, kazemo da je A wuloZen u B. Sli¢no,
ako su A i B asocijativne R-algebre s jedinicama kazemo da je A izomorfna
podalgebri od B 1 A uloZena u B.

Propozicija 4.1. Neka je R komutativni prsten s jedinicom. Ako je X' pod-
skup parcijalno uredenog skupa X, onda je I(X', R) podalgebra od 1(X, R).

Podalgebra I(X', R) sastoji se od funkcija f € I(X, R) takvih da vrijedi
flz,y)=0akox ¢ X'iliy ¢ X'.

Definicija 4.2. Neka je R prsten. Podskup S C R je lijevi (1j. desni)
tdeal u R ako vrijed:

i) S je potprsten od R i
i) za sver € Ris e S vriedirs € S (tj. sreS).
Podskup S C R je (dvostrani) ideal ako je istovremeno lijevi i desni ideal.

Propozicija 4.3. Neka je X parcijalno ureden skup, R komutativni prsten
s jedinicom te S C R ideal od R. Tada je 1(X,S) podalgebra od 1(X, R).

Podalgebra I(X,S) sastoji se od funkcija f € [(X, R) takvih da vrijedi
f(z,y) € S zasve xz,y € X. Predstavimo sada klasu podalgebri koje su nam
od veceg interesa od prethodno navedenih. Prisjetimo se najprije pojma
klase ekvivalencije. Neka je ~ relacija ekvivalencije na nepraznom skupu A,
te neka je a € A. Skup

al| ={reAla~uzx}

zovemo klasom ekvivalencije elementa a. Skup svih klasa ekvivalencije zo-
vemo kvocijentnim skupom i oznacavamo ga s A/ ..

Definicija 4.4. Neka je E relacija ekvivalencije na skupu nepraznih intervala
od X. Funkcija f € 1(X, R) je E-funkcija ako |x,y|Elu,v] poviaci f(x,y) =
flu,v), to jest ako je [ konstanta na klasama ekvivalencije od E.

Kolekciju E-funkcija u I(X, R) oznacavat ¢emo s I(Xg, R).

Definicija 4.5. Neka je E relacija ekvivalencije na skupu nepraznih intervala

od X.
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i) E nazivamo redno kompatibilnom ako je f*g E-funkcija kadgod su
f 1 g E-funkcije. Klase ekvivalencije od E nazivamo tipovima.

ii) E nazivamo relacijom S-ekvivalencije ako kadgod je [z,y|E[u,v],
tada postoji bijektivno preslikavanje ¢: [x,y] — [u,v] takvo da za sve
z € [z,y] vrijedi [z, 2] E[u, o(2)] i [z, Y] E[p(2), v].

Primijetimo da je I(Xpg, R) podalgebra od I(X, R) ako i samo ako je
E redno kompatibilna. Dodatno, jasno je da je izomorfizam relacija S-
ekvivalencije. Pokazat ¢emo da su relacije S-ekvivalencije usko povezane
s redno kompatibilnim relacijama ekvivalencije.

Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji m € N takav da vrijedi

mx =0, VzéeR.

Karakteristika prstena R je minimalan takav m koji zadovoljava prethodnu
jednakost. Ukoliko takav m ne postoji, kazemo da je prsten R karakteristike
nula.

Propozicija 4.6. Neka je X lokalno konacan parcijalno ureden skup, R
komutativni prsten s jedinicom te E relacija ekvivalencije na skupu nepraznih
intervala od X .

(a) Ako je E relacija S-ekvivalencije, onda je I(X g, R) podalgebra od I(X, R).

(b) Ako je I(Xg, R) podalgebra od 1(X, R) i R je prsten karakteristike 0,
onda je F relacija S-ekvivalencije.

Dokaz. (a) S obzirom da je F relacija S-ekvivalencije, kadgod je [z, y| E[u, v],
tada postoji bijektivno preslikavanje

o [z,y] — [u,v]

takvo da za sve z € [z,y] vrijedi [z, z|E[u, p(2)] 1 [z,y]E[¢(2),v]. Za dane
f.9 € I(Xg, R) vrijedi

(frg)wy)= > flx,2)-g(z)

<2<y

=Y flup(2) - g(p(2),0)

z<z<y

- Z f(u)t) -g(t,?})

u<t<v

= (f * g)(uvv)'
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Iz prethodnog racuna slijedi da je F redno kompatibilna, odnosno da je
I(Xg, R) podalgebra od I(X, R).

(b) Pretpostavimo da je I(Xg, R) podalgebra od I(X, R), R karakteris-
tike nula te [z, y|E|u, v] za neke [z, y], [u,v] € X. Neka je E' relacija ekviva-
lencije na [z, y| definirana s sE't ako [z, s|E[x,t] i [s,y|E[t,y] za s,t € [z,y].
Oznac¢imo s P’ particiju koja se sastoji od klasa ekvivalencije od E’ na [z, y].
Analogno definiramo relaciju ekvivalencije E” na [u,v] i ozna¢imo s P” par-
ticiju koju ona odreduje na [u,v]. Za £ € P’ definiramo

V(&) ={t € [u,v]| [x,s]|Elu,t]i[s,y|E[t,v] za neki s € £}.

Pokazimo da skupovi ¥(§) i £ imaju jednak broj elemenata. Neka je f FE-
funkcija definirana s

1, ako je [a,b]Ex, s| za neki s € &,
fan =4 "0
, inace,

te neka je g E-funkcija definirana s

1, ako je [c,d|E]s,y] za neki s € &,
gled) =94
, inace.
I(Xp, R) je podalgebra pa vrijedi f+g € I(Xp, R) i (f+g)(x,y) = (f+g) (s, ).
Iz
1, akojes €,
f(l’,S)g(S,y):{O .
, inace,

slijedi

gy = 3 f(s) gls,9) = Il 1.

z<s<y

Slicnim argumentiranjem pokaze se i

(f * 9)(u,0) = [¥(E)] - 1.

S obzirom da je R prsten karakteristike nula, slijedi tvrdnja |W(£)| = [¢].
Lako se vidi da vrijedi ¥(§) € P” paje ¥: P’ — P” bijekcija koja zadovoljava
svojstvo da akosu s € { tet € ¥(€), onda [z, s|Elu, t] i [s, y| E[t, v]. Konaéno,
neka je p: [x,y] — [u,v] bilo koja bijekcija koja zadovoljava {¢(s) | s € £} =
V(&) za sve £ € P'. Tada je ¢ trazeno preslikavanje iz definicije relacije
S-ekvivalencije E. O]
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Napomenimo da su intervali parcijalno uredenog skupa izomorfni ako su
izomorfni kao parcijalno uredeni skupovi, to jest [x,y] ~ [u,v] ako postoji
bijekcija ¢: [z,y] — [u,v] takva da za sve s,t € [x,y] vrijedi nejednakost
o(s) < ¢(t) ako i samo ako je s < t. Sljede¢i primjer ilustrira ovu vrstu
podalgebre.

Konacan parcijalno uredeni skup (X, <) mozemo prikazati takozvanim
Hasseovim dijagramom. Rijec je o usmjerenom grafu sa skupom vrhova X i
lukovima (usmjerenim bridovima) (x,y) kadgod vrijedi < y te ne postoji
z € X takav da vrijedi z < z < y. Hasseov dijagram prikazujemo tako da
su ,manji 7 vrhovi ispod ,,ve¢ih”, to jest lukovi su usmjereni odozdo prema
gore. Na primjer, Hasseov dijagram skupa N = {1, 2,3} s prirodnim totalnim
uredajem prikazan je slici 4.1 lijevo. Hasseov dijagram Booleve resetke Bj
prikazan je na slici 4.1 desno.

{1, 2, 3}

? 3
¢ {1, 3}

Q {3}

0

Slika 4.1: Hasseovi dijagrami od ({1,2,3},<) i (B3, C).

Primjer 4.7. Neka je X = {1,2,...,16} parcijalno ureden skup ¢iji je Ha-
sseov dijagram prikazan na slici 4.2 ispod te neka je F polje.

Definirajmo relaciju ekvivalencije E na nepraznim intervalima od X na
sljedeci nacin. Dva intervala u X su u relaciji E ako su izomorfni ili ako su
ta dva intervala intervali [1,8] i [9,16]. Lako se vidi da je E zaista relacija
ekvivalencije. Ako su [x,y] i [u,v] izomorfni, onda je ociti izbor za preliska-
vange ¢ iz definicije S-ekvivalentne relacije 4.5. Za intervale [1,8] i [9,16]
uzmimo preslikavanje dano s

z— z+8.

Iz propozicije 4.6 slijedi da je I(Xg, F') podalgebra od I(X, F).
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Slika 4.2: Hasseov dijagram parcijalno uredenog skupa X = {1,2,...,16}.

Relaciju E na skupu nepraznih intervala parcijalno uredenog skupa (X, <
) za koju vrijedi [z,y|E[u,v] ako i samo ako su [z,y| i [u,v] izomorfni kao
parcijalno uredeni skupovi nazivamo izomorfizmom.

Definicija 4.8. Ako je E redno kompatibilna relacija ekvivalencije na skupu
nepraznih intervala parcijalno uredenog skupa X te R komutationi prsten
s jedinicom, tada podalgebru I(Xg, R) nazivamo reduciranom indicen-
cijskom algebrom od X nad R i oznacavamo s Redg(I(X, R)) ili jed-
nostavnije Red(I(X, R)). Ako je E izomorfizam, onda podalgebru nazivamo
standardnom reduciranom incidencijskom algebrom od X nad R.

U sljedecoj propoziciji opisat ¢emo reducirane incidencijske podalgebre
incidencijskih algebri konac¢nih parcijalno uredenih skupova nad poljem.
Za f,g € I(X,R) definiramo Hadamardov produkt od f i g, u oznaci

F O s (fOa)my) = f(@y) - gle,y) z sve 1,y € X. Jasno je da jo
foge I(X,R)za f,g € I(X, R) te da je produkt komutativan. Hadamardov

produkt ponekad se naziva i Schurovim produktom.

Propozicija 4.9. Neka je X konacan parcijalno ureden skup te F polje.
Podalgebra A od I(X, F) je reducirana incidencijska podalgebra ako i samo
ako vrijedi

(a) (€ Ai
(b) ako je f,g € A, onda je f ® g € A.

Dokaz. Kada je A reducirana incidencijska podalgebra s obzirom na relaciju
ekvivalencije F, funkcija ¢ je sadrzana u A. Naime, za [x1, y1|E|xe, y2| zbog
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tranzitivnosti parcijalnog uredaja vrijedi x; < y; i 29 < yo pa je ((z1,y1) =
C(xa,y2) = 1, to jest ¢ je E-funkcija. Nadalje, za f,g € A vrijedi f(z1,y1) =
f(@2,92) 1 g(x1,91) = g(22, y2). Slijedi

(fOg)(x,n) = flr,y1) - 9(z1,2)
= f(xz,?h) '9(@;92)
= (f ©g)(z2,92).

Ovime smo pokazali da je A zatvorena s obzirom na Hadamardov produkt.

Obrnuto, definirajmo relaciju F na intervalima od X s [x1, y1|E[xs, y2] ako
f(z1,y1) = f(x2,y2) za sve f € A. Lako se vidi da je F relacija ekivalencije.
Ozna¢imo s aq,qs, ..., q, razlicite klase ekvivalencije relacije E. Ako je
i # j, onda postoji f;; € A takva da vrijedi f;;(cw) # fij(cj). Definirajmo
funkcije ¢;; s

bii = fij — fijlay) - C .
T figlad) = figlay)
Tada vrijedi ¢;;(a;) = 11 ¢;;(e;) = 0. Po pretpostavci Hadamardov produkt

& = [ o
J#
je u A. S obzirom da vrijedi ®;(a;) = 11 ®;(a;) = 0 za i # j, skup
{®y, Dy, ..., P, } ¢ini bazu za podalgebru od (X, F') koja sadrzi funkcije koje
su konstantne na klasama ekvivalencije od F. Dakle, A je skup svih takvih
funkcija. S obzirom da je A zatvorena s obzirom na mnozenje u I(X, F), A
je reducirana incidencijska podalgebra. O]

Prirodni primjer reducirane incidencijske podalgebre je standardna redu-
cirana incidencijska algebra. Reducirane incidencijske algebre se proucavaju
od 1960-ih. Pokazat ¢emo dva primjera koja ¢e nam ilustrirati korisnost
takvih podalgebri.

Primjer 4.10. Neka je I(Ny, R) incidencijska algebra pri ¢emu je R komu-
tativni prsten s jedinicom te Ng skup svih prirodnih brojeva s nulom.

S obzirom da vrijedi [x,y] ~ [u,v] ako i samo ako y —x = v — u, ako je
f u standardnoj reduciranoj incidencijskoj algebri, tada je f odredena vrijed-
nostima od f(0,n) za sve n € Ng. Neka je a,, = f(0,n) te bijekcija

fr— ag+art +ast’> + . ..

koja funkciji f pridruzuje red potencija s varijablom t. Tada tmamo presli-
kavanje

p: Red~(I(X, R)) — R][t]],
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pri éemu je R[[t]] prsten formalnih redova potencija s koeficijentima u R.
Preslikavange p je preslikavanje R-modula. Ako je

g'—>b0+b1t+b2t2—|—...,

onda je

= E a; + by
i=0

Mnozenje u Red~(I(Ny, R)) odgovara mnoZenju redova potencija. Slijedi iz-
omorfizam R-algebri Red~(I(Ny, R)) ~ R[[t]] . Posebno, iz
1

Cl—>1+t+t2+"':1—t

slijedi (™' = u =1 —t. Stoga vrijedi

1, ako je x =y,
ple,y) =< =1, akojey=x+1,

0, mace.

Primjer 4.11. Neka je N skup svih prirodnih brojeva parcijalno uredenih
relacijom djeljivost, R komutativni prsten s jedinicom te neka je

= {f € IN,R) | f(a1, 1) = f(w2,y2) ako - = &}
4o T2

Podalgebra A je reducirana incidencijska podalgebra koja sadrzi standardnu
reduciranu incidencijsku algebru. Za f € A imamo jednakost f(z,y) =
f(1,%) pa je f odredena vrijednostima f(1,n) za sve prirodne brojeve n.
Funkcija f € A je u Red~(I(N, R)) ako vrijedi f(x1,y1) = f(xa,y2) kadgod
je familija eksponenata u rastavu broja g—i na proste faktore jednaka famailiji
eksponenata of 2.

U slucaju kad je R polje kompleksnih brojeva C postoji poznata reprezen-

tacija reduciranih incidencijskih algebri. Neka je a, = f(1,n). Promotrimo
bijekciju
. a
— -
P
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pri ¢emu je s fiksan kompleksan broj. Takav red naziva se Dirichletovim

redom. Ako je
o0 bn
g+ Z %7
n=1

onda vrijedi

Ako je

onda je

sto povlaci

Cp = E Qp - bn.

rln

Ovime smo pokazali da mnoZenje odgovara mnozZenju Dirichletovih redova
pa slijedi da je standardna reducirana incidencijska algebra Red~(I(N, C))
izomorfna podalgebri algebre Dirichletovih redova. Specijalno,

— 1
— — =
C =l
je klasi¢na Riemannova zeta funkcija. Prema tome vrijedi

. i u(zt))
n=1

n

gdje je u inverz od ¢ u incidencijskoj algebri I(N,C) te u(n) klasicna Mébi-
usova funkcija iz treceg poglavlja.
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo incidencijske algebre. Na pocetku smo defini-
rali parcijalno ureden skup, lokalnu konacnost parcijalno uredenog skupa te
naveli nekoliko primjera. Nakon toga uveden je pojam incidencijske algebre
lokalno konac¢nog parcijalno uredenog skupa nad komutativnim prstenom R
s jedinicom. Pokazano je da je incidencijska algebra po strukturi asocijativna
R-algebra s jedinicom te da se moze uloziti u algebru trokutastih matrica.
Sredisnji dio rada bavi se racunanjem Mobiusove funkcije na elementima par-
cijalno uredenog skupa te generaliziranim formulama Mobiusove inverzije.
Primjena Mobiusove inverzije ilustrirana je na primjerima iz kombinatorike.
Nadalje, definirali smo pojam FE-funkcije incidencijske algebre, gdje je F re-
lacija ekvivalencije te je pokazana veza izmedu incidencijske algebre i skupa
svih E-funkcija u njoj. Uveden je pojam reducirane incidencijske algebre
te je dana karakterizacija reducirane incidencijske podalgebre konacnog par-
cijalno uredenog skupa nad poljem. Konacno, dani su primjeri koji nam
pokazuju vezu reduciranih incidencijskih podalgebri s prstenima formalnih
redova potencija.
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Summary

In this thesis we study incidence algebras. At the beginning, we define a
partially ordered set, local finiteness of a partially ordered set and give seve-
ral examples. After that we introduce the concept of incidence algebra of a
locally finite partially ordered set over a commutative ring R with identity. It
is shown that the incidence algebra is an associative R-algebra with identity
and that it can be embedded into the algebra of triangular matrices. The
central part of the thesis deals with the calculation of the Mobius function on
the elements of a partially ordered set and with the generalized formulas of
Mobius inversion. Applications of Mdbius inversion are illustrated by exam-
ples from combinatorics. In addition, we define the concept of E-functions
in an incidence algebra, where F is an equivalence relation, and we show the
connection between the incidence algebra and the set of all E-functions in it.
The concept of reduced incidence algebra is introduced and a characteriza-
tion of the reduced incidence subalgebra of a finite partially ordered set over
a field is given. Finally, we give examples that show connections between
reduced incidence subalgebras and rings of formal power series.
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