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/. AHVALA

NajviSe hvala Andreyu Krutovu bez kojeg ovaj rad nikad ne bi bio zavrSen, a vjerojatno ni
zapocet. On je u izradi ovog rada bio i kriti¢ar 1 podrSka i prijatelj i partner. Uvijek me motivirao
da napravim malo viSe od onoga §to sam smatrala svojim mogucnostima i na taj nacin izvukao
ono najbolje iz mene. Vjerovao je u mene u trenucima kad nisam vjerovala sama u sebe. Uvijek
sam ga mogla pitati Sto god sam htjela, svejedno Cesto nisam dobila odgovor, nego uputu kako
rijesiti problem. To mi je dalo zadovoljstvo da sam ipak na kraju rijeSila problem samostalnim
razmisSljanjem, pa onda i dodatnu dozu samopouzdanja koja mi je bila prijeko potrebna. Iznimka
su bila pitanja tipa "Sto mi nije dobro u ovom dijelu koda, zaSto mi javlja greSku" za vrijeme
tipkanja ovog rada. U takvim situacijama bi u milisekundi otkrio koji je problem i odmah mi
rekao gdje je greska i kako ju ispraviti.

Spomenula sam da je bio kriticar, u tom smislu bio je moj najveci kriti¢ar u vremenu pisanja
ove disertacije. Bio je jako strog i €esto nije prihvacao moje izlike za nerad. Mislim da je
to posljedica stare poznate ruske Skole matematike koju je prosao. Koliko god sam smatrala
iscrpljuju¢im slusanje i prihvaéanje tolikih kritika, u konacnici sam uspjela zavrSiti rad koji
smatram kvalitetno napisanim i na koji sam ponosna. Andrey nikad nije prihvacao niSta manje
od izvrsnosti i od mene je ocekivao izvrsnost, ali sigurno je znao da sam sposobna ponuditi
dobre rezultate koji bi bili u skladu s njegovim standardima. Inzistirao je na tome da ono $to
mogu napraviti danas ne ostavljam za sutra i na taj nacin me tjerao da uvijek idem dalje, njegov
moto je uvijek bio: i sporo kretanje je bolje od stajanja na mjestu.

Jako je tesko opisati rije¢ima koliko sam mu zahvalna za sve $to je napravio za mene pos-
ljednjih nekoliko godina. Ovaj tekst je nekakav pokuSaj da izrazim koliko mi je znacio cijelo
vrijeme 1 obecCanje da nikad necu zaboraviti trud i vrijeme koje je uloZio u mene kao osobu i
matematicarku. Ironi¢no, sam Andrey ¢e samo djelomicno razumjeti ovu zahvalu, ali obecajem
i da ¢u pokusati prevesti ovo sve na engleski najbolje §to mogu.

Druga osoba kojoj se imam potrebu zahvaliti je moj mentor Pavle PandZi¢. Ova zahvala nije
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samo duZno postovanje prema mentoru, ovo je iskrena zahvala onome Sto je Pavle bio cijelo
vrijeme, ne samo kao matematicar, nego i kao ¢ovjek. Nikad nije ocekivao od mene da radim
kao stroj 1 uvijek je bio pun razumijevanja za sve probleme koji su mi se pojavljivali u glavi i
nikad me nije kritizirao za stvari na koje ne mogu utjecati. Tko god je pokuSao pisati doktorsku
disertaciju tono zna o kakvim mentalnim problemima pricam. U takvim situacijama Pavle
je bio viSe prijatelj ili roditelj nego mentor. Pavle, hvala $to nisi doprinosio razini stresa svih
ovih godina, doktorat je dovoljan stres sam po sebi. Sreom, Pavle ¢e razumjeti zahvalu bez
prijevoda.

Zadnja osoba kojoj se zahvaljujem je moja mama Mirjana. Mama, hvala $to si me budila
kada me je bilo nemoguée probuditi i Sto si me Cesto zvala dvoznamenkasti broj puta kada si bila
posebno zabrinuta za mene. Znam koliko ti je to uzrokovalo brige i gubitka vremena, nadam se
da smatras da se na kraju ipak isplatilo.

Hvala i mojoj macki Bubre §to se uvijek trudila smanjiti koli¢inu stresa svojim ponaSanjem.
Ponekad bi legla na papire koje proucavam da mi kaZe da je vrijeme za pauzu, ¢ak bi me nekad

podsijetila da je vrijeme za le¢i u krevet kada bih ostala dugo budna radeci.
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SAZETAK

Neka je g kompleksifikacija Liejeve algebre pridruzene realnoj reduktivnoj grupi G. Pretpos-
tavimo da je (g,€) simetri¢ni par takav da je Spin,, primarna reprezentacija, odnosno takav da
za Weylove grupe vrijedi W ¢ = W ¢, gdje je t Cartanova podalgebra od €. U ovom radu poka-
zat ¢e se analogoni nekih poznatih rezultata u slu¢ajnu relativne Weilove i Cliffordove algebre.
Za transgresiju na relativnoj Weilovoj algebri W (g,t) = (S(g) ® /\p)E ¢e se odrediti ekspli-
citna formula i onda dokazati teorem o transgresiji. Teorem o transgresiji opisuje sliku i jezgru
transgresije.

Za simetri¢ni par (g,€) kao ranije neka je g = ¢ ® p Cartanova dekompozicija. Neka je b
fundamentalna Cartanova podalgebra, odnosno h = t& a, gdje je a = hNp. Drugi cilj ovog
rada je uvodenje Harish-Chandrinog preslikavanja na Cliffordovoj algebri C(p) kao projekcije
na C(a) za neki izbor pozitivnih (g, t) korijena.

Pokazat e se da je restrikcija Harish-Chandrinog preslikavanja na £-invarijante u C(p) izo-

morfizam algebri C(p)* i C(a).
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SUMMARY

Let g be the complexification of the Lie algebra of a real reductive group G. Assume that (g, €)
is a symmetric pair such that Spin, is a primary representation. Put differently, if we denote by
t Cartan subalgebra of £, then we have an equality of Weyl groups W { = W, . Main goal of this
dissertation is to show some new results in the relative Weil and Clifford algebra, analogous to
famous results in the absolute case. First result will be an explicit formula for the transgression
in the relative Weil algebra W (g,£) = (S(g) @ Ap) *. Further, the transgression theorem will be
proved in this case; this theorem gives us the image and the kernel of the transgression map.

For a symmetric pair (g, £) as before let g = £ © p be the Cartan decomposition. Let fj be the
fundamental Cartan subalgebra, so h = t& a, where a = h Np. Another goal of this dissertation
is to introduce Harish-Chandra map on the Clifford algebra C(p) as a projection to C(a) for a
choice of positive (g, t) roots.

It will be shown that the restriction of the Harish-Chandra map to €-invariants in C(p) is an

algebra isomorphism C(p)t — C(a).

v
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UvoD

Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i f njena Cartanova podalgebra. Izaberimo
sistem pozitivnih korijena A" (g, ) i oznacimo sa p polovinu sume svih pozitivnih korijena.
Kostant je u [Kosl, teorem 35] pokazao da, ako oznacimo sa Px(g) prostor primitivnih

invarijanata u A g, Cliffordova algebra od g se moze rastaviti kao
C(g) = EndV, ©C(Pr(g)),

gdje je V), prostor reprezentacije najvece tezine p, a C(Pr(g)) odgovara invarijantama C(g)?,
posebno invarijante imaju strukturu Cliffordove algebre. Ovaj rastav zove se p-dekompozicija.
Kostant je dio ove tvrdnje zvao Cliffordovim analogonom Hopf-Koszul-Samelsonovog teorema
u [Kos2, teorem 10.2.] koji tvrdi da g-invarijante u vanjskoj algebri, ( A g)g , imaju strukturu
vanjske algebre nad primitivnim invarijantama. Kostantov rezultat daje da C(g)? ima strukturu
Cliffordove algebre nad Px(g).

Iako imamo p-dekompoziciju, ne znamo to¢no kako su ovi tenzorski faktori smjeSteni u
C(g). Kostant je uspio u [Kosl, teorem 89] samo djelomi¢no odgovoriti na to pitanje. Ko-
riStenjem preslikavanja koje je Chevalley u [Che2] zvao transgresijom Kostant je pokazao da
Ce kontrakcije primitivne invarijante poslati u prvi tenzorski faktor End V). Koriste¢i ovaj ne-
trivijalni rezultat u [Kosl, teorem 89] mozemo eksplicitno vidjeti p-dekompoziciju barem u
filtriranom stupnju 1. Konkretnije, ako g shvatimo kao ulozenu u C(g), onda svaki x € g znamo

prikazati preko p-dekompozicije:
X = Zai®l’i7 a; € EndVp,p; € PA(9).
i

Neka je W(g) = S(g) ® A\ g Weilova algebra od g, tenzorski produkt simetri¢ne i vanjske
algebre. Weilove algebre je uveo André Weil kao model za algebru diferencijalnih formi na
klasifikacijskom sveZznju Liejeve grupe, pogledati [Carl].

Oznacimo diferencijal na Weilovoj algebri sa dy. Za ST (g)? vrijedi da je u slici tog diferen-

cijala pa za x € ST (g)? moZemo definirati njegov kolanac transgresije kao element C, € W(g)

1
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za koji je dw (Cy) = x. Oznacimo sa w : W(g) — A g projekciju na A g duz S(g). U tom slucaju
transgresiju elementa x definiramo kao t(x) = 7(Cy). Ovo preslikavanje je dobro definirano.

Navodimo vaZan teorem, takozvani teorem o transgresiji; on kaze da je jezgra transgresije
jednaka kvadratu domene, (S*(g)?) ? aslika je jednaka prostoru primitivnih invarijanata P (g).
Ovaj teorem nam omogucava da raCune s primitivnim invarijantama prebacimo iz /\ g na sime-
tricnu algebru S(g) koja je komutativna. Teorem je prvi puta predstavljen u [Che2] od strane
Chevalleya, kojemu se pripisuje rezultat, i malo kasnije u Cartanovim predavanjima [Carl].
Dokaz teorema je takoden dan u Lerayevom Clanku [Ler].

Postoji i eksplicitna formula za transgresiju koju je Kostant koristio u primjeni p-dekompo-
zicije na elemente iz g i dobio rezultat [Kos|1, teorem 89]. Oznacimo li sa p; neku bazu za P, (g)

1 sa g¢; njoj dualnu bazu, onda se svaki x € g moZe zapisati kao

x=) Lpi®qi.
i

Definiramo Harish-Chandrino preslikavanje na Cliffordovoj algebri na sljedeéi nacin: neka je

g=n"®hdn" trijangularna dekompozicija; imamo rastav
Clg) =C(n")®C(h)®C(n").

Neka je he : C(g) — C(h) projekcija obzirom na ovu dekompoziciju. Kostant je pokazao i
Bazlov kasnije u [Baz] objavio da je restrikcija ovog preslikavanja na g-invarijante izomorfizam.
Koriste¢i p-dekompozicju, pokazao je i da izomorfizam he : C(g)? — C(h) uspostavlja bijekciju
izmedu primitivnih invarijanata P, (g) i Cartanove podalgebre b, §to je iznenadujudi rezultat
obzirom da elemente od h u C(h) smatramo elementima stupnja 1, dok su elementi od P (g) u

C(g) filtriranog stupnja barem 3.

Noviji rezultati su analogoni spomenutih rezultata u relativnom slucaju, odnosno koristeéi
Cartanovu dekompoziciju g = £ @ p umjesto C(g) i C(g)? promatramo C(p) i C(p)®.

Zanima nas u kojim slu¢ajevima imamo p-dekompoziciju za C(p), odnosno kada imamo
analogon Hopf-Koszul-Samelsonovog teorema za ( /\p){z. Ispostavlja se da je to slucaj toc¢no
kada je Spin,y primarna reprezentacija. Neka je t = h M€ Cartanova podalgebra od £. Reci da je
Spin,, primarna reprezentacija je isto to i re¢i da je Weylova grupa za (g, t) korijene ista kao
Weylova grupa za (£,t) korijene. U radu je navedena lista simetri¢nih parova (g,€) za koje to
vrijedi i svi novi rezultati u radu imaju pretpostavku da je simetri¢ni par (g, ) jedan od njih.

Prvi rezultat ovog rada Ce biti definicija transgresije 1 eksplicitna formula za transgresiju u
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relativnom sluc¢aju. Imat cemo t: 7 — (/\p)k, gdje je T potprostor od S(g)? kojeg zovemo

prostorom transgresije, a dan je kratkim egzaktnim nizom

Prg
—

0 » T — S(g)? S(e)t —— 0.

Sljedeci rezultat bit ¢e teorem o transgresiji u relativnom slucaju, dakle analogon ve¢ poz-
natog teorema o transgresiji. Rezultat ée biti da je jezgra transgresije jednaka TS (g)?, a sliku
¢ine primitivne invarijante u (A p){z.

Za posljednji rezultat trebamo definirati Harish-Chandrino preslikavanje u relativnom slu-

¢aju. Oznacimo a = p N h pa zbog trijangularne dekompozicije moZemo pisati
p=m"Np)@ad(n Np).
KoriStenjem Poincaré-Birkhoff-Wittove baze za Cliffordovu algebru od p imamo dekompozi-
ciju
C(p) =C(a)& (0" Np)C(p) +C(p)(n~Np)).

Harish-Chandrino preslikavanje he : C(p) — C(a) definiramo kao projekciju obzirom na ovu
dekompoziciju. Ovo nije homomorfizam algebri, ali restrikcijom na £-invarijante dobivamo

izomorfizam. Drugim rije¢ima, posljednji rezultat ovog rada je teorem da je restrikcija
he: C(p)t — C(a)

izomorfizam algebri.
Na kraju se izloZeni rezultati promatraju na konkretnim primjerima SL(3,R), SL(5,R) i

opCenitije SL(2n+ 1,R).



I. UVODNI PRIMJERI I MOTIVACIJA

U ovom radu pretpostavlja se da je Citatelj upoznat s osnovnim definicijama i rezultatima ve-
zanim uz Liejeve grupe, algebre 1 njihove reprezentacije. Ukoliko je potrebno, sve relevantno
moze se naci u [HP] ili [Hum1].

Ovaj rad se bavi jednom klasom realnih reduktivnih grupa, §to ¢e biti definirano u nastavku.
Ipak, Cesto je lakSe promatrati stvari iz perspektive Liejevih algebri, koje ¢e u nasem slucaju
biti reduktivne. Zato ¢e u ovom radu fokus biti stavljen na Liejeve algebre pridruZene realnim

reduktivnim grupama.

1.1. REALNE REDUKTIVNE GRUPE

Neka je K = R ili C. Oznacimo sa M, (K) prostor svih n x n matrica nad K i sa GL(n,KK) grupu
svih invertibilnih matrica iz M, (K).

Neka su fi,..., f, kompleksni polinomi na M, (C) koji poprimaju realne vrijednosti na
M, (R) i ¢ije zajednicke nultocke u GL(n,C) ¢ine podgrupu Ge. Grupu G¢ zovemo afinom al-
gebarskom grupom definiranom nad R. Njenu podgrupu Gy := Gc N GL(n,R) zovemo grupom
realnih toCaka.

Ako dodatno vrijedi g* € G¢, Vg € G¢, onda G¢ zovemo simetricnom podgrupom od GL(n,C).

Definiramo automorfizam @ na G sa ®(g) = (g~ 1)*.

Definicija 1.1.1. Neka je G¢ simetri¢na podgrupa od GL(n,C) i Gg grupa realnih tocaka.

Realna reduktivna grupa G je konacni natkriva¢ otvorene podgrupe od Gr.

Liejeve grupe s kojima se obicno susreéemo su standardni primjeri realnih reduktivnih

grupa.

Primjer 1.1.2. 1. GL(n,R) je ocito realna reduktivna grupa.
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2. SL(n,R) = {A € GL(n,R) : detA = 1} je takoder primjer realne reduktivne grupe. Ovaj

primjer Ce biti posebno vaZan u ostatku rada za n neparan.

3. GL(n,C),SL(n,C), u ovim primjerima se koristi standardna interpretacija prostora C"

kao R2",

4. Neka su p,q € Zy in= p+gq. Oznac¢imo sa I, ; dijagonalnu matricu reda n koja ima 1

na prvih p dijagonalnih mjesta i —1 na preostalih ¢ mjesta. Tada definiramo
O(p,q) ={A € Ma(R) : A%], g A =1 4}.

Umjesto O(n,0) i O(0,n) piSemo O(n); to je jednostavno grupa ortogonalnih matrica reda

n.

5. SO(p,q) = O(p,q) N SL(n,R); opet koristimo oznaku SO(n) za SO(n,0), grupu specijal-

nih ortogonalnih matrica.

6. Prelaskom sa R” na C" dobivamo primjere U (p, q),U (n) (unitarne matrice reda n), SO(n,C),

SU(p,q),SU(n).

0 I
7. Oznacimo J = "1 . Neka je Sp(2n,K) = {A € My, (K) : A*JA = J}. Ove grupe
_In O

zovemo simplektickim grupama jer odgovaraju simplektickim (koso-simetricnim) biline-
arnim formama. Njih ima smisla definirati samo na prostoru parne dimenzije. Za ovakve

matrice automatski vrijedi da su determinante 1.

Liejevu algebru realne reduktivne grupe G identificiramo s Liejevom algebrom grupe Gp.
Kako je ve¢ spomenuto, ovaj rad se koncentrira na Liejeve algebre ovakvih grupa pa se Citatelj
zainteresiran na daljnju teoriju realnih reduktivnih grupa upucuje na [Wal], knjigu u dva dijela

koja se bavi iskljucivo realnim reduktivnim grupama. Predimo zato na Liejeve algebre.

Definicija 1.1.3. Za Liejevu algebru g kaZemo da je reduktivna ako je direktna suma svog

centra (komutativne Liejeve algebre) i poluproste Liejeve algebre [g, g].
Konacno, sljedeci rezultat potvrduje da prelazak na Liejevu algebru ¢uva reduktivnost.
Propozicija 1.1.4 ([Wal, 2.1.4]). Liejeva algebra realne reduktivne grupe je reduktivna.

Primjer 1.1.5. Koristeci ovu propoziciju dobivamo uobicajene primjere reduktivnih Liejevih
algebri: gl(n,K), sl(n,K), o(p,q), so(p,q), sp(2n,K). Napomenimo da "specijalni" uvjet koji

je u slucaju grupa bio da matrice imaju determinantu 1 sada postaje uvjet da su matrice traga 0.
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1.2. CARTANOVA DEKOMPOZICIJA

Definicije 1 oznake u ovom poglavlju su preuzete iz [HP], poglavlja 11 2.
Neka je G realna reduktivna grupa i g kompleksifikacija njene Liejeve algebre. Na g mo-

Zemo definirati Cartanovu involuciju sa
d(X)=-X",X€eg.

Opcenito, koristeci definiciju iz [Kna], neka je B nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma na
g. U slucaju poluproste g obi¢no se za B uzima Killingova forma, a ako je g samo reduktivna,
onda Killingovu formu prosirimo na centar bilo kojom nedegeneriranom simetri¢cnom biline-
arnom formom. Involuciju ¥ na g zovemo Cartanovom involucijom ako je bilinearna forma
By(X,Y) := —B(X,0¥Y) pozitivno definitna na g. Gornji izbor Cartanove involucije je stan-
dardni izbor za matri¢ne algebre. Ovaj izbor je zapravo potekao od automorfizma ® na Gp
spomenutog kod definicije realne reduktivne grupe; dobiven je diferenciranjem.

Obzirom da je ¥ involucija, njene svojstvene vrijednosti su +=1. Oznacimo sa £ svojstveni
potprostor za svojstvenu vrijednost 1 i sa p svojstveni potprostor pridruZen svojstvenoj vrijed-
nosti —1. Tada vrijedi

g=tdp

1 ovaj rastav se zove Cartanova dekompozicija.

Kako je Cartanova involucija automorfizam na g imamo

[ee] e [ep]Cp, [p,p]CE.

Iz ovoga vidimo da potprostor £ ima strukturu Liejeve algebre, dok p nije Liejeva algebra. Uz
ovaj rastav par (g,¥) se zove simetricnim parom, a par (€,p) Cartanovim parom.

Neka je h maksimalna komutativna podalgebra od g ¢iji su svi elementi poluprosti, odnosno
za svaki H € b operator ad H je poluprost (dijagonalizabilan). Onda § zovemo Cartanovom
podalgebrom od g.

Nas ¢e zanimati posebna vrsta Cartanove podalgebre, takozvana fundamentalna Cartanova
podalgebra. Za Cartanovu podalgebru h ¢emo reci da je fundamentalna ako je h = t@ a, gdje je
a C p, atje Cartanova podalgebra od £. Za takvu algebru se kaze i da je maksimalno kompaktna.

Uobicajeno je promatrati korijene za par (g, h), ali u ovom radu ¢emo biti zainteresirani za

korijene za parove (g,t) i (€,1).
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Napomena 1.2.1. Opcepoznata ¢injenica u teoriji reprezentacija Liejevih algebri je da su svi
korijenski potprostori za par (g, h) jednodimenzionalni. Ovo nece biti slucaj za par (g,t) ¢im g

1 € nisu istog ranga jer tada t nije Cartanova podalgebra od g.
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1.3. WEYLOVE GRUPE

Pretpostavlja se da je Citatelj upoznat s konceptom Weylove grupe, za detalje pogledati [Hum?2].
Cilj ovog poglavlja je uvesti 1 objasniti pretpostavku na Liejeve algebre koja e biti krucijalna u
rezultatima ovog rada. Kao §to je ve¢ najavljeno, korijeni koje ¢emo promatrati ée biti obzirom
na t, Cartanovu podalgebru od €.

Oznacimo sa W,  Weylovu grupu definiranu (g, t) korijenima i slicno sa Wy ¢ Weylovu grupu
pridruZenu (&, t) korijenima. Jasno je da opcenito vrijedi W ¢ C Wy ¢ i moZemo definirati kvoci-

jent

1._ W,
W «— g7VW€’{

Napomena 1.3.1. Kvocijent koji je upravo definiran opéenito nije grupa jer We ¢ ne mora biti

normalna podgrupa od W, ¢, ali je uvijek konacan skup jer je W, ¢ konaCna grupa.

Sluéaj koji éemo proudavati je kada je W' minimalan, odnosno |W'| = 1. Ovaj slucaj se
moze opisati na nekoliko zanimljivih nacina. Jedna interpretacija je druga krajnost "equal rank"
slu¢aja, odnosno slucaj |[W!| = 1 je najdalji moguéi od slucaja rk g = rk €.

Jedna interpretacija preko korijena bi bila ovakva: (g,t) korijena sigurno ima barem koliko
i (€,1) korijena jer se jo§ neki dodatni korijeni pojavljuju u p. Ipak, u sluéaju |W!| = 1 kori-
jeni koji se pojavljuju u p mogu biti samo ponovljeni iz £ (sjetite se napomene da korijenski
potprostori viSe ne moraju biti jednodimenzionalni) ili eventualno dvostruki korijeni iz £. OCito
dodavanje tih korijena nece povecati broj mogucih refleksija pa su zato Weylove grupe iste.

Zadnja interpretacija koju navodimo je promatranje pozitivnih korijena. Opcenito, ako de-
finiramo pozitivne korijene AT (€,t), oni ne odreduju jedinstveno sistem pozitivnih korijena
A*(g,t). Ipak, u slu¢aju [W!| = 1 imamo jedinstvenost, odnosno jednom kada smo zadali
AT (%,t), onda je definicijom sistema pozitivnih korijena jedinstveno odreden A™ (g, t). Preciz-

nije, broj moguéih izbora za A* (g, t) jednom kada smo fiksirali A* (€, t) jednak je to¢no [W!|.

Primjer 1.3.2. Za n € N Liejeva algebra g = sl(2n+1,C) uz ¢ = so(2n + 1) zadovoljava
|[W!| = 1. Ovim primjerom éemo se posebno baviti na kraju rada. Za Liejeve algebre g =

sl(2n,C), € = so(2n) ée uvijek vrijediti [W'| > 1.

Uskoro éemo navesti listu simetri¢nih parova (g, ) za koje je [W!| = 1.
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1.4. PRIMARNE REPREZENTACIJE

Za konac¢nodimenzionalnu potpuno reducibilnu reprezentaciju v : g — EndV éemo reéi da je
primarna tipa v, ako postoji ireducibilna reprezentacija v, : g — EndV), takva da je svaka ire-
ducibilna komponenta od v ekvivalentna v, . Ovdje V) oznaava prostor reprezentacije najvece
teZine A.

Nama posebno zanimljiva situacija je kada je Spin,y primarna reprezentacija, taj slucaj je
Kostant promatrao u svom ¢lanku [Kos1], o tome ¢emo reéi vise nesto kasnije. Kasnije su se
Dmitri Panyushev u [Pan] i Gang Han u [Han] bavili ovim slu¢ajem i zahvaljujuéi njima imamo
listu parova (g, ) za koje je Spin,y primarna reprezentacija.

[Han, lema 4.4] kaZe da je Spin,, primarna reprezentacija ako i samo ako je sistem Kkori-
jena A(%,t) jednak sistemu korijena A(g,t) ili je reducirani sistem korijena za A(g, t). Vazno je
primijetiti dvije stvari: prvo, imamo nuZan i dovoljan uvjet za [W'| = 1 pa moZemo govoriti
0 uvjetu primarne reprezentacije. Drugo, Han je u tom ¢lanku pokuSao poopditi rezultate sa
adjungirane reprezentacije na bilo koju reprezentaciju v : € — so(p), odnosno proSirenje na A p,
ali rezultati su ostali potpuno isti kao oni koje je Panyushev dobio u [Pan] za adjungiranu repre-
zentaciju. Drugim rijeCima, dovoljno je razumjeti $to se dogada u slu¢aju da je v adjungirana
reprezentacija.

Panyushev je odredio koji to¢no parovi (g,t) daju da je spin adjungirane reprezentacije
primaran, Han je kasnije eksplicitno napisao listu u [Han, teorem 4.13] i tu listu navodimo

ovdje.

Teorem 1.4.1 (Han, Panyushev). Neka je g reduktivna Liejeva algebra. Weylova grupa W ¢
jednaka je Weylovoj grupi We ¢ ako i samo ako je par (g, ) jedan od:

1. (sl(2n+1,C),s0(2n+1,C)), n> 1,
2. (sl(2n,C),sp(n,C)), n > 2,

3. (s0(2n+2,C),s0(2n+1,C)), n > 3,

&

(e67f4)

|9,

. 89=019g1, t={(X,X):X € g}, pri Cemu je g; prosta kompleksna Liejeva algebra,

6. direktna suma prethodnih slucajeva.
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U ostatku rada kada pretpostavimo |W!| = 1 ili kaZemo da pretpostavljamo da je spin adjun-
girane reprezentacije primarna reprezentacija, smatramo da je par (g, €) jedan od upravo nave-

denih.
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Uvodni primjeri i motivacija Cliffordove algebre

1.5. CLIFFORDOVE ALGEBRE

Cilj ovog poglavlja je navesti neke poznate rezultate o strukturi Cliffordove algebre. Ti rezultati
su bili motivacija za istraZzivanje u ovom radu i glavni rezultati rada ¢e biti njihova generaliza-
cija. Rezultati ovog poglavlja ve¢inom su preuzeti iz Kostantovog ¢lanka [Kos1]. Cliffordovu
algebru je definirao Clifford u [Cli]; za viSe detalja o Cliffordovim algebrama pogledati [DK]
1 [Lou].

Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i neka je B nedegenerirana invarijantna
simetri¢na bilinearna forma na g. Tu formu moZemo proSiriti do nedegeenerirane simetricne
bilinearne forme na vanjsku algebru, A g, na sljedeéi nadin: ako je i # j, onda je B(A'g, \' g) =

0, inace je

B(xy A= Axg,y1 Av-- Ay) = det[B(xi,yj)]ijs  X1see s Xk V150 Yk €O

Koriste¢i ovako zadanu bilinearnu formu B na A g za proizvoljan § € End A g definiramo
B* € End \\ g tako da zadovoljava B(Bx,y) = B(x,B%y),Vx,y € A g.
Za prvi vazan teorem u ovom pregledu potrebno je definirati nekoliko endomorfizama od A g.
Uzmimo neki x € A g, tada ¢emo sa &, i €g(x) oznaciti endomorfizme lijevog, odnosno desnog

vanjskog mnoZenja u /\ g. Konkretnije,
EYy =XANY,
er(x)y=yAx, ye g

Nadalje, moZemo definirati i preslikavanja ty,1z(x) € End A g sa 1, = €7, 1g(x) = €r(x)".

Preslikavanje 1, nazivamo kontrakcijom elementom x. Kona¢no, ozna¢imo sa k involutorni an-

: . k(k=1)
tiautomorfizam od A g za koji je k = (—1) " 2

na A¥g. Prvi vaZan rezultat daje vezu izmedu
Cliffordovog i vanjskog mnozenja. Cliffordovu algebru od g éemo oznacavati sa C(g) i defini-
rati kao kvocijent tenzorske algebre po idealu generiranom elementima oblika x ® x — B(x, x) za

x € g. Cliffordov produkt elemenata x i y oznaCavat ¢emo sa xy.

Teorem 1.5.1 ( [Kosl, teorem 16]). Nekasux,y € C(g), neka je {a;}i—1 . o bilo koja baza za
C(g)i{bj}j=1,..2» njoj dualna baza obzirom na B. Tada je

2”

xy =) (k)X A li(py)Y-
i=1

11
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Promotrimo sada adjungiranu reprezentaciju, ad : g — LieSO(g), pri Cemu je SO(g) defi-
niran obzirom na B. Za svaki endomorfizam z od g mozemo definirati £(z) kao jedinstvenu
derivaciju stupnja 0 na /\ g koja prosiruje djelovanje od z. Za x € g stavimo ¥ (x) = & (adx).
Tada reprezentacija ¥ : g — Der A g definira strukturu g-modula na C(g) i A g. Napomenimo
i vezu izmedu spomenute Cliffordove i vanjske algebre: radi se o istom vektorskom prostoru
i g-djelovanje je isto u oba slucaja, ali mnoZenja na tim algebrama su razli¢ita pa se ne radi o
izomorfnim algebrama.

Isto tako, imamo da je J = (/A g)? obzirom na vanjsko mnoZenje graduirana podalgebra od

Ng-.
Ako za u € \? g definiramo 7(u) € End(g) sa

T(u)x = —21u, x € g,

onda je 7 : A\?>g — LieSO(g) izomorfizam Liejevih algebri. Zato postoji jedinstveni o : g —
q(A\*g) C C(g) za koji vrijedi To o0 = ad.

Sjetimo se da je C(g) Z,-graduirana algebra: C(g) = C%(g) & C(g). Prosirimo & do ho-
momorfizma izmedu univerzalne omotacke algebre i parne graduirane komponente Cliffordove
algebre @ : U(g) — CO( g). Preciznije c0 (g) je podalgebra od C(g) generirana produktima parno
mnogo elemenata iz g. Oznacimo sa E sliku tog proSirenja od o. Drugim rijeCima, E je po-
dalgebra od CG( g) generirana sa a(g). Vrijedi da je J centralizator od E u C(g) pa centar od E

mozemo izraziti kao 3(E) = ENJ.

Neka je v : g — End(V) reprezentacija od g koja dopusta nedegeneriranu simetri¢nu bili-
nearnu formu By na V. Neka je C(V) Cliffordova algebra obzirom na tu bilinearnu formu i
Sy njen spin modul. Definiramo spin reprezentacije v kao reprezentaciju Spin,, : g — End(Sy)
danu kompozicijom

2
g—so(V) = A"V —C(V)— End(Sy).
U slucaju da je v adjungirana reprezentacija, njen spin je dan kao kompozicija
2
g—so(g) =\ g—Clg)~S.

Prvo od navedenih preslikavanja, g — s0(g), je jednostavno adjungirana reprezentacija, od-
nosno x — [x,-]. Vrijedi da su so(g) i A%g linearno izomorfni; izomorfizam je za neku orto-

normiranu bazu od g, {Z,,...Z,}, dan sa Z; AZ; <> E;j — E;, pritom je s desne strane operator

12
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pridruZen toj matrici u bazi {Z;}. Preslikavanje A% g — C(g) je jednostavno Chevalleyevo pres-
likavanje, a C(g) ~ S djelovanje Cliffordove algebre na spin modul S. Spin modul je definiran
kao vektorski prostor S = A g™, gdje su g* maksimalni izotropni potprostori od g dualni obzi-
rom na B. Djelovanje Cliffordove algebre je zadano tako da g* djeluje vanjskim produktom, a
g~ kontrakcijom.

Pretpostavimo sada da je v primarna tipa v, . Ako stavimo Ey = v(U(g)), imamo izomor-
fizam algebri Ey ~ EndV), . Nadalje, ako je d multiplicitet od v, u v i Jy centralizator od Ey u
EndW, onda imamo izomorfizme algebri Jy ~ End C!iEy®Jy~EndW (uza®b — ab).

Ako sa V)" oznaCimo g-modul dualan V;, onda imamo i izomorfizam g-modula
EndW ~ d*V) @ V;.

Sada, ako pretpostavimo da je Spin,y primarna reprezentacija (Sto ¢emo kasnije vidjeti da

vrijedi), onda koristeéi gornja razmatranja dobivamo

Propozicija 1.5.2 ( [Kosl, propozicija 20]). C(g) ~ E ®J kao algebre i postoje ro,ly € Z+
takvi da je dimV; = 270, dimJ = 2. E je prosta algebra i dimE = 2%,
Konacno, J je izomorfna matri¢noj algebri ako je dim g parna, a izomorfna sumi dvije matricne

algebre ako je dim g neparna.

1.5.1. Analogon Hopf-Koszul-Samelsonovog teorema u slucaju Cliffordove al-

gebre

Oznacimo n = dim g 1 uzmimo da je bilinearna forma B Killingova forma.

Za bilo koju Z, -graduiranu algebru A moZemo definirati njezin augmentacijski ideal, AT,
kao sumu homogenih potprostora pozitivnog stupnja. Obzirom da je J obzirom na vanjsko
mnoZenje graduirana algebra, moZemo promatrati J . Oznacimo sa P, ortogonalni komplement
od JT AJT uJ" obzirom na B. Njegove elemente zovemo primitivne invarijante, a sam prostor

Px(g) prostorom primitivnih invarijanata.

Teorem 1.5.3 (Hopf-Koszul-Samelson, [Kos2]). Dimenzija od Px(g) jednaka je rkg. Nada-
lje, Pr(g) C N%g pa primitivni elementi antikomutiraju. Posebno, injektivno preslikavanje
P, (g) — J se prosiruje do homomorfizma § : A Pr(g) — J. Vrijedi da je { izomorfizam alge-

bri, pri cemu J ima strukturu podalgebre od A g.

13
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Navedeni teorem iskazan je u terminima vanjskog mnoZenja. Ono $to nas zanima je kako to
izgleda u slu¢aju Cliffordovog mnoZenja i to je jedan od vaznih Kostantovih rezultata.

NaZalost, za prelazak na Cliffordovu algebru nije dovoljno koristiti jednakost dimenzija
vanjske i Cliffordove algebre i jednostavno zakljuciti J ~ C(Px(g)). Za taj zakljuak trebamo
modificirati bilinearnu formu koja ¢e definirati ovu Cliffordovu algebru.

Problem sa dosada$njom bilinearnom formom B leZi u ¢injenici da za involutorni antiauto-
morfizan k definiran na pocetku k|p, (5 nije identiteta, to¢nije k = (—1)" na Py (g)¥"*1. Ipak,
ispostavlja se da bilinearna forma koja daje trazeni izomorfizam nije toliko daleko od nase po-
cetne; dovoljno je uzeti u obzir predznak koji potjece od k. Konkretnije, neka je By bilinearna

forma na P, (g) zadana sa

Bo(p,q) = B(k(p),q).

Teorem 1.5.4 ( [Kosl, teorem 35]). Linearni izomorfizam ¢ : C(Px(g),Bo) — J je izomor-
fizam algebri. Pri tome J = (/\ g)? promatramo kao podalgebru od C(g), a C(Px(g),Bo) kao
Cliffordovu algebru od P, (g) obzirom na bilinearnu formu By. Posebno, obzirom na Cliffor-

dovo mnoZenje u C(g), primitivni elementi se ponasaju kao elementi stupnja 1, preciznije

pq+qp =2By(p,q),Vp,q € PA(g).

1.5.2. Primarnost Spin reprezentacije i p-dekompozicija

Do sada smo pretpostavljali da je Spin,y primarna reprezentacija, ali da bismo potpuno odredili
dekompoziciju od C(g) moramo vidjeti koji je v, takav da je Spin,, primarna reprezentacija
tipa v;.

Neka je h C g Cartanova podalgebra od g i neka je A = A(g, h) C h* sistem korijena. Kori-
jenske vektore ey, @ € A biramo tako da je B(eg,e_¢) = 1.

Neka je b Borelova podalgebra od g tako da vrijedi h C b C g i neka je AT = A(b,h). Tada

AT C A daje jedan izbor pozitivnih korijena. Oznacimo sa n C b nilradikal od b i neka je

b_:h+ Z Ce_(p

PEAT

tako da vrijedi g =n@® b~. Sada, uz oznaku r = rk g imamo

dimn = card AT = dim9/s =: g,

dimb™ =r+gq.
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Bilinearna forma restringirana na ) je nedegenerirana pa inducira nedegeneriranu bilinearnu
formu na h*. Uz tu bilinearnu formu imamo (¢, ¢) > 0,V € A.

Oznacimo sa I aditivhu polugrupu dominantnih integralnih linearnih formi na b:

_ .. 2(A,9)
F_{Aeh " 0.0) eZ+,v(peA+}.

Skup I' parametrizira (kao najvece teZine) klase ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija
od g. Konkretnije, za svaki A € I" neka je v, : g — EndV), fiksirana ireducibilna reprezentacija
od g najvece tezine A.

Neka je IT={ay,... .} C A" skup prostih korijena i p = %Z%N ¢. Znamo daje p €T,

2(p,a)
(o)

korijen, i (p,@) > 0,V € A™.

tocnije

= 1,Vo € II. Posebno, p je regularan, odnosno nije ortogonalan ni na jedan

Za svaki A € I' imamo Weylovu formulu dimenzije

[T (p+4,0)

QeAT

I1 (e, 0)

QeEAT

dimV, =

Posebno zanimljiv slu¢aj je onaj kad je A bas jednak p. U tom sluc¢aju imamo
dimV, =24

jer je svaki od ¢ faktora u brojniku duplo veci od pripadnog faktora u nazivniku.
Promotrimo sada jedan poseban element vanjske algebre. Fiksirajmo uredaj na skupu pozi-

tivnih korijena {¢y, ..., ,} i definirajmo

‘un:e(pl /\/\e(Pq :e(Pl "'e(Pq.

U tom slucaju je 0 # u, € A\9n.

Sjetimo se, ¢ je bilo preslikavanje pomocu kojeg smo definirali £ = im o koji sudjeluje
u dekompoziciji od C(g).MoZemo fiksirati prostor reprezentacije V, tako da V, = Eu, i da je
Vp podreprezentacija potpuno reducibilne reprezentacije vc : g — EndC(g) definirane lijevim
mnoZenjem sa ¢ (g) C A% g na C(g).

Lijevo Cliffordovo mnoZenje definira homomorfizam y: E — EndV),. Sada samo spremni

iskazati $to je to¢no p-dekompozicija Cliffordove algebre od g.

Teorem 1.5.5 ( [Kosl1, teorem 40]). Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra. Tada je

Spin,y primarna tipa Vp, posebno 7 je izomorfizam algebri pa moZemo identificirati £ i End V.
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Nadalje, koristec¢i izomorfizam { moZemo identificirati J i C(Px(g),Bo), odnosno J = (A g)? je

Cliffordova algebra nad prostorom primitivnih invarijanata. Zato vrijedi jednakost algebri
C(g) = EndV, @ C(Pr(g), Bo)-
Posebno, koriste¢i 1 (prosirenje adjungirane reprezentacije) imamo jednakost g-modula
Nag=2"V,aV,.
Pogledajmo sada neke dodatne stvari koje mozemo re¢i u nekim posebnim slucajevima.

Primjer 1.5.6. Neka je g = sl(k,C) i promotrimo é)@k kao g-modul. Vrijedi da je (é CH)b,
odnosno potprostor teZine 0, netrivijalan ako i samo ako je j djeljiv sa k. Posebno, najma-
nji j za koji je to moguce je j = k. Za dominantnu integralnu teZinu A ozna¢imo sa my (W)
multiplicitet od E;, prostora ireducibilne reprezentacije najveée tezine A, u g-modulu W. Iz
Schur-Young-Weylovog teorema imamo da je broj dominantnih integralnih linearnih formi A

k
za koje je m; (® CF) # 0 jednak broju particija od k. Oznacimo taj broj sa p(k).

k
Propozicija 1.5.7 ( [Kos1, propozicija 46]). Neka je A € I' takav da je m; (® CK) # 0. Tada
je V) #0i
® CF) = dim VJL
S druge strane, za svaki @ € A je V, (2¢), tezinski prostor koji odgovara 2¢ € b*, trivijalan.

Dodatno, vrijedi i

Propozicija 1.5.8 ( [Kos1, korolar 48]). Neka je v, bilo koja od p(k) ireducibilnih reprezen-
k
tacija od g koja se pojavljuje u @ CX. Tada je m; (V, @ V,) = dimV/{’.

Postoji monomorfizam g-modula

k
QRC =V, @V,

pa onda i monomorfizam g-modula

k
IR Ag,

k
gdje na A g promatramo adjungirano djelovanje. Nadalje, ako se v; pojavljuje u Q@ C¥, onda
slike gornja dva monomorfizma sadrze punu primarnu v, komponentu u Vp, ® V) i A g respek-

tivno.
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Uvodni primjeri i motivacija Cliffordove algebre

Primjer 1.5.9. Pretpostavimo da je g kompleksna prosta Liejeva algebra; u tom slucaju je
adjungirana reprezentacija ireducibilna. Za g-modul M oznaimo sa m,q(M ) multiplicitet adjun-
girane reprezentacije u M.

Za razliku od prethodnog primjera, ovdje nas zanima samo slu¢aj A = p pa imamo da je

1 posljedicno

mad(/\ g)=2'r.
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Uvodni primjeri i motivacija Transgresija i p-dekompozicija

1.6. TRANSGRESIJA I PRIKAZ ELEMENATA OD ¢
PREKO p-DEKOMPOZICIJE. TEOREM O

TRANSGRESIJI

Osim motivacije za rezultate u ovom radu, navodimo i jednu zanimljvu posljedicu koja daje
motivaciju za buduca istrazZivanja. Za rezultat je zasluZzan Bertram Kostant u [Kos1], kasnije
je Echard Meinrenken uvrstio rezultate u svoju knjigu [Mei], tamo se moZe pronaci drugaciji

pristup ovoj teoriji.

Neka je g i dalje kompleksna poluprosta Liejeva algebra. Weilovu algebru od g definiramo

kao

W(g) =S(g)® g,
pri ¢emu S(g) oznacava simetri¢nu algebru od g. Weilovom algebrom ¢emo se detaljnije baviti
u sljedeéem poglavlju, za sada je cilj objasniti motivaciju.

Na W(g) definiramo diferencijal dy kao zbroj Koszulovog i Chevalley-Eilenbergovog di-
ferencijala. Uz taj diferencijal kompleks W(g) je acikli¢ki, isto kao i prostor g-invarijantnih
elemenata W (g)®.

Obzirom da dy i8¢ezava na S(g)?, svaki invarijantni polinom p € S(g)? pozitivnog stupnja
je kociklus, pa onda i korub nekog elementa iz W(g)®. Za p € S(g)? pozitivnog stupnja njegov
kolanac transgresije definiramo kao element C, € W (g)9 za koji vrijedi dwC, = p.

Oznacimo sa 7 projekciju od W(g) na A g duZ ST (g) ® A g; taj morfizam se restringira do

morfizma diferencijalnih algebri

m:W(g)? — (/\g)g.

Ako definiramo transgresiju kao preslikavanje t: (S*(g))* — (Ag)® sat(p) = n(Cp), gdje
je C,, kolanac transgresije za p, onda je to preslikvanje dobro definirano.
Zelimo vidjeti kako transgresija izgleda eksplicitno. U tu svrhu definiramo preslikavanje

A :S(g) — Ag. Neka je ¢; baza od g i f; njoj dualna baza. Definiramo

Alx) = %Z[x,ei] ANfi, XEg

1

i prosirimo preslikavanje do S(g) koriste¢i univerzalno svojstvo simetri¢ne algebre.
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Uvodni primjeri i motivacija Transgresija i p-dekompozicija

Napomena 1.6.1. Za ranije definirano preslikavanje « : U(g) — C(g) vrijedi da je u stupnju 1
kvantizacija preslikavanja A, drugim rije¢ima ako je ¢ : /A g — C(g) Chevalleyevo preslikavanje
(kvantizacija), onda je @(x) = goA(x), x € g. Sada vidimo da smo mogli & zadati kao prosirenje

od

1

o(x) = ZZ[x,ei]fi, X€Eg

1

na univerzalnu omotacku algebru koriStenjem univerzalnog svojstva.

Definiramo i simetri¢nu kontrakciju sa x € g kao 13 : S(g) — S(g), t3(y) = B(x,y) na gene-

ratorima. Sada transgresiju mozemo eksplicitno zapisati.

Propozicija 1.6.2 ([Che2], [Dyn]). Neka je {¢;} bazaza gi {f;} njoj dualna baza. Transgresija

homogenog elementa p € S"*!(g)? je dana sa

(m!)? s

t(p) =

Jedan od rezultata u ovom radu bit ¢e analogon ove formule u relativnom slucaju. Jedna od
posljedica ove formule je prikaz elemenata od g C C(g) obzirom na p-dekompoziciju. Sjetimo
se da smo za p-dekompoziciju trebali modificiranu bilinearnu formu By i uz nju smo imali

dekompoziciju C(g) = E®J.

Teorem 1.6.3 ( [Kos1, teorem 89]). Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, {p;}
baza prostora primitivnih invarijanata P i {g;} njoj By dualna baza. Neka je x € g. Tada je
Lpi € E paje

x=Y (tpi)ai

1

rastav elementa x obzirom na p-dekompoziciju.

1.6.1. Teorem o transgresiji

Transgresija je alat koji koristimo za prelazak sa simetricnih primitivnih invarijanata na vanj-
ske primitivne invarijante i obratno. Mozda se Cini besmisleno zaobilaziti raCunanje u vanjskoj
algebri i umjesto toga racunati u beskonacnodimenzionalnoj simetri¢noj algebri, ali se ispostav-
lja da komutativnost uvelike doprinosi olakSanju racunanja. Ocekivano, od tako korisnog alata
zahtijevamo da Cuva strukturu koliko god je to moguce.

Bilo bi besmisleno zahtijevati od transgresije da bude izomorfizam na invarijantama obzi-
rom da je domena ST (g)? beskonalnodimenzionalni prostor, a kodomena /A g kona¢nodimen-

zionalan. Ono $to bi imalo viSe smisla je promatrati inducirani homomorfizam na kvocijentu
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Uvodni primjeri i motivacija Transgresija i p-dekompozicija

po jezgri, ali nije sasvim jasno Sto bi bila jezgra transgresije. Ono S$to se lako vidi je da je
(S+( 9)9)2 unutar te jezgre. Isti rezultat Ce vrijediti i u relativnom slucaju pa ¢e analogni dokaz
biti prezentiran kasnije. Ono Sto je netrivijalno za vidjeti je da vrijedi 1 obrat, odnosno da je to
Citava jezgra.

Svejedno, iz (SJr(g)g)2 C kert vidimo da je dobro definiran homomorfizam na kvocijentu
pa bi injektivnost tog homomorfizma to¢no znacila (S+(g)9)2 = kert. Ispostavlja se da Ce to
biti monomorfizam, ali dokaz te ¢injenice je, neformalno govoreci, zaobilazan. Ekvivalentno bi
bilo re¢i da restrikcijom kodomene dobivamo izomorfizam 1 to je to¢no ono §to trebamo vidjeti.
Naime, ako pravilno naslutimo Sto bi bila slika transgresije, moZemo usporedbom dimenzija
relativno lako dobiti da je inducirano preslikavanje izomorfizam.

Sve navedeno bit ¢e precizno navedeno kasnije u slucaju koji nam je od interesa, Citatel]
moze vidjeti dokaz u [Mei] u poglavlju 10.7. Cilj svega ranije napisanog je bio docarati da
naizgled jednostavna tvrdnja (teorem o transgresiji koji slijedi) u sebi sadrZi nekoliko vaZnih

informacija i nipoSto nije trivijalan rezultat.

Teorem 1.6.4 (Teorem o transgresiji, [Che2]). Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva al-
gebrait:S*(g)? — AT g transgresija. Tada je jezgra od t jednaka (S+(g)g)2, a slika od t je

Px(g), prostor primitivnih invarijanata u A g.

Napomena 1.6.5. Prostor primitivnih elemenata u vanjskoj algebri je jedinstveno odreden,
barem kada se uzme u obzir razumna pretpostavka da sve invarijante "imaju za faktore" pri-
mitivne invarijante, drugim rije¢ima primitivne invarijante mozemo zapisati kao produkt dvije
invarijante samo ako je jedna od njih skalar. Citatelja ée ovo mozda podsjetiti na proste brojeve,
za koje se koristi 1 naziv prim brojevi.

S druge strane, ako promatramo simetri¢nu algebru, izbor prostora primitivnih invarijanata
nije jedinstven, nego trebamo fiksirati neki izbor. Teorem o transgresiji daje motivaciju za jedan
izbor, u literaturi se obi¢no naziva Dynkinov izbor po uzoru na [Dyn]: u $*(g)? pogledamo or-
togonalni komplement od (S T g)g) 25 taj prostor proglasimo prostorom primitivnih simetri¢nih
invarijanata. Ovaj izbor izgleda kao preuzet iz definicije prostora vanjskih primitivnih invari-
janata, ali teorem o transgresiji osigurava da su generatori jednog u bijekciji sa generatorima

drugog prostora primitivnih invarijanata.
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2. WEILOVE ALGEBRE

Preuzeto iz [Mei].

Weilove algebre je uveo André Weil kao algebarski model za diferencijalne forme na klasi-
fikacijskom sveZnju Liejeve grupe. Za viSe detalja pogledati [Carl].

Citatelja kojeg zanima daljnje prou¢avanje Weilovih algebri i primjene upuéujemo na [GHV,

poglavlje 4] 1 [GS].

2.1. DIFERENCIJALNI PROSTORI

Definicija 2.1.1. Diferencijalni prostor je super vektorski prostor V = Voo vTsa neparnim

operatorom d : V — V takvim da je dod = 0 (drugim rije¢ima im(d) C ker(d)). Kvocijent

zovemo kohomologijom diferencijalnog prostora (V,d).

Napomena 2.1.2. Kohomologija diferencijalnog prostora je takoder super vektorski prostor.

Njegova Z,-gradacija je naslijedena od V.

Napomena 2.1.3. Analogno moZemo definirati graduirane diferencijalne prostore, koji se zovu
i kolancani kompleksi. Ako je V graduirani/filtrirani prostor, onda zahtijevamo da je diferencijal

d graduiranog/filtriranog stupnja 1.

Za graduirani vektorski prostor V i n € Z definiramo graduirani prostor V [n], koji je jednak

V kao vektorski prostor, pomicanjem indeksa za n:

(V[n])k — Vn-l—k.

Drugim rije¢ima, ako je v € V stupnja k, onda je njegov stupanj u V [n] jednak k — n.
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Weilove algebre Diferencijalni prostori

Neka je .7 komutativna superalgebra i g Liejeva superalgebra. Na prostoru .o/ ® g defini-
ramo strukturu Liejeve superalgebre: neka indeksi 0 i 1 oznacavaju parni i neparni dio algebre
respektivno te neka je za homogeni element x njegova oznaka stupnja |x|. Komutator na &7 ®@ g

je odreden sa

(a1 ®g1,a0® g2] = (—1)8112lg) . ay @ [g1, 82],

za homogene aj,a; € <7 1 g1,82 € g. Gradacija na &/ ® g je zadana na ociti nacin:

(o @)y = AH® 95D A 91,

(P ®g)1 = A Q95D I D97

Dodatno, ako imamo derivaciju d,, € Der.o/ takvu da je di/ = (0, moZemo definirati struk-

turu Liejeve superalgebre na <7 @ g @ Cd tako da je komutator definiran sa
[deo,a®gl=dy(a)®g, ac,geg.

Konkretna algebra .« koju ¢emo Kkoristiti ¢e biti vanjska algebra s jednim generatorom.
Preciznije, neka je @ element za koji vrijedi ®* = 0 i neka je derivacija d; na A[®] dana
sa dy(w)=1,d,(1) =0 (drugim rije¢ima d, = %). Ozna¢imo ovako dobivenu Liejevu

superalgebru sa §:

i=/\lo]®@gaCd,.

Napomena 2.1.4. Liejeva superalgebra § je primjer poluproste Liejeve superlagebre. Polu-

proste Liejeve superalgebre je klasificirao Cheng u [Chel].
Sada smo spremni za definiciju g-diferencijalnog prostora.

Definicija 2.1.5. Graduirani (filtrirani) g-diferencijalni prostor je graduirani (filtrirani) dife-

rencijalni prostor (V,d) sa reprezentacijom graduirane (filtrirane) Liejeve superalgebre §.

Pogledajmo Liejevu superalgebru §; oznac¢imo njene generatore na sljedeéi nadin: za & € g
neka je /g pripadni neparni element i neka je Lg pripadni parni element. Na ovaj nacin smo
dobili diferencijalnu algebru; diferencijal je zadan sa d(I¢) = Lg,d(Le) = 0,6 € g.

Ova definicija g-diferencijalne algebre nije prakticna za koriStenje, lakSe je promatrati V

kao prostor na kojem imamo diferencijal, djelovanje reprezentacije i kontrakcije. Notacija ée
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Weilove algebre Diferencijalni prostori

biti kao u primjeru. Ako oznacimo sa 1¢ sliku od /¢ pod reprezentacijom i sa Lg sliku od Lg,
onda Ce diferencijal d biti graduiranog (filtriranog) stupnja 1, Lg Ce biti stupnja 0, a 1¢ Ce biti
stupnja —1. Sada moZemo reéi da se radi o g-diferencijalnoj algebri ako za sve &, { € g vrijede

relacije:

4> =0,
lgd+dig = Lg,
[Le,d] =0,
[Les Ll = Lig g,
[Leste] = ye.00,

lely + lelg = 0.

Napomena 2.1.6. Sve gore navedene relacije se mogu zapisati koriste¢i super komutatore,
tocnije sve relacije su napisane kao uvjeti na super komutatore u terminima "obi¢nih" komuta-
tora.

Vanjska algebra A g je super komutativna, S$to znaci da za sve x,y € A g Cistog stupnja k
i j (odnosno x € A¥g,y € A/ g) vrijedi x Ay = (—1)kyx. Isto tako, pripadni super komutator

elemenata je [x,y] = xy — (—1)*yx.

Za naSe potrebe V Ce biti relativna Weilova algebra, L e biti adjungirano djelovanje, a t e
biti kontrakcije. Diferencijal d éemo zadati neSto kasnije.
Za V ¢emo reci da je g-diferencijalna Liejeva algebra ako je V g-diferencijalni prostor i

Liejeva algebra te vrijedi da su svi d, Lg, 1z derivacije super Liejeve algebre.

Primjer 2.1.7. Liejeva superalgebra § je primjer jedne g-diferencijalne Liejeve algebre. Dje-

lovanje od § je dano adjungiranom reprezentacijom.
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Weilove algebre Horizontalni i bazicni potprostor

2.2. HORIZONTALNI I BAZICNI POTPROSTOR

Definicija 2.2.1. Neka je V g-diferencijalni prostor. Definiramo njegov horizontalni potpros-

tor, Vyor, kao sljedeci potprostor:
odnosno kao prostor svih elemenata iz V koji su anihilirani svim kontrakcijama.

Napomena 2.2.2. Horizontalni potprostor g-diferencijalnog prostora ne mora imati strukturu g-

diferencijalnog prostora. Ako Zelimo sacuvati tu strukturu, trebamo se ograni€iti na g-invarijante.

Definicija 2.2.3. Neka je V g-diferencijalni prostor. Njegov bazicni potprostor se definira kao

Voas = {x €V 1 1ex = Lex = 0,VE € g}

— Vhor m Vg .
Uvjerimo se da se na ovaj nacin zaista dobiva g-diferencijalni prostor.
Lema 2.2.4. Neka je (V,d) g-diferencijalni prostor. Tada je i (Vias,d) g-diferencijalni prostor.

Dokaz. Koristit ¢emo karakterizaciju g-diferencijalnog prostora navedenu ispod definicije jer
veéinu uvjeta dobivamo automatski. Preciznije, sve relacije koje moraju biti zadovoljene auto-
matski vrijede jer je Vyas podskup od V za koji smo pretpostavili da je g-diferencijalni prostor.
Slijedi da jedino trebamo provjeriti da je Vpas zatvoren na diferencijal; zatvorenost na Lg i 1¢ je
trivijalna jer ove derivacije poniStavaju elemente iz V.

Uzmimo x € Vi, dakle Lex = tgx = 0,V& € g. Provjeravamo dx € V5, odnosno je li dx
poniSten svim L i 1¢. KoriStenjem relacija iz karakterizacije g-diferencijalnog prostora za svaki

& € g imamo:

lgdx = —dl§x+L§x =d0+0=0,
Lgd.x = dLgx =d0 =0,

odnosno dx € Vj, Sto je i trebalo pokazati. |
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Weilove algebre N\ g* kao g-diferencijalna algebra

2.3. A\ g" KAO g-DIFERENCIJALNA ALGEBRA

Neka je g kona¢nodimenzionalna kvadraticna Liejeva algebra, odnosno na g postoji nedegene-
rirana invarijantna simetri¢na bilinearna forma. Takve su, na primjer, sve reduktivne Liejeve
algebre. Oznacimo jednu takvu bilinearnu formu sa B i fiksirajmo ju; koriste¢i B moZemo iden-
tificirati g sa dualnim prostorom: g* = g. Neka je /\ g vanjska algebra od g. Prostor derivacija
te algebre, Der(A g), je lijevi A g-modul jer je A g super komutativna algebra. Svaka derivacija
od A\ g je jedinstveno odredena svojom restrikcijom na g C /\ g i obratno, svako linearno pres-
likavanje g — /\ g se na jedinstven nacin prosiruje do derivacije od A g. Zato imamo sljedeci

izomorfizam graduiranih super vektorskih prostora:

Der(/\g) %“Hom(g,/\g).

Graduirani stupnjevi na desnoj strani su dani sa

Hom* (3,/\g) = Hom (g,/\k+l g9), keZ.

Posebno, za k < —1 imamo Der* (A g) =
Elemente prostora Der ! ( A\ g) = Hom(g,K) = g* = g zovemo kontrakcijama. Eksplicitno,

kontrakcija elementom { € g, u oznaci 1¢, dana je sa: iyl =0izavy,..., 1 € gimamo
k
(VA Av) = Z YTIB(E vi)vi A- - AVi i AV AVigt A=+ Ay

Ovdje v; oznacava da smo ispustili element v; iz produkta, iz toga je jasno zasto se ova derivacija
naziva kontrakcijom.

Transponirani operator kontrakciji elementom ¢ je operator definiran lijevim vanjskim mno-
Zenjem sa {: &, € End (A g), e.x=C Ax, x € \g.

Ovi operatori zadovoljavaju odredene super komutacijske relacije. Uo¢imo da smo jednu
od njih, onu za kontrakcije, ve¢ vidjeli kod definicije g-diferencijalnog prostora. Za sve x,y € g

vrijedi:

(&, &) = &€y + €6, =0,
(L, ] = ety + 1,1, =0,

[lmey] = lxgy +€ylx = B(X,y)
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Weilove algebre N\ g* kao g-diferencijalna algebra

Oznadimo sada sa d, preslikavanje dualno Liejevoj zagradi [-,-] A?g — g. Drugim rije-

¢ima, d,, je element od Hom (g, A?g) = Der! (A g) takav da za sve §,&;,& € g vrijedi

151 lgszC = B(Ca [51752])'

Tada je (/\ g, dA) graduirana diferencijalna algebra. Vidimo da vrijedi d% = 0 na generatorima
i pritom iskoristimo da vrijedi L2 = 0 (prisjetimo se: definirali smo Ly = [C,-] = ady). Koho-
mologija Liejeve algebre g je diferencijalna algebra H ( A g,d) i obi¢no se oznaCava samo kao
H(g).

Oznaka d, se trenutno ¢ini kao nepotrebno kompliciranje, ali ovaj diferencijal e biti dio
jednog veceg diferencijala kojeg ¢emo definirati kasnije i vazno je da moZemo pratiti na kojem
prostoru je koji diferencijal definiran.

Ovaj diferencijal smo mogli zadati eksplicitno koriste¢i bazu i dualnu bazu. Oznacimo sa

{e;} neku bazu za g i neka je {f;} njoj dualna baza. Tada moZemo pisati

1 1
dy = EZeiOLﬁ = Ezei/\ [flv]

Iz ovog zapisa vidimo da su sve g-invarijante kociklusi pa imamo dobro definiran morfizam
graduiranih algebri (/\ g)g — H(g). Ako je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra, onda je

ovo preslikavanje izomorfizam.

Primjer 2.3.1. Neka je K = R i neka je g Liejeva algebra Liejeve grupe G. MoZemo du-
alizirati identifikaciju prostora g s lijevo invarijantnim vektorskim poljima; dobijemo da se g*
moZe identificirati s lijevo invarijantnim 1-formama. To pak moZemo prosiriti do izomorfizma
A g* i algebre lijevo invarijantnih diferencijalnih formi na G. U tom slucaju diferencijal Li-
ejeve algebre odgovara de Rhamovom diferencijalu. Ako je dodatno G povezana grupa, onda

(Ag)? = (Ag*) “ odgovara biinvarijantnim formama na G.

Da zaklju¢imo: vanjska algebra /\ g s diferencijalom d, uobicajenim Liejevim derivacijama
1 operatorima kontrakcije ima strukturu graduirane g-diferencijalne algebre.

Obzirom da se zajednicka jezgra svih kontrakcija sastoji samo od skalara jer su kontrakcije
derivacije vanjske algebre, vrijedi da su i horizontalni i bazi¢ni potprostor ove diferencijalne

algebre jednaki K.
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Weilove algebre N\ g* kao g-diferencijalna algebra

2.3.1. V® A g kao g-diferencijalni prostor

Neka je V bilo koji prostor reprezentacije od g. Zelimo prostoru V @ A g dati strukturu g-
diferencijalnog prostora i pri tome koristiti sve §to ve¢ znamo o A g kao g-diferencijalnom
prostoru. Ovdje ¢e V biti najoplenitiji moguci, ali sluc¢aj koji ¢e nam kasnije biti posebno
zanimljiv je onaj kada je V simetri¢na algebra od g. U tom slucaju ¢emo dobiti strukturu g-
diferencijalne algebre.

Neka je Ly : g — End(V) reprezentacija od g i definiramo kompleks

C*(g,V) = V®/\.g.

Graduirani stupnjevi ¢e za sada biti inducirani stupnjevima iz vanjske algebre. Kasnije kada iV
bude graduirana algebra ovaj dio ¢e se modificirati.

Na C*(g,V) definiramo diferencijal na sljede¢i nacin: neka je, kao ranije, {e;} neka baza za
g1 {fi} njoj dualna baza. Ranije smo definirali diferencijal d, i taj diferencijal ¢emo trebati u

ovoj definiciji:

dee =Y Ly(e) @ fi+id®@dy.

Ovaj diferencijal se obi¢no zove Chevalley-Eilenbergov diferencijal. Sada (C*(g,V),dcEg)
ima strukturu graduiranog diferencijalnog prostora. Kohomoloske grupe ovog kompleksa se
oznalavaju sa H*(g,V) i vrijedi H(g,V) = V9.

Jo§ nam nedostaju Liejeve derivacije i kontrakcije. Za & € g definiramo

Le = Ly (&) ®@id +id@LA (£),

le :id®l/\(§).

Uz ovako definirane L i 1 kompleks C*(g,V) dobiva strukturu g-diferencijalnog prostora. Ba-

zi¢ni podkompleks je V9 s diferencijalom jednakim O.
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Weilove algebre Weilova algebra W (g)

2.4. WEILOVA ALGEBRA W (g)

2.4.1. Koszulove algebre

Neka je V super vektorski prostor i ozna¢imo njegove elemente sa it. Definiramo diferencijalni
prostor V =V @& V[—1] na sljede¢i nadin: ako sa fi ozna¢imo generatore od V[—1] (kao elementi
su isti U, jedina razlika je u stupnju gradacije: parni i neparni dio su zamijenjeni u odnosu na
gradaciju na V'), onda je diferencijal zadan na generatorima sa dyu = fi,dfit =0.

Ovaj prostor je karakteriziran univerzalnim svojstvom: ako je W graduirani (filtrirani) di-
ferencijalni prostor, onda se svaki morfizam graduiranih (filtriranih) super vektorskih pros-
tora V. — W jedinstveno proSiruje do morfizma graduiranih (filtriranih) diferencijalnih pros-
toraV — W.

Uo&imo da V ima kohomologiju nula jer vrijedi ker(d) = im(d) = V[—1].

Definicija 2.4.1. Diferencijalnu algebru S(V) zovemo Koszulovom algebrom super vektorskog

prostora V.
Napomenimo univerzalno svojstvo Koszulove algebre:

Propozicija 2.4.2. Za svaku komutativnu graduiranu (filtriranu) diferencijalnu algebru (27, d)
i morfizam graduiranih (filtriranih) super vektorskih prostora V — .o/ postoji jedinstveno prosi-

renje do homomorfizma graduiranih (filtriranih) diferencijalnih algebri S(V) — <.

Dokaz. Morfizam super vektorskih prostora V — o7 se jedinstveno prosiruje do morfizma dife-
rencijalnih prostora V =V ©V|[—1] — 7. Taj se morfizam jedinstveno prosiruje do morfizma
super algebri S(V) — .o/ zbog univerzalnog svojstva simetri¢ne algebre. Jasno je da ovo presli-

kavanje isprepli¢e diferencijale. ]

Napomena 2.4.3. Ovako definirana Koszulova algebra se obi¢no zove komutativhom. Postoji
i nekomutativna varijanta Koszulove algebre; u njoj se umjesto simetri¢ne (komutativne) alge-
bre promatra tenzorska algebra, 7'(V). I ova algebra ima sli¢no univezalno svojstvo, ali nama

je komutativna varijanta potrebna za odredene rezultate pa se neCemo baviti nekomutativnom.

Teorem 2.4.4. Neka je </ komutativna graduirana (filtrirana) diferencijalna algebra. Tada
su svaka dva homomorfizma graduiranih (filtriranih) diferencijalnih algebri ¢y, ¢ : S(V) — o7

homotopni.
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Dokaz. Definiramo linearno preslikavanje

0:V->Kit,dt|]@o, o(v)=(1—1)o1(v)+tp(v)

i progirimo ga do ¢ : S(V) — o7 koristeéi univerzalno svojstvo Koszulove algebre. Ovo presli-

kavanje Ce biti traZena homotopija. ]
Ovaj teorem ima posljedicu koja ¢e se pokazati jako korisnom.

Korolar 2.4.5. Koszulova algebra S(V) je acikli¢ka: augmentacijsko preslikavanje £ : S(V) — K

i inkluzija skalara i : K — S(V) su homotopski inverzi.

Dokaz. Trebamo pokazati da je io€ : S(V) — S(V) homotopno identiteti id : S(V) — S(V).
Medutim, teorem 2.4.4 nam daje da su svaka dva morfizma diferencijalnih algebri S(V) — S(V)

homotopna. ]

Posebno, imamo da i : K — S(V) definira izomorfizam kohomoloske algebre od S(V) i K.

Napomena 2.4.6. Pretpostavimo da super vektorski prostor V ima i stukturu g-modula. Tada
djelovanje g na V komutira s diferencijalom. Onda ¢e i prosirenje djelovanja na S(V) komuti-
rati s diferencijalom. Sve homotopske ekvivalencije koje smo promatrali su g-ekvivarijantne.

Slijedi da je i S(V)9, g-invarijatni dio Koszulove algebre, acikli¢ki.

U slucaju V = g pripadna Koszulova algebra se naziva Weilovom algebrom od g, oznaCava
se sa W(g) i iz [Mei] znamo da ju moZemo izraziti kao tenzorski produkt simetri¢ne i vanjske

algebre:

W(g) =S(g)® \g-

Napomena 2.4.7. Znamo da simetri¢na i vanjska algebra imaju svoje gradacije pa je jasno da
na W (g) mozemo uvesti bigradaciju kao uredeni par tih gradacija.
Ono §to ¢e se pokazati korisnim je uvesti gradaciju i to na nacin da se simetrini stupnjevi

udvostruge. Konkretno, ako je x € S'(g) © A’/ g C W(g), onda ée x u W (g) biti stupnja 2i + j.

2.4.2. Diferencijal na Weilovoj algebri

U 2.3.1 smo definirali Chevalley-Eilenbergov diferencijal dcg na Weilovoj algebri i diferencijal
d, na A g. Oznacimo generatore od /\ g sa i i generatore od S(g) sa fi. Jedni i drugi su elementi

od g shvaceni kao elementi stupnja 1 u vanjskoj odnosno simetri¢noj algebri.
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Napomena 2.4.8. Elementi u suiu Weilovoj algebri stupnja 1, ali it su stupnja 2 kao elementi

Weilove algebre.

Generatore fi je ponekad korisno zamijeniti generatorima 1 := i —d . Uzmemo li pi i

za generatore Weilove algebre, dobivamo jednostavnije kontrakcije jer su [ horizontalni:
e =B(E,u), 1u=0.
Na ovim generatorima zadajemo Koszulov diferencijal sa
dgu =1, dgii=0.
Eksplicitno, neka je {e;} baza za g i {f;} njoj dualna baza. Tada je dg oblika
dg = Z?i 1y,
Diferencijal na Weilovoj algebri moZemo zadati sa
dwpu =g, dwi =0.

Uz ovaj diferencijal Weilova algebra je g-diferencijalna algebra: Lg su generatori tenzorskog

produkta koadjungiranog djelovanja na S(g) i A g. Kontrakcije su na generatorima dane sa
ey =B(u,8)i

lefl = tedwp = Le —dwig i = Le .
Ispostavlja se da je Weilov diferencijal jednak zbroju Chevalley-Eilenbergovog i Koszulovog

diferencijala. Naime, lako se provjeri da jednako djeluju na generatorima i jo$ vrijedi da dcg i

dg superkomutiraju pa je (dcg + dg)? = 0. Dakle, moZemo pisati
dw = dcg + dk,

Sto je korisno kada trebamo eksplicitno raunati.
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2.5. KONEKSIJA

Definicije i rezultati u ovoj sekciji preuzeti su iz 6. poglavlja u [Mei]. Nama ¢e kasnije trebati

rezultati ovog poglavlja u slucaju €-diferencijalnih algebri.

Definicija 2.5.1. Neka je .« (graduirana ili filtrirana) g-diferencijalna algebra. Koneksija na </

je linearno preslikavanje 9 : g* — &7 stupnja 1 za koje vrijedi

* ¥ je g-ekvivarijantno preslikavanje: 9 (L(E)u) = L(E)¥(u),

* (&) V(M) = (1, 6).
Svaka g-diferencijalna algebra koja dopusta koneksiju zove se lokalno slobodnom.
Sljedeca definicija ¢e takoder biti korisna.

Definicija 2.5.2. Zakrivljenost koneksije ¥ na </ je preslikavanje F? : g* — &/ stupnja 2
definirano sa
FY =do+ %[19,19].
Zakrivljenost koneksije je g-ekvivarijantna i poprima vrijednosti u %,
Propozicija 2.5.3 (Univerzalno svojstvo Weilove algebre). Za komutativnu (filtriranu, gradu-

iranu) g-diferencijalnu algebru 2/ s koneksijom ¥, postoji jedinstveni morfizam (filtriranih,

graduiranih) g-diferencijalnih algebri ¢ : W(g) — 7 takav da je co Yy = 0¥,.

Dokaz. Neka je o/ komutativna g-diferencijalna algebra s koneksijom ¥, : g* — /. Zbog
univerzalnog svojstva Koszulove algebre ¥, se proSiruje do homomorfizma diferencijalnih
algebri ¢ : W(g) — <7 na jedinstven na¢in. Provjerimo da c isprepli¢e kontrakcije. Za & €
g, € g* imamo
tec(ll) = 1240, (1)

=Le 0y (1) —dig Oy (1)

= Vo (Lgpt) —d{p, )

=c(Lgp)

= c(lel).
Isto tako, vrijedi tec() = 19 (1) = (1,8) = c(1zpt). Iz ovoga zakljucujemo da c ispreplice
kontrakcije. Obzirom da vrijedi Lg = [1¢,d], vrijedi i da c ispreplice Liejeve derivacije.

Slijedi da je ¢ : W(g) — o/ morfizam g-diferencijalnih algebri. [ |
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Napomena 2.5.4. Homomorfizam c iz prethodne propozicije naziva se karakteristicni homo-
morfizam za koneksiju 9.
Uocimo da mozemo promatrati i obratno: ako je .«7 komutativna g-diferencijalna algebra,
onda morfizam g-diferencijalnih algebri ¢ : W(g) — &/ odreduje koneksiju na </ sa ¥, =
coVy.
Primjer 2.5.5. 1. Koneksija ¥, na g-diferencijalnoj algebri A g* definira morfizam g-diferencijalnih

algebri W(g) — A g*. Ovo preslikavanje na generatorima djeluje kao y — u, 1 +— 0.

2. Za bilo koju komutativnu g-diferencijalnu algebru o7 tenzorski produkt W(g) ® <7 ima
koneksiju ¥y @ 1. Ta koneksija definira morfizam W(g) — W(g) ® &/, w — w® 1 pa
onda inducira preslikavanje na bazi¢noj kohomologiji

$(g%)? = Hpas(W(g)) = Hoas (W (9) © 7).

Teorem 2.5.6. Neka je .« komutativna (graduirana, filtrirana) g-diferencijalna algebra. Tada
su svaka dva morfizma (graduiranih, filtriranih) g-diferencijalnih algebri co,c; : W(g) — &7 g-

homotopna.
Dokaz. Neka su ¥, 9 : g* — o koneksije definirane restrikcijama od ¢, ¢ respektivno. Tada
je

V= (1—-1)%+1tH
koneksija na K[z,df] ® <7, a njen karakteristicni homomorfizam ¢ : W(g) — K® &/ traZena
g-homotopija. ]
Napomena 2.5.7. Homotopija c iz prethodnog teorema Ce biti koriStena u odredivanju formule

za transgresiju, ali ¢e biti 1 vaZzna za dokazivanje teorema o trangresiji.

Korolar 2.5.8. Neka je o/ komutativna g-diferencijalna algebra s koneksijom. Tada pripadni
homomorfizam algebri

S(g*)g = Hbas(W(g)) — Hbas('Q{)
ne ovisi o izabranoj koneksiji.
Zbog ovog rezultata sljedeéa definicija je dobra.

Definicija 2.5.9. Neka je </ komutativna g-diferencijalna algebra s koneksijom. Pripadni
morfizam algebri

S(g")® o

naziva se Chern-Weilov homomorfizam.
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3. RELATIVNA WEILOVA ALGEBRA

3.1. ¢-DIFERENCIJALNA ALGEBRA W(g,¢)

Neka je V g-diferencijalna algebra i h Liejeva podalgebra od g. Tada je ocito V i h-diferencijalna

algebra: diferencijal je isti, L i 1 su isti, ali su primijenjeni samo na elemente iz b, a ne Citave g.

Definicija 3.1.1. Neka je g poluprosta Liejeva algebra i g = £ @ p Cartanova dekompozicija.
Definiramo relativnu Weilovu algebru simetri¢nog para (g, £) kao
¢
W(g.t) = (S@eAp) -
Na relativnoj Weilovoj algebri definiramo diferencijal dy na sljedeci nadin:

dw = dcg +dk,

kao §to je bio definiran na W(g). Na prvi pogled se ¢ini kao da ovo nije dobro definirano presli-
kavanje, obzirom da Chevalley-Eilenbergov diferencijal koristi ¢itavu bazu za g na tenzorskom
faktoru A p i nije sasvim ocito da Ce vrijediti dy : W(g,€) — W(g,t). Idemo zato provjeriti da je
sve dobro definirano. Prema napomeni s poCetka poglavlja W (g) ima strukturu €-diferencijalne

algebre.

Propozicija 3.1.2. Relativna Weilova algebra je €-bazicni potprostor apsolutne Weilove alge-

bre, odnosno W (g)¢_pas = W(g, ).

Dokaz. Po definiciji, £-bazi¢ni potprostor se sastoji od svih elemenata koji su £-invarijantni i
ponisteni su svim kontrakcijama elementima iz €. Ono S§to odmah vidimo je
¢ €
UOROOENTE
Pronadimo medu njima elemente koje poniStavaju svi ¢, & € t. Prema definiciji kontrakcije

na Weilovoj algebri, ¢itav S(g) ® 1 e biti ponisten kontrakcijama. U A g promotrimo sljedeci
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rastav:
/\g = /\p @E/\g.

Ocito je da Ce svi 1 ponistiti A p; Sto se ti¢e drugog sumanda, pogledajmo element ky A gy A
g N---Ngj, gdje je k; € £, g; € g 1nije nula, odnosno ki, g1,...,g; je linearno nezavisan skup
u g. Tada 1, nece ponistiti ovakav element pa on sigurno nije u £-horizontalnom potprostoru.

Slijedi

W@} o= (S0 O AP

Sto je i trebalo pokazati. |

Korolar 3.1.3. Diferencijal dy = dcg + dg je dobro definiran na relativnoj Weilovoj algebri,

odnosno dw (W (g,£)) C W(g,¥).

Dokaz. 1z propozicije 3.1.2 imamo da je £-bazi¢ni potprostor od W (g) jednak W (g, €). Lema 2.2.4
osigurava da je (W (g,t),dw) t-diferencijalni prostor. [ |
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3.2. PROJEKCIA S(g)? — S(€)t

U Cartanovoj dekompoziciji g = € p suma je ortogonalna pa je jasno Sto je ortogonalna projek-
cija Liejeve algebre g na podalgebru €. Najkrade reeno, projekcija S(g)9 — S(£)* koju Zelimo
definirati ¢e biti inducirana ortogonalnom projekcijom od g na €. Prva stvar koja bi mogla biti
nejasna kod ove konstrukcije je ¢injenica da nije sasvim ocito kako se S(£)¢ ulaze u S(g)9 i je li
to uopée moguce napraviti na koristan nacin.

Prisjetimo se jedne poznate Cinjenice o induciranom preslikavanju na kohomologiji: ako
su (A,ds) i (B,dp) diferencijalne algebre i f : A — B homomorfizam algebri koji ispreplice
diferencijale (f od4 = dpo f), onda je dobro definiran homomorfizam izmedu kohomologija f# :
H(A,ds) — H(B,dp).

Preslikavanje f* je definirano sa f#(a+imds) = f(a) +imdp, a € A. Provjerimo da je
preslikavanje dobro definirano: neka su aj,a> € A takvi da je a; +imdy = a» + imdy, od-

nosno a; —ap € imdy. Tada postoji x € A za koji je da(x) = a; — ap. Imamo

f#(al —a +imdA) = f(a1 — (12) +imdp
= f(da(x)) +imdp
= dB(f(x)) +imdg

:imdB.

Znamo da je

W(g)g—bas =5(9)®1, W(g)evas =W(g,8) = (S(g) ® /\p)k-

Sve g-invarijante su posebno t-invarijante pa se S(g)? na ociti nacin ulaze u W (g, £), odnosno
imamo homomorfizam algebri j : W(g)g—bas — W (8)e—bas- Koristimo isti diferencijal na obje
algebre, dyy, ali uo¢imo da je na S(g)® taj diferencijal trivijalan paje i jodwy = 0 na tom prostoru.
Isto tako, ocito je i dy o j = dy = 0 na S(g)? pa slijedi da j ispreplice diferencijale.

Iz gornje diskusije vidimo da je onda dobro definiran homomorfizam algebri

j# : H(W(g)g—bas) — H(W(g)e—bas),

odnosno

j# : Hg—bas(W(g)) - HB—baS(W(g))'
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Oznacimo sa pr, ortogonalnu projekciju od g na £ obzirom na Cartanovu dekompoziciju.
Ta projekcija inducira projekciju na Weilovim algebrama, pr, : W(g) — W (£); ona je zadana na
generatorima sa: ako je & € ¢, onda je pry(€) = &, pre(E) =&, aza & € pjepre(E) = prye(E) = 0.
Ranije smo u 1.6 definirali preslikavanje A; od sada ¢emo ga oznacavati sa A4. Sjetimo se, ako

sa {e;} oznaCimo bazu za g i sa { f;} njoj dualnu bazu, onda za x € g definiramo

0= Yelrfic Ao

Koriste¢i univerzalno svojstvo simetri¢ne algebre prosirimo Aq na S(g).
Sli¢no definiramo Ag: neka je sada {e;} neka baza za € i {f;} njoj dualna baza. Za x € g

stavimo

Ae(x) = Z[x elnfie Na

4>|~

i prosirimo do S(g).

Tvrdimo da za sve & € g vrijedi

Pfe(/lg(g)) :M(PTE(S))-

U narednim sumama naznaceno je po kojoj bazi sumiramo, onoj za g ili onoj za €. Kao inace,
{ei} oznacava neku bazu, a {f;} njoj dualnu bazu. Pretpostavimo i da postoji podskup baze za
g koji je baza za €.

_ (g)
pre(A4(S)) = pre(Z[é,ei] Afi)

= Zpr{, sei] Apre(fi)

= Zprﬁ[évei] /\fi'

Posljednja jednakost slijedi iz Cinjenice da je za f; € € projekcija identiteta, a za f; € p je 0.
S druge strane, ocito je
0, Eep,
L(E), Eet

Ocito izrazi s obje strane jednakosti ovise samo o bazi za ¢ pa neka {¢;} nadalje oznaCava bazu

Ae(pre(€)) =

zat. Za & €p je [£,e;] € p pa projekcija poniStava komutator. Za & € € je [E,¢;] € € pa je

) (8)
Z e N fi = Zpré[gaei] A fis

i
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Sto je 1 trebalo pokazati.

Iz ovoga slijedi da i na generatore é =& ),g(g) projekcija djeluje na isti nacin, odnosno

e —

pre(§) = pre(§)-

Dobivamo inducirano preslikavanje na kohomologiji

Pre : He bas(W(9)) — He_pas(W(E)) = S(E)E'

Konaéno, ako definiramo prg : S(g)% — S(£)* sa

prg = pry oj*,

vidimo da je dobiveno preslikavanje inducirano ortogonalnom projekcijom od g na ¢.
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3.3. DIFERENCIJAL NA RELATIVNOJ WEILOVOJ

ALGEBRI

Vidjeli smo kako izgleda diferencijal dy na Weilovoj algebri W(g), dw = dcg + dk. Isto tako,
iz korolara 3.1.3 znamo da e dy biti dobro definiran diferencijal na W (g, £), odnosno mozemo
koristiti istu formulu i u relativnoj Weilovoj algebri. Ipak, razumno je ocekivati da Ce restrikcija
tog diferencijala imati nesto jednostavniji oblik od onoga na Citavoj W (g). Ako je {e;} baza za

g1 {fi} njoj dualna baza, onda je diferencijal na W(g) dan sa

dw :ZLei®ﬁ+%Zl®ﬁoLei+Za®lﬁ-
i i i

Cinjenica da dy Guva W (g, %) nije vidljiva iz ove formule; to znamo iskljucivo iz apstraktnih
rezultata. Za vecinu sumanada u formuli nije jasno zasto bi morali biti unutar S(g) ® A p, ovdje
je naravno problemati¢na algebra A p koja nije zatvorena na djelovanje od g.

Pogledajmo rezultat koji zatvorenost ¢ini oCitom.

Lema 3.3.1. Neka je {e;} neka baza za p i {f;} njoj dualna baza obzirom na bilinearnu formu

B. Tada je diferencijal na W (g, ) jednak

dy =) Lo, ® fi+ ) &i®1y,
i i

Dokaz. Pogledajmo kako je dw zadan na W(g) i kako moZemo iskoristiti ¢injenicu da djelu-
jemo na elemente koji su €-invarijantni 1 €-horizontalni. Za bazu i dualnu bazu koristimo iste

oznake e;, f;, ali to sada moZe oznacCavati baze za g, £ 1 p. Zato treba posebno oznaciti koje baze

(9)
promatramo pa Ce, na primjer, Y, oznacavati da u toj sumi koristimo baze za g. Radi jednos-
i

tavnosti neka je baza od g dana kao unija baze za € i baze za p; ovo moZemo pretpostaviti jer je

suma g = £ $ p direktna. Imamo

1@ ()
Lel.®fi—|-521®fiol,ei—|—za®lfi
i i

—
D=
=

dy =

a -~
=

(
=Y (1@ fiLaen+508 /)18 L) +ao1y)
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koristimo Lg‘l_/ =L, ®1+1®L,

(9) 1
Z( (1®f;)oLy — 2(1®ﬁ)(1®Lei)+a®zﬁ>

argumenti su €-invarijatni pa je LZE,’ =0naW(g,t)zae €t

) 1
=Y (e oLW+2<_5 (19 fioLe,) +E@1y,)
i

argumenti su £-horizontalni pa je iy, = 0 na W(g,t) za f; € £

( (9)

((l®ﬁ)oL +el®lf> —121®fJoLeJ

) @
( e; @ fi+1® fioLe, +€z®lﬁ)——zl®fJOL

=2
Nty

g

= -

(

~P’J

RN ON ' .
koristimo . = ¥ + ¥ i grupiramo (p)-sume i (£)-sume
ik

(p)

1 1Y
=Y (Lo fitaoy+3efioL,)) -y N 1e oL,
i J

2

Tvrdimo da vrijedi
(») ()
Y fioLy, =Y fioLe;;
i J

iz toga Ce slijediti tvrdnja leme.

(») (®)
Provjerimo prvo da je operator Y. fjo L., — ¥ fj o Le; t-horizontalan, odnosno da za svaki
i J

x € € vrijedi

(p) (¢)
WY oLy =uY froLe;
i J

Obzirom da je i, derivacija 1 poniStava elemente iz A p, ovu jednakost moZemo pisati kao
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(p) (¢)
=Y fintoLe =) t(fiALe,).
i j

(t)
PrikaZimo x preko baze za ¢, x = ) o, f;,. Tada je desna strana jednakosti
m

(t)
Z lfm f]

¢

(8)
Z (fj /\LeJ ==
J

3

—
~

oL

m

s

I
£

Ovdje smo koristili éinjenicu da koeficijente u prikazu preko baze mozemo dobiti pomocéu

kontrakcija: x = ZB(x ej)fi= Z L(ej) fj.

Zelimo d0b1t1 isti rezultat s 11J€V€ strane; za to ¢e nam biti potrebne dodatne tvrdnje. U

poglavlju 6.9. u [Mei] vidimo da se L,,, moZe prikazati u obliku

(g)
L, =— Zci,nea Ay,

n.a
za strukturne konstante cj, ,. Ovaj prikaz odgovara slucaju W(g), ali u relativnom slucaju,
W (g,t), ova suma je samo (p)-suma: elementi baze e, oCito moraju biti u p, inace rezultat neée
biti unutar /\ p. Isto tako, f, Ce biti elementi od p jer ¢e jedino tada komutator elementa e, € £
1 f,, biti unutar p.

Koristimo i jednakost [Ly,1;] = Uy V¥,z € g. Nama, doduse, nece trebati ova Cinjenica

za Citav g, nego za y € p,z € &, ali to svojstvo slijedi iz ¢injenice da je W(g) g-diferencijalna

algebra, a onda svojstvo vrijedi i na podalgebri W (g, ). Raspisujemo

(p) (p)
Y finteoLe ==Y (finLeot—firt)

i
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Relativna Weilova algebra Diferencijal na relativnoj Weilovoj algebri

prva suma isCezava jer je 1, = O na Ap

(p)
= Zfl A l[el
® )
Z mel/\lel,em]
COC)
= Z ch mfl A lfa

= —ZOCmZC(,LJ-e,' Nly,
= _Zam em

=L,

(») (®)
Dakle, operator ): fi N Le, Z fj N\ Le; je t-horizontalan, Sto znaci da je slika tog operatora

sadrzana u Ap. S druge strane iz definicije operatora vidimo da je slika sadrzana u € A\ p pa je

konac¢no slika unutar ApN€Ap = {0}. |
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4. TRANSGRESIJA U RELATIVNO]J

WEILOVOJ ALGEBRI

Rezultati u ovom poglavlju, ako nije navedeno drugacije, smatraju se originalnim rezultatima.

4.1. DEFINICIJA TRANSGRESIJE

Koliko god prostor vanjskih invarijanata bio malen, u smislu kona¢nodimenzionalan, s njim je
ponekad nezgodno racunati. Zato nam je cilj naizgled zakomplicirati cijelu pricu s invarijantama
i promatrati one u simetri¢noj algebri koja je beskonacnodimenzionalna; zauzvrat ¢emo imati
komutativnost.

Prisjetimo se projekcije prg : S(g)? — S(€)* inducirane ortogonalnom projekcijom od g na

£. Definiramo skup

T =kerprg = {x € S(g)? C W(g,*) : prg(x) = 0},

odnosno imamo kratki egzaktni niz

0 y T — S(g)? —= S(&) —— 0.

Ocito je T sadrZan u jezgri od dw. Manje ociti dio je da je sadrZan i u slici diferencijala.
Iz propozicije 7.8. u [Mei] znamo da je kohomologija H(W (g, )) izomorfna S(£)¢. Izomor-
fizam je induciran kolanéanim preslikavanjem j : S(£)® — W (g, ) koje je koristeno ranije u 3.2.

Drugim rijeCima, jezgra diferencijala se moZe prikazati kao direktna suma

kerdy = imdwy P im j.

Uzmimo sada neki x € 7. Primijetimo da na S(g)? vrijedi prg¢ = 1, gdje je 1 homotopski

inverz od j. Posebno, jednakost vrijedi na 7. Dakle, vrijedi 1(x) = 0.
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Transgresija u relativnoj Weilovoj algebri Definicija transgresije

Iz gornje dekompozicije jezgre od dy vidimo da postoje C € W(g,£) i x’ € S(£)® takvi da je

x=dw(C)+ j(x).

Primijenimo 7 na gornju jednakost pa imamo

0=mn(dw(C))+noj(x) =n(dw(C))+x"

Obzirom da je ) morfizam £-diferencijalnih algebri, imamo 1 ody = dw o 1, ali druga kompo-
zicija je trivijalna jer je slika od ) unutar S(¥)¥ kojega diferencijal ponitava. Slijedi da je x’ =0

i povratkom na pocetni rastav od x dobivamo x = dy (C), odnosno x je u slici diferencijala.

Napomena 4.1.1. Element C € W (g, £) za koji vrijedi x = dw (C) se zove kolanac transgresije

Za Xx.

Relativnu Weilovu algebru moZemo rastaviti na sljedeci nacin:

£ £
W(g.t)=12(A\p) @ (" (@)= \p)"
Drugi sumand je ogito ideal u W (g, ) pa je projekcija 7 : W(g,€) — ( /\p)E obzirom na ovu

dekompoziciju homomorfizam algebri.

Napomena 4.1.2. U apsolutnom sluéaju, gdje se koristi projekcija 7 : (W(g))? — (Ag)®
argument da se radi o homomorfizmu je neSto elegantniji nego ovdje. Naime, koneksija na
A g = Ag* je automatski morfizam graduiranih g-diferencijalnih algebri. U relativnom slucaju,

dakle na A p kao t-diferencijalnoj algebri, ne postoji netrivijalna koneksija.

Kona¢no smo spremni definirati transgresiju. Obzirom da njena dobra definiranost nije
oCita, definicija Ce biti dio iskaza sljedece propozicije. Sjetimo se, ako je &/ = P, >, gra-
duirana algebra, onda ideal @,>| <% zovemo augmentacijskim idealom i ozna¢avamo sa </ .

Ekvivalentno, augmentacijski ideal je jezgra augmentacijskog preslikavanja.

Propozicija 4.1.3. Nekajet:7 — ( /\p)E preslikavanje definirano na sljedeci naCin: ako je
C, € W(g,¥) kolanac transgresije za x € T (odnosno dy (Cy) = x), definiramo t(x) = 7(Cy).

Preslikavanje t je dobro definirano i i§¢ezavana T - S™(g)9.

Dokaz. Ranije je pokazano da je T sadrzan u slici od dy. Zato za svaki x € T postoji neki

kolanac transgresije.
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Transgresija u relativnoj Weilovoj algebri Definicija transgresije

Pretpostavimo sada da je x = dw (C1) = dw(C>) za neke C;,C, € W (g, t). Tadaje C; —C; €
imdy jer je C; —Cy +imdy = 0+ imdyy.

Preostaje vidjeti da 7 poniStava imdy, ali to je oCito zbog (/\]:u)P Nimdy = {0}. Slijedi da
je transgresija dobro definirana.

Za drugu tvrdnju propozicije uzmimo x € T, y € S*(g)?, Zelimo pokazati t(xy) = 0. Neka
je Cy € W(g,t) kolanac transgresije za x; tada je C,y kolanac transgresije za xy jer je dw (y) = 0.

Koristeci da je £ homomorfizam algebri racunamo:

Napomena 4.1.4. Usporedujuci s apsolutnim sluajem, moZe se primijetiti da smo za domenu
transgresije uzimali augmentacijski ideal od S(g)?, odnosno morali smo izbaciti konstante jer
nisu u slici diferencijala. Kod transgresije u relativnoj Weilovoj algebri 7T je jednak svom aug-

mentacijskom idealu, to jest konstante nisu poniStene projekcijom prg pa se ne nalaze u 7.
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Transgresija u relativnoj Weilovoj algebri Formula za transgresiju

4.2. FORMULA ZA TRANSGRESIJU

Da bismo detaljnije proucili svojstva transgresije trebamo eksplicitnu formulu. To ¢emo dobiti

uvodenjem homotopskog operatora i : T — W (g, £) za koji Ce vrijediti

t=moh.

Potraga nece biti elegantna kao u slucaju W(g), ali konacni rezultat Ce biti slican.

Iz univerzalnog svojstva Weilove algebre znamo da postoji jedinstveno preslikavanje c :
W (&) — W (g) takvo da je c o ¥ = . To je bila propozicija 2.5.3. Ovdje ¥ oznacava koneksiju
na W (), 9 je koneksijana W(g), a ¢ se naziva karakteristicnim homomorfizmom za koneksiju
Y.

Pogledajmo kako c izgleda na W (£); posebno nas zanima slika generatora I spomenutih
ranije. Ovdje treba biti oprezan jer [l nema isto znacenje u W (€) i W(g). Konkretno, na W ()
generatori su oblika [ = fi — A¢(fi), a na W(g) su oblika i = fi — A4(ft). Za p € £ imamo
c(1) =V(u) =1®u. Zam € S'(¢) imamo

deft = 0 > Oy() = V(deft) = dg(Be(u)).

Konacno

B—=Ae(u) === A(l) = 10— Ag(I) + Ap (1) = 1+ Ap () = 1L+ Ap ().

Neka je n : W(g) — W(¢) projekcija inducirana ortogonalnom projekcijom g — ¢ obzirom na
Cartanovu dekompoziciju.

Tvrdimo da su 1) i ¢ homotopski inverzi. OCito je 1) oc = idyy ). Sto se ti¢e con, primijetimo
da je to morfizam diferencijalnih algebri pa prema teoremu 6.1. u [Mei] mora biti homotopno
identiteti na W(g). Preslikavanje & koje trazimo ¢e to¢no biti restrikcija pripadnog homotopskog
operatora.

U dokazu tog teorema vidimo homotopiju izmedu id i con; to je
@:g—Clt,dtjeW(g), o@x)=(1—1)x+1-con(x).

Koristeéi univerzalno svojstvo Koszulove algebre ¢ moZzemo prosiriti do W(g); uo¢imo da je ¢

t-ekvivarijantno preslikavanje: Lyo@ = @olL,, x € £.
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Transgresija u relativnoj Weilovoj algebri Formula za transgresiju

Definiramo J : C[t,dt] — C, "integriranje na segmentu [0, 1]", na sljede¢i na¢in: elementi

od C[t,dt] su oblika ):ia,--ti+2jbj~tjdt, a;,bj € C pa je na njima J zadan sa

JY ai-t'+Y bj-tldr) =Y ﬁ—ll
i J

J

Sada je trazeni homotopski operator W(g) — W (g) zadan sa

Sjetimo se, Zelimo eksplicitnu formulu za transgresiju, S$to znaci da trebamo za sva navedena
preslikavanja odrediti kako djeluju na generatorima, odnosno bazi.

Oznacimo sa dg diferencijal na C[t,dt] @ W(g) odreden sa dg (1) = dt,ds (dt) = 0,ds (1) =
I, U € g. Taj diferencijal éemo trebati za odrediti ¢ (1) i kasnije @(l). Za u € g imamo

o) =(1—t)u+t-con(u)=1—t)u+t-copry(u) = (1—t)u+1-pe = p—1-pry(u).

Ovdje smo koristili da je con =id na i con =0 na p. Pogledajmo sada kako ¢ djeluje

na u:

¢(1) = o(dp) =dz @ (1)
=de(u—1-pry(n))

:ﬁ_dt'prp(.u) _t'prp(#)'

Za @(I) rezultat ¢e ovisiti o tome nalazi li se  u €ili p. Neka je 4 € g; imamo

o~

Q1) = (I — A4(1r))
= @) — 9(A4(1))
= ﬁ—dt-prp(u) —f'pr(/J) — 9(Ag())-

Neka je {e;} baza za g i {f;} njoj dualna baza; dodatno za svaki i neka vrijedi ¢; € £ ili ¢; € p.
Ovu pretpostavku trebamo da moZemo razdvojiti sumu u sljede¢em racunu. Kao ranije, iznad

sume je naznaceno Cije elemente baze promatramo u sumi. Imamo
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1 (9)
o(Ag(1) =0(3 Z[ei,u] 1)

1 (g)
=Y o(len i) A9 (f)
(9)
:li((l—t)[ei,u]+tPre([ei,#]))/\((1—f)fi+fpre(fi))
4 &

1O 1@
=(1 =02 () 3 Yo (1= 0leq. ] A fict 3 Ypreless ] A i Ae(pre(i)

(t)
(1~ 1A () +1(1 — )e(E) + Y1~ 0 pre(w)] A i

=

(p)
+ 7 Lt (L= 1)[ei, pry ()] A fi + 1 Ae(pre(iT))

(1= 1) Ag (1) +1 (1 — 1) Ae(T) +1(1 = ) A pre(R)) + (1 — 1) A (pry () + 2R (pre(D))

[ e 0nm oa. e
| (1= 1224 () + 10— )24 (1), wep

B (1_t)zlg(ﬁ)‘f‘f(Z—l‘)(?Lg—}L,p)(ﬁ)j pet

N o-oam. e

[ r@ i3, we

N a-oam, wep.

Konac¢no, imamo

R @) 2 -0 (R),  pet
P(U) =
H—dtp—ta—(1-1)Ag(t), HEP
:<'ﬁ+z<z—r>lp<ﬁ>, pet
|(I-0i—dip,  pep.

Pogledajmo §to je ¢ na monomu iz S(g): neka su &;,...,& € £ineka su yq,...,y; € p.
Tada je (& -...- &y -...- ) jednako

(& +12=D)Ap(E0) - (G 12— 1)A(E)) - (1 =) T —diyn) - .. (1 —1)F; — dry;).

Ovaj izraz moZemo pojednostaviti da bismo dosli do formule za transgresiju. Sjetimo se,

transgresiju racunamo kao 7o h, gdje je @ projekcija na Ap, a h je "integriranje". Integral Ce
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sve generatore [l tretirati kao konstante, a projekcija 7 ¢e ih ponistiti. Zato od cijelog gornjeg

izraza ostaje samo dio

12— Ap(E1) - 12— ) A(&) - (—dryn) ... (—dry;))

kojeg neée ponistiti projekcija. Obzirom da je (dt)? = 0, ovaj izraz ée biti netrivijalan jedino za
Jj = 1. Ne moZemo imati ni sluc¢aj j = 0 jer bi onda 4 poniStio ovaj izraz, neformalno govorec¢i

ne bismo imali po ¢emu integrirati. Slijedi da je jedini netrivijalni ¢lan

(21 Ap(61) o A& (i) = ~Ap(&1 ... E)yar' (2~ 1)'d.
Dobivamo da je
& &) = G- &1 E) A v,
pri ¢emu je
Cr=— /Olt"(z —1)kdr.
Prije nego eksplicitno izra¢unamo Cj primijetimo da je sigurno Cy # 0 jer je (2 —)* kons-

tantnog predznaka na (0, 1). RaCunamo:
1 1
/ H+2—n)k = (—1)k/ (-2,
0 0

Uz supstituciju x = ¢ — 1 dobivamo
0

(—1)’</0 (x4 1) (x— 1)kdx = (—1>k/ (¥ — 1)kdx.

-1 -1

Ovaj integral ¢emo rijesiti supstitucijom x = cost:

/O (x> — 1)kdx :/:(coszt — ¥ (—sint)dr

—1 3
T

:/n (—sin2r)*(—sint)dr

T
=(—1)k+! / sin? ! 7dr.

S

KoriStenjem parcijalnog integriranja dobivamo

éﬂsin2k+ltdt:2k+lsin2kt-cost —léﬂsin%_ltdt
=0+ 2k2-]|€—1 <0-|— ;Z:? nﬂ sinZk_3tdt>
2k 2k—2
=... m o1 3/ sintdt
_ 2k 2k—2 2,
2k+1 2k—1 3
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Izracunajmo sada ovaj produkt.

2%  2%k-2 2 2kke(k=1)-...2:1  2k-(2k—2)-...-4-2

2k+1 2k—1 "3 (2%k+1)-(2k—1)-...-3-1 2k-(2k—2)-...-4-2

= 2K 2k ko (k=1)-...-2-1
- (2k41)-2k-(2k—1)-...-2-1
4k (k)?
C(2k+1)V
Slijedi da je
4k (k1?2
Ck:—( Iy
(2k+1)!

Prije nego iskazemo eksplicitnu formulu, zapisat ¢emo ju malo drugacije, tako da ju mo-
Zemo Kkoristiti za kasnije rezultate, a i tako da bude zapisana u obliku t(p) bez pozivanja na

prikaz od p. U tu svrhu definirat ¢emo novu kontrakciju, ovoga puta na simetri¢noj algebri.

Definicija 4.2.1. Neka je x € g shvaden kao element od S!(g). Definiramo 13 : S(g) — S(g)

kao progirenje preslikavanja y — 15y = B(x,y), g — S(g), do derivacije simetri¢ne algebre S(g).

Formula za transgresiju je bila t(a e at/?) =Cy- ).p(a e é;) Ay, & €t y € p. Zapi§imo
Y preko baze za p:

(p)
V=) 1,Vf
l

1 iskoristimo to da raspiSemo izraz koji se javlja u transgresiji.
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~ o~ ko (p)
(&1 &) Ny = I:[l(z[gl’e’]/\fl)

ko (p)
H(Z[gl’el /\fl Zlelllffl
j=1 i
k (p)(p)
=TI Y e wl& el A fin fi
j=11i 1
k (p) (p)
:HZZ[lez‘V‘Sjvet]/\fz/\fl
j=11 i
(p) (p)

lez‘VHﬁjvel]/\fl/\fl

I
g
-

—
=~
~

S0-Ei SN

I
ng/
£

—~
=~
~

(1 (WE1 ... &) A S

I
g

—
= o~
~

A1 (1 &) ASi

I
N

—~
=~
~

A (13 p) A £

I
~t

Ovime je dokazano:

Propozicija 4.2.2 (Formula za transgresiju). Neka je p € T homogenog stupnja k + 1 i oblika
p=7p +p" gdieje p' € SK(£)S'(p), p" € @S(£)S4(p), d > 1. Transgresija elementa p dana

je izrazom

4k (k' 2 (p)

Napomena 4.2.3. U iskazu propozicije smo mogli pisati p” € S(£) & S(€)S%(p), d > 2, ali i

napisana pretpostavka na p” je u redu jer vrijedi prg(7) = {0}.
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Transgresija u relativnoj Weilovoj algebri Teorem o transgresiji

4.3. TEOREM O TRANSGRESIJI

Pretpostavka u ovom poglavlju je da je g = € @ p Cartanova dekompozicija 1 da je Spin,y pri-
marna kaou 1.31 1.4.

Prisjetimo se, kohomologija Liejeve algebre g, H*(g), je kohomologija kompleksa (A g,d ).
Diferencijal je dan na sljede¢i na¢in: ako je e¢; baza za g i f; njoj dualna baza, onda je diferencijal

zadan sa
1 1
d/\ == Egel‘ Osz == EgLei Ofi-
Napomena 4.3.1. Jednakost dva izraza za diferencijal imamo u slu¢aju reduktivne algebre g.

Dualno, postoji diferencijal 0 = —d}, koji daje homologiju Liejeve algebre g. Preciznije,
ako sa xp] oznaCimo projekciju elementa x € /\ g na nultu graduiranu komponentu, onda uz
sparivanje

(W, 2) = (), VoxeNeo
diferencijal d mozemo definirati uvjetom

(v,0x) =—(drw,x), w,x €/\o

Napomena 4.3.2. Navedeno sparivanje je isto §to i proSirenje bilinearne forme B na g do A g

opisano u 1.5. Ovaj oblik je ponekad pogodniji za raCunanje.

U terminima baze za g, {e;}, i njoj dualne baze { f;}, u slu¢aju reduktivne g imamo

1 1
d= E;Le[Olﬁ = EgleiOLfi.

Koristeci diferencijal d moZemo vidjeti da d, komutira sa 1y, ako je y € (/\ g)g . O tome govori

sljedeca propozicija.
Propozicija 4.3.3 ( [Mei, propozicija 10.7]). Zadani y € A g imamo jednakost operatora
[dn, lw] = lgy + Z 1(L, ‘l/)Lfi
=15y + (=1 ZlLeinfi-
Posebno, ako je y € (/\g)g, onda je [da,1y] = 0.

Obzirom da su nas zanimaju restrikcije diferencijala na £-bazicne potprostore, Zelimo vidjeti

Sto nam ova propozicija moZe dati za operatore na A p.
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Korolar 4.34. Zayc (/\p)E imamo
[d/\v lW] =0
kao operatori na A p.

Dokaz. 1z propozicije 4.3.3 za svaki ¥ € /\ g imamo
[d/\,lw] laW+ II’/|ZLL I[/Ofl-

Akoje y € (/\p)é, onda imamo

[dn, ty] = Loy + (— "V'Zu yofi

= 1py + |"’|Zl[ ot

Zabilo koji x € Ap i fiksirani i imamo da je 1, 0 fi(x) = 0 jer [¢;, Y], ako nije 0, ima u svakom
sumandu to¢no jedan faktor iz £ pa poniStava bilo Sto iz A p.

Sli¢no argumentiramo i za prvi sumand:

1 1 (p)
tay* = 1(5 L teLi¥)x = 1(5 X(—Lle; + U ) W)

i

[\)

Dovoljno je vidjeti dvije stvari: prvo, sigurno je i, ¥ = 0 jer je lei, fi] € . Drugo, Ly, e
djelovanjem na bilo $to u A\ p, u ovom slucaju 1., ¥, u svakom sumandu dati jedan faktor iz € pa

¢e kontrakcija s time biti 0 na A p.

Zelimo definirati primitivne invarijante u (/\p)é; to radimo analogno apsolutnom slucaju,
odnosno u (/\g)g . Gradacija na J := (/\p)E je naslijedena od Ap pa moZemo promatrati
augmentacijski ideal J™: on je suma svih graduiranih komponenata pozitivnog stupnja. Sada
primitivne invarijante u A p definiramo kao B-ortogonalni komplement od J™ AJ™ uJ ™. Prostor
primitivnih invarijanata oznacit éemo s Px(p).

Koristeci Cinjenicu da operatori 1y i Lg, { € p,& € €t superkomutiraju s kontrakcijama

Ve (A p)k i prethodni korolar, vidimo da je prostor

(AP)p o = 15 € (AD) | 1yx =0,y € Pr(p)}

jedan -diferencijalni prostor.
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Napomena 4.3.5. Prostor (/\p)E nije €-diferencijalni potprostor.

Provjerimo da tvrdnja analogna prethodnom korolaru vrijedi i za diferencijal d: neka je
VAS (/\p)é. Imamo

1 (9) 1 (9)
[9,1y] =3 ZLe,. ity =5 Z tyLe 1y,

1 (9) 1 (9)
=5 ZLe,- ity =5 Y (Leity + U,y

lei,y] € ¢ /\p pa je kontrakcija tim elementom O na /\p

1 (9) 1 (9)
=3 Y Letpty — 3 Y Loy,

1 (9) -1 ly| ()

l

Ako je y neparnog stupnja, gotovi smo. Inace dobivamo
(9)
[871111] = ZLeilfilqﬁ
i
tvrdimo da vrijedi L, 17, = 0 kao operator na Ap. Ako je ¢;, f; € £, onda je 15, = 0, inaCe Ce L,

(sada je e; € p) preslikati elemente u € A p, aliiu Ap, dakle u 0. Zakljucujemo [d, 1y| = 0. Zbog

£

ovoga se d restringira na operator na (Ap), , .

Lema 4.3.6. Kompleks (( /\p)i,_hor, dn) je acikli¢ki: augmentacijsko preslikavanje

4
€: (/\p)P—hor —C

inducira izomorfizam u kohomologiji. Stovise, postoji €-ekvivarijantni homotopski operator

heEnd™" ((Ap)}_,.,) takav da vrijedi [dn, k] = id —e.

Dokaz. U propoziciji 10.9. u [Mei] je konstruiran homotopski operator na /\ g izmedu identitete
1 projekcije na ( A g)g; restrikciju tog operatora moZemo iskoristiti ovdje, koriste¢i prethodne
rezultate.

Konstrukcija je na A g izgledala ovako: "Laplacijan" (d 4 d)? ima jezgru (/\ g)g i inverti-
bilan je na g. A g. Neka je k € End’ (/\g) njegov inverzna g. /\ g, ana (/\g)g prosirimo nulom.
Vrijedi da k komutira s d i d. TraZeni homotopski operator definiramo kao 4 := ko d, to je ho-
motopski operator izmedu id i projekcije A g — ( A g)g duz g. A g. Kako je k g-ekvivarijantno

preslikavanje, takvo je i A.
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Vidjeli smo ranije da d, i d komutiraju s kontrakcijama elementima iz (/\p)E pa isto mora
vrijediti i za h: naime, ako su A i B dva linearna operatora koji komutiraju i A je invertibilan,
onda djelovanjem s A~! s obje strane dobivamo da i A~! komutira s B.

Dakle, A Cuva prostor ( /\p)f,_hOr 1 moZemo promatrati restrikciju na taj prostor. Ta res-
trikcija je je homotopski operator izmedu identitete na ( /\p);_hOr i projekcije na ( /\p)E N
( /\p);_hor. Preostaje vidjeti da je ovaj presjek jednak C.

Prema tablici 1 u [Pan], ( /\p)B ima strukturu vanjske algebre nad prostorom primitivnih
invarijanata P, (p) za na$ izbor simetri¢nog para (g, ). Kontrakcije primitivnim invarijantama

su derivacije na A P (p) pa im zajednicka jezgra sadrZi samo konstante. |
Lema 4.3.7. Vrijedi S(g)! Nkerdy = S(g)®.

Dokaz. Ogito vrijedi S(g)? C S(g)* i dw (S(g)?) = 0.
Neka je x € S(g)* takav da je dy (x) = 0. Uoc¢imo da je diferencijal na S(g)* jednak

(p)
Y Le®fi
pa imamo
(p)
ZLel.x® fi=0.

Kako f; ¢ine bazu za p, ovo je moguce samo u slucaju L, x ® f; = 0,Vi, odnosno L,x = 0, Vi.

Sjetimo se da je po pretpostavci x bio €-invarijantan; slijedi da je x i g-invarijantan. |

Sjetimo se karakteristicnog homomorfizma iz 2.5. Weilova algebra koju ¢emo sada proma-
trati e biti W (£). Primijetimo da i Weilova algebra W (g) ima strukturu ¢-diferencijalne algebre.
Ako oznaCimo sa ¥ koneksiju na W (£) i sa 99 koneksiju na W(g), onda je karakteristi¢ni homo-
morfizam dan kao morfizam £-diferencijalnih algebri ¢ : W (£) — W (g) takav da je co ¥ = ¥.
Oznacimo sa c i restrikciju karakteristicnog homomorfizma na £-bazi¢ne potprostore, odnosno

c: S — W(g,¥).

Napomena 4.3.8. U 4.1 smo imali preslikvanje j : S(£)® — W(g,£). Vrijedi da su j i c isto
preslikavanje. Razlog Sto su koriStene razlicite oznake je taj Sto su j i ¢ definirani na bitno
razliCite nacine pa je ponekad lakSe gledati jednu od konstrukcija koriStenih u definiciji. Od
sada nadalje preslikavanje ¢emo iskljucivo oznacavati sa c.

Takoder, vrijedi ¢(S(£)¥) C S(g)®.
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Lema 4.3.9. Nekaje x € S(g)9 ineka suxg € S(£)¥iyc W(g,€) takvi da je
x = c(xs) +dw(y).

Tada vrijedi

prg(x) =0 < x5 =0.
Posebno, imamo prg(x) = xs.
Dokaz. Uocimo da je prgodw = dw o prg = 0 jer je prg morfizam diferencijalnih algebri. Isto
tako, imamo
prgoc = idg e -
Iz ovoga automatski slijedi
prg(x) = prgc(xs) +prgdw (v) = xs,
odnosno prg(x) = x5 i prg(x) =0 < x5 =0. [ |
Propozicija 4.3.10. Neka je
W(9,)p—hor = {x € W(g,)[tyx = 0,Vy € Pr(p)}.

Vrijedi:

1. W(g,%)p_nor je diferencijalni prostor.

2. Vrijedi (Ap) W (g,8)p_nor = C.

3. Diferencijal dy $alje elemente od Py (p) u kocikluse u W (g, ) p_por-

4. Inkluzija S(g)? < W(g,)p_por inducira izomorfizam na kohomologiji, odnosno
S(g)g = H(W(gv E)P—hor» dW)-

Dokaz. 1. Primijetimo da za & € £ i v € P,(p) vrijedi da Liejeva derivacija Lg superko-
mutira s kontrakcijom 1y: kako je v € ( /\p)E imamo [, w] = 0. Posebno ¢e Liejeve

derivacije ¢uvati prostor W(g,)p_nor-

Sto se ti¢e diferencijala, sjetimo se dy = dcg + dx. Korolar 4.3.4 osigurava da dcg ¢uva
prostor W (g,€)p_nor- Sto se tie Koszulovog diferencijala, dovoljno je pogledati kako

izgleda na W(g,£); prema lemi 3.3.1 je
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(p)
dK = Zé\l & lfj?
a ovaj izraz oCito superkomutira s 1. Slijedi da je W(g,¥)p_por diferencijalni potprostor

od W(g,®).

2. Ovatvrdnja je dio dokaza leme 4.3.6: prema [Pan, tablica 1], ( A p)k ima strukturu vanjske
algebre nad prostorom primitivnih invarijanata P, (p) za nas izbor simetri¢nog para (g, £).
Kontrakcije primitivnim invarijantama su derivacije na /A Px(p) pa im zajednic¢ka jezgra

sadrzi samo konstante.

3. Jedino Sto treba dokazati je da je za svaki ¢ € Px(p) element dw ¢ P,(p)-horizontalan.
Uzmimo y € P,(p) i sjetimo se $to znamo o diferencijalu na vanjskoj algebri: dk su-
perkomutira s kontrakcijom, a Chevalley-Eilenbergov diferencijal je 0 na Ap D Pr(p),

odnosno dy = dg. Konacno,
tydw ¢ = tydgd = (—1)Vldx1y 9.

Prema [Mei, korolar 10.1] 1y ¢ je skalar pa ga diferencijal (posebno, Koszulov diferenci-

jal) ponistava.

4. Neka je b € W' (g,€)p_nor kociklus; napis§imo ga u obliku b = by + by + ...+ b,, pri Cemu
jebie (S(g)® /\ip)é, i=0,1,...,r. Neka je k najveéi od tih indeksa za koji je by # 0.
Usporedivanjem stupnjeva u vanjskoj algebri iz 1yb = 0 i dyb = 0 vidimo da mora vrije-
diti

b € W(9,8)p—hor, dpbr=0.
Ako je k > 0, onda za a := (id®h)(by) vrijedi dx(a) = b;. Ovdje je h isti homotopski

operator kao u lemi prije. Isto tako, vrijedi

ac Wr_l (97 E)P—hor»

b +dw(a) = by —da(a) +dk(a) = dk(a).

Vidimo da by 4 dw (a) lezi u S(g) ® A¥'p pa mozemo promatrati b’ := b+ dy (a) koji
je oblika b’ = by + by + ...+ b)_,, b; € S(g) ® \'p. Isti postupak ponavljamo dok ne
dodemo do S(g) ® A"p = S(g). Slijedi da je b kohomologan elementu iz S(g)t, odnosno
S(g)9 zbog leme 4.3.7. Ovo znali da imamo surjekciju S(g)® — H(W(g,%)p—_hor,dw).

Zelimo pokazati da je ovo preslikavanje i injektivno.
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Neka je x € S(g)? takav da postoji b € W(g,€)p_nor takav da je x = dy (b). Kao ranije za-
piSimo b u obliku b = by + by + . ..+ by 1 zaklju¢imo da je kohomologan nekom elementu
iz S(g)?. Obzirom da dy ponistava S(g)9, mora vrijediti x = dw (b) = 0.

|

Konacéno smo spremni za glavni rezultat o transgresiji.

Teorem 4.3.11 (Teorem o transgresiji). Neka je g = €@ p Cartanova dekompozicija Liejeve

algebre g za koju vrijedi [W!| =11
t:7— (Ap)f
transgresija u relativnoj Weilovoj algebri. Tada je
kert=T7-S"(g)%, imt=P\(p).
Dokaz. Obzirom da t iS¢ezava na T - ST (g)?, imamo dobro definirano preslikavanje

T/(T-S+(g)9) — (/\P)E- 4.1)

Tvrdimo da je ovo preslikavanje izomorfizam 1/, (T-S*(g)?) — Pp(p).

Promotrimo kratki egzaktni niz

0 —— T — S(g)® — S(&)t —— 0.
Taj niz se cijepa jer prg ima lijevi inverz c. Posebno imamo da je
S(9)* =T ®c(S(t)") =2 TaS(e)".
Onda imamo 1
(S(@)°)° =T-5" (@) (5(&)")"

Ocito vrijedi da je T-S*(g)? ideal u T i da je T ideal u S(g)®.

Primijetimo da imamo jednakost dimenzija u (4.1): obzirom da je

S(e)t

dim 5(9)9/(S(g)g)z =dimp, dim > /g py0y2 = dim,

imamo

dim T/(T 5" (g)?) = dimb —dimt = dima = dim Py (p).
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Tvrdnja o dimenzijama kvocijenata je otprije poznati Chevalleyev rezultat, moZe se pronaci
u napomeni 8.2. u [Mei]. Sto se ti¢e dimenzije prostora primitivnih invarijanata, zahvaljujuéi
tablici 1 u [Pan] znamo da je dim P, (p) = dima.

Zbog jednakosti dimenzija dovoljno je pokazati da slika od 7" sadrzi P, (p).

Uzmimo y € P, (p). Prema tvrdnji 3 iz prethodne propozicije dw () je kociklus u W (g, ) p_hor-
Prema tvrdnji 4 iste propozicije taj kociklus je kohomologan nekom x € S(g)®. Drugim rije¢ima,

postoji kolanac b € W(g, ) p_nor takav da je

dw(l,l/) :x—i-dw(b).
Slijedi
x=dw(y)—dw(b) =dw(y —b).

Slijedi da je x u slici od dy, odnosno uimdy NS(g)?. Prema lemi 4.3.9 ovaj presjek je jednak T';
slijedixeT.

Definiramo C, = y — b, to Ce biti traZeni kolanac transgresije. Zaista, imamo
dw(Cy) =x
i ako se sjetimo da je  oznacavao projekciju W(g,t) — (/\p)k, onda je
n(Cy) = y.

Ovo to¢no znaci da vrijedi t(x) = y. [ |
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5. HARISH-CHANDRIN IZOMORFIZAM

Cilj ovog poglavlja je definiranje Harish-Chandrinog preslikavanja, drugacijeg od onog klasic-
nog 3(U(g)) — S(h)" kojeg je Harish-Chandra uveo u [HC], i prou¢avanje njegovih svojstava.
Kao 1 u prethodnim poglavljima, definicija i poznati rezultati ¢e biti prezentirani prvo za apso-
lutni slucaj, a nakon toga Ce se proucavati relativni slucaj i prezentirati novi rezultati.

Ovaj analogon Harish-Chandrinog izomorfizma u svojoj definiciji neCe imati djelovanje

Weylove grupe, ali ¢e rezultati svejedno biti jako slicni onima u klasi¢cnom slucaju.

5.1. HARISH-CHANDRINO PRESLIKAVANIJE

C(g) — C(b)

Harish-Chandrino preslikavanje na Cliffordovoj algebri C(g) ima mnoge primjene; jedna od
njih je koriStenje u dobivanju lokalizacijskih formula u [AMW].

Neka je g poluprosta Liejeva algebra i fj Cartanova podalgebra od g. Za fiksirani sistem
pozitivnih korijena sa n™ ozna¢imo potprostor od g koji je razapet svim pozitivnim Korijenskim
vektorima i sa n~ potprostor od g koji je razapet svim negativnim korijenskim vektorima. Tada
je

g=n"®hon"
1 ovaj rastav se zove trijangularna dekompozicija.

U klasi¢énom sluc¢aju Harish-Chandrinog izomorfizma promatra se univerzalna omotacka
algebra U (g). Ovdje Zelimo promatrati Cliffordovu algebru C(g), veza izmedu ove dvije algebre
je tocno preslikavanje o koje smo koristili da iskazemo p-dekompoziciju. Preslikavanje o je
bilo "kvantizacija" preslikavanja A : S(g) — /\ g kojeg smo nesto viSe koristili.

Trijangularna dekompozicija od g povlaci da se Cliffordova algebra moZe zapisati kao

Clg) =C(n")®C(h)®C(n"),
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pri ¢emu je tenzorski produkt dan mnoZenjem u Cliffordovoj algebri.
Neka je
he:C(g) — C(h)

projekcija na tenzorski faktor C(h), odnosno € ®id®e na C(n™) ® C(h) @ C(n~), gdje je €
augmentacijsko preslikavanje. To preslikavanje zovemo Harish-Chandrinim preslikavanjem.
Primijetimo da ovako definirano preslikavanje nije homomorfizam algebri, odnosno tek ée
restrikcija od he na C(g)? biti homomorfizam. Kao i u klasi¢nom slu¢aju, ovo neée predstavljati
problem jer ée nas zanimati restrikcija ovog preslikavanja na g-invarijante. O tome nam govori

sljedeci teorem, kojeg je Kostant dokazao, a Bazlov kasnije objavio.

Teorem 5.1.1 (Bazlov, [Baz], teorem 4.1.). Restrikcija Harish-Chandrinog preslikavanja
he: C(g)? — C(h)
je izomorfizam algebri.

Iako dokaz teorema necemo navoditi, zanimljivo je primijetiti da se Bazlov u svom dokazu
poziva na Kostantovu p-dekompoziciju C(g) = C(g)? ® a(U(g)). Kasnije ¢emo vidjeti da se
u dokazu naSeg analogona ovog teorema p-dekompozicija moZe zaobici, iako uz nasu pretpos-
tavku da je Spin,y primarna imamo p-dekompoziciju za C(p). O ovome je detaljnije napisano
u 1. poglavlju.

Jos jedan rezultat koji je Bazlov dobio je bijekcija izmedu primitivnih invarijanta i elemenata
Cartanove podalgebre. I ovdje je u nekom smislu bila potrebna eksplicitna p-dekompozicija
na g C C(g): jedan vaZzan i netrivijalan rezultat potreban za prikaz elemenata iz g je taj da kon-
trakcije primitivnih invarijanata elementima iz g uvijek pripadaju slici od . IskaZimo rezultat
koji je dobio.

Propozicija 5.1.2 ( [Baz, Propozicija 4.5.]). Restrikcija Harish-Chandrinog preslikavanja he

na prostor primitivnih invarijanata g(Px(g)) C ¢(J) je linearna bijekcija izmedu g(P,(g)) i Car-

tanove podalgebre b.

Ne ulazimo u dokaz same propozicije prvenstveno jer nije konstruktivan. Svejedno, mo-
Zemo primijetiti da je iskaz propozicije zanimljiv, ako ne i iznenadujuci i neocekivan. U ovoj
propoziciji Cartanovu podalgebru h promatramo kao uloZenu u svoju Cliffordovu algebru C(h)
u filtriranom stupnju 1; ako preferirate stupnjeve u gradaciji, b se ulaze u A b takodaje h = A'b.

S druge strane, za primitivne invarijante znamo da imaju puno vece stupnjeve; za pocetak, u
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stupnju 1 u A g nemamo nikakve g-invarijante, a kamoli primitivne. Isto tako, znamo i da se
primitivne invarijante pojavljuju samo u neparnim stupnjevima. Zakljucak je da se primitivne
invarijante u P»(g) C /\ g pojavljuju u stupnjevima gradacije koji su barem 3; onda ¢e i u Clif-
fordovoj algebri nakon Chevalleyevog preslikavanja ¢ biti filtriranog stupnja barem 3. Ovo
znaci da imamo izomorfizam algebri he : C(g)? — C(h) takav da uspostavlja bijekciju izmedu

elemenata stupnja barem 3 i elemenata stupnja 1.
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5.2. HARISH-CHANDRINO PRESLIKAVANIJE
C(p) — C(a)

Cijela ova sekcija smatra se originalnim rezultatima.

Neka je g reduktivna algebra, f njena fundamentalna Cartanova podalgebra i g =t &p
njena Cartanova dekompozicija. Pretpostavimo jo§ da je simetri¢ni par (g, ) takav da je Spin,y
primarna reprezentacija. Oznacimo sa t Cartanovu podalgebru od ¢, dakle t = h M€ i neka je
a=hHNp.

Izaberimo sisteme pozitivnih korijena A™(g,t) D AT (€,t) i oznaimo sa n™ linearnu ljusku
pozitivnih korijenskih vektora, a sa n~ linearnu ljusku negativnih korijenskih vektora. Oz-
nafimo sa {Ej,...,E;} bazu za n™ Np i sa {F;} bazu za n~ Np dualnu bazi {E;}, odnosno
B(E;,F;) = §;j, dodatno uzimamo da su vektori izotropni pa je B(E;, E;) = B(F;,Fj) = 0,Vi, j.

Neka su vektori baze za a odabrani ovako: ako je dimp neparna (pa je onda i dima ne-
parna), uzmimo jedan istaknuti vektor Hy € a dualan sam sebi 1 promatramo direktni kom-
plement njegove ljuske u a, u slu¢aju parne dimenzije promatramo citav a. Sada moZemo
odabrati maksimalne dualne izotropne potprostore, ozna¢imo ih s a* i a~ i oznalimo baze sa
{H,...,H} i {H,...H; } respektivno. Ozna&imo li p* = span{E,...,Ex,H;",...,H;"},
p~ =span{F,...,Fi,H ,...,H; }, onda je p = p* ©p~ u sluCaju parne dimenzije od p, u
slu¢aju neparne dimenzije trebamo jo§ dodati Hy, odnosno p = p™ @ p~ @ span{Hy}.

Oznacimo sa S = Ap™ spin modul za p. Ako sa A oznacimo njegovu najvecu teZinu, onda

S moZemo rastaviti kao sumu izomorfnih ireducibilnih €-modula
§ = plydimaly, (5.1)

U sluéaju da je dimp neparna, dobivamo istu stvar jer ako gledamo kako t djeluje na Ap™, u
izrazu za o(t) ¢e sumand [X, Hy)Hy nestati jer X i Hy komutiraju.

U dokazu teorema vazna ¢e nam biti sljedeca propozicija.
Propozicija 5.2.1. Svi vektori iz /\a™ su vektori najmanje teZine za S.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da tvrdnja vrijedi za svaki od monoma v = H;" AH; A--- A Hl-er €

Aa" pauzmimo jedan takav, trebamo pokazati da za X € n~ N ¢ vrijedi a(X).v =0.
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Radi jednostavnosti oznalimo sa {u;} bazu za p™, radi se o istoj bazi koju smo odabrali

ranije, i sa {u; } njoj dualnu bazu za p~. Sada je
1
o(X)v= =2 Y (X, uiluf v+ (X, uflui.v+ [X, HolHo.v),
i

pri ¢emu u slucaju parne dimenzije od p nema zadnjeg sumanda. Pokazimo da svaki od ovih
sumanada mora biti 0.

u;.v # 0 jedino u slu¢aju da je u; sadrzan u monomu v, ali to znaci da je u; vektor teZine 0.
Onda je i u}.v vektor tezine 0. Uocimo da se [X,u;] nalazi u p N\n~, posebno ima neku tezinu
koja nije 0. Zato mora vrijediti [X,u;]u’.v = 0.

Prelazimo na drugi sumand, u;.v je vektor iste teZine kao u;, a teZina od [X,u}| je suma
teZina od X i u, pri tome je teZina od u; suprotna teZini od u;. Zato cijeli sumand i$¢ezava osim
ako je tezina od X jednaka O (Sto je ekvivaletno tome da [X,u«}] i u; imaju suprotne tezine), ali
to nije slucaj obziromdaje X € n™.

Kona¢no, u slu¢aju neparne dimanzije od p preostaje komentirati [X, Hy|Hp.v. Obzirom
kako Hy djeluje na spin modulu, ovo je do na konstantu +i jednako [X,Hp|.v. Sada moZemo
koristiti isti argument kao ranije, v je teZine 0, a [X, Hy] se nalazi u pNn~ pa posebno nije teZine

0. Zato cijeli izraz mora biti jednak nuli. |

Neka je {by,...,b,,} baza za p. Koristeéi Poincaré-Birkhoff-Wittov teorem za C(p) imamo

da bazu za C(p) ¢ine monomi oblika
b{IbS b, € €{0,1}.

Uzmimo da je ta baza za p to¢no baza {E1,...,Ex, H, ... ,H," \Ho,H| ,....H ,Fi,....F},

naravno Hy se opet pojavljuje samo u slucaju neparne dimenzije od p. U svakom slucaju slijedi
C(p) =C(a)& ((n" Np)C(p) +C(p)(n~ Np)). (5.2)

Oznacimo sa he : C(p) — C(a) pripadnu projekciju od C(p) na C(a). Kao i ranije, ovo pres-
likavanje je analogon Harish-Chandrinog preslikavanja i nije homomorfizam algebri dok se ne
restringira na t-invarijante. Ipak, restringiranjem na £-invarijante opet moZemo dobiti homo-

morfizam, ¢ak i izomorfizam, o ¢emu govori sljedeci teorem.

Teorem 5.2.2. Neka je g reduktivna algebra, g = £ & p Cartanova dekompozicija i simetri¢ni
par (g, t) takav da je Spin,, primarna reprezentacija. Restrikcija preslikavanjahe : C(p) — C(a)

na C(p)X = C()! je izomorfizam algebri C(p)ti C(a).
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Dokaz. Elementi iz C(p)X su linearne kombinacije monoma iz Poincaré-Birkhoff-Wittovog te-
orema i imaju t-teZinu 0. Zato i svaki od monoma M u kombinaciji mora imati t-teZinu O.

Slijedi da za M vrijedi sljedeca ekvivalencija
Me (nnp)C(p) &M e (nnp)C(p)(n~ Np) < MeC(p)(n Np)

usporedivanjem t-tezina. Iz ovoga ¢emo dobiti da je kerhc‘c( & obostrani ideal u C(p)X pa
p
¢emo imati da je he . homomorfizam algebri. Pokazimo da se radi o lijevom idealu, ana-
p

logno bi se provjerilo da je i desni ideal: neka je x € C(p)X iy € kerhc‘c( v Prema definiciji
p

od he, y se nalazi u (n™ Np)C(p) +C(p)(n~ Np) pa unutar C(p)X imamo

xy € C(p)X(n* Np)C(p) +C(p)*C(p)(n~ Np)
C(p)*Cp)(n™ Np)+C(p)*C(p)(n™ Np)
C(p)*C(p)(n™np)

C(p)(n™ Np)

(0" Np)C(p) +C(p)(n~ Np),

N I

N

Sto je i trebalo pokazati.
Za sljededi dio dokaza razlikujemo dva slucaja obzirom na parnost dimenzije od p. Neka je

dimp parna. Tada iz leme 2.2.4. u [HP] slijedi da je C(p) = EndS pa je onda
C(p)X = (End$)X = Endg S.

Koristeéi (6.2), Schurovu lemu i propoziciju 5.2.1 vidimo da se restrikcije elemenata iz C(p)X
na A a™ mogu identificirati sa End A\ a™, $to je zapravo C(a) jer je Aa™ spin modul za a.

Isti zakljucak dobijemo i u slucaju neparne dimenzije od p, samo je u ovom slucaju Clif-
fordova algebra suma dvije proste algebre (ranije je ona sama ve¢ bila prosta). Preciznije,
neka su S; i S, dva spin modula za p koji nisu izomorfni kao C(p)-moduli, ali jesu kao -
moduli. Do na izomorfizam C(p)-modula to su jedine dvije moguénosti. U ovom slucaju vrijedi

C(p) =EndS| ®EndS,. Sve navedeno moze se naci u poglavlju 2.2.7. u [HP]. Imamo
C(p)X = (EndS; $EndS,)X = Endg S| ® Endg S».

Vidimo da se restrikcije elemenata od C(p)X na A a™ mogu identificirati saEnd A\ a* @End Aa™.
Sada za C(a) koristimo rastav kakav smo ranije imali za C(p) (u ovom slucaju je i dima ne-

parna): neka su S} i S5 dva razlicita spin modula za a, dakle kao vektorski prostori su jednaki
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Aa'. Sada je
End /\ a* & End /\ a” = EndS{ ® End S5 = C(a).

Konac¢no, neovisno o dimp, vidimo da svaki monom u (nNp)C(p)(n~ Np) djeluje nulom na
Aat jer n~ Np 3alje u 0 sve vektore najmanje teZine. Zato svaki a € C(p)X djeluje sa he(a) na

Na™. [ |

Po uzoru na analogni rezultat u slu¢aju Harish-Chandrinog izomorfizma u apsolutnom slu-
Cajuhe: C(g)? — C(b), propoziciju 5.1.2, vjerujemo da Harish-Chandrin izomorfizam u relativ-
nom sluéaju, he : C(p)t — C(a), uspostavlja linearnu bijekciju izmedu primitivnih £-invarijanata

u C(p) i elemenata iz a.

Slutnja 5.2.3. Harish-Chandrin izmorfizam he : C(p)* — C(a) uspostavlja linearnu bijekciju

izmedu primitivnih invarijanata g(Px(p)) i elemenata iz a.

Dokaz ove slutnje bi mogao izgledati jako sli¢no onome u apsolutnom slucaju, tamo se ko-
ristio teorem 1.6.3 koji je, izmedu ostalog, davao i da je za svakix € gi p € g(Px(g)) kontrakcija

Lp sadrzana u slici od o. Zato je izraz

x=) Lpi®g
i

iz 1.6.3 zaista izraz obzirom na p-dekompoziciju.

Ono $to o¢ekujemo da vrijedi je analogon ovog rezultata u relativnom slu¢aju, odnosno da
se na analogan naCin mogu prikazati svi elementi iz p C C(p) koriStenjem primitivnih inva-
rijanata Px(p). Konkretno, ofekujemo da ¢e kontrakcije primitivnih Cliffordovih invarijanata
elementima iz p biti u slici od o. Tvrdnja je provjerena na nekim konkretnim primjerima realne
reduktivne grupe za koje vrijedi, ako je g kompleksifikacija njene Liejeve algebre i g = €& p
Cartanova dekompozicija te Liejeve algebre, onda je (g,%) simetri¢ni par takav da je Spin,y
primarna reprezentacija. Medu takve primjere spadaju SL(3,R) i SL(5,R). Ovu slutnju je lakse
iskazati u terminima vanjskih invarijanata: ako je x € p i p € PA(p), onda je 1,p € imA;,. Pres-
likavanje A, je koristeno u 4.2 i zapravo formula za transgresiju koju smo tamo dobili bi mogla
biti klju¢ dokaza ove tvrdnje. Iz toga bi trebala slijedili eksplicitna p-dekompozicija elemenata
iz p, Sto bi bio vaZan rezultat sam po sebi, nevezano za primjenu na prethodnu slutnju. Konacno,

iskazimo Sto o¢ekujemo da vrijedi.
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Slutnja 5.2.4. Neka je {p;} neka baza za primitivne invarijante g(Px(p)) i {g;} njoj dualna

baza. Tada se svaki x € p moZe zapisati u obliku

X = lepi®%'-
i
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6. PRIMIJERI

6.1. SL(3,R)

Neka je G = SL(3,R) i g kompleksifikacija od go = Lie G. U tom slucaju je K = SO(3) maksi-
malna kompaktna podgrupa od G, a £y = Lie K = s0(3) Liejeva algebra koja se sastoji od realnih
antisimetri¢nih matrica. Za Cartanovu involuciju uzimamo ¥(X) = —X%,X € g. U Cartanovoj
dekompoziciji g = € ® p tada imamo dim€ = 3, dimp = 5. € je Liejeva algebra koja se sastoji
od antisimetri¢nih matrica, a p prostor koji se sastoji od simetri¢nih matrica nad C. Eksplicitno,

baza za g s kojom radimo Ce biti

0 - O 1 0 O
H=|i 0 0f, H=10 1 0
0O 0 O 00 -2
(0 0 1
E = Fi=E
1—2 0o o0 i}, 1—217
_—1 —1 0
1 7 0
E 1 10 F- lE_
2_2 P — 9 2_227
0O 0 O
001
E—_1 0 0 F IE_
3—2 1], 3 23
1 i 0
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Ako je h = t & a fundamentalna Cartanova podalgebra, onda uz navedene vektore baze imamo

h = span{H;,H,},
t=span{H},
a = span{H,}
t = span{E|,H,,F },
p = span{Ey, E3, Ha, P2, F3 }.
Prema [OV, stranica 289 i tablica 4] imamo da su eksponenti od g jednaki 1 i 2 pa generatore

invarijanata u simetri¢noj algebri S(g)? treba traziti u ¢istim stupnjevima 2 i 3. Raunanjem se

dobiju sljedeci generatori:

1 2 1 2
—E\F,—-H}—E;F, —FEsFs— —H
D2 141 3 1 247 31473 24 2
1 1 2
p3 = —E}F —E{H\F;+ §E1F1F3 + EHEHZ + E3H | Fy —2E,Ff + §E2H2Fz +2E,F7+
1 1
+E§F2 — —E3sH)F53 — —H23
3 108

Od ova dva generatora zanima nas samo ps3 jer je on u domeni transgresije, dok p nije u 7 jer

je prg(p2) # 0. Zelimo izratunati t(p3); primijetimo da ée transgresija ponistiti sumande

2 1 1
“EyHAF> +2E-F2 + E2F — —EsHoFy — ——H3.
3222+ z3+3233231082

Tu Cinjenicu vidimo iz formule za transgresiju, posebno iz dokaza propozicije: jedini homo-
geni elementi koji neée biti poniSteni transgresijom su oni koji sadrze tocno jedan element baze
od p. U slucaju p3 to automatski znaci da takvi homogeni sumandi sadrZe tocno dva faktora iz
£, ne nuzno razlicita.

U formuli za transgresiju trebamo bazu za p i njoj dualnu bazu: ako za bazu uzmemo kao
gore, {E»,E3,Hy, F>, F3}, onda e njoj dualna baza biti {2F3,2F3, %Hz, 2E>,2E3}.

Koristeci sve navedeno i formulu za transgresiju izraCunamo
—4
t(p3) = TEZ NEsNHy N> NF3.

Ovaj rezultat je sasvim ocekivan jer je prostor primitivnih £-invarijanata u Ap jednodimenzi-
onalan i razapet je vektorom E, A E3 A Hy A\ F, A\ F3, generatorom najveéeg stupnja u A p. Isto

tako, uodimo da je prostor transgresije T glavni ideal u S7(g)? generiran elementom p3, zato
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je dimenzija od T/T. S*+(g)® jednaka 1, Sto ovdje vidimo eksplicitno, za razliku od dokaza

9)
teorema o transgresiji.

Za generatora najveceg stupnja u /\ p ¢e uvijek vrijediti da je €-invarijantan, ali openito nece
vrijediti da je primitivna invarijanta kao ovdje. Jedan primjer toga moZete pronaci u sljedeem

primjeru, SL(5,R). Tamo je invarijanta stupnja 14 umnozak primitivnih invarijanata stupnja 5 i

9 pa ne moZe biti primitivna invarijanta.
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SL(5,R)

6.2. SL(5,R)

Neka je G = SL(5,R) i g kompleksifikacija od gg = Lie G. U tom slucaju je K = SO(5) maksi-

malna kompaktna podgrupa od G, a ¢y = Lie K = s0(5) Liejeva algebra koja se sastoji od realnih

antisimetri¢nih matrica. Za Cartanovu involuciju uzimamo ¥ (X)

—X",X € g. U Cartanovoj

dekompoziciji g = €@ p tada imamo dim€ = 10, dimp = 14. £ je Liejeva algebra koja se sastoji

od antisimetri¢nih matrica, a p prostor koji se sastoji od simetri¢nih matrica nad C. Eksplicitno,

baza za g s kojom radimo ¢e biti

0-i000 88
i 0000
H=]00000], H,=100
00000 00 i
00000 00
0 01 i
E =18 % 00, melE
1=5 (-1 1= —5£1
2l -i1000]’ 2
0 0000
0 0001
E=L110 000 m-_E
37210 0000]’ 3T
—1-i000
1[i 1000
1 — PR
Es=—]00000 Fs=E
> 2[00000’ > ok
00000
001 io0
E 1100 i-10 P 1E_
=—|(1i000 =—
TToliZioo ool T
Lo 0 00O
1[38861
l —_
Eo=—=]100000 Fo=FE
? 200000]’ ) >
L1i000

) F, = _%Ea
] ; Fy = —E4,
] ; Fs = Eg,

; Fy = %E_&

) Fio=E.
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Ako je h = t & a fundamentalna Cartanova podalgebra, onda uz navedene vektore baze imamo

h = span{H,,H,,H3,Hys},

t =span{H,,H,},

a = span{H3,Hs}

t = span{H,,H,,E\,F\,E, F>,E3, F3,E4, Fy},

p = span{H3,Hy,Es,Fs,E¢,Fs,E7,F;,Eg, F3, E9, Fy, E10,Fio}

Odaberimo pozitivan sistem korijena A*(g,t) D AT (€, t). Neka je n linearna ljuska pozitiv-

nih korijenskih vektora, a n™ linearna ljuska negativnih korijenskih vektora. Tada je

* baza za nN ¢ sastavljena od korijenskih vektora Ey, E», E3, E4 koji odgovaraju korijenima

(1,1),(1,—1),(1,0),(0, 1) respektivno

* baza za nNp je sastavljena od korijenskih vektora Es, Eg, E7, Eg, Eg, E1o koji odgovaraju

korijenima (2,0),(0,2),(1,1),(1,—1),(1,0),(0, 1) respektivno

Tada Ce baza za n™~ biti {Fy, F>, F3, Fy, Fs, Fg, Fg, Fy, Fio}, baza dualna bazi za n, sastavljena od
negativnih korijenskih vektora.

Neka su H' i H™ dualni izotropni vektori u a, eksplicitno

Y= (O g (- S
__ V2 V10 V2 V10
" (T_z_o) (7 20)

Izaberimo maksimalne izotropne dualne potprostore od p

p+ = Span{H+7E5>E67E7>E87E97E10}7

p~ =span{H ,Fs,Fs,F7,Fg3,Fo, Fio}.
Sada moZemo promatrati spin modul za p:

S=Ap?

Ozna&imo 1i ST = A®™"pt i~ = A°p*, onda su ST i S~ izomorfni ireducibilni £&-moduli.

Njihova najveca tezina je p, 1= pg — pe = (2, 2) pa imamo

S:S+@S*:V( DV (6.1)

L)
[\S1IO%}

3)°

33
202
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Ovdje V;, kao i ranije oznacava £-modul najvece teZine A.
Vektori najmanje teZine su 1 za ST i H' za ™. Zato je prostor svih vektora najmanje teZine u

S dan sa span {1,H" }.

Za Cliffordovu algebru C(p) vrijedi da je dimenzije 2'#, ali iz teorema 5.2.2 znamo da je
dimenzija od C(p)* svega 4, baza tog vektorskog prostora je {1, Hs, Hy, H3H,}.

Iste rezultate imamo i u vanjskoj algebri, dim A p = 2! i dim ( A p)E = 4. Ipak, obzirom da
je vanjska algebra graduirana, u ovom slu¢aju moZemo govoriti o stupnju u gradaciji. Raunom
se dobije da se invarijante pojavljuju u stupnjevima 0,5,9 i 14. Od njih se za bazu primitivnih
invarijanata Px(p) mogu uzeti elementi Cistog stupnja 51 9.

Primitivna invarijanta stupnja 5 u vanjskoj algebri dobivena je kao slika po transgresiji ele-
menta iz S(g)? stupnja 3. Primitivna invarijanta stupnja 9 je slika po transgresiji simetri¢ne
invarijante stupnja 5. Dovoljno je vidjeti formulu za transgresiju 4.2.2 da bismo dosli do tog

zakljucka.

Napomena 6.2.1. Primijetimo da se u ovom primjeru primitivne invarijante pojavljuju u ne-
parnim stupnjevima i slutnja je da to nije sluajnost. Konkretnije, u apsolutnom slucaju primi-
tivne g-invarijante u /\ g su se pojavljivale samo u neparnim stupnjevima i slutnja je da ¢e to biti
slucaj u (/\p)E kad god imamo simetri¢ni par (g, ) takav da je Spin,y primarna reprezentacija.

U ovom slucaju smo se ponovno ograni€ili na pretpostavku o primarnosti, ali provjera-
vanjem na primjerima vidi se da bez te pretpostavke slutnja sigurno ne vrijedi. Konkretno,

problem je §to u p-dekompoziciji
E®J=imaw (Ap)

vise nemamo kao ranije E NJ = C nego je presjek veci. Sjetimo se da preslikavanje o uvijek

ima sliku sadrZanu u parnom dijelu algebre.
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6.3. SL(2n+1,R)

Neka je sada G = SL(2n+ 1,R) i g kompleksifikacija njene Liejeve algebre. Sli¢no kao u
slucaju SL(5,R) imamo: oznac¢imo sa K = SO(2n + 1) maksimalnu kompaktnu podgrupu i
neka je g = £ @ p Cartanova dekompozicija. Vrijedi dimt = n(2n+ 1), dimp = n(2n+3) i
primijetimo da je parnost ovih dimenzija to¢no parnost od n. Neka je h = t+ a fundamentalna
Cartanova podalgebra.

[zaberimo sisteme pozitivnih korijena A™(g,t) D AT (&,t) i oznacimo sa n™ linearnu ljusku
pozitivnih korijenskih vektora, a sa n™ linearnu ljusku negativnih korijenskih vektora. Ozna-
¢imosaEy,...,E; bazu zan™ Npisa F; bazu zan~ Np dualnu bazi E;, odnosno B(E;, Fj) = &},
dodatno vektori su izotropni pa je B(E;,E;) = B(F;,F;) = 0,Vi, j.

Neka su vektori baze za a odabrani ovako: ako je dimp neparna (pa je onda i dima ne-
parna), uzmimo jedan istaknuti vektor Hy € a dualan sam sebi i promatramo direktni kom-
plement njegove ljuske u a, u slu¢aju parne dimenzije promatramo citav a. Sada moZemo
odabrati maksimalne dualne izotropne potprostore, ozna¢imo ih s a* i a~ i oznalimo baze sa
{H,...,H} i {H,...H; } respektivno. Ozna&imo li p* = span{E,... Ex,H;",...,H;"},
p~ =span{Fi,...,Fi,H, ,...,H; },ondajep=p" @&p~ ako je dimp parna, u sluéaju neparne
dimenzije je p=pT Sp~ @& span{Hp}.

Oznacimo sa S = Ap™ spin modul za p. Ako sa A oznacimo njegovu najvecu teZinu, onda

S moZemo rastaviti kao sumu izomorfnih ireducibilnih €-modula
§ = ladimajy, (6.2)

U slu¢aju da je dimp neparna, dobivamo istu stvar jer ako gledamo kako t djeluje na A p™, u
izrazu za o/(t) ¢e sumand [X, Hy|Hy nestati jer X i Hy komutiraju.

Pogledajmo sada $to moZemo reci o ¢-invarijantama. Ranije smo vidjeli da za g = sl(2n+
1,C)it=0(2n-+1) vrijedi dimp = n- (2n+ 3). Isto tako, imamo da je dima = rkg —rk¢ = n.
Slijedi da je

dimC(p) = 2" dimC(p)* = dim ( A\ p)* = 2".

Vidjeli smo kod dokaza teorema o transgresiji da u ovom slucaju (/\ p)E ima strukturu vanj-

ske algebre nad Px(p) jer je Spin,y primarna reprezentacija. U tablici 1 u [Pan] vidimo i stup-

njeve u kojima se pojavljuju primitivne invarijante, a ima ih n = dima. Stupnjevi su
5,9,...,4n+1.
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Gledajuéi formulu za transgresiju vidimo da ako je primitivna invarijanta p € P,(p) stupnja

4i+ 1, onda ona inverzom transgresije odgovara elementu stupnja 2i + 1 u simetri¢noj algebri.

74



ZAKLJUCAK

Ovaj rad donosi nove rezultate o strukturi Cliffordove algebre pridruZene realnoj reduktivnoj
grupi u slucaju kada je (g,®) simetri¢ni par takav da je Spin,q primarna reprezentacija. U
ovom slucaju daje se eksplicitna formula za transgresiju na relativnoj Weilovoj algebri. Dalje,
dokazuje se teorem o transgresiji koji daje jezgru i sliku transgresije. Konacno, pokazuje se
da je restrikcija Harish-Chandrinog preslikavanja C(p) — C(a) na ¢-invarijante izomorfizam
algebri.

Mogudéi nastavak istrazivanja je eksplicitni prikaz elemenata od p C C(p) u skladu s p-
dekompozicijom. U tome ¢e pomodi eksplicitna formula za transgresiju u relativnom slucaju
koja je navedena kao jedan od rezultata ovog rada.

Slutnja je da Harish-Chandrin izomorfizam uspostavlja bijekciju izmedu primitivnih inva-
rijanata Px(p) i elemenata iz a C C(a). Dodatnim proucavanjem p-dekompozicije i posebno
ponaSanja primitivnih invarijanata u odnosu na kontrakcije mogla bi se dokazati navedena slut-
nja.

U slucaju kada Spin,y nije primarna reprezentacija struktura je sloZenija pa se nema smisla
nadati analognim rezultatima. Jedan od razloga je Sto Harish-Chandrino preslikavanje nije je-
dinstveno, to¢nije ima ih [W!| razli¢itih. Ipak, u tom slu¢aju je moguée promatrati neke druga-
¢ije dekompozicije.

Jedan mogudi nastavak istrazivanja, jednom kada se provjere ranije navedene slutnje, je
provjera Kostantove slutnje o Cliffordovoj algebri u relativnom slucaju. Za dokaz slutnje u ap-
solutnom slucaju zasluzni su Alekseev i Moreau u [AM] i Joseph u [Jos]. Slutnja kaze da se
dvije naizgled razlicite filtracije na Cartanovoj podalgebri b poklapaju. Prva filtracija potjece
od Harish-Chandrinog izomorfizma he : C(g)® — C(h), odnosno slike primitivnih invarijanata,
a druga od identifikacije h=h*"i adjungiranog djelovanja glavne sl-trojke. Ovdje b ozna-
cava Cartanovu podalgebru od §, koja odgovara dualnom sistemu korijena. Ideja je definirati

analogne filtracije na a i provjeriti jesu li jednake.
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