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Uvod

Veliki broj klinic¢kih istraZivanja ukljucuje pracenje vremena proteklog do pojave nekog
dogadaja od interesa kao Sto je ozdravljenje, smrt, manifestacija bolesti, reakcija na lijek i
slicno. BiljeZeno vrijeme predstavlja vrlo bitnu komponentu daljnje statisticke analize koja
se provodi u svrhu dobivanja vrijednih informacija iz prikupljenih podataka, kako bi se u
konacnici povecala efikasnost lijeCenja pacijenata. U ovom radu opisat ¢e se neki od alata
1 statistickih modela koji se koriste prilikom analize vremena proteklog do nekog trenutka,
a koje generalno nazivamo analizom doZivljenja.

Polazeci od Cinjenice da se analiza doZivljenja inicijalno primjenjivala za analizu po-
dataka iz podruc¢ja medicine, dogadaj od interesa najcesce je predstavljao smrt osobe. Pri-
tom se na temelju prikupljenih podataka nastojalo procijeniti vrijeme do kojeg ¢e pacijent
zivjeti. To je motiviralo uvodenje pojma funkcije dozZivljenja koja daje vjerojatnost da
osoba odredenih karakteristika ne doZivi smrt do nekog trenutka.

Osim na podrucje medicine, analiza dozivljenja je zbog prakti¢nosti i velike informa-
tivne vrijednosti proSirila svoj raspon na podrucje bankarstva, aktuarstva, strojarstva te
velikog broja inZenjerskih podrucja. No, pritom se pojam krivulje doZivljenja zadrzao neo-
visno o dogadaju koji se promatra. Stoga, nju opCenito smatramo krivuljom koja nam daje
informaciju o vjerojatnosti da se dogadaj od interesa ne dogodi do nekog trenutka, a kao
takva predstavlja jedan od osnovnih alata analize doZivljenja.

Podaci koji sadrze informaciju o vremenu do pojave nekog dogadaja pogodni su za
analizu i putem funkcije hazarda koja nam daje informaciju o riziku realizacije dogadaja.
Stoga je cilj statisticke obrade takvih podataka upravo procjena navedenih funkcija na te-
melju opazenog uzorka. Opcenito postoje razne metode njihove procjene, a neke od njih
navest ¢emo u ovom radu. Najprije ¢emo predstaviti njihovu procjenu koja ukljucuje in-
formaciju o vremenu do pojave dogadaja od interesa, a zatim ¢emo opisati procjenu koja
dodatno ukljucuje 1 informaciju o riziku pojave tog dogadaja. Osim njihove procjene, jedan
od ciljeva je dati mjeru utjecaja pojedinih varijabli na funkciju dozivljenja. No, navedeni
ciljevi zahtjevaju postavljanje nekog matematickog modela.

Za matematicko modeliranje problema u kontekstu analize doZivljenja Cesto su prik-
ladni modeli proporcionalnog hazarda. Proporcionalnost hazarda opéenito predstavlja si-
tuaciju u kojoj se utjecaj odredenih varijabli na funkciju rizika ne mijenja kroz vrijeme.



U toj klasi modela isti¢e se Coxov model proporcionalnih hazarda koji je glavna tema
ovog rada. Motivacija za njegovu konstrukciju bilo je utvrdivanje razlika u prezivljavanju
po razli¢itim grupama pacijenata uz koriStenje prognostickih faktora koje u matematickim
terminima nazivamo kovarijatama ili prediktivnim varijablama. Prema tome, u slucaju
provodenja klinicke studije, od velike je koristi prikupiti Sto viSe informacija o pacijentima
koje se potencijalno mogu modelirati putem kovarijata, kako bi se dala mjera njihovog
utjecaja na vjerojatnost doZivljenja. lako se pomocu Coxovog modela moZe procijeniti
vjerojatnost doZivljenja, njegova vrijednost leZi u Cinjenici $to daje procjenu omjera rizika
bez poznavanja cijelog oblika modela. To ga oc¢igledno ¢ini vrlo primjenjivim u praksi, a
buduci da se najcesce koristi samo za procjenu omjera rizika, naziva se i modelom relativ-
nog rizika.

U ovom radu najprije Ce biti opisana teorijska pozadina analize doZivljenja kako bi
se definirali osnovni pojmovi potrebni za razumijevanje Coxovog modela. Zatim Ce se
dati detaljan prikaz konstrukcije i svojstava Coxovog modela, a pratit ¢e ga metode pro-
vjere njegovih pretpostavki. Na samom kraju razmotrit ¢e se slucaj u kojem je glavna
pretpostavka Coxovog modela naruSena, Sto ¢e dati poticaj za opis proSirenog Coxovog
modela. Navedena teorijska pozadina bit e ilustrirana primjenom na stvarnim podacima
o lijecenju, prilikom Cega Ce rezultati biti dobiveni uz koriStenje programskog paketa R.
Pripadni programski kod naveden je kao dodatak na kraju rada.



Poglavlje 1

Analiza dozivljenja

Analiza dozivljenja predstavlja skup statistickih procedura za analizu podataka kod ko-
jih je u srediStu interesa vrijeme do pojave nekog dogadaja. U tu svrhu definira se vri-
jeme proteklo do pojave dogadaja od interesa kao slu€ajna varijabla 7' koju nazivamo vri-
jeme dozivljenja. Pritom pod pojmom “dogadaj” podrazumijevamo smrt, pojavu bolesti,
ozdravljenje ili bilo koji dogadaj od interesa koji se moZze dogoditi pojedincu. Realiza-
ciju varijable T oznaCavamo s t, a kako se radi o vremenu, 7 moZe poprimiti vrijednosti
iz skupa R,. Osim biljeZenja vrijednosti varijable 7', prilikom provodenja klini¢ke stu-
dije uobicajeno je odrediti interval u kojem ih biljeZimo. Bududéi da je odabrani interval
¢esto ogranicen, nerijetko se dogadaj od interesa ne dogodi u promatranom intervalu. Po-
sljedi¢no, to¢na informacija o vremenu doZivljenja nam je nepoznata. No, usprkos tome,
ipak nam je dostupan podatak da se dogadaj nije dogodio u promatranom intervalu. Za
takav podatak o vremenu doZivljenja kaZzemo da je cenzuriran. Cenzurirane podatke
takoder Zelimo ukljuciti prilikom procjene funkcije doZivljenja, zbog Cega je, osim vre-
mena doZivljenja, poZeljno biljeZiti informaciju o tome je li se dogadaj od interesa dogodio
ili je cenzuriran. To nas potice na definiranje dihotomne slucajne varijable d na sljedeci
nacin:

g 1, ako se zbio dogadaj
10, inace (dogadaj je cenzuriran).

Motivacija za koncipiranje analize doZivljenja leZi u Cinjenici Sto podaci o vremenu
dozivljenja nisu pogodni za analizu putem klasi¢nih statistickih procedura. Naime, vrijeme
dozivljenja T tipicno ne prati simetri¢nu distribuciju, zbog ¢ega nije razumno pretpostav-
ljati da ono prati normalnu distribuciju. Ta ¢injenica onemogucava nam koriStenje mnogih
statistiCih alata koji su namijenjeni upravo za normalno distribuirane podatke. Kada bi-
smo prikazali podatke o vremenu doZivljenja histogramom u svrhu nasluéivanja njegove
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distribucije, u praksi bismo dobili asimetri¢nu raspodjelu podataka. Kao primjer!, na slici
1.1 prikazan je histogram vremena doZivljenja koji nam sugerira asimetri¢nost distribucije
varijable T'.
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Slika 1.1: Primjer distribucije vremena doZivljenja T’

Osim toga, klasicna statistiCka analiza podataka ukljucuje deskriptivnu analizu u svrhu
odredivanja mjere centralne tendencije. Pritom se u kontekstu analize doZivljenja prirodno
namece prosjeCno vrijeme doZivljenja. Medutim, prilikom njegovog racunanja, upravo
¢e nam cenzurirani podaci procjenu Ciniti loSom. Naime, ukoliko je podatak o vremenu
dozivljenja cenzuriran, to znaci da se dogadaj zbio u nekom trenutku nakon zabiljezenog
vremena t. Stoga, kada bismo racunali prosjek zabiljezenih vremena doZivljenja ukljucivsi
1 cenzurirane podatke, dobili bismo vrijednost koja je manja od stvarnog prosjeka vremena
doZzivljenja. Prema tome, prosje¢no vrijeme zabiljezenih vremena doZivljenja ne¢e nam
dati pouzdane zakljucke. Zato definiramo funkciju dozivljenja S : R, — [0, 1] koja pred-
stavlja jedan od elementarnih pojmova analize doZivljenja. Ako je F funkcija distribucije

"Histogram prikazuje podatke o vremenu doZivljenja iz tablice 2.2



POGLAVLIJE 1. ANALIZA DOZIVLIENJA 5

varijable T, funkciju doZivljenja definiramo sa
St =P(T >1)=1-F(@). (1.1)

Dakle, ona predstavlja vjerojatnost da se dogadaj od interesa nije dogodio do vremena t.
Teoretski, funkcija S poprima beskona¢no mnogo vrijednosti u intervalu [0, 1], no u praksi
poprima konacan broj vrijednosti zbog Cega je stepenasta funkcija. Funkcija doZivljenja
koristan je alat ukoliko nam je u srediStu interesa vrijeme u kojem se dogadaj od interesa
nije dogodio. S druge strane, ukoliko Zelimo dobiti informaciju o vremenu kada se dogadaj
dogodio, promatramo funkciju hazarda koja nam daje informaciju o riziku ili hazardu re-
alizacije dogadaja od interesa. Funkcija hazarda definira se sa

Pe<T<t+A|T >1)
At '

h(t) := BLI% (1.2)

Prirodno se postavlja pitanje odnosa izmedu funkcije doZivljenja i funkcije hazarda. Po-
kazat ¢emo da postoji jasna veza izmedu njih. Prema formuli uvjetne vjerojatnosti 2, zbog
neprekidnosti varijable 7" i (1.1) vrijedi

P@<T<t+Ar) F@+A)-F(@)
P(T > 1) B S (1)

Pt<T <t+AfT >1) =

Tada formulu za funkciju hazarda (1.2) moZemo zapisati u obliku

. F+At)-F @) 1
h(t) =1 . . 1.
@ ALmo( At ) S@) (13)
Nadalje, primijetimo da vrijedi
d L F@+An)-F (@)
a = i%i‘%( At )
pa odavde uz (1.3) slijedi
d 1 4(1-50) d
ht)=—=F@®]- = =—-—(nS(®). 1.4
(1) (dt ()) 0 SO dt(n (1) (1.4)
Iz (1.4) lako slijedi da za funkciju S vrijedi
t
S(r) =exp (—f h(u)du). (1.5)
0

’P (AIB) = “45>
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Dakle, jednadzbama (1.4) 1 (1.5) dana je veza izmedu funkcije hazarda i funkcije doZivljenja.

Jedan od ciljeva analize doZivljenja je procjena funkcije S u svrhu usporedbe vjerojat-
nosti doZivljenja po grupama subjekata sa zajedni¢kim svojstvima. Vrlo poznata metoda
njene procjene je Kaplan-Meierova metoda koju ¢emo opisati u nastavku.

Pretpostavimo da smo zabiljezili ukupno n realizacija vremena doZivljenja 7', od kojih
imamo / razlic¢itih. Oznacimo ih sa #;,...,#; 1 bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da
vrijedit; <t, <...<t.Zak e {l,...,1} ozna¢imo sa n; broj osoba za koje se potencijalno
moZze zbiti dogadaj od interesa u trenutku #,. Takve osobe u kontekstu analize doZivljenja
nazivamo rizi¢nim osobama. Nadalje, ozna¢imo sa my broj osoba za koje se zbio dogadaj
u trenutku #;, te sa

g e {1, ako se dogadaj zbio u #;
k=

0, ako je dogadaj cenzuriran u #.

Prema definiciji funkcije doZivljenja imamo:
St) =P(T > 1) =P{T >y} N {T > 1})
pa koriStenjem formule uvjetne vjerojatnosti, imamo
SWH)=PT >t | T>2t)P(T >1,). (1.6)
Buduci da se u 7, 1 #; zbio dogadaj od interesa, vrijedi
Pltoi<T <) =0
pa je zato
P(T>2t) =Pt <T <tpy) +P(T > 1t,) =P(T > t;_1) = S (tr-1). (1.7)
Sadaiz (1.6) 1 (1.7) slijedi
St) =St )P(T >4 | T > 15). (1.8)
Nadalje, vjerojatnost P(T > #, | T > t;) procjenjuje se sa izrazom

ng — My - dy
ng

pa je zbog (1.8) procjena od S dana sa

(1.9)

S0 = Stty) (w)

Ng
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pri cemu je §(t0) = 1. Procjenu S danu u (1.9) nazivamo Kaplan-Meierovom procjenom
funkcije dozivljenja S. Uocimo da u slucaju cenzuriranog podatka u trenutku #, vrijedi
my - diy =0 paje _ _

S(t) = S (tr-1),

Sto znaci da Ce u trenutku #;, procjena funkcije doZivljenja ostati ista kao 1 u prethodnom
trenutku #;_;. Koriste¢i formulu (1.9) moZemo poblize predociti ideju metode na kracem
primjeru. Pretpostavimo da smo zabiljeZili vremena dozZivljenja 74, ...,#s za koje vrijedi
0<t <t <...<ts. Neka sudobiveni podaci prikazani u tablici 1.1, na temelju kojih
Zelimo procijeniti funkciju doZivljenja S (¢) te ju zatim graficki prikazati.

Vrijeme dozivljenja T | d; | my N
h 1 1 n =7
1) 1 3 \m=n-m=T7-1=6
13 1 1 n=n,—-m=6-3=3
17 0 1 ng=n3—mz=3-1=2
15 1 1 ns=ng—my=2-1=1

Tablica 1.1: Tablica podataka

Prema formuli (1.9) raCunamo:

~ 7-1-1 6
Sit)=1- 5 :7
E(rz):§(r1)-6_63'1:g.%:%
San=Sw- 25 t=22=2
S =509 250 =Sy =2
S(ts) = S(ty) - 1_11 1oy

Sada ¢emo pomocu programskog paketa R dati graficki prikaz procijenjene funkcije doZiv-
ljenja, pri ¢emu ¢emo kao ulaznu tablicu podataka koristiti tablicu 1.1. Dobiveni rezultat
prikazan je na slici 1.2, na kojoj moZemo vidjeti da se procijenjene vrijednosti funkcije
dozivljenja podudaraju s prethodno izracunatim vrijednostima S(t),....S(s).

Funkcije doZivljenja koristan su alat za usporedbu vjerojatnosti doZivljenja po gru-
pama subjekata. Naime, ukoliko za svaku grupu odredimo pripadnu funkciju dozivljenja,
u moguénosti smo dati grubi zakljucak o postojanju razlike u vremenu doZivljenja izmedu
njih. Za testiranje statisticki znacajne razlike izmedu dvije funkcije doZivljenja prikladan



POGLAVLIJE 1. ANALIZA DOZIVLIENJA 8

~| @

Procjena funkcije dozivljenja

I I I I I I
0 ty t ty ty te

Vrijeme

Slika 1.2: Kaplan-Meierova procjena funkcije dozivljenja S(t)

je test log-rangova sa nultom hipotezom
H, : funkcije dozivljenja S| 1 S, su jednake.

Pripadna testna statistika konstruirana je na sljedeci nacin. Pretpostavimo da smo zabi-
ljezili realizacije t,,...,t, sluCajne varijable T, od kojih je [/ razliitih. Bez smanjenja
opéenitosti moZemo pretpostaviti da su to vremena 4, . . ., #;. Zelimo usporediti dvije funk-
cije doZivljenja: jednu za grupu 1, a drugu za grupu 2. Stoga za t € {¢t,..., 1} oznaimo
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sa

ny, := broj rizi¢nih osoba u grupi 1 neposredno prije trenutka ¢
za koje se moze zbiti dogadaj u trenutku ¢,

n,, = broj rizi¢nih osoba u grupi 2 neposredno prije trenutka ¢
za koje se mozZe zbiti dogadaj u trenutku z,

my, := broj osoba u grupi 1 za koje se zbio dogadaj u trenutku ¢,

my, := broj osoba u grupi 2 za koje se zbio dogadaj u trenutku .

Ako vrijedi nulta hipoteza, tada je oCekivani broj osoba iz grupe 1 za koje se zbio dogadaj
u trenutku ¢ jednak

Pritom
my, +my,

nys+ny,
predstavlja vjerojatnost da se zbio dogadaj u trenutku ¢. Sli¢no, ocCekivani broj osoba iz
grupe 2 za koje se zbio dogadaj u trenutku ¢ dan je sa

My,
€= "Ny;.
ny,+ny,

Sada stavimo
i

O,-E = Z (myy, —e1y,)

i=1

I
0, -k, := Z (may, — eay,)
p

i definiramo > testnu statistiku ,
(0, - Ey)

Var (02 - Ez), (110)

gdje je
ny Moy (ml,tf + m2,t,‘) (nl,ti + o, — My, — mZ,ti)

(l’l1,z,- + l’lz,t,-)2 (nl,t; + Ny — 1)

3primijetimo da vrijedi O — E; = —(0, — E»)

[
Var (0, — E,) = Z
=1
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Statistiku (1.10) nazivamo statistikom log-rangova, a pokazuje se da za nju asimptotski
vrijedi
(0, - E>)° Ho
Var (02 - Ez)
S obzirom na ishod ove testne statistike odreduje se pripadna p-vrijednost, a na temelju
koje dajemo zakljucak o odbacivanju hipoteze testa log-rangova.

Primijetimo da su nam za Kaplan-Meierovu procjenu funkcije dozivljenja bili potrebni
samo podaci o trenutku dogadaja te informacija o tome je li se dogadaj zbio ili je cenzuri-
ran. Medutim, u klini¢kim studijama Ceste su situacije u kojima imamo moguénost prikup-
ljanja dodatnih informacija koje potencijalno utjecu na vjerojatnost dozivljenja subjekata.
Kako bismo ukljucili i takve informacije, potreban nam je model koji ¢e ih obuhvacati te
nam dati mogucnost procjene funkcije doZzivljenja i ostalih veli¢ina koje pritom prirodno
slijede iz konstrukcije modela. Navedene zahtjeve obuhva¢a Coxov model, pomocu kojeg
¢emo mo¢i kvantificirati utjecaj pojedinih varijabli na vjerojatnost doZivljenja.

X ().



Poglavlje 2

Coxov model

2.1 Osnovna formula

Kako bismo analizirali podatke o dozivljenju, jedan od mogucih pristupa je prilagodba
nekog od parametarskih statistickih modela. Opcenito, parametarski model je familija dis-
tribucija odredena konacnim brojem parametara, a neke od uobicajenih distribucija u tak-
vom modelu su Weibullova distribucija, eksponencijalna distribucija kao poseban slucaj
Weibullove, log-normalna te generalizirana gama distribucija. Jedna od karakteristika pa-
rametarskih modela u analizi doZivljenja je ta da vrijeme doZivljenja prati distribuciju koja
nam je poznata. Medutim, u praksi je Cesto bilo vrlo teSko odrediti tu distribuciju, a pos-
ljedi¢no i funkciju hazarda, zbog Cega je prirodno bilo i¢i u smjeru konstrukcije modela koji
nece imati nikakve pretpostavke na distribuciju vremena doZzivljenja. U tu svrhu, D. Cox
je 1972. godine predstavio model koji ne podrazumijeva poznavanje distribucije vremena
doZivljenja, poznat pod nazivom Coxov regresijski model. Sama konstrukcija modela te-
melji se na pretpostavci da je omjer funkcija hazarda izmedu dva subjekta (ili dvije grupe)
u fiksnom trenutku ¢ konstantan, ili ekvivalentno, da je funkcija hazarda jedne osobe pro-
porcionalna funkciji hazarda druge osobe za fiksni trenutak . Kako bi se naglasila vaznost
navedene pretpostavke u samoj konstrukciji modela, Coxov model Eesto se naziva i Coxov
model proporcionalnih hazarda. Pomocu ove pretpostavke, u ovom ¢emo poglavlju dati
opis strukture Coxovog modela, pocevsi od definicije klasicnog modela proporcionalnog
hazarda.

Stoga pretpostavimo da imamo podatke o n osoba koje su rasporedene u dvije grupe.
Nadalje, neka grupa 1 predstavlja ljude koji nisu lijeceni, a grupa 2 ljude koji su lijeCeni.
Oznacimo sa hy funkciju hazarda osoba iz grupe 1, a sa h; funkciju hazarda i-te osobe
iz grupe 2. Zanima nas je li se funkcija hazarda osobe iz grupe 2 promijenila relativno
na funkciju hazarda osobe iz grupe 1. Drugim rijeCima, zanima nas je li primjena lijjeka
utjecala na vjerojatnost doZzivljenja. Polazeci od pretpostavke da je omjer funkcija hazarda

11
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izmedu grupa proporcionalan, model proporcionalnog hazarda moZemo pisati u obliku

hi(n) _

ho(1)
pri ¢emu je 4 € R. Omjer u formuli (2.1) nazivamo relativhim hazardom ili, ceSce,
omjerom rizika (engl. Hazard Ratio). Prema tome, u srediStu interesa nam je odrediti
upravo oblik skalara A. Zato, neka je X indikatorska varijabla definirana sa

A, Ve, (2.1)

¥ = 1, ako je osoba lijeCena (pripada grupi 2)
10, ako osoba nije lijeCena (pripada grupi 1).

Sa x; oznacimo vrijednost varijable X za osobu i € {1,...,n}. Budu¢i da je prirodan zahtjev
da je relativni hazard A nenegativan, razumno je staviti 4 = exp(8 - x;), za neki 5 € R. Tada
se omjer rizika (2.1) moZe zapisati u obliku

hi(t) .
o) exp(B - x;),

odnosno, funkcija hazarda za osobu i moZe se napisati u obliku

hi(t) = ho(t) - exp(B - x;). (2.2)

Prema tome, ako osoba i nije tretirana lijekom, tada je pripadna funkcija hazarda jednaka
hy. S druge strane, za osobu tretiranu lijekom, funkcija hazarda je oblika (2.2). Ovim
pristupom, exp(B) dat ¢e nam informaciju o tome koliko je puta hazard osobe tretirane
lijekom veci ili manji u odnosu na osobu koja nije tretirana lijekom. Taj omjer zapravo
kvantificira efikasnost lijeka.

Navedena ideja proSiruje se na slucaj kada funkcija hazarda h; ovisi o vrijednostima
Xi,...,X, nezavisnih varijabli X, ..., X, pricemusu X;, j = 1,..., p varijable bilo kakvog
tipa. OznaCimo sa X; = (xy;,...,X,) vrijednosti kovarijata i-te osobe te sa hy funkciju
hazarda osobe Cije su sve kovarijate jednake nuli. Tada, zbog pretpostavke proporcionalnog
hazarda dvije osobe, funkciju hazarda i-te osobe moZemo pisati u obliku

hi(t) = ho(1) - A(X;).

Funkcija A(x;) moZe se interpretirati kao hazard u vremenu ¢ za osobu ¢ije su kovarijate
jednake x;, relativno na hazard osobe Cije su sve kovarijate jednake nuli. Sada ostaje pitanje
kojeg je oblika funkcija A(x;). Kao i ranije, prirodno ju je pisati u obliku

A(xi) = exp(S ),
pri Cemu je
Si=B1-X1i+P2-Xoit ...+ By Xpi
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linearna kombinacija kovarijata koju nazivamo linearnom komponentom modela ili skor
rizika za i-tu osobu. Na ovaj na¢in dobivamo generalnu formulu Coxovog modela propor-
cionalnih hazarda koja je oblika

p
h(,X) = ho(1) - exp (Z,Bi . Xi), (2.3)
i=1

gdje je X = (X, ..., X,) vektor kovarijata. Nadalje, kako bismo ga prikazali u terminima
linearnog modela, Cesto ga reprezentiramo sa

h(t)
(ho(t)) Zﬁ, ;
Dakle, formula (2.3) daje nam izraz za hazard u trenutku 7 koji pripada osobi s danim
kovarijatama X. Ona nam govori da je funkcija hazarda jednaka produktu dvije velicine.
Prva veliCina je funkcija hy(#) koju nazivamo funkcija osnovnog hazarda (engl. Base-

line Hazard Function). Dodijeljen joj je takav naziv jer uvrStavanjem kovarijata (X3, ..., X)) =
(0, ...,0) u formulu (2.3) dobivamo

h(t, X) = hy(1).

U tom slucaju, u modelu nije prisutna niti jedna kovarijata pa je Coxov model reduciran
na funkciju osnovnog hazarda. Prema tome, /, se moZe smatrati po¢etnim hazardom neke
osobe, prije nego $to smo u obzir uzeli poznate dodatne informacije sadrZzane u pripadnim
kovarijatama X.

Druga veliCina je exp (Zp Bi: ) koja ovisi o kovarijatama X, . .., X,. Njih joS nazi-
vamo i prediktivnim varijablama jer pomocu njih Zelimo procijeniti i predvidjeti ponaSanje
funkcije hazarda za osobu sa upravo tim kovarijatama. Ovaj dio formule osigurava da
funkcija hazarda bude nenegativna, odnosno da vrijedi 0 < h(f) < oco. Budu¢i da vari-
jable Xi, ..., X, ne mijenjaju svoje vrijednosti tijekom vremena, nazivamo ih vremenski
nezavisnim kovarijatama. Posljedi¢no, exp (Zip:l Bi X,-) ne ovisi o vremenu f.

Dakle, specifi¢nost formule (2.3) je upravo u tome Sto funkcija Ay ovisi samo o vremenu
t, a ne i o kovarijatama Xj,...,X,, dok s druge strane drugi dio formule ovisi samo o
kovarijatama, ali ne i o vremenu ¢.

Velika vrijednost Coxovog modela sastoji se u tome Sto poznavanje funkcije osnov-
nog hazarda ne mora biti nuzno kako bismo dobili bitne informacije o samim podacima.
Preciznije, bez odredivanja funkcionalne forme funkcije 4, moZemo procijeniti omjere ri-
zika. Dakle, oblik osnovne funkcije hazarda /() openito ne mora biti poznat, $to ga ¢ini
vrlo primjenjivim u praksi. Prema tome, od interesa nam je procijeniti samo koeficijente
B, ..., B, koji nam daju mjeru utjecaja kovarijata X, ..., X, na logaritam omjera rizika. S
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obzirom da funkcionalna forma Coxovog modela opéenito nije u cjelini poznata, za Coxov
model kaZzemo da je semiparametarski model.

Nadalje, pokazalo se da, iako nam osnovni hazard h nije poznat, Coxov model daje
vrlo dobre procjene regresijskih koeficijenata, omjera hazarda od interesa i prilagodene
krivulje dozivljenja za razliite varijacije setova podataka koji su nam dostupni.

Prirodno pitanje koje se postavlja je ima li Coxov model prednosti u odnosu na druge
modele. Odgovor je potvrdan ukoliko usporedujemo Coxov model sa modelom logisticke
regresije, u slu¢aju kada nam je uz same podatke poznata i informacija o vremenu doZivlje-
nja. Naime, u tom sluc¢aju Coxov model ima prednost jer uzima u obzir vrijeme doZivljenja
1 cenzuriranje podataka, dok logisticka regresija ukljucuje samo vremena doZzivljenja, ali
ne 1 cenzuriranje. Osim toga, pokazalo se da ukoliko je pravi model neki od poznatijih
parametarskih modela (primjerice, Weibullov model), da ¢e Coxov model dati vrlo slicne
procjene kao i pravi model. Iako opéenito postoje statistic¢ki testovi kojima se moze testirati
prate li podaci neki konkretan parametarski model, ukoliko nismo sigurni o kojem modelu
se radi, preporucljivo je koristiti Coxov model kako bismo izbjegli potencijalno pogreSnu
pretpostavku o obliku funkcije osnovnog hazarda.

2.2 Procjena parametara i funkcija vjerodostojnosti

Polazeéi od Cinjenice da je Coxov model semiparametarski model, dovoljno je procije-
niti parametre i, . . ., 8, kako bismo dobili procjenu funkcije doZivljenja i omjera hazarda.
Jedna od najpoznatijih metoda u statistici za procjenu regresijskih parametara je metoda
najvece vjerodostojnosti (engl. Maximum Likelihood Method) jer ona rezultira procje-
niteljima koji imaju dobra asimptotska svojstva, a $to je prigodno za studije u kojima
su dostupni veéi uzorci. Opcenito, u jednodimenzionalnom slucaju, za opazeni uzorak
t = (#1,...,1,) sluCajne varijable T Cija je gustoéa f(x|0), vjerodostojnost parametra 6 je
funkcija L : ® — R definirana sa

L(O) = ]_[ £(t16).
i=1

Prema tome, u nasem viSedimenzionalnom slucaju imamo 6 = (8, ..., 8,), a sama metoda
sastoji se u traZenju parametara (8, ..., [,) koji maksimiziraju funkciju vjerodostojnosti.
Drugim rijeCima, traZimo parametre i, ..., 3, za koje vrijedi

LB, ....B)It) = ,nax LBy, ....B)IE).

,,,,, Bp)e®

Dakle, funkcija vjerodostojnosti daje vjerojatnost da se dogodi realizacija opaZenog uzorka.
Medutim, bitno je uociti da odredivanje funkcije vjerodostojnosti zahtijeva poznavanje
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distribucije zavisne varijable (u naSem slucaju to je sluCajna varijabla T'), Sto se kosi sa
¢injenicom da Coxov model ne pretpostavlja poznavanje distribucije te varijable. 1z tog
razloga, ovakav pristup odredivanja funkcije vjerodostojnosti nije u potpunosti dobar pa
je funkcija vjerodostojnosti u Coxovom modelu konstruirana na drugaciji nacin. Naime,
umjesto poznavanja distribucije zavisne varijable, Coxova funkcija vjerodostojnosti bazira
se na opazenom poretku dogadaja od interesa. Dakle, klju¢na ideja je iskoristiti infor-
maciju o tome da znamo kojim se tocno redoslijedom dogadao dogadaj od interesa, pri
¢emu se pretpostavlja da u intervalima izmedu dva vremena dogadaja nemamo nikakvu
dodatnu informaciju o utjecaju kovarijata na vrijeme doZivljenja jer je u pripadnom inter-
valu funkcija hy jednaka nuli. To znaci da taj interval ne daje nikakvu dodatnu informaciju
0 parametrima 31, . .., [,. Samu ideju prezentirat ¢emo na jednostavnijem primjeru. Neka
je dan Coxov model

h(t) = ho(t) - exp(B’ - X), (2.4)

pri cemu je ' = (B1,....B,) 1 X = (Xi,...,X,)". Pretpostavimo da promatramo n osoba i
da imamo informacije o njima prikazane u tablici 2.1.

Osoba | Vrijeme | d | X
osoba, t 1] x'
osoba, 1 x?
osobay_, Tr—1 1| x!
osobay, t 0] xf
050ba, st 1| xk+!
osoba,, t, 1| x"

Tablica 2.1: Tablica podataka

Pritom varijabla Vrijeme predstavlja vrijeme kada se dogadaj od interesa dogodio (dakle,
realizaciju slucajne varijable T'), varijabla d biljezi je li se dogadaj dogodio ili je cenzuriran
u pripadnom trenutku, a varijabla X predstavlja poznate informacije o osobi (dakle, vektor
kovarijata). Uz to, radi jednostavnijeg opisa ideje, mozemo pretpostaviti da su vremena
dogadaja t4,...,t, poredana uzlazno i da je za osobu; vrijeme doZivljenja cenzurirano,
odnosno da nam nije poznat podatak u kojem trenutku nakon 7, se dogodio dogadaj od
interesa, dok ostali podaci nisu cenzurirani. Coxova funkcija vjerodostojnosti dat ¢e nam
vjerojatnost da se dogadaj od interesa dogodio upravo ovim redoslijedom osoba.

Odredimo sada vjerojatnost da se dogadaj dogodio najprije za osobu;. Definirajmo
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L, := P (dogadaj se dogodio za osobu, u trenutku #,| dogadaj se dogodio u trenutku ;) ,
pa koriStenjem formule uvjetne vjerojatnosti dobivamo

_ P(dogadaj se dogodio za osobu, u trenutku #,)

Li= P(dogadaj se dogodio u trenutku #;) 2.5)
Budu¢i da su dogadaji
{dogadaj se dogodio u trenutku #; za osobu i}, zai =1,...,n
medusobno disjunktni, nazivnik u formuli (2.5) jednak je
Z PP (dogadaj se dogodio za osobu, u trenutku 7,), (2.6)

reR

pri ¢emu je R skup indeksa rizi¢nih osoba u trenutku procjene ¢;, odnosno osoba za koje se

mogao dogoditi dogadaj u trenutku #;. Primjerice, kod raCunanja vjerojatnosti L, skup R

sadrzi indekse svih n osoba jer su sve izloZene riziku od dogadaja, odnosno vrijedi |R| = n.
Dakle, iz (2.5) 1 (2.6) imamo

P (dogadaj se dogodio za osobu; u trenutku f;)

(2.7)

1= > x P (dogadaj se dogodio za osobu, u trenutku ;)

Zamijenimo li trenutak #; u formuli (2.7) sa intervalom [#, #; + At;] te podijelimo dobiveno
Af

sa 3t dobivamo

P (dogadaj se dogodio za osobu; u intervalu [z, t; + Afy]) /At

Ly = , 2.8
! > rer P (dogadaj se dogodio za osobu, u intervalu(t, t; + At]) /At 2:8)
pa pusStanjem limesa At; — 0 u (2.8), iz definicije funkcije hazarda dobivamo
h
lim L, = <100
An—0 ZreR hr(tl)
Prema tome, vjerojatnost L; = L;(B) je dana sa
hektrT - exp(B - x1) exp(B - x')
Li(B) = 1) - exp( _ P (2.9)

Srerbottry - exp(B X)) Y,cxexp(B - x)’

Uocimo da se u (2.9) viSe ne javlja Clan hy(t)), Sto je posljedica pretpostavke Coxovog
modela da je osnovni hazard hy(t;) za sve osobe jednak. Ovdje, dakle, vidimo vaznost
navedene pretpostavke proporcionalnog hazarda jer nam ona omogucava procjenu funkcije
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vjerodostojnosti bez poznavanja osnovne funkcije hazarda. Na analogan na¢in bismo dobili
da je vjerojatnost da se za osobu, dogadaj dogodio drugi po redu jednaka

exp(B - X°)

2rer€xp(B - x)’
pri ¢emu je sada broj rizi¢nih osoba jednak |R| = n—1 jer se za osobu; dogadaj ve¢ dogodio
pa viSe nije u skupu rizi¢nih osoba. Postupak nastavljamo dalje dok ne dodemo do osobey.
Naime, buduc¢i da imamo cenzurirani podatak, nije ispravno procjenjivati vjerojatnost da je
osoba, dozivjela dogadaj k-ta po redu, jer ne znamo tocno vrijeme kada se dogadaj dogodio
za tu osobu. Jedina informacija koju imamo jest da se dogadaj nije dogodio za osobu; do
trenutka #,. Nakon toga ocito je da podaci za osobuy, vise nisu biljeZeni, Sto znaci da ¢e kod
procjene vjerojatnosti za osobuy.; broj rizicnih osoba biti za jedan manji, odnosno vrijedit
¢e |R| = n — k. Postupak nastavljamo sve do osobe,, pri ¢emu vjerojatnosti procjenjujemo
samo za one osobe sa necenzuriranim podacima.

Prema tome, vjerojatnost da se dogadaj dogodio redoslijedom iz tablice 2.1 dana je

formulom S , .
wp=[]ue =[5 KPP X) (2.10)
i=1 i=1 €

L,(p) :=

Gy EXP(B - X) ’

pri cemu je J ukupan broj osoba za koje se dogodio dogadaj, dok smo sa R(#;) oznacili
skup indeksa preostalih rizicnih osoba neposredno do trenutka #;. Formula (2.10) predstav-
lja funkciju vjerodostojnosti Coxovog modela (2.3). Dakle, Coxova funkcija vjerodostoj-
nosti podrazumijeva vjerojatnosti samo za one subjekte za koje se dogadaj dogodio te ne
ukljucuje vjerojatnosti za cenzurirane subjekte. Zbog toga formulu (2.10) nazivamo jos i
parcijalnom funkcijom vjerodostojnosti.

Preostaje maksimizirati funkciju vjerodostojnosti (2.10), Sto je ekvivalentno maksimi-
zaciji funkcije log-vjerodostojnosti

J
InL(B) = Z [ln (exp(ﬂ’ . Xi)) - ln[ Z exp(B’ - X’)]] .
i=1 reR(t;)
Procjenitelje (,Eb . ,Ep) maksimalne vjerodostojnosti parametara (3i,...,,) dobivamo

kao rjeSenje sustava jednadzbi

0ln L(B)
———=0,zaj=1,...,p. (2.11)
IB;
JednadZbe u sustavu (2.11) jo$ nazivamo i jednadzbama skora. Vrijednosti (,El, . ,Ep)

dobivamo Newton-Raphsonovom metodom koja je implementirana u gotovo svakom pro-
gramskom paketu namijenjenom statistickoj analizi podataka.
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Prema tome, procijenjenu funkciju hazarda piSemo u obliku

p
h(t,X) = ho(t) - exp (Z Bi - X,») . (2.12)
i=1
Za dobivene procjene E,i = 1,..., p, granice aproksimativnog intervala pouzdanosti
100 - (1 — @)% jednake su
Bi =25 - \[Var(B), (2.13)

pri ¢emu je ,/\7&1?(/\,) =: 55 standardna greska procjene ,73’;, a zgz predstavlja (1 — 3)-
kvantil standardne normalne distribucije. NajceSce nas zanima 95% pouzdani interval,
pa prema tome vrijedi ze = zp975 = 1.96. Kod ispisa procedura u programskom jeziku,
osim procjene parametra f3;, ispisana je i standardna greska sz pripadne procjene. Pomocu
nje moZzemo lako formulom (2.13) odrediti i aproksimativni interval pouzdanosti 100 -
(1 = @)%. Ukoliko odredeni interval ne sadrZi vrijednost 0, tada zakljuCujemo da pripadni
procijenjeni parametar ﬂ, nije znacajno jednak nuli, odnosno, kazemo da je parametar ,8,
statisticki znaCajan. Preciznije, nulta hipoteza Hy : 5; = 0, zaneki i € {1, ..., n} testira se
Waldovim testom, s pripadnom testnom statistikom

ﬁl Hy

ﬁi

N, 1).

Pripadna p-vrijednost testa takoder je prikazana u izlaznoj tablici programskog paketa R.
Pritom je vazno napomenuti da testiranje hipoteze H, : 8; = 0, zaneki i € {1,...,n} podra-
zumijeva testiranje statistiCke znaCajnosti parametra 8; u modelu koji sadrzi sve kovarijate

Xi,...,X,. Prema tome, vrijednost ff" ovisit ¢e o tome koje kovarijate smo ukljucili u
model. Dakle, zakljucak o statistickoj znacajnosti parametra E, ovisit ¢e takoder o kova-
rijatama koje su uklju¢ene u model. Posljedicno, moZe se dogoditi situacija u kojoj je
neki parametar §; statisticki znacajan kada je u modelu jedan set kovarijata, dok sa drugim

setom kovarijata nece biti statisticki znacajan.

2.3 Omjer rizika

Jednom kada odredimo parametre E e ,é;, mozemo dati usporedbu funkcija hazarda
dvije osobe s razli¢itim kovarijatama kako bismo dobili informaciju koliko je puta veci
hazard jedne u odnosu na drugu osobu. Tu informaciju nazivamo omyjer rizika, kojeg defi-
niramo sa
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hy (X!
OR = ( ),
hy (11X°)
pri ¢emu su h; i h, funkcije hazarda prve, odnosno druge osobe, a X' = X!, ... ,Xlly)
iX? = (X3 .. ,Xf,) pripadne kovarijate prve i druge osobe, redom. U praksi, procjena

omjera rizika OR jednaka je omjeru procijenjenih funkcija hazarda, odnosno vrijedi
(X!
o= LX)

o (11X°)

(2.14)

Koriste¢i formulu Coxovog modela (2.3) i formulu (2.14), omjer rizika moZemo napisati u

obliku . _
. PG x!
67{ _ bf(ﬁ eXp (Zi:h’B\l Xz) = exp [iﬁl . (Xil _ X,Z)) . (215)
B - exp (Zr,8-x?) =1

Primijetimo da omjer rizika OR ne ovisi o trenutku 7, §to znaci da je omjer rizika konstantan
kroz vrijeme. Ovo svojstvo daje nam ideju kako provjeriti je li zadovoljena pretpostavka
proporcionalnog hazarda, o ¢emu Ce detaljnije biti govora u Poglavlju 3.

2.4 Procjena osnovnog hazarda i funkcije dozivljenja

Coxov model ponajprije je definiran kako bismo mogli procijeniti omjere rizika bez pozna-
vanja funkcije hazarda ¢ime se izbjegavaju greske prilikom procjene te funkcije. Medutim,
ponekad nam informacije o omjeru hazarda nisu dovoljne kako bismo dobili traZzene za-
kljucke. Stoga ¢emo u ovom poglavlju predociti metodu procjene funkcije hazarda Coxo-
vog modela, a samim time i pripadne funkcije doZivljenja, koja u tom slucaju ukljucuje i
vrijednosti kovarijata.

Ponajprije, procijenjena funkcija hazarda dana je sa

(o) = ho(t) - exp (B - X)), (2.16)

pri ¢emu je X = (Xl, e ,Xp)' vektor kovarijata. Integriranjem (2.16) imamo

f Z(u)du = exp (E’ X) f ’lzo(u)du
0 0

pa odavde i iz jednakosti (1.5) lako slijedi da je procjena funkcije dozivljenja dana sa

]exp(ﬁ/ ~X) '

5(t,X) = [So) (2.17)
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Jedna od poznatijih procjena osnovnog kumulativnog hazarda je Breslowljeva procjena
(vidi [1]) dana sa

t
— .
ho(u)du = P |
fO‘ ;St Z”ER(l(i>) exp (ﬁ . Xr)

gdje su ) < f») < ... < t(;) vremena necenzuriranih dogadaja. Stoga je procjena osnovne
funkcije dozivljenja dana sa

So(t) = exp [— Z d (2.18)

1)<t ZI’ER(t(l’)) eXp (ﬂ/ ’ Xr) .

2.5 Primjena na podacima

Klinickom studijom provedenoj u Australiji 1991. godine dobiveni su podaci o pacijentima
u dvije klinike koje se razlikuju po nacinu lijeCenja i kvaliteti tretmana pacijenata. U studiji
je sudjelovalo ukupno 238 ispitanika, od ¢ega 163 u prvoj klinici, a 75 u drugoj klinici,
tijekom koje su pacijenti primali odredenu dozu metadona. To je snaZan analgetik koji
se uobiCajeno koristi za otklanjanje znakova apstinencijske krize ovisnika te koji odrzava
normalno stanje pacijenta. Glavni cilj studije je usporediti vrijeme boravka pacijenata u
klinikama 1 ustanoviti postoji li razlika u duljini boravka izmedu klinika. Osim toga, Zeli
se usporediti vrijeme odlaska pacijenata iz klinike ovisno o njihovim karakteristikama.
Pritom pacijent moZe otiéi iz klinike iz dva osnovna razloga:

1. Pacijent prema procjeni lije€nika mora uzimati vrlo malu koli¢inu metadona, zbog
¢ega viSe nije potrebno njegovo boravljenje u klinici;

2. Pacijent zbog neprihvatljivog ponaSanja ugrozava ostale pacijente.

Prema tome, dogadaj koji promatramo je odlazak iz klinike, dok je slucajna varijabla od
interesa vrijeme provedeno u klinici. Stoga, kako bismo dobili trazene zakljucke, prikladno
je Kkoristiti teoriju analize doZivljenja. Osim informacija o vremenu odlaska iz klinike,
dane su dodatne informacije o svakoj osobi, §to nam prirodno namece prilagodbu Coxovog
modela na podacima za modeliranje navedenog problema. Informacije o sudionicima dane
su sljedec¢im varijablama, Cije su vrijednosti prikazane u tablici 2.2.

e Varijabla Klinika je dihotomna varijabla koja poprima vrijednost 1 ukoliko je osoba
lijeena u klinici 1, dok poprima vrijednost 2 ukoliko je osoba lijecena u klinici 2.

e Varijabla Status je dihotomna varijabla koja poprima vrijednost 1 ukoliko je za-
biljeZzeno da je osoba otiSla iz klinike u promatranom intervalu. S druge strane,
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poprima vrijednost O ukoliko nemamo informaciju o tome je li osoba u promatra-
nom intervalu otiSla iz klinike, odnosno, u slu¢aju kada imamo cenzurirani podatak.
Prema tome, vrijednost O ukljucuje i one ispitanike koji su iz nekog razloga morali
napustiti kliniku s visokom dozom metadona (primjerice, preseljenje u neku drugu
kliniku, smrt i slicno).

e Varijabla Vrijeme je neprekidna varijabla koja predstavlja vrijeme koje je proteklo
od pocetka studije do odlaska osobe iz klinike. Vrijeme je mjereno u danima pa
poprima vrijednosti iz skupa N.

e Varijabla Ustanova je dihotomna varijabla koja poprima vrijednosti iz skupa {0, 1},
pri ¢emu 1 oznacava da je osoba bila prethodno u zatvoru, dok 0 oznacava da nema
zatvorski dosje. Informacija o zatvorskom dosjeu biljeZi se iz razloga Sto prethodno
boravljenje u zatvoru potencijalno moze uzrokovati neprihvatljivo ponasanje pacije-
nata, Sto posljedi¢no moze utjecati na odlazak iz klinike.

e Varijabla Doza je neprekidna varijabla koja oznaCava maksimalnu koli¢inu meta-
dona (u miligramima po danu) koja je dana ispitaniku tijekom studije. Ukoliko je
pacijentu dana relativno velika doza metadona, to ukazuje da osoba nije spremna
oti¢i iz klinike. Ukoliko je koli¢ina doze relativno mala, postoji moguénost da osoba
izade iz klinike. Varijabla Doza poprima poprima vrijednosti iz skupa (0, +co) jer je
svakom pacijentu dana doza metadona.

Klinika | Status | Vrijeme | Ustanova | Doza Klinika | Status | Vrijeme | Ustanova | Doza
1 1 428 0 50 1 1 275 1 55
1 1 262 0 55 1 1 183 0 30
1 1 259 1 65 1 1 714 0 55
1 1 438 1 65 1 0 796 1 60
1 1 892 0 50 1 1 393 1 65
1 0 161 1 80 1 1 836 1 60
1 1 523 0 55 1 1 612 0 70
1 1 212 1 60 1 1 399 1 60
1 1 771 1 75 1 1 514 1 80
1 1 512 0 80 1 1 624 1 80
1 1 209 1 60 1 1 341 1 60
1 1 299 0 55 1 0 826 0 80
1 1 262 1 65 1 0 566 1 45
1 1 368 1 55 1 1 302 1 50
1 0 602 0 60 1 1 652 0 80
1 1 293 0 65 1 0 564 0 60
1 1 394 1 55 1 1 755 1 65
1 1 591 0 55 1 0 787 0 80
1 1 739 0 60 1 1 550 1 60
1 1 837 0 60 1 1 612 0 65
1 0 581 0 70 1 1 523 0 60
1 1 504 1 60 1 1 785 1 80
1 1 774 1 65 1 1 560 0 65
Nastavak na iducoj stranici
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Klinika | Status | Vrijeme | Ustanova | Doza Klinika | Status | Vrijeme | Ustanova | Doza
1 1 160 0 35 1 1 482 0 30
1 1 518 0 65 1 1 633 0 50
1 1 147 0 65 1 1 563 1 70
1 1 646 1 60 1 1 899 0 60
1 1 857 0 60 1 1 180 1 70
1 1 452 0 60 1 1 760 0 60
1 1 496 0 65 1 1 258 1 40
1 1 181 1 60 1 1 386 0 60
1 0 439 0 80 1 0 563 0 75
1 1 337 0 65 1 0 613 1 60
1 1 192 1 80 1 0 405 0 80
1 1 667 0 50 1 0 905 0 80
1 1 247 0 70 1 1 821 0 80
1 1 821 1 75 1 0 517 0 45
1 0 346 1 60 1 1 294 0 65
1 1 244 1 60 1 1 95 1 60
1 1 376 1 55 1 1 212 0 40
1 1 96 0 70 1 1 532 0 80
1 1 522 1 70 1 1 679 0 35
1 0 408 0 50 1 0 840 0 80
1 0 148 1 65 1 1 168 0 65
1 1 489 0 80 1 0 541 0 80
1 1 205 0 50 1 0 475 1 75
1 1 237 0 45 1 1 517 0 70
1 1 749 0 70 1 1 150 1 80
1 1 465 0 65 2 1 708 1 60
2 0 713 0 50 2 0 146 0 50
2 1 450 0 55 2 0 555 0 80
2 1 460 0 50 2 0 53 1 60
2 1 122 1 60 2 1 35 1 40
2 0 532 0 70 2 0 684 0 65
2 0 769 1 70 2 0 591 0 70
2 0 769 1 40 2 0 609 1 100
2 0 932 1 80 2 0 932 1 80
2 0 587 0 110 2 1 26 0 40
2 0 72 1 40 2 0 641 0 70
2 0 367 0 70 2 0 633 0 70
2 1 661 0 40 2 1 232 1 70
2 1 13 1 60 2 0 563 0 70
2 0 969 0 80 2 0 1052 0 80
2 0 944 1 80 2 0 881 0 30
2 1 190 1 50 2 1 79 0 40
2 0 884 1 50 2 1 170 0 40
2 1 286 0 45 2 0 358 0 60
2 0 326 1 60 2 0 769 1 40
2 1 161 0 40 2 0 564 1 80
2 1 268 1 70 2 0 611 1 40
2 1 322 0 55 2 0 1076 1 30
2 0 2 1 40 2 0 788 0 70
2 0 575 0 80 2 1 109 1 70
2 0 730 1 80 2 0 790 0 90
2 0 456 1 70 2 1 231 1 60
2 1 143 1 70 2 0 86 1 40
2 0 1021 0 80 2 0 684 1 80
2 1 878 1 60 2 1 216 0 100
2 0 808 0 60 2 1 268 1 40
2 0 222 0 40 2 0 683 0 100
2 0 496 0 40 2 1 389 0 55

Nastavak na iducoj stranici

22
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Klinika | Status | Vrijeme | Ustanova | Doza Klinika | Status | Vrijeme | Ustanova | Doza
1 1 126 1 75 1 1 17 1 40
1 1 350 0 60 2 0 531 1 65
1 0 317 1 50 1 0 461 1 75
1 1 37 0 60 1 1 167 1 55
1 1 358 0 45 1 1 49 0 60
1 1 457 1 40 1 1 127 0 20
1 1 7 1 40 1 1 29 1 60
1 1 62 0 40 1 0 150 1 60
1 1 223 1 40 1 0 129 1 40
1 0 204 1 65 1 1 129 1 50
1 1 581 0 65 1 1 176 0 55
1 1 30 0 60 1 1 41 0 60
1 0 543 0 40 1 0 210 1 50
1 1 193 1 70 1 1 434 0 55
1 1 367 0 45 1 1 348 1 60
1 0 28 0 50 1 0 337 0 40
1 0 175 1 60 2 1 149 1 80
1 1 546 1 50 1 1 84 0 45
1 0 283 1 80 1 1 533 0 55
1 1 207 1 50 1 1 216 0 50
1 0 28 0 50 1 1 67 1 50
1 0 62 1 60 1 0 111 0 55
1 1 257 1 60 1 1 136 1 55
1 0 342 0 60 2 1 41 0 40
2 0 531 1 45 1 0 98 0 40
1 1 145 1 55 1 1 50 0 50
1 0 53 0 50 1 0 103 1 50
1 0 2 1 60 1 1 157 1 60
1 1 75 1 55 1 1 19 1 40
1 1 35 0 60 2 0 394 1 80
1 1 117 0 40 1 1 175 1 60
1 1 180 1 60 1 1 314 0 70
1 0 480 0 50 1 0 325 1 60
2 1 280 0 90 1 1 204 0 50
2 1 366 0 55 2 0 531 1 50
1 1 59 1 45 1 1 33 1 60
2 1 540 0 80 2 0 551 0 65
1 1 90 0 40 1 1 47 0 45

Tablica 2.2: Tablica podataka

Sada ¢emo provesti analizu doZivljenja koristeci teorijsku pozadinu opisanu u prethodnim
poglavljima. Najprije ¢emo prikazati Kaplan-Meierove procjene krivulja doZivljenja, zatim
¢emo prilagoditi Coxov model na podatke kako bismo odredili omjere rizika, i na kraju us-
porediti pocetnu Kaplan-Meierovu procjenu funkcije doZivljenja sa dobivenom Coxovom
krivuljom dozivljenja.

Kao $to je ve¢ spomenuto, jedna od bitnijih informacija u analizi doZivljenja koja nam
daje vrlo saZetu informaciju o podacima je funkcija dozivljenja. Budu¢i da je dogadaj od
interesa koji promatramo odlazak iz klinike, vrijednost funkcije doZivljenja u vremenu ¢
predstavljat ¢e vjerojatnost da osoba nije iza$la iz klinike do trenutka ¢, odnosno vjerojat-
nost da je osoba boravila u klinici barem ¢ dana. Na slici 2.1 dana je pripadna Kaplan-
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Meierova procjena funkcije doZivljenja. Dakle, ona ne obuhvaca nikakve informacije o
pacijentima osim vremena njihovog odlaska i informaciju o tome je li pripadni podatak
cenzuriran ili nije. Drugim rije¢ima, uzima u obzir samo varijable Vrijeme i Status. Osim
toga, na istoj slici vidimo da je funkcija dozivljenja stepenasta funkcija koja nam daje infor-
maciju o medijalnom vremenu doZivljenja jednakom 504 dana, s intervalom pouzdanosti
95% jednakim [399, 560]. Dakle, mozemo zakljuciti da je vjerojatnost da osoba ostane u
klinici barem 504 dana jednaka 50%.

1.0

— Procjena Sit)
95% pouzdani interval

08

Vjerojatnost dozivljenja
04 05 08

02

0.0
|

| | | ! | 1 |
0 200 400 504 600 800 1000
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Slika 2.1: Kaplan-Meierova procjena funkcije dozivljenja s medijalnim vremenom
dozivljenja

Budu¢i da nas zanima u kojoj je klinici vjerojatnost duljeg boravka pacijenata veca,
usporedit cemo krivulje dozivljenja po klinikama koje su prikazane na slici 2.2. Na njoj
uocavamo da se krivulje doZivljenja poprili¢no razlikuju. Preciznije, krivulja dozivljenja
za Kliniku 1 poprima manje vrijednosti od krivulje doZivljenja za Kliniku 2, u svakom
danu ¢. To znaci da je vjerojatnost da osoba boravi ¢ dana u Klinici 2 veéa nego u Klinici
1, za svaki fiksni dan z. Dakle, graficki prikaz sugerira da postoji razlika u krivuljama
dozivljenja izmedu klinika, no tu tvrdnju valja provjeriti statistiCkim testom. Prikladan test
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Slika 2.2: Usporedba funkcija dozZivljenja po klinikama

za testiranje hipoteze
H, : ne postoji razlika u krivuljama doZivljenja medu klinikama

je test log-rangova, a pripadna testna statistika je jednaka 27.9, s pripadnom p-vrijednosti
1077, Prema tome, na svim standardnim razinama znacajnosti (1%,5% i 10%) odbacujemo
hipotezu Hy u korist alternativne. Stoga zakljucujemo da postoji statisticki znacajna razlika
medu krivuljama doZivljenja klinika. Zato ima smisla u nastavku promatrati omjer rizika
osoba iz navedene dvije klinike, kako bismo kvantificirali tu razliku.

Osim toga, mogli bismo se pitati ima li razlike u krivuljama doZivljenja ukoliko paci-
jente podijelimo u dvije skupine, prema tome imaju li zatvorski dosje ili ne. Prikaz uspo-
redbe pripadnih funkcija doZivljenja dan je na slici 2.3. Ona nam sugerira da je prisutna
razlika u funkcijama dozivljenja, no pripadna testna statistika testa log-rangova jednaka
je 1.3, Sto rezultira pripadnom p-vrijednosti jednakom 0.3. Prema tome, ne moZemo sa
sigurnoSc¢u tvrditi da postoji statistiCki znacajna razlika u krivuljama doZivljenja po varija-
bli Ustanova. Zato u nastavku nema smisla promatrati pripadne omjere rizika ovisno o toj
varijabli.
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Slika 2.3: Usporedba funkcija doZivljenja po varijabli Ustanova

Sada ¢emo primijeniti Coxov model na podatke, uzimajuci pritom u obzir varijable
Status, Vrijeme, Ustanova i Doza. Dakle, neCemo uzimati u obzir informaciju o tome $to
su pacijenti bili lijeeni u dvije razli¢ite klinike. Coxov model koji e ukljucivati i1 varijablu
Klinika opisat ¢emo u drugom dijelu rada.

Promatramo Coxov model

h(t, (Ustanova, Doza)) = hy(¢) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza) .

Pitamo se je li utjecaj varijabli Ustanova i Doza na vjerojatnost boravka u klinici statisticki
znacajan te kolike su pripadne procjene koeficijenata 3, i 5,. Navedene procjene, njihove
standardne greske i rezultati testova znaCajnosti parametara dani su u tablici 2.3.

Prema dobivenim rezultatima, procijenjeni Coxov model je dan sa

h(t, (Ustanova, Doza)) = hy(?) - exp (0.189745 - Ustanova — 0.036087 - Doza) .

Dakle, procjena parametra §; jednaka je 0.189745, no pripadna p-vrijednost je veca od
svake razumne razine znacajnosti, na temelju Cega zakljuCujemo da varijabla Ustanova nije
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Varijabla | Koeficijent | e®°fU' | Standardna greska koeficijenta | Z statistika | P-vrijednost |

Ustanova | 0.189745 | 1.208941 0.164274 1.155 0.248
Doza -0.036087 | 0.964557 0.006001 -6.013 1.82-107

Tablica 2.3: Rezultati prilagodbe Coxovog modela

statisticki znacajna. Nadalje, parametar 8, = —0.036087 pokazuje se statisticki znacajnim
pa moZemo zakljuciti da promjena vrijednosti varijable Doza utjeCe na vjerojatnost doZivljenja
osobe. Preciznije, zbog negativnog predznaka navedenog koeficijenta zaklju€ujemo da se
vjerojatnost odlaska iz klinike povecava ukoliko smanjujemo dozu metadona.

Na temelju dobivenog koeficijenta, pomocu formule (2.15) moZemo usporediti vjero-
jatnosti odlazaka iz klinike za dvije osobe s konkretno zadanim vrijednostima kovarijata
Doza i Ustanova. Konkretno, ako Zelimo procijeniti koliko se puta povecala ili smanjila
vjerojatnost odlaska iz klinike ukoliko se osobe razlikuju za 1 miligram u dozi metadona,
te nemaju zatvorski dosje, raCunamo

h(t, (Ustanova = 0, Doza=y+1)) _ exp(0.189745-0 - 0.036087 - (y + 1)) _
h(t, (Ustanova = 0, Doza=y)) - exp (0.189745 - 0 — 0.036087 - y) B

= exp (=0.036087 - (y + 1 —y)) = exp (=0.036087) = 0.96456,

pri ¢emu je y € (0, +co) proizvoljna vrijednost varijable Doza. Uocimo da je dobivena
vrijednost upravo vrijednost dobivena u izlaznoj tablici u stupcu eX°ficient . Prema tome,
zaklju¢ujemo da osoba koja ima vecu dozu metadona za 1 miligram, ima otprilike 3.5%
manju vjerojatnost odlaska iz klinike nego osoba s manjom dozom. Ovaj rezultat je u
skladu sa ¢injenicom da su osobe s malom dozom metadona pustene iz klinike.
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Na kraju, na slici 2.4 prikazana je funkcija dozivljenja dobivena primjenom Coxovog
modela, uz koriStenje programskog paketa R. Pritom je koriStena Breslowljeva procjena os-
novne funkcije dozivljenja (2.18). Kako bismo ju usporedili sa Kaplan-Meierovom procje-
nom na pocetku, prikazujemo obje dobivene krivulje na istom grafu. Naime, primje¢ujemo
da se krivulje dozivljenja gotovo ne razlikuju, Sto sugerira da je prilagodeni Coxov model
dobar model za opis podataka sadrzanih u varijablama Ustanova 1 Doza.

L]
~ 7 — Kaplan-Meierova krivulja dozivijenja
— Coxova krivulia doZiviienja
@]
L]
&
E
2
= o
] (o]
o
=
®
(=]
S =
RLE =T
(o]
@
=
(']
o
o |
(o]
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Vrijeme

Slika 2.4: Usporedba funkcija dozivljenja
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Pretpostavka proporcionalnog hazarda

Valjana analiza podataka ukljucuje provjeru zadovoljenosti pretpostavki modela kojeg oda-
biremo. Kako bi prilagodba Coxovog modela bila prikladna, potrebno je provjeriti jesu li
ispunjene sljedece pretpostavke:

1. Linearna veza logaritma hazarda i kovarijata u modelu;

2. Proporcionalnost funkcija hazarda izmedu dvije osobe (ili grupe ljudi) za fiksno vri-
jeme. Drugim rije¢ima, omjer funkcija hazarda mora biti konstantan kroz vrijeme.

U ovom poglavlju opisat ¢emo drugu pretpostavku jer ona predstavlja temeljnu pretpos-
tavku Coxovog modela. Osvrnemo li se na prethodna poglavlja, prirodno slijede dva
nacina za provjeru pretpostavke proporcionalnog hazarda. Prvi od njih ukljucuje analizu
funkcije omjera hazarda svake dvije osobe kao funkciju vremena. Ukoliko bi se poka-
zalo da ovako konstruirana funkcija nije konstantna, mogli bismo zakljuciti da je narusena
pretpostavka proporcionalnog hazarda. Drugi nacin ukljucuje graficku usporedbu funkcija
hazarda svake dvije osobe. U slucaju presjeka funkcija, zakljucili bismo da vrijedi ne-
proporcionalnost hazarda. Medutim, navedena dva pristupa zahtijevaju procjenu osnovne
funkcije hazarda za svaku osobu, Sto izbjegavamo jer Coxov model odabiremo upravo kako
bismo izbjegli procjenu funkcije k. Zato se generalno koriste tri pristupa za testiranje na-
vedene pretpostavke. Najcesce koriSten je graficki pristup koji ukljuCuje analizu log-log
krivulja dozivljenja. Drugi se temelji na statistickom testu koji je poznat pod nazivom zph
test, dok treci ukljucuje dodavanje vremenski ovisnih kovarijata u model.

U prethodnom poglavlju, kod prilagodbe Coxovog modela na podatke, nismo provje-
ravali navedenu pretpostavku. Sada ¢emo pokazati da je prilagodba bila opravdana, a osim
toga, ilustrirat éemo da varijabla Klinika, koju smo izostavili iz modela, naruSava upravo
tu pretpostavku. Jedan od mogucih pristupa rjeSavanju ovakvog problema, u kojem neka
varijabla naruSava pretpostavku proporcionalnog hazarda, opisat cemo u Poglavlju 4.

29
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3.1 Log-log krivulje

Najpoznatiji nain provjere pretpostavke proporcionalnog hazarda je analiza log-log kri-
vulja. Metoda ukljucuje usporedbu krivulja ¢ija je formula dana sa

In(~In (§(¢)) :

i koje nazivamo log-log krivuljama. Dakle, log-log krivulje su u principu transformacije
procijenjenih funkcija doZivljenja S(0).

[lustrirajmo zaSto su upravo log-log krivulje praktican alat za detekciju neispunjavanja
pretpostavke proporcionalnog hazarda. U (2.17) dana je formula procijenjene funkcije
dozivljenja

— — exp(X), Bi-Xi
S(1.X) = (So() o ) 3.1)
Kako je §o(t) € [0, 1], logaritmiranjem jednakosti (3.1) dobivamo
. . P
In(S(2.X)) = In(So(0)) - exp [Z B; - X,-] € (-00,0]. (3.2)
i=1

Bududi da je funkcija In definirana na intervalu (0, +oc0), kako bismo mogli logaritmirati
jednadzbu (3.2), najprije ju mnoZzimo sa —1, pa zatim logaritmiranjem dobivamo

In(~1n (S(#,X))) = In (- In (So())) + In [exp (zpl Bi- X,-)) =

(3.3)
= In (- In(S0(n)) Zﬁl -
Pretpostavimo sada da zelimo usporediti dvije log-log krivulje
L :=1n(-In(S (£ X)) (3.4)
i —
L :=In(-In(S (t.X?))), (3.5)
pri¢emuje X' = (X,..., Xll,) vektor kovarijata osobe iz prve kategorije, a X* = (X, ..., Xlz,)

vektor kovarijata osobe iz druge kategorije. Oduzimanjem (3.4) i (3.5) te koriStenjem (3.3)
dobivamo

-t =) - ST - S (). 66
i=1
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Uocimo da u (3.6) pretpostavljamo da su osnovne funkcije doZivljenja §0(t) za obje osobe
jednake, Sto znaci da su im funkcije osnovnog hazarda takoder jednake. Jednadzbu (3.6)
mozemo ekvivalentno zapisati u obliku

L =1+ Zp: B+ (X! - X7). (3.7)
i=1

Rezultat (3.7) nam kaze da se log-log krivulje razlikuju za vrijednost

p

> B (x! - XxP)eR,

i=1

koja ne ovisi o vremenu ¢. Stoga moZemo zakljuciti da pretpostavka proporcionalnog ha-
zarda povlaci Cinjenicu da se log-log krivulje razlikuju za konstantu. Prema tome, paralel-
nost log-log krivulja ukazuje na zadovoljenost pretpostavke proporcionalnog hazarda, dok
neparalelnost ukazuje na njeno narusavanje.

Sada ¢emo ovom metodom provjeriti jesmo li opravdano u prethodnom poglavlju prila-
godili Coxov model. Pritom ¢e dobivene log-log krivulje ukljucivati one kovarijate koje za-
dovoljavaju pretpostavku proporcionalnog hazarda, a nece ukljucivati kovarijatu ¢ije ispu-
njenje te pretpostavke ispitujemo. Kako bismo provjerili da neka kovarijata X; zadovoljava
pretpostavku proporcionalnog hazarda, potrebno je usporediti pripadne log-log krivulje po
kategorijama iste. Najprije ispitujemo zadovoljava li varijabla Doza navedenu pretpos-
tavku. Buduci da je varijabla Doza neprekidna varijabla, graficka usporedba krivulja za
svaku vrijednost varijable Doza bila bi vrlo nepregledna. Zato je u slucaju neprekidnih
varijabli Cest slucaj kategorizacija vrijednosti na viSe kategorija. U naSem sluc¢aju vrijed-
nosti varijable Doza dijelimo na tri kategorije tako da u svakoj kategoriji imamo pribliZzno
jednak broj podataka. Promatrat ¢emo kategorije prikazane u tablici 3.1.

Velika doza | Srednja doza | Mala doza
[20,55] (55, 65] (65,110]

Tablica 3.1: Kategorije varijable Doza

Pripadne log-log krivulje po navedenim kategorijama vidimo na slici 3.1. Dobivene kri-
vulje su priblizno paralelne, Sto nam ukazuje na ¢injenicu da varijabla Doza zadovoljava
pretpostavku proporcionalnog hazarda.

Nadalje, na slici 3.2 vidimo usporedbu log-log krivulja po kategorijama varijable Usta-
nova, pri ¢emu je u procjenama krivulja ukljucena varijabla Doza jer ona zadovoljava pret-
postavku proporcionalnog hazarda. Na grafickom prikazu vidimo da su dobivene log-log
krivulje ugrubo paralelne, sa prisutnim manjim podrucjima presjeka. Buduc¢i da nemamo
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Slika 3.1: Usporedba log-log krivulja po kategorijama varijable Doza

oCitu neparalelnost, mozemo reci da varijabla Ustanova zadovoljava pretpostavku propor-
cionalnog hazarda. Medutim, bilo bi poZeljno ispitati tu pretpostavku statistickim testom
kako bismo potvrdili zakljucak.

Usporedimo li log-log krivulje po kategorijama varijable Klinika, pri ¢emu u procjeni
pripadnih funkcija dozivljenja sudjeluju varijable Doza i Ustanova, dobivamo dvije nepara-
lelne krivulje, koje su prikazane na slici 3.3. Graficki prikaz nam sugerira da pretpostavka
proporcionalnog hazarda nije zadovoljena za varijablu Klinika jer razlika funkcijskih vri-
jednosti sve viSe raste kroz vrijeme. Dakle, moZzemo zakljuciti da omjer hazarda izmedu
klinika nije konstantan kroz vrijeme. Zato bi nam ukljucivanje varijable Klinika u Coxov
model dalo nepouzdane rezultate o omjeru hazarda. Posljedi¢no, prilagodbom Coxovog
modela ne moZemo dati odgovor na pitanje koliko je puta rizik odlaska osobe iz klinike 1
ve(l ili manji u odnosu na kliniku 2.
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Slika 3.2: Usporedba log-log krivulja po kategorijama varijable Ustanova

Napomenimo da se log-log krivulje mogu odrediti i na nacin da funkciju doZzivljenja
procjenjujemo Kaplan-Meierovom metodom. U tom slucaju za svaku varijablu posebno
promatramo log-log krivulje po kategorijama te varijable kako bismo ispitali zadovoljavaju
li pretpostavku proporcionalnog hazarda, ne uzimajuci pritom u obzir ostale varijable.

Prirodno pitanje koje se namece je pitanje granice izmedu paralelnosti i neparalelnosti
dobivenih krivulja. Naime, log-log krivulje su u praksi uvijek priblizno paralelne krivulje,
a problem se javlja u subjektivnom zakljucivanju o paralelnosti. Stoga je neformalni do-
govor da se krivulje smatraju paralelnima dokle god ne postoji ¢vrst dokaz da krivulje nisu
paralelne. Ipak, poZeljno je potvrditi zakljucke nekim statistickim testom.
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Slika 3.3: Usporedba log-log krivulja po kategorijama varijable Klinika

3.2 Schoenfeldovi reziduali i zph test

Kako se zakljuak o zadovoljenosti pretpostavke proporcionalnog hazarda ne bi temeljio
samo na grafickoj analizi, poZeljno je navedenu pretpostavku ispitati statistickim testom
koji daje objektivniji zakljucak. Jedan od najpoznatijih testova za provjeru te pretpostavke
bazira se na rezidualima koje je predlozio D. Schoenfeld, po kojem su i dobili naziv. Uko-
liko promatramo Coxov model sa p kovarijata X;, ..., X,, za i-tu osobu te kovarijatu X;
definira se Schoenfeldov rezidual sa

e % InL; (ﬁ) , ako se dogadaj dogodio za osobu i
' 0, ako je podatak o dogadaju za osobu i cenzuriran.

Odredimo ¢emu je jednak izraz

0
ﬁlnL,-(B).

J
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1z (2.10) imamo:

lnLg(ﬁ)Zln[ exp (£ x) ))=ﬁ’-xi—1n(zexp(ﬂ’-xr)} (3.8)

Lreray eXp (B - X" reR()
pa parcijanim deriviranjem jednadZbe (3.8) po varijabli §; dobivamo

0 InL g = x DireR(r) X - €XPp (B -x")
R i = X.— i
P T Xreray exp (B - X')

Stoga je Schoenfeldov rezidual koji pripada osobi i te kovarijati X; dan sa

: ———=_  ako se dogadaj dogodio za osobu i
J ZreR(zl-) exp(ﬁ 'X’)

0, ako je podatak o dogadaju za osobu i cenzuriran.

o 2reR(;) X;'CXP(E"XV)
r, = (3.9)

Dakle, u modelu sa n osoba i p kovarijata definiramo ukupno #-p Schoenfeldovih reziduala.

Schoenfeldovi reziduali su koristan alat za provjeru pretpostavke proporcionalnog ha-
zarda nakon prilagodbe Coxovog modela na podacima. Grambsch i Therneau (vidi [1])
pokazuju da vrijedi

E(r) ~ Bt - B)s (3.10)

pri cemu je r;* skalirani Schoenfeldov rezidual za osobu i te kovarijatu X, a 8;(t;) predstav-
lja parametar koji odgovara kovarijati X te koji ovisi o vremenu dogadaja ¢; za i-tu osobu.
Pritom je skalirani Schoenfeldovi rezidual r§* jednak j-toj komponenti vektora Schoenfel-

dovih reziduala r'" = (r’i*, e r;*) koji je definiran sa
= J'Var(ﬁ) 7,
gdje J kao i ranije ozna¢ava broj osoba za koje se dogodio dogadaj, r' = (rj, I r;) je vek-

tor neskaliranih Schoenfeldovih reziduala, dok Var (,E) oznacava kovarijacijsku matricu.
Rezultat (3.10) daje nam ideju kako graficki provjeriti je li zadovoljena pretpostavka
proporcionalnog hazarda za kovarijatu X;. Naime, ona nam sugerira da ukoliko prikaZemo
skalirane Schoenfeldove reziduale rj.* u odnosu na vremena dogadaja t;, zai = 1,...,n,
morali bismo dobiti informaciju o funkcijskoj formi vremensko-ovisnog koeficijenta §;(1;)
kovarijate X;. Kako bismo lakSe grafiCki interpretirali rezultate, osim odnosa skaliranih Sc-
hoenfeldovih reziduala i vremena dogadaja, crtamo regresijsku krivulju skaliranih Schoen-
feldovih reziduala. Ukoliko je dobivena krivulja priblizno jednaka horizontalnom pravcu
y = 0, moZemo zakljuciti da je zadovoljena pretpostavka proporcionalnog hazarda. Osim
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toga, Grambsch i1 Therneau pokazali su (vidi [1]) da se na temelju Schoenfeldovih rezi-
duala moZe konstruirati statisticki test kojim se provjerava pretpostavka proporcionalnog
hazarda za svaku kovarijatu posebno. Ideja statistiCkog testa leZi u Cinjenici da ukoliko je
pretpostavka proporcionalnog hazarda zadovoljena za kovarijatu X;, da tada ne postoji li-
nearna veza izmedu E (r;*) i vremena ¢. Navedeni test naziva se Grambsch-Therneau test
proporcionalnog hazarda ili zph test. Osim toga, konstruirali su test kojim se testira za-
dovoljavalju li sve kovarijate u modelu istovremeno pretpostavku proporcionalnog hazarda
Sto je ujedno 1 jedan od pokazatelja da je odabir Coxovog modela razuman. Dakle, na
temelju p-vrijednosti tog testa, lako moZemo zakljuciti ima li smisla prilagodavati Coxov
model sa odabranim kovarijatama. Takav test Cesto se naziva globalni test.

Analizom Schoenfeldovih reziduala i zph testom provjerit cemo zadovoljavaju li varija-
ble Ustanova, Doza i Klinika pretpostavku proporcionalnog hazarda. Ukoliko ustanovimo
da neka varijabla zadovoljava pretpostavku, dalje ¢emo je koristiti u modelu kojeg pro-
matramo. Provjerimo najprije zadovoljava li variabla Doza pretpostavku proporcionalnog
hazarda. Zph test i1 globalni test rezultiraju s p-vrijednostima koje su dane u tablici 3.2.
P-vrijednost zph testa jednaka je 0.62, Sto ukazuje da varijabla Doza zadovoljava pretpos-

Model s varijablom Doza

P-vrijednost
Doza 0.62
Globalni test 0.62

Tablica 3.2: Rezultati testova

tavku proporcionalnog hazarda. Budu¢i da promatramo sada samo model s varijablom
Doza, i globalni test rezultira istom p-vrijednosti Sto zapravo znaci da je opravdano pri-
lagoditi Coxov model sa varijablom Doza na podatke. Nadalje, na slici 3.4 vidimo graf
Schoenfeldovih reziduala u ovisnosti o vremenu. Bududi da je crvena krivulja priblizno
jednaka horizontalnom pravcu y = 0, moZemo zakljuciti da varijabla Doza doista zado-
voljava pretpostavku proporcionalnog hazarda. Ovaj zakljucak u skladu je sa prethodnim
zaklju¢kom dobivenim na temelju analize log-log krivulja.
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Slika 3.4: Schoenfeldovi reziduali za model s varijablom Doza

Koristeci Cinjenicu da varijabla Doza zadovoljava pretpostavku proporcionalnog ha-

zarda, provjerimo zadovoljava li ju i varijabla Ustanova. Provode(i testove, dobivamo
p-vrijednosti dane u tablici 3.3. Dobivena je p-vrijednost jednaka 0.095, pa na razini

Model s varijablama Doza i Ustanova

P-vrijednost
Ustanova 0.095
Globalni test 0.203

Tablica 3.3: Rezultati testova

znacajnosti od 5% necemo odbaciti nultu hipotezu o nekoreliranosti Schoenfeldovih re-
ziduala i vremena. Prema tome, mozemo zakljuciti da varijabla Ustanova zadovoljava
pretpostavku proporcionalnog hazarda. Na slici 3.5 moZemo vidjeti prikaz Schoenfeldovih
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reziduala za varijablu Ustanova. Na njoj crvena krivulja ne prati pravac y = 0 Sto ukazuje
na nezadovoljavanje pretpostavke proporcionalnog hazarda. Medutim, kako nam graficki
prikaz ne daje siguran zakljucak, uzimajuéi u obzir rezultat testa, moZzemo zakljuciti da
varijabla Ustanova zadovoljava pretpostavku proporcionalnog hazarda. Globalni test sa p-
vrijedno$c¢u 0.203 daje nam zakljucak da je Coxov model koji ukljucuje varijable Ustanova
1 Doza dobar.
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Slika 3.5: Schoenfeldovi reziduali za model s varijablama Doza i Ustanova

Provjerimo jo§ zadovoljava li varijabla Klinika navedenu pretpostavku, pri ¢emu ¢emo
koristiti ¢injenicu da ju varijable Ustanova i Doza zadovoljavaju. Prikaz p-vrijednosti tes-
tova dan je u tablici 3.4.

Naime, dobivena p-vrijednost jednaka 0.00079 ukazuje na Cinjenicu da pretpostavka
proporcionalnog hazarda nije zadovoljena za varijablu Klinika. Osim toga, globalni test
daje zakljucak da prilagodba Coxovog modela s varijablama Doza, Ustanova i Klinika nije
opravdana. Na slici 3.6 skaliranih Schoenfeldovih reziduala moZemo primijetiti trend pada
crvene krivulje, Sto nam sugerira da Schoenfeldovi reziduali nisu nezavisni sa vremenom.
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Model s varijablama Doza, Ustanova i Klinika

P-vrijednost
Klinika 0.00079
Globalni test 0.00616

Tablica 3.4: Rezultati testova
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Slika 3.6: Schoenfeldovi reziduali za model s varijablama Doza, Ustanova i Klinika

Na kraju, mozemo primijetiti da ovaj pristup provjere pretpostavke proporcionalnog ha-
zarda daje iste zakljucke kao i kod provjere putem log-log krivulja. Prema tome, zakljucak
o proporcionalnosti hazarda za varijable Ustanova i Doza je razuman, dok za varijablu
Klinika zaklju¢ujemo da naruSava pretpostavku proporcionalnog hazarda.

Osim putem navedena dva pristupa, zadovoljenost pretpostavke proporcionalnog ha-
zarda moZemo provjeriti uklju¢ivanjem vremenski-ovisne kovarijate u model. Kako bismo
opisali takav pristup, najprije moramo uvesti pojam prosirenog Coxovog modela.



Poglavlje 4

Prosireni Coxov model

4.1 Osnovna formula

Cesta pojava vremensko-ovisnih kovarijata u praksi poti¢e nas na definiranje modela koji ée
ih ukljucivati. U kontekstu Coxovog modela (2.3) namece se njegovo prosirenje uvodenjem
vremensko-ovisnih kovarijata. Zato definiramo proSireni Coxov model sa

P P2
h(t,X(0) = ho(t) - exp| > Bi- Xi+ D ;- X, 4.1)
i=1

=

pri Cemu X(7) = (Xi,...,X,,, Xi(0),...,X,,(1)" predstavlja vektor kovarijata. Pritom je
oCito da su Xj, ..., X, vremenski nezavisne, a X(1), ..., X,,(f) vremenski zavisne varija-
ble. Opcenito, proSireni Coxov model moze ukljucivati 1 varijable sa vremenskim odma-
kom, odnosno varijable Ciji utjecaj na hazard u trenutku ¢ moZe ovisiti o vremenima iz
skupa {...,t — 1,t,t + 1,...}, a ne nuZno samo o vremenu ¢. U tom slu¢aju, model koji
ukljucuje i takve varijable dan je sa

P1 P2
h(t,X) = ho(t) - exp| Y Bi- Xi+ > v;- X (1= N) |, 4.2)
i=1 j=1
pri Cemu su Ny, ..., N,, € Ny. Model (4.2) je alternativni nacin zapisa proSirenog Coxovog

modela koji, dakle, dopusta kovarijate sa vremenskim odmakom. Medutim, u ovom radu
ogranicit ¢emo se na prosSireni Coxov model (4.1).

Uvodenje vremensko-ovisnih kovarijata u osnovni Coxov model (2.3) ocigledno re-
zultira drugacijom formulom za omjer rizika. Konkretno, procjena omjera rizika za dva
subjekta, s vektorom kovarijata X' = (X!, ... ,X},I X1, .. ,Xll,z(t))’ za prvu osobu te vek-

40
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torom kovarijata X* = (X2, ..., X X(0), ..., X (1)) za drugu osobu, dana je sa

P1 P2
exp| > Bi- (X = X2)+ > 7 (X} - X3 0) . 4.3)
i=1

J=1

__ i (1X)
OR = — =
h, (t|X2)

U formuli (4.3) ocito je vidljivo da omjer rizika ovisi o vremenu, odnosno da nije kons-
tantna vrijednost, kao u slu¢aju modela (2.3). Zato prilikom prilagodbe proSirenog Coxo-
vog modela moramo uzeti u obzir ¢injenicu da naruSavamo pretpostavku proporcionalnog
hazarda. Pored toga, s obzirom da je omjer rizika funkcija vremena, procjena omjera ri-
zika jednom vrijedno$¢u ne daje nam neki vjerodostojan zaklju¢ak. Smislenu informaciju o
omjeru rizika moZe nam dati upravo procjena koeficijenata yy, ..., ¥,,, u smislu da y; > 0,
zai € {l,..., p»}, daje zakljuCak o povecanju omjera rizika kroz vrijeme, dok y; < 0
sugerira smanjenje omjera rizika kroz vrijeme.

Nadalje, uo¢imo da iako se vrijednost kovarijate X;(¢) (i € {1,..., p»}) mijenja kroz
vrijeme, pripadni parametar y; ne ovisi o vremenu, nego je fiksan. Drugim rijeima, utjecaj
varijable X;(f) na vjerojatnost dozZivljenja procijenit ¢emo samo jednim parametrom y;, sa
kojim ¢emo dati generalni zakljucak o njenom utjecaju na vjerojatnost dozivljenja, pritom
uzimajuéi u obzir sva vremena u kojima su izmjerene vrijednosti te varijable.

Osim omjera rizika, 1 funkcija vjerodostojnosti je drugacijeg oblika nego kod osnovnog
Coxovog modela. Doduse, ideja za konstrukciju funkcije vjerodostojnosti je analogna kao
i kod osnovnog modela, a razliku ocigledno ¢ine vremensko-ovisne kovarijate. Preciznije,
uz oznake kao i ranije, funkcija vjerodostojnosti prosirenog Coxovog modela dana je sa

L) =[] SPB X 47 X(0)

= v , 4.4)
i=1 ZFER(I[) exp(ﬁ ' Xr + 7/ ' Xr(t))

pri cemu je B/ = (B1,....0,) 1Y = (y1,...,¥p,). 1z formule (4.4) jasno je da funkcija
vjerodostojnosti ovisi o vremenu, $to nije bio sluc¢aj kod osnovnog Coxovog modela.

4.2 Provjera pretpostavke proporcionalnog hazarda
Kao $to je ve¢ spomenuto, pretpostavku proporcionalnog hazarda mozemo provjeriti uklju-
¢ivanjem vremensko-ovisnih kovarijata u model. Ideja ovog pristupa je proSirivanje Coxo-

vog modela (2.3) dodavanjem produkta kovarijate X; sa nekom funkcijom vremena g;(¢),
zasvei=1,..., p. Time dobivamo proSireni Coxov model oblika

P P
h(X(0) = hot) - exp| > Bi- Xi+ ) yi- (Xi- gi(0)|. (4.5)
i=1 i=1
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Kako bismo donijeli zaklju¢ke o zadovoljenosti pretpostavke proporcionalnog hazarda,
uobicajeno testiramo sljedece dvije hipoteze statisti¢kim testovima:

Hy:yi=y,=-=7v,=0 (4.6)

i
Hy: vy, =0, 4.7)
za L € {1,..., p}. Testiranjem hipoteze (4.6) dobivamo informaciju o tome je li u Coxo-
vom modelu koji ukljucuje kovarijate Xi, ..., X, naruSena pretpostavka proporcionalnog
hazarda. Preciznije, odbacivanje hipoteze H, daje nam zakljucak da postoji kovarijata X;,
i € {l,...,p} za koju vrijedi y; # 0, odnosno, koja ne zadovoljava pretpostavku pro-

porcionalnog hazarda. Zakljucak o odbacivanju H, donosimo provodenjem testa omjera
vjerodostojnosti ili LR testa (engl. Likelihood Ratio Test) s pripadnom testnom statisti-
kom

LR:= —2InLg - (=21nLp) 2 2 (p), (4.8)

pri ¢emu Lp oznacava funkciju vjerodostojnosti proSirenog Coxovog modela (4.5), dok Lg
oznacava funkciju vjerodostojnosti osnovnog (u ovom kontekstu jos§ kazemo i reduciranog)
Coxovog modela (2.3). Uo¢imo da nam test omjera vjerodostojnosti ne daje informaciju o
tome koja varijabla naruSava pretpostavku porporcionalnog hazarda. Stoga, kako bismo ju
doznali, testiramo hipotezu (4.7). Naime, ukoliko nas zanima zadovoljava li varijabla X,

zaneki L € {1,..., p} pretpostavku proporcionalnog hazarda, u modelu (4.5) stavljamo
(1), zai=1L
gin = 15" .
0, zai # L,

¢ime dobivamo model
P
h(t,X(t)) = ho(t) - exp [Z Bi- Xi+vyr-(Xp-gu(®)]. 4.9)
i=1

Zakljucak o zadovoljenju pretpostavke proporcionalnog hazarda za kovarijatu X; dono-
simo provodenjem ranije opisanog Waldovog testa s nultom hipotezom (4.7). Ukoliko
odbacimo hipotezu H,, zaklju¢ujemo da kovarijata X; ne zadovoljava pretpostavku pro-
porcionalnog hazarda jer je u tom slucaju parametar 7y, statisticki znacajno razlicit od nule.
Pritom je vaZno napomenuti da je za razli¢it odabir oblika funkcije g, () moguce dobiti
razlicit zakljucak o odbacivanju H,.

Ukoliko kovarijata X; ne zadovoljava pretpostavku proporcionalnog hazarda, znamo
da omyjer rizika nije konstantan kroz vrijeme, zbog ¢ega ga nema smisla procjenjivati jed-
nom vrijedno$¢u, kao Sto je to bio slucaj kod osnovnog Coxovog modela. Zato se pos-
tavlja pitanje procjene omjera rizika u slucaju kada kovarijata X; narusSava pretpostavku

1Uo¢imo da ukoliko vrijedi Hp, model (4.5) je reduciran na osnovni Coxov model (2.3).
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proporcionalnog hazarda. Odgovor lezi u particioniranju vremenskog intervala kojeg pro-
matramo na g ekvidistantnih podintervala, te zatim u procjeni omjera rizika na svakom od
njih posebno. U tu svrhu definiramo odskocne ili Heavisideove funkcije (engl. Heaviside
Function) gi,...,g, koje suzak € {1,...q} oblika

I, zat€ [fi,t)
gi(t) = { . (4.10)
0, inace,
za vremena fy = 0,#,15,...,1; € R. Uvodenjem ovako definiranih funkcija u osnovni

Coxov model (2.3) dobivamo prosireni Coxov model oblika

p
h(t,X(0) = ho(®) - exp| D B Xi+ (y1 - Xe(®) - @10 + ...+ 74 - Xe(0) - 84(0) |-

i=1
i#L

Preciznije, za t € [#_1, t;) dobivamo model oblika

P
h(z, X(2)) = ho(t) - exp Z:Bi'xi + v X ()] (4.11)
=

S obzirom da se omjer rizika mijenja kroz vrijeme, ovaj pristup daje nam mogucénost nje-
gove procjene na svakom od intervala [#,_, %), za k = 1,...,¢q, §to u konacnici rezultira
preciznijim zaklju¢cima o omjerima rizika. Prema tome, dobivamo ¢ razli¢itih omjera

rizika koji sljedeceg oblika
—— (1€ i1, 1)
ORfe[lk—IJk> == >
ho(t | 1 € [t-1, 1))

pri cemu su hyihs funkcije hazarda oblika (4.11), a koje pripadaju dvama subjektima.

4.3 Primjena na podacima

Koristeci prethodno opisanu teorijsku pozadinu, najprije Zelimo provjeriti je li zadovoljena
pretpostavka proporcionalnog hazarda u modelu
h(t) = hy(t) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + 5 - Klinika) . 4.12)

Zato proSirujemo model (4.12) do modela oblika (4.5), pri ¢emu stavljamo g(¢) = g,(¢¥) =
g3(t) = t. Time dobivamo model

h(t) = ho(r) - exp(,Bl - Ustanova + 37 * Doza + 33 - Klinika + 1 -+ Ustanova * t + Y3 * Doza - t + Y3 - Klinika * 1),
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pa testom omjera vjerodostojnosti testiramo hipotezu
Hy:yr=y,=7y3;=0.
Realizacija testne statistike jednaka je
LR=-2InLg — (-2InLp) = -2 - (—673.4024) — (-2 - (—667.1910)) = 12.42283,

a osim toga, znamo da vrijedi
LR ™ *(3),

pa je pripadna p-vrijednost jednaka 0.006, zbog ¢ega odbacujemo H, na svim standardnim
razinama znacajnosti. Stoga mozemo zakljuciti da je u modelu (4.12) naruSena pretpos-
tavka proporcionalnog hazarda.

Kako bismo identificirali koje varijable narusavaju tu pretpostavku, promatramo sljedeéa
tri modela s ciljem testiranja zadovoljenja pretpostavke proporcionalnog hazarda za varija-
ble Ustanova, Doza i Klinika, redom.

h(t) = ho(¢) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + 5 - Klinika) + y - Ustanova - t,  (4.13)
h(t) = hy(¢) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + 5 - Klinika) + y - Doza - t, 4.14)
h(t) = hy(t) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + 5 - Klinika) + y - Klinika - 7. (4.15)

Sada u svakom od modela (4.13), (4.14) i (4.15) Waldovim testom testiramo hipotezu
H() LYy = 0.

Dobivene p-vrijednosti testova prikazane su u tablici 4.1 koja slijedi.

Model | Varijabla | Koeficijenty | P-vrijednost
(4.13) | Ustanova -t | -0.0006536 0.3214
(4.14) Doza -t 1.647-107 0.485536
(4.15) | Klinika -t | -0.0030207 0.000551

Tablica 4.1: Hipoteze i pripadne p-vrijednosti Waldovog testa

Na temelju tablice 4.1 zakljuCujemo da varijabla Klinika naruSava pretpostavku proporci-
onalnog hazarda, dok ju varijable Ustanova 1 Doza ne naruSavaju, $to je u skladu s prethod-
nim zaklju¢cima. Uocimo da je pripadni koeficijent y za varijablu Klinika - # negativan, Sto
nam sugerira da se omjer rizika izmedu klinika ekponencijalno smanjuje kroz vrijeme.
Gornja analiza daje nam zakljucak da, ukoliko polazimo od Coxovog modela koji
ukljucuje varijable Ustanova i Doza, dodavanjem varijable Klinika u taj model naruSavamo
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pretpostavku proporcionalnog hazarda. Osim toga, zakljucili smo da omjer rizika izmedu
klinika ovisi o vremenu. Zato nam je cilj prilagoditi proSireni Coxov model uz koriStenje
odsko¢nih funkcija, kako bismo dali pouzdanije procjene omjera rizika. U naSem primjeru,
odskocne funkcije bit ¢e odredene grafickom analizom funkcija dozivljenja po kategori-
jama varijable Klinika. Navedeni graficki prikaz dan je na slici 4.1.

o
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Klinika 2
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(oo ]
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_(IJ
= @ |
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Vrijeme

Slika 4.1: Funkcije doZzivljenja po klinikama

Prikazane krivulje doZivljenja po klinikama sugeriraju da je vjerojatnost zadrZavanja paci-
jenata u klinici 2 malo ve¢a nego u klinici 1 u prvih godinu dana, dok se nakon tog razdoblja
vjerojatnost zadrZavanja u klinikama sve vise razlikuje s viemenom. Prema tome, moZemo
zakljuciti da ¢e se omjer rizika klinike 2 u odnosu na kliniku 1 smanjivati kroz vrijeme, Sto
nam potvrduje ve¢ doneseni zaklju¢ak da omjer rizika po klinikama ovisi o vremenu.

Kako bismo dali procjenu omjera rizika za razdoblje prve godine dana, a zatim za raz-
doblje nakon godine dana, prilagodit éemo proSireni Coxov model na podatke uvodenjem
odsko¢nih funkcija na nacin koji slijedi. Promatramo model

h(t) = hy(¢) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + 7y, - Klinika - g,(¢) + y, - Klinika - g,(¢)),
(4.16)
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pri cemu su
ako je t < 365

Hn=13"

s1(1) {o, ako je £ > 365
, akojet> 365

&) = i

0, akojet < 365.

Uocimo da je sada Coxov model (4.16) za t < 365 jednak

h(t) = ho(¢) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + vy, - Klinika),
dok je za t > 365 jednak

h(t) = hy(¢) - exp (B; - Ustanova + 3, - Doza + vy, - Klinika) .

Prema tome, koeficijent y; dat ¢e nam informaciju o omjeru rizika klinika za prvih godinu
dana, dok ¢e nam 7y, dati informaciju o omjeru rizika za vremensko razdoblje nakon godine
dana.

Kako bismo odgovorili na pitanje koliko je puta vjerojatnost odlaska iz klinike 2 veca
u odnosu na kliniku 1, trebamo procijeniti omjer hazarda

h(t, (Ustanova, Doza, Klinika = 2))
h(t, (Ustanova, Doza, Klinika = 1))’

pri ¢emu varijable Ustanova i Doza imaju konstantne vrijednosti. Prema tome, vrijedi

— h(t, (Ustanova, Doza, Klinika = 2) | t < 365)

OR; 3¢5 = —
<363 h(t, (Ustanova, Doza, Klinika = 1) | < 365)
=exp(71)
te
— h(t, (Ustanova, Doza, Klinika = 2) | ¢t > 365)
OR;»365 =

h(t, (Ustanova, Doza, Klinika = 1) | £ > 365)
=exp (72).

Procjene koeficijenata y; i y,, dane su u tablici 4.2 koja slijedi.
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Varijabla | Koeficijent | ¢¥°ei*nt | Standardna greska koeficijenta | P-vrijednost |

Klinika -g;(¢) | -0.4596 0.632 0.25529 0.0769
Klinika -g>(#) | -1.8282 0.1607 0.38595 4.39-10°°

Tablica 4.2: Rezultati prilagodbe proSirenog Coxovog modela

Dakle, trazeni omjeri su jednaki
OR <365 = 0.632

OR 5365 = 0.1607.

MozZemo primijetiti da je omjer rizika nakon godine dana gotovo 4 puta manji nego unutar
prve godine, $to nam ukazuje na vremensku ovisnost omjera hazarda. Stoga, kao generalni
zaklju¢ak moZemo reci da je rizik odlaska iz klinike 2 manji nego iz klinike 1, no omjer
rizika se smanjuje s prolaskom vremena. Osim toga, p-vrijednosti testova znacajnosti ko-
eficijenata vy, 1y, iz tablice 4.2 ukazuju da su znacajno razli¢iti od nule. To nam sugerira
da je pretpostavka proporcionalnog hazarda naruSena za varijablu Klinika, Sto potvrduje
vel ranije donesene zakljucke.



Dodatak A

Kod u programskom paketu R

##### 1. Analiza dozivljenja

# Ucitavanje podataka.

podaci<-read.table("podaci.txt")

# Zadavanje imena stupaca.

colnames (podaci)=c("id","Klinika","Status","Vrijeme","Ustanova","Doza")
# Slika 1.1: Primjer distribucije Vremena dozivljenja T.

hist(podaci$Vrijeme, main="", col="1lightblue", xlab="Vrijeme",
probability = T,ylab="Relativna_frekvencija",xlim=c(0,1000),
ylim=c(0,0.002))

# Slika 1.2: Kaplan-Meierova procjena funkcije dozivljenja S(t).

library(survival)

Vremena=c(2,5,5,5,10,17,22)

d=c(1,1,1,1,1,0,1)

Z=Surv (Vremena,d)

kmfit=survfit(Z"1)

plot (kmfit,conf.int=F,col="blue", xlab="Vrijeme",
ylab="Procjena.funkcije_.dozivljenja",xaxt = "n",yaxt="n")
axis(l,at = ¢(0,2,5,10,17,22),1abels = c(0,expression("t"[1]),
expression("t"[2]),expression("t"[3]),expression("t"[4]),
expression("t"[5])))

48
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axis(2,at = c(0,2/7,3/7,6/7,1),1labels = c(0,expression(frac(2,7)),
expression(frac(3,7)),expression(frac(6,7),1)), las=2)

##### 2.5 Primjena na podacima

# Spremanje podataka o vremenu u varijablu Y.
Y=Surv(podaci$Vrijeme,podaci$Status==1)

# Odredivanje ukupnog broja pacijenata te broja pacijenata po Klinikama.

length(podaci$id[podaci$Klinika==1]) # 163
length(podaci$id[podaci$Klinika==2]) # 75
length(podaci$id) # 238

# Slika 2.1: Kaplan-Meierova procjena funkcije dozivljenja s medijalnim
# vremenom dozivljenja.

# Odredivanje medijalnog vremena dozivljenja i intervala pouzdanosti 95%.
median(Y)

# Kaplan-Meierova procjena s medijalnim vremenom dozivljenja.
KMl=survfit (Y 1)

plot (KM1, col=c("black","orchidl","orchidl"), xlab="Vrijeme",
ylab="Vjerojatnost.dozivljenja",lty=c("solid","solid","solid"))
abline(v=504,col="red3",1lty=2)

abline(h=0.5, col="red3",lty=2)

axis(side=1,at=504, las=1, col="darkred",lty=2)
axis(side=2,at=0.5, las=3, col="darkred",lty=2)
legend("topright",c("Procjena.S(t)","95%._pouzdani_interval"),
col=c("black","orchidl"),lty=c("solid","solid"), text.font=1)

# Slika 2.2: Usporedba funkcija dozivljenja po klinikama.

KM2=survfit (Y podaci$Klinika)

plot (KM2, col=c("blue","green"), xlab="Vrijeme",
ylab="Vjerojatnost.dozivljenja",main="")

legend("topright", c("Klinika.1", "Klinika.2"),col=c("blue","green"),
lty=c("solid","solid"))

# Test log-rangova.
survdiff(Surv(podaci$Vrijeme,podaci$Status) "podacif$Klinika)
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# Slika 2.3: Usporedba funkcija dozivljenja po varijabli Ustanova.

KM3=survfit (Y podaci$Ustanova)

plot (KM3, col=c("purple","orange"), xlab="Vrijeme",
ylab="Vjerojatnost.dozivljenja")

legend("topright", c("Ustanova.=.0", "Ustanova.=.1"),
col=c("purple","orange"), lty=c("solid","solid"))

# Test log-rangova.
survdiff(Surv(podaci$Vrijeme,podaci$Status) "podacif$Ustanova)

# Tablica 2.3: Rezultati prilagodbe Coxovog modela.

MODEL1l=coxph(Y " Ustanova+Doza,data=podaci,method="breslow")
MODEL1

# Slika 2.4: Usporedba funkcija dozivljenja.

plot(survfit (MODEL1),conf.int=F,col="red", xlab="Vrijeme",
ylab="Vjerojatnost.dozivljenja")

par (new=T)

plot (KM1, col="purple", xlab="Vrijeme",axes=F,conf.int=F)
legend("topright",c("Kaplan-Meierova_krivulja.dozivljenja",
"Coxova_krivulja.dozivljenja"),col=c("purple","red"),
lty=c("solid","solid"))

par (new=F)

##### 3.1: Log-log krivulje
# Slika 3.1: Usporedba log-log krivulja po kategorijama varijable Doza.

# Mala doza.

A=podaci$Doza>=20&podaci$Doza<=55
FITl=survfit(coxph(Y[A] 1) ,method="breslow")
Vrijeme_A=summary (FIT1)S$time

Procjena_A=summary (FIT1) $surv
Procjena_A=log(-log(Procjena_A))
plot(Vrijeme_A,Procjena_A,col="red",type="1",x1lim=c(0,900),
xlab="Vrijeme", ylab="1In(-1In(S(t))",ylim=c(-5,1))

# Srednja doza.
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par (new=T)

B=podaci$Doza>55&podaci$Doza<=65
FIT2=survfit (coxph(Y[B] 1) ,method="breslow")

Vrijeme_B=summary (FIT2)$time

Procjena_B=summary (FIT2) $surv

Procjena_B=log(-log(Procjena_B))
plot(Vrijeme_B,Procjena_B,col="purple",type="1",x1im=c(0,900),xlab="",
ylab="",ylim=c(-5,1))

# Velika doza.

par (new=T)

C=podaci$Doza>65&podaci$Doza<=110
FIT3=survfit(coxph(Y[C] 1) ,method="breslow")

Vrijeme_C=summary (FIT3)S$time

Procjena_C=summary (FIT3) $surv

Procjena_C=log(-log(Procjena_C))
plot(Vrijeme_C,Procjena_C,col="orange",type="1",xlim=c(0,900),xlab="",
ylab="",ylim=c(-5,1))
legend("bottomright",c("Mala_.Doza","Srednja.Doza","Velika_Doza"),
col=c("red","purple","orange"),lty=c("solid","solid","solid"), cex=1)
par (new=F)

# Slika 3.2: Usporedba log-log krivulja po kategorijama varijable
# Ustanova.

# Ustanova=0

D=podaci$Ustanova==0

FIT4=survfit(coxph(Y[D] "podaci$Doza[D]),method="breslow")
Vrijeme_D=summary (FIT4)$time

Procjena_D=summary (FIT4) $surv

Procjena_D=log(-log(Procjena_D))
plot(Vrijeme_D,Procjena_D,col="purple",type="1",xlim=c(0,900),
xlab="Vrijeme",ylab="1n(-In(S(t))",ylim=c(-5,1))

# Ustanova=1

par (new=T)

E=podaci$Ustanova==1

FITS5=survfit(coxph(Y[E] "podaci$Doza[E]) ,method="breslow")
Vrijeme_E=summary (FIT5) $time

Procjena_E=summary (FIT5) $surv

Procjena_E=log(-log(Procjena_E))
plot(Vrijeme_E,Procjena_E,col="orange",type="1",x1im=c(0,900),xlab="",
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ylab="",ylim=c(-5,1))

legend("bottomright",c("Ustanova_.=.0", "Ustanova.=.1"),
col=c("purple","orange"),lty=c("solid","solid"))
par (new=F)

# Slika 3.3: Usporedba log-log krivulja po kategorijama varijable
# Klinika.

# Klinika 1

G=podaci$Klinika==1

FIT6=survfit (coxph(Y[G] "podaci$Doza[G]+podaci$Ustanoval[G]),
method="breslow")

Vrijeme_G=summary (FIT6)$time

Procjena_G=summary (FIT6) $surv
Procjena_G=log(-log(Procjena_G))
plot(Vrijeme_G,Procjena_G,col="blue",type="1",xlim=c(0,900),
xlab="Vrijeme",ylab="1n(-1In(S(t))",ylim=c(-5,1))

# Klinika 2

par (new=T)

H=podaci$Klinika==2

FIT7=survfit (coxph(Y[H] "podaci$Doza[H]+podaci$Ustanoval[H]),
method="breslow")

Vrijeme_H=summary (FIT7) $time

Procjena_H=summary (FIT7) $surv

Procjena_H=log(-log(Procjena_H))
plot(Vrijeme_H,Procjena_H,col="green",type="1",x1im=c(0,900),xlab="",
ylab="",ylim=c(-5,1))
legend("bottomright",c("Klinika, 1" ,"Klinika.2"),col=c("blue","green"),
lty=c("solid","so0lid"))

####4# 3.2: Schoenfeldovi reziduali i zph test
# Tablica 3.2: Rezultati testova.

MODEL2=coxph(Y " Doza,data=podaci ,method="breslow")
cox.zph(MODEL2, transform=rank)

# Slika 3.4: Schoenfeldovi reziduali za model s varijablom Doza.

plot(cox.zph(MODEL2, transform=rank), var=’Doza’,col="red",se=F,
xlab="Vrijeme", ylab="")



DODATAK A. KOD U PROGRAMSKOM PAKETU R 53

# Tablica 3.3: Rezultati testova.

MODEL3=coxph(Y"Doza+Ustanova,data=podaci,method="breslow")
cox.zph(MODEL3, transform=rank)

# Slika 3.5: Schoenfeldovi reziduali za model s varijablama
# Doza i Ustanova.

plot(cox.zph(MODEL3, transform=rank), var=’'Ustanova’,col="red",se=F,
xlab="Vrijeme",ylab="") #Ustanova

# Tablica 3.4: Rezultati testova.

MODEL4=coxph(Y " Ustanova+Doza+Klinika,data=podaci,method="breslow")
cox.zph(MODEL4, transform=rank)

# Slika 3.5: Schoenfeldovi reziduali za model s varijablama
# Doza i Ustanova.

plot(cox.zph( MODEL4, transform=rank),var="Klinika’, se=F,col="red",
xlab="Vrijeme",ylab="")

##### 4.3: Primjena na podacima
# Priprema podataka.

podaci.cp=survSplit(podaci,cut=podaci$Vrijeme[podaci$Status==1],
end="Vrijeme",event="Status",start="start")

# Tablica 4.1: Hipoteze i pripadne p-vrijednosti Waldovog testa.

# Model (4.13)
podaci.cp$t_Ustanova=podaci.cp$Ustanova*podaci.cp$Vrijeme
coxph(Surv(podaci.cp$start,podaci.cp$Vrijeme,podaci.cp$Status) "Ustanova
+Doza+Klinika+t_Ustanova+cluster(id),data=podaci.cp,method="breslow")

# Model (4.14)

podaci.cp$t_Doza=podaci.cp$Doza*podaci.cp$Vrijeme
coxph(Surv(podaci.cp$start,podaci.cp$Vrijeme,podaci.cp$Status) "Ustanova
+Doza+Klinika+t_Doza+cluster(id),data=podaci.cp,method="breslow")
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# Model (4.15)

podaci.cp$t_Klinika=podaci.cp$Klinika*podaci.cp$Vrijeme
coxph(Surv(podaci.cp$start,podaci.cp$Vrijeme,podaci.cp$Status) "Ustanova
+Doza+Klinika+t_Klinika+cluster(id),data=podaci.cp,method="breslow")

# Test omjera vjerodostojnosti.

InL_R=coxph(Y " Ustanova+Doza+Klinika,data=podaci,method="breslow")$loglik
InL_P=coxph(Surv(podaci.cp$start,podaci.cp$Vrijeme,podaci.cp$Status)
"Ustanova+Doza+Klinika+t_Klinika+t_Doza+t_Ustanova+cluster(id),
data=podaci.cp, method="breslow")$loglik

LR=-2*1InL_R+2*1nL_P

p_vrijednost=1-pchisq(LR,3)

p_vrijednost

# Slika 4.1: Funkcije dozivljenja po klinikama.

MODEL5=coxph(Y " Ustanova+Doza+strata(Klinika),data=podaci,
method="breslow")

plot (survfit (MODEL5),conf.int=F,lty=c("solid","solid"),
col=c("blue","green"),xlab="Vrijeme",ylab="Vjerojatnost.dozivljenja")
abline(v=365, col="red")

legend ("topright",c("Klinika,_1","Klinika.2"),lty=c("solid","solid"),
col=c("blue","green"))

# Tablica 4.2: Rezultati prilagodbe prosirenog Coxovog modela.

# Spremanje podataka.
podaci.cp365=survSplit(podaci,cut=365,end="Vrijeme",
event="Status",start="start")
Y365=Surv(podaci.cp365$start,podaci.cp365%Vrijeme,podaci.cp365%Status)

# Definiranje odskocne funkcije.

podaci.cp365%hvli=podaci.cp365%Klinika*(podaci.cp365%start<365)
podaci.cp365%hv2=podaci.cp365%$Klinika*(podaci.cp365%start>=365)

# Prilagodba prosirenog Coxovog modela.

coxph (Y365 " Ustanova+Doza+hvl+hv2+cluster(id), data=podaci.cp365,
method="breslow")
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Sazetak

U kontekstu analize doZivljenja, kvantitativna analiza podataka podrazumijeva promatra-
nje dvije fundamentalne funkcije: funkciju doZivljenja i funkciju hazarda. Cilj analize
dozivljenja je procijeniti navedene dvije funkcije, koje nam daju saZete 1 bitne informacije
iz podataka. Funkcija doZivljenja daje nam informaciju o vjerojatnosti da se neki dogadaj
od interesa nije dogodio do nekog fiksnog trenutka, dok funkciju hazarda uvodimo iz raz-
loga Sto ona predstavlja glavni alat za matematicki prikaz modela u analizi doZivljenja. U
ovom radu je funkcijom hazarda

p
h(t,X) = ho(1) - exp (Zﬁi : Xi),
i=1

gdje je X = (Xj,...,X,)" vektor kovarijata, predstavljen jedan od najpoznatijih mate-
matickih modela u analizi doZivljenja: Coxov model proporcionalnih hazarda. Njegova
najbitnija pretpostavka je proporcionalnost hazarda, ili ekvivalentno, vremenska nezavis-
nost omjera rizika. Kako bi prilagodba Coxovog modela bila valjana, bitno je provjeriti
zadovoljavaju li kovarijate X, ..., X, navedenu pretpostavku, koju uobicajeno testiramo
koriStenjem tri pristupa. Prvi se temelji na analizi log-log krivulja, drugi objedinjuje ana-
lizu Schoenfeldovih reziduala i zph test, a tre¢i poCiva na uvodenju vremensko-ovisnih
kovarijata u osnovni Coxov model. Ukoliko neka od kovarijata ne zadovoljava pretpos-
tavku proporcionalnog hazarda, proSirujemo osnovni Coxov model sa vremensko-ovisnim
kovarijatama, ¢cime dobivamo prosireni Coxov model

pi P

h(t, X(1) = ho(t) - exp| D Bi- Xi+ )y X,(0) |
i=1 J=1
gdje je X(1) = (Xi,...,X,,, Xi(?),...,X,,(t)) vektor kovarijata. U principu, proSireni
Coxov model koristan je kao alat za provjeru zadovoljenosti pretpostavke proporcionalnog
hazarda te za procjenu omjera rizika na particiji vremenskog intervala kojeg promatramo.
U ovom radu dan je detaljan prikaz Coxovog modela i metoda provjere pretpostavke pro-
porcionalnog hazarda, a takoder je dan i uvid u njegovo proSirenje. Kako bi se postiglo
bolje razumijevanje same teorije, kroz cijeli rad proteZe se problem klini¢ke studije mode-
liran Coxovim modelom.



Summary

In the context of survival analysis, quantitative data analysis considers two fundamental
functions: the survivor function and the hazard function. The goal of the survival analysis
is to estimate these two functions, which provide us crucial and summarized information
from the data. The survivor function gives us the probability that an event of interest did not
occur until a certain fixed moment, while we introduce the hazard function because it is the
main tool for the mathematical representation of the model in the survival analysis. In this
paper, the Cox proportional hazard model , which is one of the most famous mathematical
models in the survival analysis, is represented by the hazard function

p
h(t,X) = ho(#) - exp (Z Bi- X)
i=1

where X = (Xj,...,X,)" denotes the vector of covariates. The most important assumption
of that model is the proportional hazard assumption, or equivalently, the hazard ratio inde-
pendence of time. In order to achieve the valid adjustment of the Cox model, it is essential
to check whether the covariates X, ..., X,, satisfy the proportional hazard assumption. We
usually asses it using three approaches. The first one involves comparing log-log survivor
curves, the second one combines the analysis of Schoenfeld residuals and the zph test, and
the third one is based on using time-dependent covariates in order to extend the basic Cox
model. If one of the covariates does not satisfy the proportional hazard assumption, we
extend the basic Cox model with time-dependent covariates, which gives us an extended
Cox model

P1 P2
h(t, X(0) = ho(0) - exp| D Bi- Xi+ ) v;- X0,
i=1 j=1

where X(7) = (Xi,...,X,,,Xi(?),...,X,,(1)) denotes the vector of covariates. In general,
the extended Cox model is usually used for checking the proportional hazard assumption,
and also for estimating the hazard ratio over the partition of the time interval. In this paper,
a detailed presentation of the Cox model and its extension is given, as well as methods for
checking the proportional hazard assumption. In order to achieve a better understanding of
the theory itself, in this paper the medical research problem is modeled by the Cox model.
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