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1 UVOD

1 Uvod

1.1 Uvodni komentar

Cilj ovog rada je dokazati John Ballov teorem o egzistenciji ravnoteZnog rjeSenja za hiperelasti¢no
tijelo Cija je gustoca unutarnje energije opisana polikonveksnom funkcijom koji ¢emo dokazati na
kraju rada. Teorem je prvi dokazao John Ball u svome radu [6] iz 1977. godine.

Problemi pronalska minimizatora funkcionala intenzivno se istrazuju jo§ od vremena Leonharda
Eulera (1707.-1783.) i Joseph-Louisa Lagrangea (1736.-1813.) koji su dali prvi znacajniji rezultat
o egzistenciji stacionarnih tocaka funkcionala, poznatiji kao Fuler-Lagrangeove jednadzbe. Vazniji
rezultati o egzistenciji minimizatora ¢ekali su razvoj funkcionalne analize s obzirom kako je prostor
u kojem se traze minimizatori beskona¢énodimenzionalan.

Radom Stefana Banacha (1892.-1945.) dolazi do znacajnijih pomaka u funkcionalnoj analizi.
David Hilbert (1862.-1943.) predlaze metodu pronalska minimizatora kori§tenjem minimizirajuceg
niza koji ¢e konvergirati prema minimizatoru, no u to vrijeme jo§ uvijek nisu rijeSeni svi tehnicki
problemi iz funkcionalne analize. Prvi fundamentalni teorem iz funkcionalne analize koji se koristi
u dokazu John Ballovog teorema je Banach-Saks-Mazurov teorem koji je dokazan 1930. godine
(Stefan Banach i Stanislaw Saks), odnosno neovisno 1933. (Stanislaw Mazur). Iduéi veliki teorem
funkcionalne analize kojeg je John Ball iskoristio je Banach-Eberlein-Smulianov teorem ¢iji jedan
smjer dokazuje Vitold Lvovitsch Smulian (1914.-1944.) 1940. godine, dok obrat dokazuje William
Frederick Eberlein (1917.-1986.) tek 1947. godine.

Razvijanjem teorije u drugoj polovici 20. stolje¢a doslo je do znacajnijih pomaka u rjeSavanju
problema egzistencije minimizatora, no razvojem teorije elasti¢nosti, tj. modeliranjem hiperelastic-
nih tijela, doslo se do pretpostavki na model hiperelasti¢nog tijela na koji se nisu mogli iskoristiti
ranije dobiveni rezultati. Problem je rijeSio John Ball uvodenjem pojma polikonveksnosti, slabije
pretpostavke od konveksnosti. U radu éemo razraditi sve detalje potrebne za dokazivanje teorema
kroz pet cjelina, kako slijedi.

Poslije uvoda, tj. u drugom dijelu, radimo poglavlja iz funkcionalne analize s naglaskom na
Banach-Saks-Mazurov teorem i Banach-Eberlein-Smulianov teorem. Banach-Saks-Mazurov teorem
govori o konstrukciji jako konvergentnog niza iz slabo konvergentnog niza te o povezanosti jako
zatvorenih konveksnih skupova sa slabo konvergentnim nizovima unutar takvih skupova. Banach-
Eberlein-Smulianov teorem analogon je teorema o egzistenciji konvergentnog podniza omedenog
niza. Kako bi se dokazao Banach-Eberlein-Smulianov teorem, napravit ¢emo kratki pregled teorije
baza i baznih nizova u Banachovim prostorima. Osim navedenog, dokazat ¢e se geometrijske forme
Hahn-Banachovog teorema koje ¢e se koristiti na nekoliko mjesta u nastavku rada.

U trec¢em dijelu razvit ¢emo teoriju Soboljevljevih prostora na kojima ¢emo raditi do kraja rada.
Iznijet ¢emo osnovna svojstva Soboljevljevih prostora koja ¢e nam trebati u nastavku, dokazat
¢emo potpunost, separabilnost i refleksivnost odredenih Soboljevljevih prostora, definirati norme
na istima te iskazati Rellich-Kondrachov teorem o kompaktnim ulaganjima Soboljevljevih prostora.
Kako bi se motivirala definicija Soboljevljevih prostora, poglavlje kreée s osnovnim razmatranjem
slabih derivacija.
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Cetvrti dio nastavak je diferencijalnog ra¢una s kona¢nodimenzionalnih prostora na opcenite
normirane prostore. Uvodi se pojam diferencijabilnosti te dokazuju sva (o¢ekivana) osnovna svoj-
stva diferencijala na normiranim prostorima. Iskazuje se i dokazuje Piolin identitet koji je najvazniji
rezultat ovog poglavlja i koji ¢e se na viSe mjesta koristiti u nastavku. Naposljetku, navedeni su
analogoni teorema srednje vrijednosti te teorema o diferencijabilnosti limesa diferencijabilnih funk-
cija. Iskazan je teorem o implicitnom preslikavanju te su navedeni neki osnovni primjeri gdje se
navedeni teoremi koriste.

Peto poglavlje motivacija je za definicije u posljednjem dijelu. Definirana su preslikavanja od
interesa, zajedno sa svojstvima koja od njih o¢ekujemo te je obrazlozeno zaSto promatramo upravo
takva preslikavanja.

U Sestom, tj. posljednjem poglavlju razvit ¢emo teoriju s kojom se dokazuje egzistencija raznih
minimizatora na prostorima funkcija koji su definirani u tre¢em i petom poglavlju. Kako bi olak-
Sali analizu, detaljnije su obradene konveksne funkcije i pripadna svojstva istih. Uveden je pojam
epigrafa funkcije, s ¢ijom zatvorenosti je uspostavljena veza s odredenim vrstama neprekidnosti
funkcija. Isto tako, definiramo razne vrste neprekidnosti funkcija. Prije samog iskaza John Ballovog
teorema, dokazuju se osnovna svojstva preslikavanja vezanih za kofaktor matrica i determinantu te
se na kraju navodi i dokazuje John Ballov teorem koji daje egzistenciju minimizatora, tj. ravnotez-
nog rjeSenja hiperelasti¢nog tijela.

U dodatcima navedeni su rezultati koji se smatraju poznati otprije te koji su u nekom obliku
iskazani ili dokazani tijekom studija na PMF MO u Zagrebu. Za sve rezultate koji nisu dokazani,
navedena je literatura gdje se mogu pronaéi dokazi, a isti su izostavljeni jer zahtijevaju razvijanje
teorije koja bi napravila znacajniji odmak od teme ovog rada.

1.2 Notacija

Sljede¢u notaciju koristimo u nastavku. Nalazimo se u topoloskom prostoru X.

1. Kugla sa sredistem « i radijusa r > 0 u normiranom, tj. metrickom prostoru

K(z,r):={yeX:|lz—y[|<r}={ye X :d(z,y) <r}.

2. Za funkciju f: X — Y sliku skupa A C X oznacavat ¢emo uglatim zagradama, tj.

flA]l:=={f(a) 1 a € A}.
Nadalje, za B C 'Y oznacavamo prasliku kao f<[B].

3. Za vektorski prostor X oznacavamo pripadni prostor linearnih funkcionala kao X*, dok prostor
ogranicenih linearnih funkcionala ozna¢avamo s X'.

4. Za vektorske prostore X i Y oznatavamo prostor linearnih funkcionala A : X — Y kao
L(X,Y). Prostor ograni¢enih linearnih funkcionala izmedu prostora X i Y oznaavamo s
B(X,Y), odnosno u slu¢aju X =Y s B(X).
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5. Multiindeks je n-torka o = (aq, -+, ) € Nj za koju definiramo |o] = o + -+ + oy 1
O f = Oft - ogn .

6. Ukoliko ne zelimo odrediti nad kojim poljem promatramo prostor X, tada ¢emo to polje
jednostavno oznaciti s F.

7. M™*™ oznacava skup svih realnih m x n matrica.
8. Ukoliko kazemo da je A gust u B, tada zapravo mislimo kako je AN B gust u B.
9. Rub skupa A oznatavamo s OA, a zatvara¢ skupa A s A.

10. Definirajmo R> :={z € R:2 >0} iRy :={z €R:z > 0}.

11. U oznakama R”, R™, RY ili RM podrazumijeva se n,m, N, M € N.

12. Mjere na prostoru X oznacavamo s p ili .

13. Ukoliko iz konteksta nije jasno na kojem prostoru se promatra norma, funkciju norme na
normiranom prostoru X oznadit ¢emo s || - || x.

1.3 Uvodne definicije i rezultati

Definirajmo osnovne pojmove koji ¢e se Cesto koristiti u nastavku i ¢ije je poznavanje bitno za
razumijevanje daljnjeg teksta. To je ujedno i razlog zbog kojeg ovaj odjeljak nije u Dodatku.

Za neki skup U definiramo familiju kompaktnih skupova
K{U):={K CU : K kompaktan}.
Esencijalni supremum oznacava supremum za g.s. element iz skupa, tj.
esssup,ep | f(z)] = inf{M : |f(z)] < M za gs. z € U}.

Definicija 1.1. Za p € [1,00) 1 U C X definiramo LP prostore

LP(U) :==A{[f]| f : U — R izmjeriva, /U]f]pd)\ < oo},

loc

L2 (U) = {[f]| f : U — R izmjeriva, / [fIPdA < o0, VK € K(U)},
K
L>®(U) :={[f]| f : U = R izmjeriva, esssup,cy |f(z)| < oo},
i (U) :==A{[f]| f : U — R izmjeriva, esssup,cx |f(x)| < oo, VK € K(U)}

loc

gdje je [f] klasa ekvivalencija funkcija koje su g.s. jednake funkciji f. Dalje éemo poistovijetiti klasu
funkcija [f] sa samom funkcijom f.

Na LP(U), p € [1,00), definiramo normu kao:

| fllp = [1fllze := (/UmpdA)

3

3 =
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Na L*°(U) prostoru definiramo normu kao:

| flloc = lIfll e = inf { M : esssup,eys | ()] < M.

Osnovna svojstva LP prostora dana su u sljedeéim teoremima.

Teorem 1.1. Neka je U C R", U otvoren. Prostori (LP(U),|| - ||Le@)) Banachovi su za svaki
p € [1,00].
Dokaz se moze pronaci u [9] str. 135, Teorem 3.4-1].

Teorem 1.2. Neka je U C R", U otvoren. Prostori (LP(U), || - |zrury) separabilni su za svaki
p € [1,00). Prostor L>°(U) nije separabilan.

Dokaz se moze pronaci u [9] str. 65, Teorem 2.5-4].
Teorem 1.3 (Holder). Neka su f € LP(U) i g € LY(U) gdje je %+% = 1. Tada je fg € L*(U) i
vrijeds
gl < 1 fllpllgllq-

Dokaz se moze pronadi u [20, str. 48, Propozicija 7.10].

Definicija 1.2. Neka je U C R" otvoren skup. Rub skupa U je Lipschitz neprekidan ako postoje
konstante a > 0, L > 0, s € N te funkcije

friw =R, woi={zecR" |z <a}, 1<r<s

tako da vrijeds
oU = U{(z;,zr) 2l € w2 = fr(2)}
r=1

uz uvjet
[fr(2) = fr(y)l < Llzp =9l Va9 €wpy 1<7 <.

Posljednji uvjet govori kako su funkcije f, Lipschitz neprekidne. Otvoreni skupovi s Lipschitz
neprekidnim rubom su upravo oni skupovi ¢je rubove mozemo dobiti kao slike kona¢no funkcija
koje su Lipschitz neprekidne.

Definicija 1.3. Podskup U C R"™ domena je ako je omeden, povezan i otvoren skup s Lipschitz
neprekidnim rubom.

Prisjetimo se definicije kompaktnosti u opéenitim topoloskim prostorima te normiranim prosto-
rima.

Definicija 1.4. 1. Neka je (X, T) topoloski prostor i K C X. Podskup K kompaktan je skup ako
za svaki otvoreni pokrivac¢ U C T, U # O podskupa K postoji n € N 4 skupovi Uy,--- ,U, € U
takvi da vrijedi

KgOm
=1
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2. Neka je X normiran prostor i1 K C X. Podskup K kompaktan je skup ako svaki niz v K ima
konvergentan podniz ¢ijr limes je u K.

Moze se pokazati da definicija kompaktnosti u topologkim prostorima povlaci definiciju kom-
paktnosti u normiranim prostorima (gdje se promatra topologija inducirana normom).

U konafnodimenzionalnim prostorima, kompaktnost je ekvivalentna sa zatvorenosti i omede-
nosti skupa (Heine-Borelov teorem). U beskonacnodimenzionalnim prostorima vrijedi samo jedna
implikacija.

Propozicija 1.1. Kompaktan skup u normiranom prostoru je omeden 1 zatvoren.

Kompaktan skup u opcéenitom topoloskom prostoru ne mora biti zatvoren. Neka je X neki skup
s barem dva elementa i promotrimo topologki prostor (X, {0, X}). Neka je K C X t.d. je K A0 i
K # X. Tada je K o¢ito kompaktan (jer je topologija kona¢na), ali skup K nije zatvoren jer X \ K
nije u {0, X}. OpSirnija rasprava dana je u [14], Poglavlje 8].

Buduéi da ¢ée se na viSe mjesta koristiti u nastavku, navodimo i sljedeci teorem.

Teorem 1.4 (generalizirana Fatouova lema). Neka je (f,)nen niz izmjerivih funkcija fr : X —
R za koje postoji integrabilna funkcija g : X — R takva da je fr, > —g za svakin € N, tada vrijedi

/lim inf fdp < lim inf/fnd,u.

Dokaz. Primijenimo Fatouovu lemu na niz funkcija (f, 4+ g)» za koju vrijedi f, + g > 0. O]
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2 Funkcionalna analiza

U ovome poglavlju izlozit ¢emo kratki pregled pojmova i teorema funkcionalne analize koji ¢e se u
bitnome koristiti u nastavku.

2.1 Slaba konvergencija
U opéenitim topoloskim prostorima pojam konvergencije definira se na sljedeéi naéin.

Definicija 2.1. Neka je (X, T) topoloski prostor, (zp)n, C X niz i x € X. KaZemo da niz (xn)n
konvergira prema tocki x ako

(VU € 1,z € U)(Iny € N)(n > ny = z, € U).
Konvergenciju niza oznacavamo s x, — x ili lim, x, = x. Tocku x nazivamo i limes niza (x,)n.

Dakle, konvergencija niza uvelike ovisi o tome kako je definirana topologija prostora pa isti
vektorski prostor s razli¢itim topologijama moze imati razli¢ite konvergentne nizove i razlicite limese
istih konvergentnih nizova.

Primjer 2.1. Neka je X skup koji sadrzi barem jedan element, (X, {(), X}) topologki prostor s
indiskretnom topologijom, tj. s najmanjom mogué¢om topologijom na skupu X. Tada je svaki niz u
tom topologkom prostoru konvergentan i konvergira prema svakoj drugoj tocki tog prostora.

Pretpostavimo sada da skup X ima dodatnu strukturu, tj. da je normiran vektorski prostor.
Tada je dobro definirana operacija oduzimanja tocaka i postoji funkcija norme pa vidimo da je
gornja definicija konvergencije ekvivalentna sljedec¢em:

(Jz € X)(Ve > 0)(In: € N)(n > ne = ||z, — 2] < e).
Topologiju induciranu normom na normiranom prostoru X nazivamo jakom topologijom.

Definicija 2.2. Potpun normiran prostor nazivamo Banachov prostor. Potpun unitaran prostor,
tj. potpun prostor sa skalarnim produktom, nazivamo Hilbertov prostor.

Uzmimo sada beskona¢nodimenzionalni separabilni Hilbertov prostor X i njegovu ortonormiranu
bazu (ey,), (ONB u takvom prostoru postoji, dokaz se moze pronadi u [4, str. 35]). Tada je (ey)n C
5(0,1), ali taj niz nema konvergentan podniz jer je ||, — em|| = V/2, za svaki n,m € N, tj. postoje
ograniceni nizovi koji nemaju konvergentan podniz. To je svojstvo koje smo izgubili s obzirom na
kona¢nodimenzionalne prostore.

Gornja razmatranja motiviraju nas na definiciju nekih drugih topologija na beskona¢nodimen-

zionalnim prostorima.

Definicija 2.3. Linearan funkcional f : X — R ograniéen je ako postoji konstanta a > 0 t.d.
vrijedi
|f(@)| <allz|x, VrelX.

Skup ogranicenih linearnih funkcionala na X oznacavamo s X'.

Definicija 2.4. Slaba topologija na normiranom prostoru X najmanja je topologija u kojoj su svi
ograniceni funkcionali neprekidni. Oznacavamo je sa (X, X'). Niz (xy)n konvergira slabo prema x
ako konvergira u slaboj topologiji prema x. U oznaci &, — x ili (w)xy = x iz, — .
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Po Teoremu znamo kako je ograni¢enost linearnog operatora ekvivalentna neprekidnosti
linearnog operatora u jakoj topologiji (tj. onoj induciranoj normom). Zaklju¢ujemo kako je slaba
topologija slabija od topologije inducirane normom na tom prostoru. Lako se vidi da uvjet slabe
konvergencije niza mozemo zapisati i na sljedeé¢i nacin: (x,,), konvergira slabo prema z ako i samo
ako

(Vf € X')(f(an) = f(2))-

Jedan je smjer zbog neprekidnosti ogranic¢enih linearnih funkcionala u slaboj topologiji trivijalan,
drugi smjer dobije se raspisom uvjeta konvergencije preko baza okolina (opSirnija rasprava dana
je u [, Poglavlje 5.]). Sada lako slijedi da je limes slabo konvergentnog niza jedinstven i da jaka
konvergencija (tj. u normi) povlag¢i slabu konvergenciju. Slaba konvergencija ima svojstvo da svaki
ogranicen niz u refleksivnom prostoru ima slabo konvergentan podniz $to ¢emo kasnije i pokazati.

Napomena 2.1. Jednu bazu slabe topologije na normiranom prostoru X ¢ine skupovi oblika
B(zo, f1,--+y fn,e) ={x e X :|fi(lx —x0)| <e,1 <i<n}
za svaki xg € X, svaki € > 0, svaki n € N te za sve f1,..., fn € X'.

Moze se pokazati kako se slaba i jaka topologija podudaraju samo u kona¢nodimenzionalnim
prostorima ([4, str. 84]). Kod beskonafnodimenzionalnih prostora razlika jake i slabe topologije
vidi se ve¢ kod otvorenih okolina nule gdje otvorene okoline nule u slaboj topologiji sadrze cijele
potprostore dok to kod jake topologije oc¢ito ne mora biti slucaj.

Definicija 2.5. Slaba zvijezda topologija (u oznaci w* ili slaba* ) je slaba topologija na X' inducirana
svim funkcionalima & : X' — F definiranim s &(f) := f(z) za svaki x € X.

Niz funkcionala (f,,), € X’ konvergira prema f € X' u slaboj* topologiji ako vrijedi

fulz) = f(x), VrelX.
Slabu* konvergenciju oznacavamo s f, N I

2.2 Geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema

Za pocetak, prisjetimo se Hahn-Banachovog teorema.

Teorem 2.1 (Hahn-Banachov teorem za realne vektorske prostore). Neka je X realan
vektorski prostor te p: X — R funkcija koja zadovoljava sljedeéa svojstva:

1. plax) = ap(z), Va > 0, Vo € X;
2. p(z+y) <plx) +ply), Yo,y € X.

Neka je Y < X potprostor te ly : Y — R linearni funkcional koji zadovoljava lo(y) < p(y) za svaki
y € Y. Tada postoji linearni funkcional | : X — R za koji vrijeds

l(y)=1lb(y) (VyeY), Il(z)<px) (Vre X).
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Funkcija p : X — R koja zadovoljava uvjete 1. i 2. iz prethodnog teorema naziva se sublinearni
funkcional. Sublinearni funkcionali opéenitiji su pojam od norme i polunorme s obzirom kako
uvjet 1. vrijedi samo za strogo pozitivne skalare. Primjer jednog sublinearnog funkcionala koji nije
polunorma ¢emo dati kasnije.

Napomena 2.2. Uocimo kako prethodni teorem daje samo egzistenciju linearnog funkcionala koji
ne mora biti ogranicen, za razliku od sljedeéeg teorema.

Teorem 2.2 (Hahn-Banachov teorem za normirane prostore). Neka je X normiran prostor,
Y < X potprostor i fo € Y'. Tada postoji f € X' takav da vrijedi

f(z) = fo(z) zaVz €Y te ||flx = lfolly

Dokaz prethodna dva teorema moze se pronac¢i u [9, str. 261-264] ili u [4, str. 64-66]. U nastavku
¢e nam trebati geometrijske forme gornjeg teorema.

Teorem 2.3 (Prva geometrijska forma Hahn-Banachovog teorema). Neka je X realni normirani
vektorski prostor, A, BC X, A#0, B+ te AN B = 0. Nadalje, neka je

1. A konveksan i otvoren;
2. B konveksan.
Tada postoje | € X'\ {0} iy € R t.d. vrijedi
l(x) <~v<ly), VreA VyeBbB.

Interpretacija 2.1. Teorem daje dva neovisna uvjeta. Prvi kaze kako djelovanjem funkcionala [
na A dobivamo samo vrijednosti manje od v € R, dok drugi tvrdi da djelovanjem funkcionala [ na
B dobivamo samo vrijednosti veé¢e od . Zapravo smo podijelili prostor X na dva dijela sa skupom
I [{~}], od kojih jedan sadrzi skup A, dok drugi sadrzi skup B.

Dokaz. Uzmimo skup C' C X koji je neprazan, konveksan, otvoren i 0 € C. Definirajmo funkciju
p: X —[0,00), p(x) ::inf{b>0:%€(§’}. (1)
1. Postoji M > 0 t.d. vrijedi 0 < p(z) < M||z|| za svaki z € X.
C je otvoren i 0 € C pa postoji r > 0 t.d. je K(0,7) C C. Za proizvoljni x € X i b > ”Tﬂ
vrijedi ¥ € K(0,7) pa jei 7 € C. Zato imamo

1 1
p(z) = inf{b >0 % € o} < inf {b > ’jf”} = ~inf{b > [Je]} = lle]|

odakle slijedi tvrdnja za M := %
2. Vrijedi C = {z € X : p(x) < 1}.

Naime, C' je otvoren pa za proizvoljni € C postoji 6 > 0 t.d. je (1+ )z = - =: §{ € C,

1+6

+

zato je

T 1
—inf{b>0:7eC}<—— <1
p(z) =in >0 bEC _1+6<
Za obrat, neka je z € X t.d. je p(xz) < 1. Tada postoji 0 < b < 1t.d. je 7 € C, ajer je C

konveksan te sadrzi ishodiste to je (b% + (1 —b)0) € C' tj. z € C.
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3. Za svaki a > 01 svaki z € X vrijedi p(ax) = ap(z).
Neka jea > 0ix € X. Imamo

p(ax):inf{d>02gEC}:in{ab>0:%:

pi € C} = ap(x).

z
b

4. Vrijedi p(z +y) < p(z) + p(y) za sve x,y € X.
Uzmimo z,y € X i € > 0. Po prethodnim svojstvima vrijedi

N L P [ R S
px)+e) plx)+e p(z) +e
Analogno, imamo i ——4— € C. Jer je C konveksan, to za svaki p € (0,1) vrijedi

p(y)+e

-2 _cc

p(x) +e ply) +e¢
Ako uzmemo p = % < 1 dobivamo
1
z+y)eC. 2
TOESTO R 2
Ako primjenimo funkciju p na izraz , imamo
1
(x+y) <1

p
p(x) +ply) + 2
tj.
p(z +y) <p(z)+ply) + 2.
Pustimo li € — 0, slijedi tvrdnja.
Pretpostavimo sada kako je C' C X nepraznan, konveksan i otvoren skup te neka je yo € X \ C.

Pokazimo kako postoji I € X' t.d.
l(x) <l(yo), VxeC.

Prvo pretpostavimo kako je 0 € C' te neka je p : X — [0,00) funkcija definirana kao u (1]). Defini-
rajmo Y := [yp], tj. kao linearnu ljusku vektora yo. Potprostor Y dobro je definiran s obzirom kako
je yo ¢ C, a 0 € C. Nadalje, definirajmo funkcional ly : Y — R kao lp(ayo) := «, za svaki o € R.
Jer y, ¢ C, to je p(yp) > 1 pa vrijedi

lo(ayo) = o < ap(yo) = p(ayo), Ya >0,

odnosno
lo(ayo) = a <0 < p(ayo), Ya <0

tj. imamo

lo(y) <ply), YyeY.
Po Hahn-Banachovu teoremu slijedi kako postoji linearni funkcional [ : X — R t.d. vrijedi
l(yo) = lo(yo) = 11 l(z) < p(z) za svaki z € X. Iz nejednakosti p(z) < M||z| imamo

l(z) < p(x) < Mllz],
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—l(z) = (=) < p(—z) < M|z
odakle slijedi |I(x)| < M||z| pa je l € X'. Vrijedi p(z) < 1 pa za svaki z € C slijedi
l(z) < p(x) <1=lo(yo)

§to smo i trebali pokazati. Ocito je I # 0.
Pretpostavimo sada kako 0 ¢ C. Odaberimo proizvoljnu to¢ku zo € C' i definirajmo

D:={z—xy:x€C}, 2zp:=yo— 2o

Ocitoje0 € D1izy ¢ D. Naime, kada bi bilo zy € D, tada je zo+xo = yo € C §to nije po pretpostavci
yo ¢ C. Po prethodno dokazanome slijedi kako postoji I € X’ t.d. I(z — z9) < l(yo — o) za sve
(z — xo) € D odakle iz linearnosti funkcionala [ slijedi I(x) < I(yo) za svaki z € C.

Definirajmo skup

C:= U{(x—y)eX:xeA}.

yeB

Skup C otvoren je jer je unija otvorenih skupova. Takoder, skup C je konveksan. Uzmimo z1, x5 € A
iy1,y2 € B. Kako su A i B konveksni imamo

(pry+ (1 —p)z2) € A, (pyr + (1 —py2) € B,  Yp e (0,1).
Definirajmo z1 :=x1 —y1 € C'i 29 =292 — yo € C, tada je
p2+ (1= p)ze = (pzy + (1 — p)ra) — (pyr + (1 — p)y2) € C

tj. skup C je konveksan (jer sve elemente skupa C' moZemo prikazati kao razliku elementa iz A i
eleemnta iz B). Vrijedi AN B =0 pa 0 ¢ C. Po prije dokazanom slijedi kako postoji l € X"\ {0}
t.d. I(z) <1(0) =0 (ovdje je yo = 0 ¢ C) za svaki z € C, odnosno l(x —y) < 0 za svaki z € A i
svaki y € B. Zato moZemo odabrati v € R t.d. vrijedi

l(x) <~ < infl(y), Vo € A.
yeB

O

Funkcija p : X — [0,00) iz dokaza prethodnog teorema naziva se Minkowskijev funkcional i to
je primjer jednog sublinearnog funkcionala.

Teorem 2.4 (Druga geometrijska forma Hahn-Banachovog teorema). Neka je X realni normirani
vektorski prostor, ALK C X, A#0, K# 0 te ANK = (. Nadalje, neka je

1. A konveksan i zatvoren;
2. K konveksan i kompaktan.
Tada postojil € X', vy €R 1§ > 0 t.d. vrijedi
() <y—=06<~v40<l(y), VrxeA VyekK.
Interpretacija 2.2. Za razliku od prve geometrijske forme, ovdje smo dodatno razdijelili skupove

I[[A] 1 l[K] za neki broj strogo veéi od nule, tj. najmanje za 20.

10
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Dokaz. Fiksirajmo r > 0 i definirajmo skupove

A(r):= | K(@,r), K():=|]J K@y

€A yeK

Skupovi A(r) i K(r) su neprazni, konveksni i otvoreni. Pokazimo kako postoji rg > 0 t.d. za svaki
r < ro vrijedi A(r) N K(r) = 0. Pretpostavimo suprotno, tada mozemo odabrati nizove (z,), C A
i (yn)n C K t.d. vrijedi

Tp + Up = Yp + Wy, Vn €N,

gdje su (vp)n 1 (wp), nizovi t.d. lim, v, = 0 i lim, w, = 0. Naime, moZemo promatrati r := %

te izabrati neku tocku z € A(L) N K(L). Tada ocito kugla K(z,2) sijece i A 1 K pa za z,
uzmemo proizvoljnu tocku iz K(z, %) N A, dok za y, uzmemo neku tocku iz K(z, %) N K, tada je
[vpl], [|wn || < 2 $to nam i treba.

Kako je K kompaktan, tada postoji podniz (yu(,))n koji je konvergentan u K. Vrijedi v,(,) — 0
1 Wo(ny = 0 pai (T50m))n konvergira u X, a kako je A zatvoren, onda je lim, z,(,) € A. Iz toga
slijedi limy, T, () = limy, Yo () € AN K, Sto je kontradikcija. Zato postoji rg s gornjim svojstvom.

Za skupove A(rg) 1 K(rg) po prvoj geometrijskoj formi Hahn-Banachovog teorema postoji
e X'\ {0}i~veRt.d. zasvaki 2’ € A(rg) i svaki ¢ € K(rg) vrijedi

W(2') <y <1y,

odnosno
lz+v) <y<Ily+w), Vov,weX takveda je ||v|, ||w] < ro.

Posebno, mozemo promatrati samo v, w € X t.d. je ||v|, |Jw| = ro pa iz gornjeg slijedi

l(z)+ sup l(v) <~y <lIl(y)+ inf [(w).

l[oll=ro l[wl[=ro
Uocimo jos kako je sup,|=r, [(v) = rol|l]| te je inf),=p, [(w) = —SUp|jy|=r, {(w) = —ro||l|| prema
teoremu Ako definiramo § := rol|l|| (6 > 0, jer je I # 0) slijedi tvrdnja. O

Napomena 2.3. Za razliku od prve geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema, u drugoj ge-
ometrijskoj formi su oba promatrana skupa zatvorena.

2.3 Banach-Saks-Mazurov teorem

Kako bi skratili zapis u dokazu sljedeéeg teorema, uvodimo definiciju konveksne ljuske.

Definicija 2.6. Neka je A C X neki skup. Definiramo

CoA := ﬂ K.

ACK, K konveksan
Skup Co A nazivamo konveksna ljuska od A.

Jasno je kako je konveksna ljuska ujedno i konveksan skup, tj. najmanji konveksan skup koji
sadrzi promatrani skup.

Teorem 2.5 (Banach-Saks-Mazur). Neka je X realan normiran vektorski prostor, (xg)r C X i
z € X takav da xj = x.

11
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1. Za svaki n € N postoje AT, A5 ..., A\' € R>q t.d. 22:1 ANp=14
n
Yn 1= Z)\Z:L“k, yn =3 .
k=1

2. Ako je C C X neprazan, jako zatvoren, konveksan i takav da je (xg)r C C, onda je i x € C.

8. Za svaki n € N postoje m(n) € Ny, u € R>g gdje jen < k < n+m(n) i ZIZ%(") pp =1

takvi da
n+m(n)
Rn = Z ,U/kav Zn niO;J x
k=n
Interpretacija 2.3. 1. Tvrdnja kaze kako za svaki slabo konvergentan niz mozemo konstruirati

jako konvergentan niz koji ¢e konvergirati prema istom limesu, a da pritom n-ti ¢lan jako
konvergentnog niza ovisi samo o prvih n ¢lanova slabo konvergentnog niza.

2. Otprije je poznato kako jako zatvoren skup sadrzi sve limese jako konvergentnih nizova. Ova
tvrdnja kaZe kako imamo isti slu¢aj i kod slabo konvergentnih nizova uz dodatnu pretpostavku
na konveksnost skupa. Dodatno, moze se pokazati kako su takvi skupovi i slabo zatvoreni.

3. Konstruiramo jako konvergentan niz kojemu n-ti ¢lan ne ovisi ni o jednom od prvih n ¢lanova
niza.

Dokaz. Definirajmo niz konveksnih skupova A, := Co(U}_,{zx}) i A := UpenAp. Uzmimo z,y €
A. Tada je z € A, iy € Ay, za neke m,n € N. Neka je bez smanjenja opéenitosti n < m. Tada je
A, C Ay, pa iz konveksnosti od Ay, slijedi [z,y] € A, C A. Dakle, A je konveksan.

Definirajmo p,, = infy,ea, ||z — w|| i pokazimo da je lim,, p, = 0 (primijetimo da je = element
prema kojem niz (x,), slabo konvergira). Kako je (Ay), rastuéi niz, to je (pp), padajuéi niz.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je lim, p, = p > 0 (niz (p,)n, je padajudi i omeden odozdo pa zato
limes u svakom slucaju postoji), tj. K(z,p) N A = 0. Iz prve geometrijske forme Hahn-Banachova
teorema (primijenjene na skupove A i K(z,p)) slijedi kako postoji l € X' i v € R t.d.

(x4 pv) =1(x)+ pllv) <~y <l(w), Yve K(0,1), Vw € A.
Zajedno s Teoremom imamo

l(x) + plll]| = (x) + p sup l(v) <l(w), Yw e A.
lv]|<1

Ako odaberemo w = x,, tada imamo

l(x)+ p|ll]| =l(xn), YneN
—~
>0
sto je kontradikcija jer I(zy) — I(z) po definiciji slabe topologije. Dakle, inf,,c 4, ||z —w| — 0 kada
n — oo pa za svaki n € N postoji y, € A, takvi da ||z — y,|| — 0 (kako su A, kompaktni, onda
se infimum postize u skupu). Bududi da je y, € A,, a A, je konveksna ljuska od {z1,...,z,},
vrijedi yy, oblika y, := > p_; Alzg gdje su AT, ..., A € R>g t.d. > p_ A} =1, ¢ime je prva tvrdnja
dokazana.

12
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Kako je y, € A, 1 A, C C (jer je (zp)n € C i C konveksan) vrijedi y, € C pa jer je C jako
zatvoren to je x € C.

Za dokaz trec¢e tvrdnje definirajmo C), := Co(Up2, {wr}) za svaki n € N. Fiksirajmo n € N.
Tada je x,, € C, C C,, za svaki m > n pa je po drugoj tvrdnji teorema i z € C,,. Kako se = nalazi
u zatvaracu skupa C),, zato postoji z, € C), takav da je ||z — z, || < % Uoc¢imo kako je

C, = hm Co ( U {:L’k}>

pa zato postoji niz (Ym)m takav da je ym € CoU™, {1} te takav da yy, "L . Za dovoljno velik
m € N vrijedi ||y — za|| < 7, a po definiciji skupa CoUp™, {xi} slijedi kako je ym, oblika

m m
ym:Za?:Bk, Za?zl, ap' > 0.
k=n k=n

Naposljetku dobijemo

2
12 = ymll < llz = zall + llym = zall <

Zadnja tvrdnja ekvivalentna je sljedecem: za svaki n € N postoje m(n) € Noipupl >0zan <k <
n + m(n) takvi da vrijedi

n+m(n) n+m(n)
Z wp =1, hm T — Z UETE,
odakle slijedi posljednja tvrdnja. O

2.4 Baze i bazni nizovi

Prisjetimo se pojma baze u opéenitim normiranim Banachovim prostorima.

Definicija 2.7. Neka je X Banachov prostor. Niz (ep)nen C X je baza za X ako za svaki x € X
postoji jedinstveni niz skalara (o, (x))nen takav da

o0
x = Z an(z)en
n=1

U prethodnoj definiciji bitna je jedinstvenost skalara a,, kao i poredak vektora e,,.

Napomena 2.4. Promotrimo preslikavanja e : X — F, e’ (x) := a,(x) za n € N. Tada je ocito
ey € X* za svaki n € N te vrijedi

1. e (em) = Onm;

2. za svaki x € X vrijedi
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Funkcionale e}, nazivamo biortogonalni funkcionali te kaZemo da je baza Schauderova ako su svi
funkcionali e, neprekidni. Na Banachovim prostorima moze se pokazati kako su pojmovi baze i
Schauderove baze ekvivalentni, tj. na Banachovim prostorima vrijedi e} € X’ za svaki n € N (dokaz
se moze pronaci u [Istr. 3], ), 8to je posljedica teorema o zatvorenom grafu ([4, str. 103]).

Definicija 2.8. Neka je X Banachov prostor. Niz (x,)52; € X je bazni niz ako je (xy)n baza za
{xn :n € N}, tj. za zatvarac linearne ljuske tog niza.

Napomena 2.5. Uoc¢imo kako su svi elementi baznog niza razli¢iti jer tvore bazu nekog zatvorenog
potprostora u X. Kada bi postojali m,n € N t.d. je z,, = x,, tada bi za x := x,, imali dvije
moguénosti u zapisu preko baze, tj.  =1-x, = 1z, Sto je kontradikcija s jedinstvenosti niza
skalara u zapisu elementa preko baze. Zbog ovoga je za bazni niz (x, ), ekvivalentno:

1. (xn)n ima gomiliste x;
2. skup {z,, : n € N} ima gomiliste x.

Napomena 2.6. Razlika izmedu baze i baznog niza je ta Sto bazni niz ne treba biti baza za cijeli
prostor X, veé¢ samo za neki zatvoreni potprostor. Isto tako, bazni niz se utoliko razlikuje i od
fundamentalnog niza koji razapinje cijeli prostor, ali nije mu baza.

Definicija 2.9. Neka je X topoloski prostor i A C X.

1. Skup A je slabo kompaktan ako je A kompaktan u slaboj topologiji prostora X. Skup A je
relativno slabo kompaktan ako je slabi zatvarac skupa A kompaktan u slaboj topologiji prostora

X.

2. Skup A je (slabo) nizovno kompaktan ako svaki niz u A ima podniz koji (slabo) konvergira
prema nekoj tocki iz A. Skup A je relativno nizovno kompaktan ako svaki niz u A ima podniz
koji konvergira prema nekoj tocki iz X.

3. Skup A je (slabo) prebrojivo kompaktan ako svaki niz u A ima (slabo) gomiliste uw A. Skup
A je relativno prebrojivo kompaktan ako svaki niz v A ima gomiliste u X.

Napomena 2.7. U metrickim prostorima gornje tri definicije kompaktnih skupova su ekvivalentne

po Teoremu

Lema 2.1. Neka je (zy,)n bazni niz u Banachovom prostoru i x slabo gomiliste tog niza. Tada je
z =0.

Dokaz. Kako je x slabo gomiliste niza ()5, onda je i slabo gomiliste konveksnog skupa (x,, : n € N),
tj. linearne ljuske niza (), prema Napomeni[2.5] Po tvrdnji 1. Banach-Saks-Mazurovog teoremu
slijedi kako postoji niz (yn )n koji jako konvergira prema x, tj. y, — x te yx ovisi o prvih k ¢lanova
niza (zn)n zbog ega je (Yn)n C (xn : n € N). To upravo znaci da je z sadrzan u zatvaracu skupa

(xn, : n € N) prema Teoremu tj. = € [{x,, : n € N}|. Kako je (z,), baza za [{z, : n € N}|,
mozemo zapisati x kao

gdje su z} biortogonalni funkcionali baze (x,),. Jer je x slabo gomiliste niza (x,)n, to znaci da
je f(x) gomiliste niza (f(zyp,))m za svaki f € X’. Kako su prema Napomeni funkcionali x;,

14
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neprekidni, to je z}(x) gomiliste niza (z} (2 ))men za svaki n € N. Po definiciji biortogonalnih
funkcionala, vrijedi 7 (z,,) = 0 za svaki n # m zbog ¢ega su svi ¢lanovi niza (2} (zm))men jednaki
nuli nakon n-tog mjesta pa mora biti x = 0 kao gomiliSte tog niza. U

Lema 2.2. Neka je A (relativno) slabo prebrojivo kompaktan podskup Banachovog prostora X.
Pretpostavimo da je x € X jedino gomiliste niza (xy), C A. Tada (x,), konvergira slabo prema x.

Dokaz. Pretpostavimo kako (x,), ne konvergira slabo prema x. Tada za neki f € X' niz (f(xn))n
ne konvergira prema f(x) pa mozemo odabrati podniz (f(zp,))r tako da vrijedi

inf [f(x) = f(zn,)| > 0.

keN

To je kontradikcija jer je x slabo gomiliste niza (x,), pa i niza (z,,)r (uocimo kako (x,, )r € A
mora imati gomiliste jer je A prebrojivo kompaktan, a s obzirom kako je x jedino gomilite niza
(Zn)n, to moZe biti samo tocka x). O

Teorem 2.6. Neka je X Banachov prostor te S C X omeden skup za kojeg vrijedi 0 ¢ S, tj. nula
se ne nalazi u jakom zatvaracu skupa S. Tada je ekvivalentno:

1. S ne sadrzi bazni niz;

2. S je relativno slabo kompaktan skup i slabi zatvarac skupa S ne sadrzi nulu, tj. i je slabo
komapktan i 0 ¢ S5*

Dokaz se moZe pronadi u [1, str. 22].

2.5 Banach-Eberlein-Smulianov teorem

Idudi vedi teorem funkcionalne analize koji ¢e nam trebati u nastavku je Banach-Eberlein-Smulianoy
teorem. Za normiran prostor X definirajmo preslikavanje

0: X = X" p)=12 (3)

gdje je 2(f) := f(x).

Definicija 2.10. Normiran prostor X refleksivan je ako je preslikavanje ¢ definirano u SU-
riektivno.

Teorem 2.7. Sljedeéi Banachovi prostori refleksivni su:

~

. konacno-dimenzionalni normirani vektorski prostori;
2. Hilbertovi prostori;

3. zatvoreni podskupovi refleksivnog Banachovog prostora;
4. dualni prostor refleksivnog Banachovog prostora;
5

. prostori IP i LP(U) za 1 < p < 0o gdje je U C RN, U otvoren.
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2.5 Banach-Eberlein-Smulianov teorem 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

Dokaz. Dokazimo samo trec¢u tvrdnju koju é¢emo iskoristiti u dokazu refleksivnosti Soboljevljevih
prostora.

Za proizvoljni y” € Y trebamo pokazati kako postoji y € Y za koji vrijedi y”(y') = v/(y) za svaki
y eY'.

Neka je Y zatvoren potprostor normiranog refleksivnog prostora X i 3" € Y proizvoljan. Promo-

trimo linearni funkcional
2 X =T, () =y (2 ]y).

Taj linearni funkcional je neprekidan zbog
@ )< "l < ly"Hl="ll, - va' e X"
Zato je 2" € X" a kako je X refleksivan, postoji y € X za kojeg je
2'(y) =2"(2') =y"(@ly), Va'eX"

Posebno je 2/(y) = 0 za sve 2’ € X' za koje je 2’|y = 0 pa zaklju¢ujemo kako je y € Y (kada
bi bilo y € X \ Y, tada bi po Teoremu postojao funkcional 2’ € X’ za kojeg je 2’|y = 01
' (y) =d(y,Y) > 0 gdje je d(y,Y) > 0 jer je Y zatvoren potprostor). Za proizvoljni y' € Y, neka
je 2 € X’ neko prosirenje funkcionala y' (koje postoji po Hahn-Banachovom teoremu [2.2)). Tada
vrijedi ¥/ = /|y 1 imamo
y'(y") =y (@'ly) = 2'ly (y) = ¥ (y)-

Za proizvoljni ¥ € Y smo nagli pripadni y € Y za kojeg vrijedi y”(y') = y/(y) pa zaklju¢ujemo
kako je Y refleksivan prostor. O

Ostatak dokaza moze se pronac¢i u [9, str. 298].

Napomena 2.8. Pretpostavimo kako je A C X slabo prebrojivo komapaktan, gdje je X normiran
Banachov prostor. Tada je nuZzno A omeden skup. Pretpostavimo suprotno, tada A nije ni slabo
omeden skup, tj. postoji funkcional f € X’ za koji vrijedi sup,c4 |f(a)| = co. Posebno, postoji
niz (an), € A za koji vrijedi | f(an)| = n, tj. lim, |f(a,)| = oo te ima gomiliste a jer je sadrzan u
A. Tada za svaki € > 0 kugla K(a, ) sadrzi beskona¢no ¢lanova niza (ay), $to je nemoguce jer je
f[K(a,e)] kompaktan skup u R, a vrijedi lim,, |f(a,)| = cc.

Teorem 2.8. Neka je X Banachov prostor i A C X. FEkvivalentno je:
1. A je (relativno) slabo kompaktan;
2. A je (relativno) slabo nizovno kompaktan;
3. A je (relativno) slabo prebrojivo kompaktan.

Dokaz. 1z definicija o¢ito vrijedi 1. = 3. i 2. = 3. Pokazimo relativne obrate (analogno se dokazuje
ne relativni slu¢aj). Prije svega, uo¢imo da je A omeden zbog Napomene i jer svaka pretpostavka
na A implicira slabu prebrojivu kompaktnost.

(i) 3. = 2. Proizvoljan niz u A ima slabo gomiliste u X te trebamo pokazati kako sadrzi podniz
koji slabo konvergira prema nekoj tocki iz X.
Neka je (xn,)n € A neki niz. Po pretpostavci postoji slabo gomiliste = niza (zy,),. Ako za
beskona¢no ¢lanova niza vrijedi x, = x tada smo gotovi. Zato pretpostavimo kako za svaki
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2.5 Banach-Eberlein-Smulianov teorem 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

¢lan niza vrijedi x,, # x. Ako se x nalazi u jakom zatvaracu skupa {z, : n € N}, tada postoji
podniz (x,, )i koji konvergira jako prema x (pa i slabo) te smo gotovi.
Ukoliko z nije u jakom zatvaracu, definirajmo skup

S:={z, —x:neN}L

Kako z nije u jakom zatvaracu skupa (z,)n, vrijedi 0 ¢ S, a bududi da je x slabo gomiligte
niza (,)n, to upravo znadi da je 0 € S*. Zato mozemo primijeniti Teorem prema kojem
postoji bazni niz (yy — x); sadrzan u S. Vrijedi

pa (yx)r ima slabo gomili§te y. Zbog linearnosti funkcionala je y — z slabo gomiliste niza
(yr — x)x koji je bazni niz pa mozemo primijeniti Lemu prema kojoj je y —z = 0, tj.
y = x. Dakle svako gomilite niza (yx)r jednako je z, tj. (yx)r ima samo jedno gomiliste.
Prema Lemi slijedi kako niz (yx)x slabo konvergira prema x odakle slijedi tvrdnja.

3. = 1. Pretpostavimo suprotno, tj. neka A nije relativno slabo kompaktan. Neka je
p: X = X"

ulaganje definrano u (3f). Kako je A omeden, prema Banach-Alaogluovom teoremu [A.7|slijedi

kako je slabi* zatvarac W : (p[A]w slabo* kompakta u X”. Jer je A omeden i nije
(relativno) slabo kompaktan, to po Teoremu vrijedi

W& olX

Zato postoji " € W\ ¢[X] C X”. Tada je 2" # 0 pa mozemo odabrati f € X’ za koji vrijedi
2"(f) > 1. Definirajmo skup

Ag:={xr e A: f(z) >1} C A.

Pokazimo kako skup Ag nije relativno slabo kompaktan. Uzmimo slabo* otvorenu okolinu U
elementa x” i promotrimo skup

Vi=Un{y" e X":4"(f) >1}.

Ocito je 2" € V, a kako je V presjek dva slabo* otvorena skupa tada je i sam slabo* otvoren.
Zato je V isto slabo* otvorena okolina elementa z”. Vrijedi ]

VNnelAl #0

jer je " € W . Ako raspiSemo uvjet skupa ¢[Ag] dobivamo

plAo) = {p(x) iz € A, f(x) > 1} ={t € X" :x € A, &(f) > 1)f]

'Kako je A omeden, tada je i ¢[A] omeden pa je sadrzan u nekoj zatvorenoj kugli prostora X" koja je po Banach-
Alaogluovom teoremu slabo® kompaktna pa i slabo® zatvorena. Nadalje, slabi* zatvara¢ skupa ¢[A] onda je sadrzan
toj istoj kugli. Dakle, slabi* zatvara¢ skupa ¢[A] je slabo® zatvoren podskup nekog slabo* kompaktnog skupa pa je
i sam slabo™ kompaktan.

2Ako je z € A i U otvorena okolina tocke x, tada je opéenito U N A # 0.

30vdje moZemo zamijeniti uvjet f(x) > 1 s uvjetom &(f) > 1 jer gledamo samo z € A C X pa je dobro definirana
funkcija . To ne bi mogli napraviti da nema uvjeta = € A.
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2.5 Banach-Eberlein-Smulianov teorem 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

S§to je upravo uvjet na skup V zbog Cega vrijedi
0 #V NplA] =V Ne[Ag].

Zato vrijedi
U NlAo] # 0,

tj. proizvoljna slabo* otvorena okolina elementa z” sijete skup ¢[Ag] pa vrijedi

*

2" € o[Ag]" . (4)

Kako je Ag C A, tada je i omeden skup, ali po vrijedi

P ¢ ¢lX]

pa po Teoremu slijedi kako Ag nije relativno slabo kompaktan. O¢ito vrijedi 0 ¢ Ay (jer
je f € X', tj. f je neprekidan) pa po Teoremu postoji bazni niz (z,), C Ap. Posebno,
niz (x,), se nalazi u A pa ima slabo gomiliste x € X. Po Lemi vrijedi x = 0, no to je
nemoguce jer po definiciji skupa Ag vrijedi f(x,) > 1, tj. ne moze postojati podniz (x,, )k
takav da

k—o0

1< flon,) =F fa) =0,
Skup A je relativno slabo kompaktan.

O

Teorem 2.9 (Banach-Eberlein-Smulian). Neka je X normiran Banachov prostor. Svaki omeden
niz 1ma slabo konvergentan podniz ako i samo ako je prostor X refleksivan.

Dokaz. Uzmimo omeden niz (z,), u X. Tada je sup,cy ||zn| =: M < co. Prema Teoremu [2.8|skup
K (0, M) je slabo kompaktan ako i samo ako je slabo nizovno kompaktan dok je po Kakutanijevom
teoremu zatvorena kugla K (0, M) slabo komapktna ako i samo ako je X refleksivan prostor. [

Smulian je dokazao 1940. jedan smjer gornjeg teorema, tj. da slaba kompaktnost povlaci slabu
nizovnu kompaktnost. Puno teZi obrat dokazao je Eberlein 1947. godine ¢iji dokaz se uvelike
razlikuje od ovog ovdje. Veéina rezultata potrebnih za dokazivanje ovog teorema mogli su se veé
pronadi i u Banachovoj knjizi iz 1930.

Nesto drukéiji (elementarniji, ali znacajno duzi) dokaz moze se pronaci u [26], dodatak V., str. 141].

Banach-Eberlein-Smulianov teorem kaze kako se na refleksivnim prostorima slaba topologlja
ponasa kao metrizabilna topologija, sukladno Napomeni E Dokaz Banach-Eberlein- Smuhanovog
teorema preko metrizabilnosti slabo kompaktnih skupova moze se pronaci u [19, str. 130.-136].
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3 SOBOLJEVLJEVI PROSTORI

3 Soboljevljevi prostori
Za U C R"™ definirajmo skup

DWU):=CxXU)={feC®U)|f:U—R, supp(f) kompaktan je podskup od U}

gdje je supp(f) = {x €U : f(x) # 0}. Dakle, za f € D(U) postoji My > 0 takav da za svaki
x & K(0,My) vrijedi f(z) =0.

3.1 Slabe derivacije

Kako bi motivirali definiciju slabih derivacija dokazimo sljede¢u jednostavnu propoziciju.

Propozicija 3.1. Neka je U CR"™, U otvoren, m € N i v € C™(U). Tada je

/(a%)fdx_(—nla/ v0® fdz, ¥f € DU)
U U

gdje je multiindeks o takav da je |a| < m.

Interpretacija 3.1. Uocimo kako se radi o istoj tvrdnji kao kod parcijalne integracije, no bez
rubnog ¢lana §to je rezultat ¢injenice da je supp(f) kompaktan.

Dokaz. Neka je m =1iv € C1(U). Tada su po Lebesgueovom teoremu integrali fU fO;vdx dobro
definirani za svaki ¢ € {1,..., N} i w := vf ima kompaktan nosa¢. Definirajmo

w(z), zelU

w:R" =R, w(z):= .
0, x¢U

Postoji M > 0 t.d. je supp(w) C (—M, M)™. Rafunamo

/ O;wdx :/ O;wdx Fubini
U (=M, M)

M
:/< MMyt (/Mc'?iu?(xl,...,t,xiﬂ,...,xn)dt>dx1...dwi...d:cn:()

jerjew(xy, ..., =M, xi41,...,2,) = 0 prema izboru broja M. Iz definicije funkcije w slijedi tvrdnja.
Analogno se pokaze za m > 1. O

Definicija 3.1. Neka je v € L}OC(U)E—I i « multiindeks t.d. || > 1. Svaka funkcija v* € L} (U)
koja zadovoljava uvjet

/vo‘fda::(—l)|a|/v6“fdx, Vf e D) (5)
U U

naziva se slaba (parcijalna) derivacija funkcije v. Za funkciju koja ima slabu derivaciju kaZemo
da je slabo derivabilna.

‘Ll prostor je izmjerivih funkcija f : U — R koje su integrabilne na svakom kompaktu K C U, tj. t.d. je
flx € LY(K)
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3.1 Slabe derivacije 3 SOBOLJEVLJEVI PROSTORI

Primijetimo kako jo§ nemamo dobru definiranost, tj. jedinstvenost slabih derivacija. Zato nam
treba sljede¢a lema.

Lema 3.1 (Osnovna lema varijacijskog rauna). Neka je U C R"™, U otvoren i v € L}, (U) takva
da vrijedi

/ vfde =0, VfeDU).
U
Tada je v = 0.

Dokaz se moze pronadi u [13], Lema 8.4 i Lema 8.5]. Dokazimo sada jedinstvenost slabe derivacije
i ¢injenicu da je ista poopcéenje parcijalne derivacije.

Teorem 3.1. Neka je U CR™, U otvoren, v € LZOC(U) i a multiindeks takav da |a] > 1. Tada je
slaba derivacija v* jedinstvena. Dodatno, vrijedi v* = 0%v ako je v € C‘O‘|(U).

Dokaz. Neka su v®, w® € L} (U) takvi da je

« —(_ || o _ «
/Uv fdx = (—1) /Uv@ fdx /Uw fdz, VfeDU)

Po osnovnoj lemi varijacijskog racuna dobijemo v* — w® = 0 ¢ime je dokazana prva tvrdnja.
Nadalje,
/(60‘v)fdm = (- |a/ v fda —/ v fdz, YfeDU)
U

gdje prva jednakost slijedi iz Prop0z1c1Je a druga iz definicije slabe derivacije. Opet je po
osnovnoj lemi varijacijskog ra¢una Bav =0. O

Distribucija T" antilinearan je funkcional na D(U) koji zadovoljava

(VK € K(U))(Em € N)(EC > 0)(¥p € D) supp € K = [(T.)] < € max |9l 1=(a

gdje je K(U) skup svih kompaktnih skupova koji su sadrzani u U, a s <T, @) 1= T(¢) oznaceno je
djelovanje distribucije T na funkciju ¢. Poznato je da svaka funkcija f € L} (U) definira distribuciju

koja je dana formulom
Tp) = [ fapta)da

U teoriji distribucija derivaciju distribucije odredene fukcijom definiramo na nacin da vrijedi 9;1 :=
Ty, s (zatim se ta definicija progiri i na ostale distribucije) pa dobivamo

loc

Too) = [@N@p@ds 2~ [ f@)05pla)de = - (7.0,

Vrijedi
(0, T, )| = (T 0;)| < C‘max 1090 l| oo (1) < C| Jmax 10%pl| oo (i

te su ovako definirane derivacije doista i distribucije, tj. zadovoljavaju gornju definiciju. Indukcijom

se dalje pokaze da vrijedi
(0°T, ¢) = (=D)l*NT, %)

pa su slabe derivacije zapravo derivacije funkcije ukoliko na njih promatramo kao na distribucije.
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3.2 Definicija i osnovna svojstva Soboljevljevih prostora 3 SOBOLJEVLJEVI PROSTORI

3.2 Definicija i osnovna svojstva Soboljevljevih prostora

Kako bi pojednostavnili zapis, nadalje ¢emo s istom oznakom 9%v oznacavati i obi¢ne i slabe deri-
vacije. Neka je U C R", U otvoren.

Definicija 3.2. Neka je m € N i p € [1,400]. Definiramo Soboljevljev prostor kao
WmP(U) :={v e LP(U) : 30%,0% € LP(U), Va,1 < |a] < m}

Dodatno, definiramo H™(U) := W™2(U).

Napomena 3.1. Vrijedi W™P(U) < LP(U).

Primjer 3.1. Zam =11in =1 uzmimo U := (0, 1). Definirajmo funkciju

N

1)

Ocito je f € LP(U), ali funkcija f ne posjeduje slabu derivaciju prvog reda u prostoru LP(U). Kada

bi postojala slaba derivacija prvog reda df, tada bi vrijedilo

f:(0,1) = R, f(z):= {07 i 2 <[0’

[ oswatie = [ s @ar = [ d@ar=-[s0-9(3)] =o(3). o D01,

1
2

S druge strane, ako postoji df, ona mora g.s. biti jednaka nuli po definiciji funkcije f. Zato
dobivamo

! 1
0= [ os@gla)dr = g(3)
0
§to je o¢ito kontradikcija jer postoje funkcije g € D((0,1)) takve da je g(%) # 0. Vrijedi WHP(U) S
LP(U). Sli¢no se pokaze i za n > 1.

Na Soboljevljevim prostorima definiramo norme na sljedeé¢i nacin:

1 1
P p
el = ( D3 \a%\p) :( ) ua%ufzpw)> L 1<p<o,

lo|<m 0<]|a|<m

(6)

v]lmp,u == max [[0%]|[peo(rry, P = 00
al<m

laf<
U nastavku é¢emo dokazati neka od osnovnih svojstava Soboljevljevih prostora.

Teorem 3.2. Gore definirana preslikavanja (6) su norme na W™P(U) te su prostori W™P(U)
Banachovi (s obzirom na te norme) za svaki m € N i svaki p € [1,00].

Dokaz. Lagano slijedi kako su gornja preslikavanja norme na WP (U). PokaZimo potpunost pros-
tora. Uzmimo Cauchyjev niz (vg)r € W™P(U). Iz definicije norme na W™P(U) ocito je

|0%v — 0%vy]| ) < ||vg, — v ||? Vk,l €N, Vo, |a| <m

p
Lr(U m,p,U"
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pa kako je (vg)x Cauchyjev niz to je i (0%y)r Cauchyjev u LP(U). LP(U) je potpun prema Teoremu
zato postoje funkcije v® € LP(U) za svaki o, 0 < |a| < m takve da

le' « k—oo
100k — 0%l oy — 0. (7)

Posebno, za neku funkciju v° € LP(U) vrijedi i

ok — 0| oy =5 0.

Bududi da su funkcije vy, € W™P(U), postoje slabe derivacije reda «, |a] < m pa za svaku funkciju
¢ € D(U) vrijedi

/U(aavk)gpda:: (—1)|a|/ka80‘<pdac (8)

za sve a, 1 < |a] <misve k > 1. Dalje ra¢unamo

/(aavk)cpdx—/ v&pdx
U U
/vkﬁagoda:—/ 02 0%pdx
U U

gdje norme teZe prema nuli zbog . Dobivamo da je

/(8avk)g0dx:/vacpdx7 /vkﬁagoda::/ 2 0%pdx
U U U U

pa vracanjem u zaklju¢ujemo

Holder k
< 0%k = 0| ol Loy =30,

Holder s
< low = Nl e 10%@ll Ly = 0

/ v¥pdr = (—1)'“'/ 20%dz, Yo e D).
U U

Slijedi da je v° € W™P(U) sa slabim derivacijama v® za 1 < |a| < m, a iz defincije norme vrijedi i

P
k—
Hvk N UOHm,p,U = < Z ||60¢Uk — aavo”iﬁ(U)) _o>o 0

0<|ar|<m
—0

pa je v¥ limes polaznog Cauchyjevog niza. Time smo pokazali kako je prostor W™P(U) Banachov.
O

Teorem 3.3. Neka je U C RN, U otvoren. Za svaki m € N vrijedi:
1. prostor W™P(U) separabilan je za 1 < p < oo te je refleksivan za 1 < p < 0o;

2. prostor H™(U) je Hilbertov prostor.
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Dokaz. Pretpostavimo da je m = 1. Tada na prostor WP(U) mozemo gledati kao na normirani
vektorski prostor

A= {(vo,--- Jun) € (LP(U)NFL . /

vipdr = —/ voOipdz, Yo € D(U),1 <i < N},
U U

Naime, svaku funkciju v € WHP(U) poistovijetili smo s (N + 1)-torkom na nacin da je vg = v, a
v; = 0;v, dodatnim uvjetom skupa rekli smo kako sve slabe derivacije postoje te su po definiciji u
LP(U) pa je izomorfizam izmedu W1P(U) i A oéit. Sada je jasno kako je W1P(U) separabilan jer
je A podskup prostora (LP(U))N*! koji je separabilan po Teoremu

Za ¢ € D(U) definirajmo funkciju f, : (LP(U))V+ — RY kao

fo(vo, - ,uN) = (/ UlSOdJJJr/ U031¢d$7---7/ UNSDder/ 005N80d$>-
U U U U

Ocito su funkcije f, neprekidne za svaki ¢ € D(U) (uo¢imo kako ovdje nije vazno sto funkcije v;
mozda nisu neprekidne jer su one varijable funkciji f,). Skup A moZzemo zapisati kao

A= () (o) HOY.
peD(U)

Kako su skupovi (f,)[{0}] zatvoreni zbog neprekidnosti, A je zatvoren skup. Sada po Teoremu
slijedi kako je A refleksivan prostor kao zatvoren potprostor refleksivnog prostora.
Definirajmo preslikavanje

(U, V) s H™(U) x H*(U) > R, (0, 0)my = Y /aaua%dx.
|a|<m U

Lagano slijedi da je gornje preslikavanje skalarni produkt odakle slijedi da je H™(U) Hilbertov
prostor jer su prostori W"2(U) Banachovi prostori. O

Napomena 3.2. 1. U prethodnom teoremu dokazali smo kako su prostori W"™P(U) separabilni
za 1 < p < oo te nismo dokazali za p = oo jer prostor L°>°(U) nije separabilan. Lagano se
pokaZe da ni prostor W (U) nije separabilan.

2. Zbog pretpostavke Teorema dokazali smo refleksivnost samo za 1 < p < occ.

Definicija 3.3. Neka su X ¢ Y normirani vektorski prostori. Prostor X je kompaktno uloZen u
Y ako je X — Y i ako je ulaganje i : X — Y kompaktan linearan operator. Ekvivalentno, X je
kompakino uloZen u'Y ako vrijedi

1. ||z|ly < Cllz||x za neku konstantu C > 0 i svaki x € X;
2. svaki omeden niz (x,,)n, C X ima podniz koji je konvergentan u Y.
Kompaktno uloZen prostor X koji je uloZen u prostor Y oznacavamo s X € Y.

Napomena 3.3. Neka je X € Y i (z,), € X slabo konvergentan niz, tj. z, — = € X. Kako
je svaki slabo konvergentan niz omeden po Teoremu tada u prostoru Y postoji podniz (zy, )k
niza (zp), koji je jako konvergentan pa je i (z,), jako konvergentan u prostoru Y.
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Teorem 3.4. (Rellich-Kondrachov) Neka je U domena u RN, m € N ip € [1,00). Vrijede
sljedeca kompaktna ulaganja

1. WmP(U) € LI(U) za sve 1 < q < p* ako je m <

7

S|z ==

2. WmP(U) € L1(U) za sve 1 < g < oo ako je m =

3. WmP(U) € C(U) ako je % <m.

.. 1 .1 _m
gdje je =, TN
Dokaz je tehnicki pa ga izostavljamo, a moze se pronaci u [15] str. 286-289].

Teorem 3.5. Neka je U C RN domena, m € Ng i 1 < p < oo. Tada je prostor C°(U) gust u
WP (U).

Dokaz se moze pronaci u [11] str. 998-1001].
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4 Nelinearna funkcionalna analiza

Ovo poglavlje svojevrsni je nastavak razmatranja diferencijabilnosti na kona¢no-dimenzionalnim
prostorima. Prisjetimo se, za A C R™, A otvoren i f : A — R™ definiran je diferencijal u tocki
¢ € A kao linearni operator L : R® — R™ takav da vrijedi

1f () = f(e) = L(z = ¢)|[rm

lim = 0.
Tr—cC ||:I,‘ — C||Rn
Zamjenom h := x — c gornji limes postaje
_ — Lhllem
Lo et ) = fe) = Lhlen
h—0 Il ||rn

Motivirani gornjom jednakosti za preslikavanje izmmedu opéenitih normiranih prostora X i Y imamo
sljede¢u definiciju.

Definicija 4.1. Neka su X 1Y normirani prostori, U C X, U otvoren te f : U — Y. Definiramo
(Frechetovu) derivaciju u tocki a € U kao operator L € L(X,Y) koji zadovoljava
Flath) = f(a)+ Lh+ bl x6(h),  Jim 5(h) = 0. )

Operator L jo§ oznacavamo i s f'(a). Funkcija f diferencijabilna je na A ako je diferencijabilna u
svakoj tock: skupa A.

Iz gornje definicije slijedi veéina poznatih pravila o ponaSanju derivacije §to ¢emo vidjeti u nas-
tavku. Cilj nam je dokazati Piolin identitet koji ¢e nam trebati u dokazu John Ballovog teorema.
Pokazimo odmah da je definicija dobra, tj. da je operator L sa svojstvom @]) jedinstven. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. neka postoje L1, Lo € L(X,Y) koji zadovoljavaju uvjet @D u tocki a € U.
Neka je r > 0 t.d. K(a,r) C U, tada je

fla+h) = f(a) + Lih +[[h]|61(h) = f(a) + Loh + ||h|62(R),  Vh € K(0,7)

odakle dobivamo
(L1 — L2)h = ||A[|(62(Rh) — 61(R))
= (L1 = La)h|| = [|Al[[|62(h) = 61 (R)]l, VA, ||All <7 <7
Li1—L
14— Lol < sup 120
I[h]|£0 Al
pa po Teoremu slijedi ||L1 — L2|| = 0 tj. Ly = Lo. Pokazimo jo§ da diferencijabilnost funkcije
povlad¢i neprekidnost. Kao gore, imamo

fla+h) = f(a) = Lh + |[All6(h) = [|f(a+ h) = f(a)| < [RICILI+ [6(R)ID),
lim [ f(a + h) = f(a)ll < lim IR ([IL] + [16(R)]) = O.

= [|62(h) — S1.(h)]| =3 0

Kod posebnog slu¢aja X = R vrijedi §(h) = limp_g f(%h)*{é?)*fl(a)h i dvije se definicije derivacije

podudaraju, a f’(a) moZemo pridruZiti nekom elementu prostora Y. U nijednom drugom slucaju

f'(a) ne¢emo moc¢i pridruziti nekom elementu prostora Y. Ukoliko je Y = R i X Hilbertov prostor,

tada je diferencijal funkcije f element prostora £(X,R) te po Rieszovom teoremu o reprezentaciji

postoji jedinstveni element, u oznaci grad f(a) € X za kojeg vrijedi f/(a)h = (grad f(a), h).
Poznate definicije na standardan nac¢in proSirujemo.
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4.1 Osnovna svojstva Frechetove derivacije 4 NELINEARNA FUNKCIONALNA ANALIZA

Definicija 4.2. 1. Punkcija f : U — Y klase je C' ako je diferencijabilna na U i ako je f :
U— L(X,Y) neprekidna na U.

2. Punkcija f : U — Y je Cl-difeomorfizam ako je [ injektivna, f € CY(U;Y) te je f~! €
CH{f[U]; X).
4.1 Osnovna svojstva Frechetove derivacije
Zapocinjemo s jednostavnim primjerom.
Primjer 4.1. Neka je f: X =Y, f(x) := Ax + b gdje je A € L(X,Y). Vrijedi
flx+h)=A(x+h)+b=Az+b+ Ah = f(x) + Ah
pa vidimo da je 6(h) =01 f/(x) = A za svaki x € X. Vrijedi i obrat koji ¢emo kasnije pokazati.

Teorem 4.1. Neka su X 1 Y; normairani vektorski prostori za 1 < i < n. Definirajmo Y :=
Yix---xY,inekaje f: X =Y. Oznacimo s f; : X = Y; i-tu komponentu funkcije f. Tada je f
diferencijabilng u tocki x ako i samo ako su komponentne funkcije f;, 1 < i <n, diferencijobilne u
tocki x. Dodatno, vrijedi i f'(a) = (fi(a),..., fl(a)), tj. element prostora f'(a) € L(X,Y) moZemo
poistovijetiti s elementom prostora L(X, Y1) x -+ x L(X,Y,).

Dokaz. Na Y promatramo normu ||y||y := max; ||yi||y,. Ako je f diferencijabilna, tada uvjet dife-
rencijabilnosti po komponentama daje n jednadzbi

fi(a+h) :fz(a)+z4@h+“h‘|(5l<h), 1<i<n

gdje je A; i-ta komponenta derivacije f'(a) € L(X,Y). Iz definicije norme na Y slijedi ||6;(h)|| <
|0(h)|| pa su funkcije f; diferencijabilne te je f/(a) = A;.
Obrnuto, ako su funkcije f; diferencijabilne u a € U, tada je

fla+h) = f(a) = (fila+h) = fila)) ) = (Fila)h + |Rl16:(h);_y = (fi(@)h),_, + IRl (:(R));_;-

Definirajmo d(h) := (5i(h))?:1’
(f/(a)h)?_, neprekidan je zbog

o¢ito vrijedi limj_00(h) = 0. Nadalje, linearni operator h —
! < ( ! ) :
max @by, < (_max [15/@)]) IA]
Zaklju¢ujemo kako je f diferencijabilna u a € U i vrijedi f'(a) = (fi’(a))::l. O
Neka je sada X := X; x --- x X, produkt n normiranih prostora. Kako je
{A] x -+ x Ay : A; otvoren u X; za svaki i}

baza topologije za X, postoje U; C X; otvoreni skupovi takvi daza a = (ay,...,a,) € U C X vrijedi
a; € U;. Ako je preslikavanje f diferencijabilno u tocki a, onda je diferencijabilno i preslikavanje

flay,...,a;—1,2,ai41,...,a,) : Ui =Y

i pripadni diferencijal oznac¢avamo s 0;f(a) € L(X;,Y).
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Definicija 4.3. Diferencijal 0;f(a) € L(X;,Y) nazivamo i-ta parcijalna derivacija preslikavanja

f- Oznacavamo je jos i kao B%(G)'

Sada jo§ pretpostavimo da je X 1= X7 x---x X, 1Y := Y] x--- XY}, gdje su X; 1 Y; normirani
prostori. Uzmimo U C X, U otvoren. Tada je funkcija f : U — Y odredena s m komponentnih
funkcija f; : U — Y; s n varijabli. Analogno kao i prije, mozemo diferencijal u toc¢ki a € X zapisati

matri¢no kao
Oi1fi(a) O2fi(a) ... Onfi(a)
01 fala)  Oafa(a) ... Onfe(a)

O1fm(a) Oafm(a) ... Onfm(a)
Matrica se jo§ naziva i gradijentna matrica i oznacava se s V f(a). Ukoliko je m = n, tada gornju

matricu nazivamo Jacobijanova matrica funkcije f.

Definicija 4.4. Neka je X normiran prostor « f : U — Y funkcija gdje je U C X, U otvoren.
Kazemo da f u tocki a € U ima Gateauzovu derivaciju u smjeru h ako postoji limes

i L@+ th) — fla)

t—0 t

Gateauzovu derivaciju u smjeru h oznacavamo s Oy f(a).
Izracunajmo sada derivaciju funkcije inverza matrice.

Primjer 4.2. Oznacimo s U" C M" skup svih invertibilnih kvadratnih matrica reda n. Promotrimo

preslikavanje
f:U" =M",  f(A):=A"1

Po Teoremu U" je otvoren skup i za A € U™ vrijedi A+ H = A(I + A~'H) € U" ako je
|H| < [|A7Y|~!. Za takav H racunamo

fA+H) - f(A)=(A+H) ' - A =AU+ A H) ' -A =T+ A H) A At =

Teorem[ﬂz 1H nA=l A ATl gA? +Z 1H nATL
Dalje vrijedi
ST(—ATtE) AT < ST AT H|M AT <
n=2 n=2
TR o~ geometrijski red || AZHP|H|* _ [JATYPH|?
<[l ATHAT =P AT =T < = ' !
< BAAT Y A e e < S (0

n=0

Po odabiru matrice H vrijedi ||[A~'H|| < ||[A7Y|||H|| < 1 pa zato imamo geometrijski red. Defini-

rajmo
-1 n p—
E H) A1
HHH
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Prema vrijedi

. , AP AP A
lim [[§(H)| < lim . = lim ————— = 0.
H=0 Ho0 |HI| 1= [JAZHI[|H]] =0 1 — [JAH|[LH]]

Iz neprekidnosti norme slijedi i limg_,0 d(H) = 0, a po definiciji § imamo
f(A+H) = f(A) = A"'"HA™! + | H||6(H)
pa vidimo da je Gateauxova derivacija u smjeru H upravo f/(A)H = —A"1HA™L.

Definicija 4.5. Za matricu A = (aij)ijl reda n neka je Agj matrica reda n—1 dobivena brisanjem
i-tog retka 1 j-tog stupca matrice A. Definiramo vrijednost

dij = (=1)""7 det A;j
koju nazivamo (i, j)-ti kofaktor matrice A. Dalje definiramo matricu
i nazivamo je kofaktor matrice A.

Napomena 4.1. Ako je matrica A invertibilna, kofaktor matrice A je Cof A = (det A)A~T po
[5, Teorem 3.2.27, str. 73].

Teorem 4.2. (lanc¢ano pravilo) Neka su X, Y i Z normirani vektorski prostori, U C X, U otvoren
iV CY,V otvoren. Dalje, neka je f:U =Y, g:V — Z i fl[U] CV. Ako je f diferencijabilna u
a € U i g diferencijabilna w f(a) € V tada je go f : U — Z diferencijabilng v a € U te vrijedi

(90 f)(a) =4 (f(a))f(a).
Takoder, go f € CY(U; Z) ako je f € CY(U;Y) i g€ CY(V; 2).

Dokaz. Neka je (a+h) € U idefinirajmo b := f(a) te k(h) := f(a+h)—b. Kako je f diferencijabilna
ua € U, f jeineprekidna u a zbog Cega vrijedi limy_,o k(h) = 0. Iz diferencijabilnosti slijedi

fla+h) = fla)+ f(@h+[[all6(h),  lim 6(h) = 0;

g(b+k) = g(b) + g O)k + [Klln(k),  lim n(k) = 0.
Imamo
(go f)la+h)—(go f)a) =g(fla+h) —g(b) =g (®)(fla+h)— fa)) +|[k(h)|n(k(h) =

= g' () (f'(@)h + [|Rll6(h)) + lk(R)|In(k(h)).
Vrijedi
lg'®) (IRllo(R)) (I < N7l @8R,
k()| = 1 f(a+R) — f(@)|| = [l (a)h + [[RI6(R)]| < 1Bl (LF (@)l + [6(R)]])-
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1z svega zaklju¢ujemo
g' (o) (IPlI5(R)) + k(R In(k(R)) = [IRllp(h),  lim p(h) =0

pa slijedi da je (g o f) diferencijabilna te je (go f)' = ¢'(f(a))f'(a).

Pretpostavimo kako je f € CH(U;Y) i g € CH(V; Z). Buduéi da su preslikavanja f': U — L(X,Y)
ig'of:U— L(Y,Z) neprekidna, to je i preslikavanje z — (f'(z), ¢’(f(z))) neprekidno. Uo¢imo
jos da je bilinearna forma M : L(X,Y) x L(Y,Z) — L(X,Z), M(A, B) := B o A neprekidna jer je
I|Bo Al < ||A|l||B]], to zaklju¢ujemo da je i kompozicija

(g of)of =(gof):U—L(X;2Z)
takoder neprekidna, tj. (go f) € CH(U; Z). O

4.2 Piolin identitet

Definicija 4.6. Neka je U C R" otvoren podskup. Za preslikavanje F : U — M", kojeg moZemo
zapisati kao ' = (Fj;)}',_,, definiramo divergenciju

(div F(2)); =Y 0;F(z), 1<i<n.
7j=1

Teorem 4.3. Neka su U,V C R™ otvoreni skupovi i ¢ : U — V preslikavanje koje je dva puta
diferencijabilno.

1. (Piolin identitet) Vrijedi
div(Cof V) = 0.

2. (Piolina transformacija) Za dano diferencijabilno preslikavanje G : V. — M" definirajmo
F(z) := G(p(x)) Cof V().

Pretpostavimo jos§ da je Vo(x) € M™ invertibilna za Vx € U. Tada je F takoder diferencija-
bilno preslikavanje na U i

div F(z) = (det Vo(x)) div G(¢(x)).

Dokaz. Uo¢imo da vrijedi (Cof V);; = (—1)""7 det A;; gdje je A;; preslikavanje dobiveno brisanjem
i-tog stupca i j-tog retka u matri¢nom prikazu preslikavanja V! : U — M", tj.

[ 011 - O1pioa O1piv1 -+ Oron |

A — Oj—1p1 -+ O0j—1pi-1 Oj—1pit1 -+ Oj—1pn (1)
Y Ojy1o1 -+ Ojr10i—1 Oj19i41 - Ojt1¢n
L anSOl ce an‘;oifl 8n80i+1 te anSOn i
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Sada je

Zn:a (Cof Vp)i Z

J=1 J=1

gdje je Afj preslikavanje dobiveno zamjenom retka (O - .

Ok - Ojkpi—10jkPit1 - -
[ 011
Ojrp1
Ak — :
Y aj—l@l
8j+1</31
L Onp1

Kako je ¢ preslikavanje u R", vrijedi Schwarzova lema pa je 0jrp;

(=1)k=i=1det A7,.
[ 11
OkjP1

Ok—191
Okt11

L Onp1

Dakle, u Afj nedostaje j-ti redak dok je k-ti redak oblika 01 ..
Agk, nedostaje k—ti redak dok je j-ti redak oblika (Ok;p1 - -
j-ti redak u u A}, do k-tog retka imamo (—1)

det AJ; = (=1)F7~1 det A7,

:zn:(— ZJ”(ZdetA +ZdetA> Z

Jj=1 k<j k>j

§to dokazuje prvu tvrdnju.

Zato je

Z+jaj det Aij =

O1pi1
Ojrpi-1

8j—190i—1
8j+180i—1

an(Pi—l

O1pi1
Okjpi—1

Ok—10i—1
Opt190i-1

6n90i—1

n

7j=1

k—j—1

n

j=1

O1pit1
Ojrpiv1

3j—190i+1
3j+1%0z‘+1

an@i-«—l

O1pit1
OkjPi+1

Ok—1Pi+1
Opt190i41

8n90i+1

S

Ok pi—10kpit1 - -
.Ojipn), gdje smo s 0; usdli u izraz det A;j, tj

- Okj Pi—10k;Pit1 - -

) " det AF; = (b

K

81 Pn 1
8jk90n

3]'_190”
3j+190n

Onon ]

. Okpn) U Ajj s retkom

(12)

= O;pi zbog Cega je det Afj =

81 ©n 1
8kj90n

ak—lspn
Ok+19n

Onon ]

Ok 0i— 10k pit1 - -

-Ojkn), a u
. Okjn)- Kako bi doveli

zamjena redaka zbog ¢ega imamo jednakost

’ﬂ(ZdetA +3 (-1

k<j

k>j

k =1 det Agk) =0

Ako je Vy(z) € M™ invertibilna u svim toc¢kama = € U, onda Piolin identitet mozemo zapisati kao

9;(Cof Vip);j = 0;((det Vo) Vo T

zbog Napomene Nadalje je

F;j = (det Vo(z

Z sz
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4.2 Piolin identitet 4 NELINEARNA FUNKCIONALNA ANALIZA

odakle je
0, Fy = (det Vip(a Za Gl o(x) D) + Zsz 0 ((det Veo()) Vep() ™)
=0
Odavde slijedi
Za Fyj = (det Vip(x Z 0;Gi(e(2))(Veo(z) )iy
j=1 7,k=1
Po lan¢anom pravilu (Teorem [4.2)) imamo
9;iGir(e Z@sz Oi(i(@) = Y AGin(p(2))(Veo(@))y.
=1
Uo¢imo jos da vrijedi
Y (V@) (V@) My = D (Ve(a))ii(Ve() ™)k = o
j=1 Jj=1
pa je
(div F(z Za Fyj(2) = (det Vip(z Z 0;Gir(p(2))(Vep(x) )iy =
k=1
(det Vip(x Z Z@sz V()i (Ve(x) ey =
jk 11=1
(det Vo(x Z AG((2) Y (Veo(a))i;(Vep(x) iy =
k=1 J=1
(det V(x Zaszk = (det Vp(z)) (div G(p(x))),-

Ocekivano vrijedi i rezultat o nuznom uvjetu derivacije u tocki lokalnog ekstrema.

Teorem 4.4 (Fermat). Neka je X normiran vektorski prostor, U C X, U otvoren te f : U — R.
Ako funkcija f u tocki a € U ima lokalni ekstrem, onda je f'(a) = 0.

Dokaz. Neka je v € X proizvoljan. U je otvoren pa postoji € > 0 tako da je funkcija
p:(—ee) = U, ()= fla+tv)

dobro definirana. Po lan¢anom pravilu funkcija ¢ je diferencijabilna u nuli te vrijedi ¢'(0) = f/(a)v.
Pretpostavimo sada da je a lokalni minimum, tj. funkcija ¢ u nuli ima lokalni minimum. Vrijedi

t) — (0 t) — (0
OSIimM:(p/(O):hmMSO
t—0+ t t—0— t
pa je
f(a)v =0
odakle iz proizvoljnosti vektora v slijedi tvrdnja. Analogno slijedi i sluc¢aj kada je a lokalni maksi-
mum. -
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4.3 Teorem srednje vrijednosti i primjene

Klasi¢éni Lagrangeov teorem srednje vrijednosti ne moze se poopditi niti na opcenite konac¢nodi-
menzionalne prostore, tako se ne moze poopéiti niti u slucaju opcenitih vektorskih prostora. U
kona¢nodimenzionalnim prostorima vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 4.5. Neka je A C R"™ otvoren skup i f : A — R™ funkcija koja je diferencijabilna na A i
¢ije su sve parcijalne derivacije neprekidne na A. Ako je | Df|loo := sup{||Df(2")]| : 2’ € A} < o0,
tada za svaki v,y € A t.d. je [x,y] = {ta+ (1 —t)b:t € [0,1]} C A vrijedi

1 (@) = fFWI < [Dflls |z = yll-
Ako je dodatno A povezan putevima, tada je f Lipschitzova.

Dokaz se moze pronaci u [17), poglavlje 13]. Sli¢no poopéenje vrijedi i u beskona¢nodimenzional-
nim prostorima.

Teorem 4.6 (Teorem srednje vrijednosti). Neka su X 1Y normirani vektorski prostori, U C X,
U otvoren takav da je [a,b] = {ta+ (1 —t)b:t € [0,1]} C U. Neka je f: U — Y neprekidna na
[a,b] i diferencijabilna na {(a,b). Tada vrijeds

1f(a) = fO)ly <o —alx sup [If'(®)llzxy)-

te(a,b)

Dokaz. Ako je supe g If'(t)llc(x,y) = 00 gotovi smo pa pretpostavimo kako vrijedi

M= sup [[f'(O)llcxyy < oo
te(a,b)

Definirajmo ¢ : [0,1] — Y kao ¢(t) := f(a+t(b—a)). Po Teoremu[4.2] funkcija ¢ je diferencijabilna
te vrijedi ¢'(t) = f'(a +t(b—a))(b — a) odakle dobivamo

sup [/ (t)]| < M||b — all. (15)
te(0,1)

Za ¢ > 0 definiramo skup
I(e) = {t € [0,1] : [lp(t) — p(0)]| < (M[|b — al| + )t + €}
Kako je 0 € I(¢g), za svaki € > 0 skup I(¢) je neprazan. Isto tako, buduci da je funkcija

Y(t) = llo(t) — p(0)l| = (Mlb—al| +e)t +e
neprekidna, I(g) je zatvoren jer je
I(e) = ¢ [(—00,0]].

Definirajmo
to :=sup{t € [0,1] : t € I(e)}.

Kako je I(e) zatvoren, vrijedi tg € I(g). Vrijedi i tg > 0 jer je ¥(0) = —e < 0 pa je ¥(a) < 0
i za neki @ > 0 $to slijedi iz neprekidnosti funkcije 9, tj. « € I(e). Pokazimo kako je tp = 1.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka je to € (0,1). Tada je ¢ diferencijabilna u to pa vrijedi

o(to + ) — @(to) = ¢'(t0)d + [|n(d), lim 7)(6) = 0.
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Neka je §g > 0 takav da vrijedi

to <tog+dp <1, ||’I7(50)H <e. (16)
Takav dp postoji jer n(h) "290. Tada je

le(to + do) — ()| < [le(to + do) — ¢(to)ll + [l (to) — (O)]]
= [I¢'(t0)do + [00In(do)[| + [l (to) — (0)]]
< M|b — al|d + doe + (M||b— a +&)to + €
= (M||b— al| +¢€)(to + o) + ¢,

gdje druga nejednakost slijedi iz diferencijabilnosti funkcije ¢, a trecéa iz i te iz definicije
skupa I(¢). Dodatno, iz definicije skupa I(¢) slijedi kako je i tg + d9 € I(€) $to je kontradikcija s
odabirom vrijednosti tg. Vrijedi to = 1, tj. 1 € I(¢) pa imamo

1£(6) = f(a)]| = [[e(1) = 0(0)] < M|[b — al| + 2e.
Pustimo li € — 0 slijedi tvrdnja. O

Neke od glavnih posljedica teorema srednje vrijednosti dani su u sljedeéa dva teorema. Prvi je
o diferencijabilnosti limesa niza diferencijabilnih funkcija.

Teorem 4.7 (diferencijabilnost limesa diferencijabilnih funkcija). Neka su X i Y normirani vektor-
ski prostori, U C X, U otvoren i (fu)n, fn: U — Y, niz diferencijabilnih funkcija koji po tockama
konvergira prema funkciji f : U =Y. Neka niz (f])n konvergira lokalno uniformno prema funkciji
g:U — L(X,Y). Tada i (fn)n konvergira lokalno uniformno prema f, f je diferencijabilna te je
f'=g. Ako su f, klase C' onda je i f klase C'.

Dokaz. Pokazimo kako niz (f,), konvergira lokalno uniformno prema f. Neka je zp € X ie > 0
proizvoljan. Po pretpostavci o lokalno uniformnoj konvergenciji niza (f),), postoji » > 0 i kugla
K(xo,7) t.d.

lim  sup || fi(z) = 9(2)llzxy) = 0.
" zeK(zo,r)

Vrijedi [|f7,(2) = fr(@)]| < /(@) — g(@)[| + [ fr(2) — g(2)]| za sve m,n € Nisvaki z € K(xo,7) pa
postoji ng € N t.d.

9
sup || fin(2) = fu(@)ll < o Vmun > mo.
€K (zo,r) r

Po Teoremu srednje vrijednosti koji primjenjujemo na kuglu K (z,r), imamo

| fm (@) = fu(@) = fin(@o) + fu(@o)| <7 sup  [Ify,(x) = fr(@)]| <

E
z€K (z0,r) 2

za svaki m,n > ng i za svaki x € K(xzg,r). Po pretpostavci (f,), konvergira po tockama prema f
pa postoji ny > ng takav da

[fm(z0) = fn(zo)ll < [[fm(x0) = f@o)ll + [ fn(z0) = f(z0)l] < g vm,n > ny.
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Kombinirajuéi prethodne dvije nejednakosti dobivamo
|fm(z) — fu(@)]] <e, VYm,n>n;, Vee K(xg,r).
Fiksirajmo x € K(xzg,r) i pustimo m — oo. Zbog konvergencije po to¢kama dobivamo

[f(z) = ful@)| <&, VYn>ni.

Kako ni ne ovisi o  zapravo smo dobili

sup ||f(z) — fu(@)| <&, Vn>mny,
€K (zo,r)

tj. (fn)n konvergira lokalno uniformno prema f.
Pokazimo sada kako je f diferencijabilna te kako vrijedi f’ = g. Neka je zg € U i K(x9,r) kugla
definirana kao i prije. Za n € N definirajmo funkcije k,, : K(zg,7) — Y na sljedeé¢i nac¢in

fon () = { m(fn(x) — fu(@o) = fl(z0)(z — o)), @ # o

0, T = Zg-
Zbog pretpostavljene konvergencije i niz funkcija (ky,), konvergira po tockama i to prema funkciji

k(x) = { Tomaal (f(2) = /(@) = glao)(@ = 20)), @ # ao;

0, T = xg.

Po teoremu srednje vrijednosti (4.6) (kojeg ovdje primjenjujemo na funkciju fp,(z) — fo(z) —
(fF (z0) — fr(x0))(x)) za svaki x € K (xg,r) vrijedi

[k (@) — kn(2)| = MHM(@ = fm(@0) = (fa(@) = ful@0)) = (fu(w0) — fr(z0)) (2 — z0)||
< sup [[(frn(y) = fu(®) = (fr(zo) — fr (o))
yEK (zo0,1)

ako je x # xp, odnosno
[k (2) = kn(z)]| = 0

ako je x = xo, za sve m,n € N. Za proizvoljni € > 0 zbog lokalno uniformne konvergencije niza
(fn)n pOStoji ng € N t.d.

sup  |km(z) — kn(2)]| <&,  Vm,n > na.
z€K (zo,r)

Kao i u prvom dijelu dokaza, ako fiksiramo to¢ku z te pustajuéi m — oo dobivamo

lim sup ||kp(z) —k(z)| =0.

" xeK(xq,r)
Funkcije k,, neprekidne su u zq jer su funkcije f,, diferencijabilne u zg. Kako je funkcija k£ limes
lokalno uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija, to je i sama neprekidna u xy prema
Teoremu , no iz definicije funkcije k slijedi da je onda f diferencijabilna u xq te vrijedi f/(zg) =
9(o).
Ako su funkcije f,, klase C!, tada su f/ neprekidne funkcije pa je i funkcija g neprekidna na U kao

limes lokalno uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija prema Teoremu[B.2] tj. f je klase
cl. O
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Sljedeéi teorem analogon je Teorema o implicitnom preslikavanju u konaénodimenzionalnom
prostoru.

Teorem 4.8 (Teorem o implicitnom preslikavanju). Neka je X normiran vektorski prostor te
Y i Z Banachovi prostori, U C X x Y, U otvoren i (a,b) € U. Neka je ¢ € C(U; Z) funkcija sa
sljedeéim svojstvima

(i) ¢(a,b) = 0;
(i1) g—i(m,y) € L(Y, Z) postoji u svim tockama (z,y) € U te je % e CU; LY, Z));

-1
(iii) 92(a,b) € L(Y, Z) je bijekcija te je (%’(a, b)) € L(Z,Y).
Tada vrijede sljedece tvrdnje:

1. Postoji otvorena okolina V' tocke a u X, otvorena okolina W tocke b v Y, V x W C U te
implicitna funkcija f € C(V; W) takva da je

{(z,y) eVXW:p(z,y) =0} ={(z,y) eV xW:y= f(z)}

2. Ako je ¢ diferencijabilna u (a,b) € U, tada je f diferencijabilna v a te vrijedi

1
f(a) =— (gjm,b)) g—i(a, b) € L(X,Y).

3. Ako je p € C"™(U; Z) za neki m € NU {oo}, tada postoji otvorena okolina V' C'V tocke a i
otvorena okolina W' C W tocke b takve da vrijedi

(a) g—;j(x,y) € LY, Z) je bijekcija te je

-1
<g§($,y)> e L(Y,Z), V(x,y) eV xW

(b) feC™(VY);
(c)
oy 7184,0
") =—| == — L(X,Y V. V.
(@) <8y @ <x>>> 02 (e ) € LOLY), Ve
Dokaz se moze pronadi u [9, str. 548-554].
Vratimo se sada na Primjer [4.1] i pokazimo obrat.

Primjer 4.3. Neka su X i Y normirani vektorski prostori, U C X, U otvorenipovezante f : U — Y
diferencijabilna funkcija za koju postoji A € L(X,Y) t.d. vrijedi f'(z) = A za svaki x € U. Uzmimo
proizvoljnu totku x € X te r > 0 t.d. K(z,7) CU. Zay € K(x,r) vrijedi [z,y] C K(z,7) pa
moZemo primijeniti Teorem srednje vrijednosti4.6| (koji ovdje primjenjujemo na funkciju f(z)—Ax),
imamo

1f(w) = f(x) = Aly =)l < sup [|f'(z) = Alllly—= =0, VyeK(zr)

zE€(z,y)
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Funkcija g : U — Y definirana kao g(z) := f(z) — Az zadovoljava g(z) = g(y) za svaki y € K(z,7).
Definirajmo V := {z € U : g(x) = g(z0)}, V je ocito neprazan, relativno zatvoren u U (jer je g
neprekidna, a V = ¢ [{g(z0)}]) 1 otvoren jer oko svake tocke x postoji kugla K (z,r) za koju je
svaki y € K(x,r) ujedno i y € V. Po pretpostavci je U otvoren i povezan pa mora biti U = V. Ako
definiramo b := g(z¢), dobili smo kako za svaki x € U vrijedi f(x) — Az = b tj.

flx)=Ax+b
§to smo i trebali pokazati.

Ukoliko se nalazimo u Hilbertovom prostoru H, tada nam Teorem o drugom korijenu ([4} str. 99])
kaze kako za svaki pozitivno-semidefinitni operator A € B(H) postoji jedinstveni drugi korijen v/A,
tj. pozitivno-semidefinitni operator za koji vrijedi (v/A)? = A. Ukoliko ozna&imo prostor svih
simetri¢nih pozitivno-definitnih matrica s S, tada je dobro definirano preslikavanje

TSt ST, U(A) = VA

Pomocéu Teorema o implicitnom preslikavanju pokaze se kako je preslikavanje ¥ zapravo klase C*°.
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5 Teorija elasti¢nosti

U ovom poglavlju uvodimo definicije i oznake potrebne za John Ballov teorem.
Dalje ¢emo se ograni¢iti na prostor R3. Takoder, U C R? bit ¢e domena.

Definicija 5.1. Definiramo funkciju B
©:U — R3

koja je dovoljno glatka, éuva orijentaciju i |y je injektivna. Funkciju ¢ nazivamo deformacija.

Ukoliko skup U zamigljamo kao tijelo u prostoru, onda njegovo ponaSanje u prostoru opisuje
funkcija ¢. Odavde i uvjet na injektivnost u unutragnjosti tijela, dok se injektivnost mozda izgubi
na rubu ukoliko dode do samododira tijela. Glatko¢a funkcije ¢ je dovoljna da tvrdnje izloZene u
nastavku imaju smisla.

Pripadna matrica Vo := ((8¢<pj)§’7j:1)T naziva se gradijent deformacije.

Oznacimo

M3 = {F € M’ : det F > 0}.

Neka je I'g C T := 9U istaknuti dio ruba tijela. Pretpostavimo da na tijelo U djeluju unutarnje i
vanjske sile koje su redom opisane funkcijama,

f:U—=R3 g¢g:I' - R

gdje je Ty := '\ Ty. Ove dvije funkcije implicitno odreduju deformaciju ¢ : = — @(z) koju
zelimo izra¢unati. Neka je U hiperelasti¢no tijelo. To znadi da postoji funkcija gustoée unutarnje
(potencijalne) energije kao funkciju

W:UxM R

pa je ukupna energija dana funkcionalom I, tj.

I:9—-R, I{)= /UW(:L’,VQ/)(x))dz — L(v)
gdje je
L:® R, L(zp);z/l]f.¢dx+/Fg.wdr.

1

Odredenosti radi, pretpostavimo da je funkcija ¢o := ¢|r, = id|r, pa definirajmo skup
®:= {¢: U = R?: 9|y je injekcija, det Voo > 0 na U, ¢|r, = o = id|r, }.

§to je po definiciji skup svih deformacija (uvjet o o¢uvanju orijentacije zapisali smo preciznije preko
determinante).

Prvenstveno nas zanima ravnoteZza rjeSenja Sto su minimumi funkcionala ukupne energije, tj.
ukoliko je promatrano tijelo hiperelasti¢no, trazena deformacija ¢ biti ¢e stacionarna toc¢ka funkci-
onala I i to ona koja je minimum.

U iduéem dijelu promatrat éemo minimizatore opéenitih funkcionala. Uz pomoé¢ teorije razvijene
u tome dijelu, u posljednjem dijelu raspravit ¢emo koje sve pretpostavke moramo postaviti na
funkcinal I i L kako bi matematicki model promatranog (hiper)elastitnog tijela imao smisla te
razmotritit postojanje minimizatora ukupne energije pod tim uvjetima, $to je rezultat John Ballovog
teorema.
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6 Minimizatori funkcionala

6.1 Pronalazak minimizatora funkcionala

U prvom poglavlju uvedena je slaba topologija na prostorima s ciljem poopéenja Bolzano Weier-
strassova teorema na beskona¢nodimenzionalne prostore. S generalizacijom Bolzano Weierstrassova
teorema namece se i pitanje generalizacije teorema o ekstremima prema kojem funkcija na kom-
paktu postize minimum i maksimum.

Neka je U C V neomeden podskup normiranog prostora V i J : U — R funkcional. Algoritam
za pronalazak ekstrema funkcionala pocetkom 20. stolje¢a predlozio je Hilbert kroz tri koraka:

1. pronadimo niz (uy), u U takav da niz vrijednosti (J(uy)), konvergira prema infimumu na U;
2. pokazemo da neki podniz gornjeg niza konvergira prema elementu iz U u nekoj topologiji;
3. pokaZemo da je limes podniza trazeni minimizator.

U drugom koraku klju¢an je odabir topologije te ¢e se u naSem slucaju raditi upravo o slaboj
topologiji. Ako je U omeden, tada je egzistencija konvergentnog podniza direktna posljedica Banach-
Alaogluovog teorema [A.7] Za slutaj kada je U neomeden, treba nam sljedeca definicija.

Definicija 6.1. Neka je U C V neomeden podskup normiranog prostora V. KaZemo da je funkcional
J : U — R koercitivan oko vrijedi

Mo eU) |v]] = o0= J(v) — oc.

OgraniCit ¢emo se samo na koercitivne funkcionale. Iz same definicije koercitivnosti jasno je
kako minimizirajuc¢i niz moze lezati samo u omedenom skupu. Za provedbu treceg koraka trebat ce
nam dodatne pretpostavke na promatrani funkcional, a koje su slabije od neprekidnosti.

Definicija 6.2. Neka je V' Banachov vektorski prostor. KaZemo da je funkcional J:V — R
1. odozdo poluneprekidan ako je za svaki a € R skup J< [(a,o0]] otvoren u V.
2. nizovno slabo odozdo poluneprekidan na U ako za svaki niz (up)neny C U t.d. uy, BueU
vrijedi

I(u) < liminf I'(uy,).

n—oo

Napomena 6.1. Uod¢imo da je svaka neprekidna funkcija odozdo poluneprekidna $to slijedi di-
rektno iz definicije neprekidnosti u topoloskim prostorima. Obrnuto, ako je funkcija f odozdo
poluneprekidna i ako je —f odozdo poluneprekidna, onda je f neprekidna §to slijedi iz ¢injenice da
je {{a,0] : a € R} U{[—00,a) : a € R} predbaza standardne topologije na R, gdje jo§ preostaje
primijeniti Teorem [C'1]

6.2 Konveksne funkcije

U nastavku promatramo funkcije kojima je slika sadrzana u R U {co}. Neka je X vektorski prostor
i U C X konveksan podskup. Definirajmo konveksnost funkcija s takvom domenom i kodomenom.
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Definicija 6.3. Funkcija f : U — R U {oo} je konveksna ako
fOx+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =Nf(y), Vo,yeU YAel0,1],
odnosno, f je strogo konveksna ako vrijedi
fOz+ (A —=Ny) <Af(z)+ (1 —-Nf(y), Vzx,yeU xz#y, VAe€][0,1].

Uod¢imo da su u prethodnoj definiciji x,y # —oo pa su izrazi s desne strane uvijek dobro defini-
rani brojevi u RU {oo}. Zbog navedenog, moramo promatrati kodomene samo kao podskupove od
R U {o0}, a ne kao podskupove progirenih realnih brojeva R.

Kako bi u nastavku izbjegli raspravu o funkcijama koje nam nisu od interesa uvodimo i sljedeé¢u
definiciju.

Definicija 6.4. Funkcija f: X — RU {oco} naziva se prava ukoliko je
{z e X : f(z) < oo} #0.
Nadalje ¢emo se ograni¢iti samo na, prave funkcije.
Definicija 6.5. Epigraf prave funkcije f: X — R U {oo} je skup
Epif:={(z,a) e X xR: f(z) < a}.

Uo¢imo kako je, zbog pretpostavke o pravoj funkciji, epigraf uvijek neprazan skup.
Cilj nam je preko konveksnosti pronaci uvjet kada je funkcija slabo odozdo poluneprekidna.

Teorem 6.1. Neka je V' vektorski prostor. Funkcija f:V — RU{oo} je konveksna ako i samo ako
je Epi f konveksan podskup prostora V x R.

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija. Uzmimo (u,a), (v,b) € Epi f. 1z definicije epigrafa je f(u) < a
1 f(v) < b pazasvaki A € [0,1] imamo
konveksnost funkcije f
FQOu+ (1= XNv) < AMf(w)+ (1 =X f(v) <Ada+ (1—=A)b
tj. vrijedi
AMu,a) + (1 =A)(v,0) = (Au+ (1 = ANv,Aa+ (1 —\)b) € Epi f
tj. Epi f je konveksan skup.
Pretpostavimo da je Epif konveksan skup. Kako je f prava funkcija postoji tocka u t.d. je
f(u) < oco. Ako je to jedina takva totka onda smo gotovi. Inace postoji tocka v # u t.d. f(v) < oo.

Tada su parovi (u, f(u)), (v, f(v)) sadrzani u epigrafu pa iz pretpostavke na konveksnost slijedi da
za svaki A € [0, 1] vrijedi

A(u, f(w) + (1 =A)(v, f(v)) = Au+ (1 = Mo, Af(u) + (1 = A)f(v)) € Epi f.
Iz definicije epigrafa zaklju¢ujemo da je
FOw+ (1= Mv) <Af(u) + (1= A)f(v).

Time smo pokazali da funkcija f zadovoljava uvjet konveksnosti za sve tocke kojima je vrijednost
kona¢na (tj. koje su u epigrafu). Ako je tocka u t.d. vrijedi f(u) = oo onda je nejednakost trivijalno
zadovoljena pa zaklju¢ujemo da je f konveksna. O
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Definicija 6.6. Neka je V normiran vektorski prostor i ) # U C V. Funkcional J : U — R U
{0} je jako odozdo poluneprekidan ako je odozdo poluneprekidan kada na U promatramo jaku
(relativnu) topologiju, tj. onu topologiju induciranu normom na V.

Sljededi teorem biti ¢e klju¢an u dokazivanju egzistencije minimizatora funkcionala s konveksnim
podintegralnim funkcijama.

Teorem 6.2. Neka je (V,T) topoloski prostor.

1. Funkcija J : V — RU{oo} odozdo je poluneprekidna ako i samo ako je EpiJ zatvoren podskup
prostora V x R.

2. Odozdo poluneprekidna funkcija J : V. — RU{oo} je nizovno odozdo poluneprekidna, tj. vrijedi

lillgn up=uuV = Ju) < limkinf J(ug). (17)

3. Neka je topologija T metrizabilna i neka funkcija J : V — RU {0} zadovoljava uvjet

lilrcnuk =uuV=Ju) < limkinf J(ug).

Tada je funkcija J odozdo poluneprekidna.
Interpretacija 6.1. Krace zapisano, kod metrizabilnih topologija ekvivalentno je:
1. funkcija f odozdo je poluneprekidna;

2. Epi f zatvoren je podskup u V x R;

3. uvjet (17).

Dokaz. 1. Neka je J odozdo poluneprekidna, tj. za svaki a € R skup {v € V :a < J(v) < oo}
je otvoren u V. Pokazimo da je skup (V x R\ EpiJ) otvoren. Uzmimo toc¢ku (vg,ap) €
VXxR\EpiJ ={(v,a) € VxR:a< Jw) <oo}. Jerjeag < J(v) to postoji tocka by t.d.
ap < by < J(v). Tada je skup

A={veV:iby<J(w)} x (—o0,bg)

oCito otvoren i sadrzan u (EpiJ)¢ jer za proizvoljnu tocku (w,a) € A vrijedi by < J(w) po
definiciji prvog skupa te o < by po definiciji drugog skupa, tj. vrijedi a < J(w) pa mora biti
(w,«) ¢ EpiJ. Dakle, A je otvoren skup u (EpiJ)¢, tj. (EpiJ)¢ otvoren je skup pa je EpiJ
zatvoren skup.

Obrnuto, neka je EpiJ zatvoren skup, tj. {(v,a) € VxR :a < J(v) < oo} je otvoren.
Iz definicije produktne topologije (Napomena slijedi kako je skup {v € V : a < J(v)}
otvoren za svaki a € R, odnosno funkcija J odozdo je poluneprekidna.

2. Neka je (ug)reny CV te u € V t.d. limg ux, = u te neka je J(u) < oo. Za proizvoljni € > 0 iz
odozdo poluneprekidnosti funkcije J slijedi kako je skup V(e) :={v eV : J(u) —e < J(v)}
otvoren u V. O¢ito je u € V() pa je V(g) otvorena okolina totke u u V zbog ¢ega postoji
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k(e) € N t.d. za svaki k > k(e) vrijedi uy € V(¢), tj. J(u) —e < J(ux). Nejednakost vrijedi
za svaki k > k(e) $to upravo znadi kako je

J(u) —e < limkinf J (ug).

Pustajuéi e — 0 slijedi J(u) < liminfy J(ug).

Neka je sada u € V t.d. vrijedi J(u) = oo. Za proizvoljni a > 0 odozdo poluneprekidnost
implicira kako je skup H(a) := {v € V : a < J(v)} otvorena okolina tocke u. Kao i prije,
postoji n(a) € N t.d. za sve k > n(a) vrijedi a < J(uy) $to opet implicira a < liminfy, J(u).
Kako je a proizvoljan, pustimo li a — 400 slijedi lim infy J(ug) = +o00 = J(u).

3. Prema prvom dijelu dokaza, dovoljno je pokazati kako je EpiJ zatvoren skup u V x R, tj.

(ug,ar)r C EpiJ, lilgn(uk,ak) = (u,a) € VxR = (u,a) € Epi J.

Ovdje smo koristili Teorem zbog Cega nam je trebala dodatna pretpostavka na metriza-
bilnost topologije. Takav niz zadovoljava limgux = u u V te J(ug) < ag za svaki k € N,
tj.
limkinf J(ug) < limkinf a = lilgn ar = a
pa slijedi
pretpostavka

J(u) < limkinf J(uk) < a

pa vrijedi J(u) < a tj. (u,a) € EpiJ. Skup EpiJ zatvoren je §to smo i trebali pokazati.
0l

Teorem 6.3. Neka je V normiran vektorski prostor. Tada je svaka konveksna jako odozdo polune-
prekidna funkcija J 1V — R U {oo} i nizovno slabo odozdo poluneprekidna na V.

Dokaz. Vrijedi EpiJ # V x R pa postoji tocka (vo,ag) ¢ EpiJ, tj. ap < J(vg). Kako je EpiJ ko-
nveksan i zatvoren podskup skupa V' xR, po drugoj geometrijskoj formi Hahn-Banachovog teorema
primijenjenoj na skupove EpiJ i {(vo,a0)} slijedi kako postoji neprekidan linearni funkcional
ke (VxR)=V'xRiceRt.d.

k(vo,ap) < ¢ < k(v,a), V(v,a) € EpiJ. (18)

Znamo da je funkcional k oblika k(v,a) = k'(v) + aa za neki k' € V' i a € R. Jer je o¢ito svaki par
(v, J(v)) € EpiJ, pa po slijedi

K (vo) + aag < ¢ < K (v) + aJ(v)

za svaki v € V. Za v = vy dobivamo da je aay < aJ(vg) tj. a(ag — J(vo)) < 0. Vrijedi (vo,ap) ¢
EpiJ pa je ap < J(vg) zbog Cega mora biti a > 0. Dakle, imamo

1

—(c—K)) < J(v).

@

Ako sad definiramo [ := %k’ id:= éc, iz prethodne nejednakosti slijedi

J()>1l(v)+d, VYvelV. (19)
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Uzmimo sada niz (ug)r u V t.d. wug 2 w1 promotrimo L := liminf}, J(ug). Po definiciji limes
inferiora postoji podniz (uy,), niza (ug)x t.d. L = lim,, J(uy). Jer niz (uy,), slabo konvergira prema
u, to je po Teoremu [A.5]i omeden pa je dobro definirana vrijednost M := sup,, [|un| < co. Kako
je funkcional [ omeden to vrijedi |l(un)| < [[Ul|v/||unll < v M tj. U(un) > =|[l]yM pa iz (19)
imamo

J(un) > —|l|[yM +d > —oc0

odakle slijedi da je L > —o0.

Trebamo pokazati da je J(u) < liminfy J(ug). Ako je L = oo, tvrdnja ocito vrijedi pa pretpostavimo
da je L konacan. Tada je (u,L) € V x R. Kako je 0¢ito (un, J(un)) € EpiJ i (tn, J(un)) — (u, L),
vrijedi (u, L) € EpiJ. Naime, Epi J je konveksan i zatvoren skup pa je po Banach-Saks-Mazurovom
teoremu [2.5]1 slabo zatvoren. Iz definicije epigrafa imamo da vrijedi

J(u) < L =lim J(u,) = limkinf J(ug)

§to je i trebalo pokazati. O

Primjer 6.1. Neka je V normiran vektorski prostor. Promotrimo funkciju norme || -] : V' — R.
Norma je konveksna jer za sve z,y € V 1 A € [0,1] jer je

Az + (1= Nyl < [IAz]] + (1 = Myll < Azl + (1 = )yl

Isto tako, norma je neprekidna pa je i (jako) odozdo poluneprekidna. Po prethodnom teoremu,
norma je onda i nizovno slabo odozdo poluneprekidna. Odnosno, za niz (uy,), CV iu € V za koje
vrijedi u, — w imamo

[l < Tim inf fu,||

§to je tvrdnja (dijela) Teorema Standardni dokaz tog teorema koristi Banach-Steinhausov
teorem ([4, str. 89]).

Definicija 6.7. Podskup U C V' normiranog prostora V je nizovno slabo zatvoren ako za svaki
niz (up)n C U koji slabo konvergira prema uw € V., tj. w, — u, vrijedi u € U,

Napomena 6.2. Po Banach-Saks-Mazurovom teoremu [2.5]slijedi kako su jako zatvoreni konveksni
skupovi ujedno i nizovno slabo zatvoreni.

Teorem 6.4. Neka je V refleksivan Banachov vektorski prostor, U C V nizovno slabo zatvoren skup
iJ:U — RU{oo} funkcional koji je nizovno slabo odozdo poluneprekidan. Dodatno, neka je J
koercitivan ako je U neomeden skup. Tada postoji barem jedan element w € U t.d. je

J(u) = ;g{f] J(v)

i posebno je infyep J(v) > —o0.

Dokaz. Ako je J(v) = oo za svaki v € V onda nemamo §to dokazivati pa pretpostavimo da postoji
v eV td je J(v) < co. Neka je (ug)g niz u U t.d. je limy J(uy) = infyey J(v). Ako je U omeden,
onda je i niz (ug)x, ako U nije omeden onda je po pretpostavci J koercitivan pa je opet (ug)r omeden
(inace bi postojao podniz (uy)y, t.d. ||u,|| = oo pa bi iz koercitivnosti imali i J(u,) — 0o, odakle bi
slijedilo inf,err J(v) = oo 8to smo pretpostavili da nije). Po Banach-Eberlein-Smulianovom teoremu
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m postoji podniz (up), niza (up)p iu € V t.d. u, — u, a kako je U nizovno slabo zatvoren
skup, to je u € U pa je i J(u) dobro definirana vrijednost. Iz pretpostavljene nizovne slabe odozdo
poluneprekidnosti funkcionala J na U imamo

—o0 < J(u) < liminf J(uy) = inlf] J(v),
n ve

gdje prva nejednakost slijedi iz dobre definiranosti funkcionala J u tocki w. 0l

Napomena 6.3. U prethodnom dokazu mogli smo iskoristiti Banach-Eberlein-Smulianov teorem
jer je V po pretpostavci refleksivan prostor.

Ukoliko funkcional J nije slabo odozdo poluneprekidan, tada ne mora postojati minimizator.
Stovise, to je dovoljan, ali ne i nuzan uvjet za egzistenciju minimizatora.

6.3 Funkcionali s konveksnim integrandima

Definicija 6.8. Neka je U otvoren skup u R™ 1 B C R™ Borelov sku;ﬂ Funkcija h : U x B —
R U {o} je Caratheodoryjeva funkcija ako je h(zx,-) : B — RU{oo} neprekidna za g.s. v € U
te ako je h(-,y) : U — R U {oo} izmjeriva Fj za svakiy € B.

Teorem 6.5. Neka je U omeden otvoren skup u R™ i h : U x RM — R U {oo} Caratheodoryjeva
funkcija takva da je za g.s. x € U funkcija h(z,-) konveksna i inf , \ycpwrm h(2,y) > —o0o. Uzmimo

niz (yr)r C (LYOU))M iy € (LYNU)M. Tada slaba konvergencija yy, — y u (L*(U))M implicira

/ h(z,y(z))dz < lim inf/ h(z, yr(x))dzx.

U k—o0 U

Dokaz. Definirajmo m := inf(, ) cpirm h(z,y). Tada je funkcija g := h — m integrabilna i vrijedi
inf(, yyevxrm (2, y) = 0 pa bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je

inf  h(z,y) = 0.
(ac,y)leI(l]xRM (CL’ y)

Kako je h Caratheodoryjeva funkcija, to je i izmjeriva kada god je funkcija y : U — RM izmjeriva.
Pretpostavili smo da je h nenegativna pa su svi integrali dobro definirani za svaku funkciju y €
(LY (U))M. Definirajmo sada funkcional

H: (L)Y = Do), Hy) = [ hoy(e)ds
U
i pokazimo da je jako odozdo poluneprekidan s obzirom na jaku topologiju prostora L'(U). Nalazimo

se u R™ x R™ §to je metrizabilan prostor pa je po Teoremu odozo poluneprekidnost ekvivalentna
nizovnoj odozdo poluneprekidnosti, tj. dovoljno je pokazati

k—oo

Yk — Y, /Uh(:c, y(z))dz < lim inf/Uh(x,yk(x))dx.

30Oznatimo s B o-algebru nad R generiranu s otvorenim skupovima (tj. skupovima iz euklidske topologije). Tada
skupove B € B nazivamo Borelovim skupovima.

SNeka je f : X — Y funkcija izmedu izmjerivih prostora (X,F) i (Y,G), tj. F i G su o-algebre nad X i
Y, respektivno. Tada kaZemo da je f (F,Q)-izmjeriva ako za svaki G € G vrijedi fT[G] € F. Na prostoru R
podrazumijevamo Borelovu o-algebru.
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Uo¢imo da se prethodni izraz razlikuje od tvrdnje teorema jer sada dokazujemo tvrdnju uz pret-
postavku na jaku kovergenciju niza (yx)r dok je u pretpostavci teorema slaba konvergencija.
Neka je (yn)n podniz niza (y) takav da niz (ay)n, gdje je

oui= [ a.yu(a))ds,

konvergira u [0, 00| (takav podniz postoji jer se niz (ay ) nalazi u [0, oo]). Kako (yn)n jako konvergira
prema y u LY(U), postoji podniz (ym,)m podniza (y,), takav da y,(r) — y(x) za gs. z € U
(egzistencija podniza slijedi iz Teorema [A.3). 1z pretpostavljene neprekidnosti funkcije h(z,-) za
g.s. x € U vrijedi lim,, h(z, ym(x)) = h(z,y(x)) pa imamo

Fatouova lema

/U h(z,y(z))ds = / limh(z, ym(z))dz <

U?’TL

m

< liminf/Uh(x,ym(x))d:c = liy/[]h(x,yn(x))dx

odakle zadnja jednakost slijedi jer smo izabrali podniz (y,), niza (ym)m takav da gornji integrali
konvergiraju pa se limes podudara s limesom inferiorom. Zakljuc¢ujemo da je funkcional H jako
odozdo poluneprekidan.

Za A€ [0,1]iy,z e (LYU))M racunamo

konveksnost funkcije h(z,-)
HMy+(1=X)z) = /Uh(x, Ay(z) + (1 — N)z(x))dx <
SA}M%y@ﬂ+ﬂ—kwwwwwh—Aerﬂl—MH&)

pa je i funkcional H konveksan. Po Teoremu funkcional H je nizovno slabo odozdo polunepre-
kidan. O

Napomena 6.4. Ako je U omeden skup i p € [1,00). Uzmimo (f,), € LP(U) i f € LP(U). Ako
frn = fu LP(U), tada f, = fiu LY (U).

Teorem 6.6 (minimizatori u W'P(U)). Neka je U C R™ domena s rubom I' := OU i h : U x
M — RU{oo} funkcija koja je

1. za g.s. © € U funkcija h(z,-) : M™*" — R U {oo} konveksna i neprekidna;
2. za svaki F' € M"™*™ funkcija h(-, F') je izmjeriva;
3. postoje konstante a > 0, B € R i p > 1 takve da je

Wz, F) > o|FP+ B8, z2ag9.s xeU VFeM™ "

Neka je T'g C T izmjeriv podskup takav da mu je mjera p(To) > 0 i ug : Tg — R™ izmyjeriva funkcija
takva da je skup
W= {ve W'Y(U) :v|r, = uo}
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neprazan. Neka je L : WYP(U) — R neprekidan linearni funkcional te definirajmo funkcional J na
sljedeci nacin
J WY (U) 5 RU{oo),  J(v) = / h(z, Vo(z))dz — L(v).
U
Ako pretpostavimo da je inf,cw J(v) < 00, tada postoji u € W za kojeg je
J(u) = inf J(v).
Dodatno, ako je funkcija h(z,-) : M™*" — R U {oo} strogo konveksna za g.s. x € U, tada je

minimazator u jedinstven.

Dokaz. Ako uzmemo niz (z,), € W t.d. je z = lim, z,, tada je o¢ito z|r, = limy,(zn|r,) = lim, up =
ug, tj. z € W pa je W jako zatvoren. Nadalje, za 21,29 € W promotrimo (Az; + (1 — N)2z2)|r, =
Az1lry + (1 — N)zalr, = Aug + (1 — Nug = up pa je W i konveksan. Po Banach-Saks-Mazurovom
teoremu skup W ujedno je i nizovno slabo zatvoren. Nadalje, po Teoremu Banachov prostor
WP(U) je i refleksivan jer je p € (1, 00).

Nejednakosti iz pretpostavki teorema daju

J(v) > a /U Vol + Bu(U) — Ll p (20)

za svaki v € WLP(U) (po pretpostavei je U domena pa je i omeden skup zbog ¢ega je u(U) < o0).
Po generaliziranoj Poincareovoj nejednakosti (Teorem |B.4)) postoji konstanta ¢; > 0 za koju je

/[]W|pd$§01</[]|v¢|pdx+ /FOM p)

za svaki 1 € WHP(U). Ako u prethodnu nejednakost uvrstimo 1) = v dobivamo

cl/ |Vv\pd:c>/\v]pd:z—cl / vlr, dF /|v\pd:c—a1

—vo
za neki a1 > 0. Kombinirajuéi s , zaklju¢ujemo (objasnjenje je dano u Napomeni kako
postoje konstante co > 01 c3 € R t.d.

J() Z eallolly .y = LMVl pv + 3, Yo EW. (21)
Nadalje, kako je p > 1, vrijedi [[v]l1 5,0 < [[v[[], s Pa je
J() Z eallvlly .y = L0l pu + €3 = callolly 1 — 1pu 3= [olf, (2 = IILI) + cs,

tj. postoje konstante ¢ > 0 i d takve da je
J(v) > cHUHIf%U +d, YveW.

Promatrimo niz (vg)r u W t.d. je ||vg|1p,0 — 0o. Po prethodnoj nejednakosti slijedi da je J(vi) —
oo pa je funkcional J koercitivan nad skupom W.
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Jer slaba konvergencija uy, — u u WP(U) povlaéi i konvergenciju Vaug = Vu u (LP(U))™*™ te
prema Napomeni i u (LY (U))™*" po Teoremu (uz M = m x n i identifikaciju RM s M™m*n)
vrijedi

/ h(z, Vu(z))dr <liminf [ h(x, Vug(z))dx.
U k—oco Ju

Takoder, L je neprekidan linearni funkcional na WP(U) po pretpostavci pa iz uy 2w slijedi
L(u) = limy, L(uy) po definiciji slabe konvergencije. Zaklju¢ujemo da je funkcional J : WiP(U) — R
nizovno slabo odozdo poluneprekidan, dok egzistencija minimizatora funkcionala J nad skupom W
slijedi iz Teorema [6.4

Dokazimo sada jedinstvenost minimizatora u slucaju stroge konveksnosti funkcije h(x,-). Neka su
uy, ug € W, ug # ug t.d. je

J(uy) = J(ug) = ulél‘fv J(u).

1/p
Preslikavanje v — (fU |Vv\p> je norma na prostoru

V= {ve W) :v|p, = 0}

jer je po pretpostavci u(Tp) > 0. Isto tako, kako je (ug — uz) € V, uy # ug povlaci da je u(A4) > 0
gdje je

A:={z €U :Vui(z) # Vua(z)}.
Naime, kada bi vrijedilo pu(A4) = 0, tada bi za g.s. = € U vrijedilo Vuy(z) = Vug(z) odakle bi
imali da je uj(z) = u2(x) + ¢ za neku konstantu ¢, ali kako je (u; —uz) € V vrijedi ¢ = 0 (jer je
po definiciji skupa V' (u1 — u2)|r, = 0) pa bi slijedilo g.s. u; = uga $to je kontradikcija s uy # ua.
Dakle, vrijedi pu(A) > 0. Sada za A € (0,1) imamo

JAup + (1 = Nug) = /Uh(x, AVuy(x) + (1 = AN)Vug(z))dr — L(Aug + (1 — Nug) <

(stroga) konveksnost funkcije h, linearnost funkcionala L
<
A

h(@, Vi (2))dz + (1 — A) /A h(@, Vs (2))dat

A /U\A h(w, Vi (2))dz + (1 — A) /U\A h(, Vus(2))dz—

—AL(u1) = (1 = A)L(ug) = M (w1) + (1 = A)J(uz) = inf J(w).

Ovdje na skupu A koristimo strogu konveksnost (uo¢imo da je u definiciji stroge konveksnosti nuzno
gledati razli¢ite tocke), dok na skupu U \ A koristimo konveksnost funkcije h, a jer je u(A) > 0 to
imamo strogu nejednakost u gornjem izrazu.

Dobili smo kontradikciju jer u to¢kama Auj + (1 — A)ug funkcional J postize strogo manju vrijednost
od infimuma, §to je pak nemoguce. Dakle, minimizator je jedinstven. O

Napomena 6.5. Pokazimo tvrdnju iz dokaza prethodnog teorema. Vrijedi

lLpU; Cl/ vU|pdﬂCZ/ lv|Pdx —ay,
L,_/ &,_,

AZ: B:=

J(0) > a /U IVul? + Bu(U) — LIl
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tj. imamo

1
A> ~p_« (22)
C1 C1

gdje su ¢; > 01 a1 > 0 neke konstante. Uzmimo konstante 7; i v2 za koje vrijedi

M+ =1 E:%
c

Tada je v9 = v1¢1 pa uvrstavanjem u gornju jednakost imamo v + vic1 = 1, tj.

1 C1

= > 0, = > 0.
n 1+ C1 72 1+ Cc1
Rac¢unamo
(22) 2 o a1
A=yA+ 1A > 1A+ %1 B_’)/Qa =y (A+ B) —72;.
—~—

=7

Jer vrijedi A+ B = HU||‘§)p7U, vratimo li se na pocetak slijedi
aq
J(v) 2 amlvlly = ava =+ Bu(U) = ILHvl 50

odakle slijedi tvrdnja za co := a7y > 01 c3:= Bu(U) — cwgcc“—ll.

Primjer 6.2. Definirajmo funkcional
1
TiWH(0.1) R, J() = / ((v'(2)? — 1)? + v(x)2)da.
0

Moze se pokazati kako je J koercitivan funkcional, ali nije konveksan, kao ni podintegralna funkcija.

Vrijedi inf, ¢y 1449 1) J (v) = 0, ali se infimum ne postize u W((0,1)).

Prethodni primjer kaze kako u Teoremu ne mozemo ispustiti pretpostavku na konveksnost
funkcije h. Isto tako, moze se pokazati da ne moZemo ispustiti ni pretpostavku na podintegralnu
funkciju prema kojoj je omedena odozdo funkcijom oblika «|F|P + f.

6.4 John Ballov teorem

Kao u prethodnom poglavlju i sada ¢emo promatrati minimizaciju funkcionala oblika J(v) =
Joy Wz, Vu(z))dr — L(v) (ukupna energija tijela), ali za razliku od prethodnog poglavlja, promi-
jenit ¢emo pretpostavke na skup U i podintegralnu funkciju. Tako ¢emo promatrati skupove U koji
nisu nuzno konveksni i podintegralne funkcije koje nisu konveksne. U Primjeru smo ustano-
vili kako ne mozemo u potpunosti ukloniti pretpostavku na konveksnost bez dodavanja neke nove
pretpostavke.

Pretpostavke na funkciju W gustode unutarnje energije:

1. (uvjet rasta) Sli¢no kao i u Teoremu funkciju W ogranic¢avamo odozdo pa pretpostavimo
kako postoje konstante p > 2, ¢ > 1%’ r>1,a>0,0€eRt.d

W(x,F) > a(|F|P + | Cof F|?+ (det F)") + 8 (23)

za g.s. € U. Iz ovog uvjeta ¢emo dobiti i koercitivnost funkcije W.
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2. Za gs. x € U vrijedi
det F N\ 0= W(z,F) — o0 (24)

Sto odgovara ideji da beskona¢na kompresija u tocki povlaéi beskona¢no naprezanje. 1z ovog

uvjeta ¢emo dobiti i o¢uvanje orijentacije kod deformacija koje su minimizatori ukupne ener-

gije.
Pretpostavka na konveksnost funkcije W(x,-) s obzirom na varijablu F' bila bi u kontradikeiji s
pretpostavljenim aksiomima. Naime, lako se vidi da skup M’} nije konveksan te da je Co M’} = M"
pa kada bi funkcija W (x,-) bila konveksna tada bi postojala konveksna funkcija K : M3 — R
za koju je K(z,F) = W(x,F) za svaki F € M3. Taj uvjet je u kontradikciji s uvjetom (24)).
Dakle, podintegralna funkcija nije konveksna pa vidimo kako ne¢emo modi iskoristiti Teorem 72
pronalazak minimizatora. Zato uvodimo sljedeéi pojam.

Definicija 6.9. Funkcija W : U x M:j’r — R je polikonveksna oko za g.s. x € U postoji konveksna
funkcija K (x,-) : M3 x M3 x (0,00) — R t.d. vrijedi

W(z,F) = K(z,F,Cof F,det F), VF e M?3.

Uocimo kako uvjet daje

| W Tet@)e > o196l + | Cot Vol s+ | det Vislh,) + 5

zbog Cega ¢emo na skup ® (kojeg smo definirali u prethodnom poglavlju) trebati dodati i uvjete
Vo € LP(U), Cof Vi € LYU), detVy € L"(U).

Kako bi imali refleksivnost prostora (tako da moZemo primijeniti Banach-Eberlein-Smulianov te-
orem [2.9)), trebamo jo§ zahtijevati da su p,q,r > 1.

Za glavni rezultat trebaju nam jo$ dva teorema o slaboj konvergenciji i limesima u prostoru
WLP(U). Naime, ne mozemo ocekivati da é¢e skup ® biti konveksan zbog ¢ega ne¢emo modi direktno
primijeniti Banach-Saks-Mazurov teorem [2.5] Taj problem otklonit ¢e iduc¢a dva teorema.

Napomena 6.6. Na prostorima H™(U) := W"™?2(U) definirana je norma kao | - |20, a ona je
oblika
1 1
2 2
ol = lolmay = ( > |8%12> - ( > \a%uizm) -
U la|<m 0<]a|<m

Teorem 6.7. Neka je U domena u R3. Preslikavanje
7 WH(U) = LE(U),  y(¥) := Cof Vi

dobro je definirano i neprekidno preslikavanje za svaki p > 2. Dodalno, ako je (o*)y niz u WHP(U)
takav da
"B, CofVeF B H u LYU)

za ¢ > 1, tada je H = Cof V.
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Dokaz. Po Hblderovoj nejednakosti preslikavanje (z,y) € (LP(U))? — zy € L%(U) dobro je de-
finirano i neprekidno za p > 2 odakle iz definicije kofaktora slijedi da je i preslikavanje v dobro
definirano i neprekidno.

Primijetimo kako se nalazimo u prostoru R3, zato moZemo napisati

(Cof V)i j = 0it19j+10i12¢j42 — Oitohj+10i41¢j 42 =
= 0i41%j410i42Vj12 — Oi420j410i41Vj 12 + Vj120i420; 11041 — Vj420i420i 410541 =

= 0iy2(Vj120i11¥j11) — Oix1(Vj120i20511)
(25)
gdje indekse gledamo modulo 3 (tj. 4 — 11 sl.). Greenova formula nam za sve funkcije
e C*U) isve § € DU) daje

/(COfVIﬂ)i,jedﬂf: —/ ¢j+2ai+1¢j+13i+29d$€+/ Vj+20i+2¢j110i410dx. (26)
U U U

Za fiksnu funkciju 8 € D(U), funkcije s lijeve i desne strane jednakosti (varijabla je 1) su
neprekidne u normi | - |1,y (na prostoru C2(U)) jer postoje konstante c1(8) i c2(8) takve da

10]10,00,0 < c1(8)]]9)

‘2
1,U>

/ (COf Vq/J)dem
U

< suglﬂfﬂ)l/U\(Cowa)i,jldfﬂ = [[(Cof V)i jllo,u
S

lteor < c2(0)1¥1Ty

/ Y;0;,0,0dx
U

< Iillo,u ||vw
——— ——

Lo |0
<lho <o
(27)
(nejednakosti su detaljnije objasnjene u Napomeni pa tvrdnja vrijedi 1 za sve funkcije
Y € HY(U), a onda i za sve funkcije iz skupa WP(U) za p > 2 jer je skup C%(U) gust u skupu
WLP(U), p > 2, prema Teoremu

Hoélderova nejednakost govori da je preslikavanje
1 1
B:L"(U)x WHP(U) - R, B(&,n) = / £0inOmbdzx, » + - <1
U

neprekidno za fiksnu funkciju § € D(U) te po Teoremu [A.6}3. vrijedi
=& u L'(U), 0" Sau WHU) = B 1) — B(&,n)
tj.
/U 50 Opbda "= /U €000 bdz. (28)

Po Teoremu [3.4] vrijedi
W(U) € I'(U),  vre[1,p7) (29)
gdje je p* = ;’fpp ako je p < 3, odnosno p* = oo ako je p > 3. Ako odaberemo r takav da vrijedi

r<p*i % + 1 <1 (takav oéito postoji), tada kaze da slaba konvergencija ¢" = ¢ u WhP(U)
implicira jaku konvergenciju ¢, — ¢ u L"(U) po definiciji kompaktnog ulaganja. Ako uzmemo
slabo konvergentan niz ¢" = o u WP(U), tada po imamo

[ #rosionsas =% [ pojpnnis (30)
U U
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odakle iz slijedi

/(Cof V™) j0dx ity / (Cof V), ;0dx. (31)
U U

Po pretpostavci vrijedi
/U(COfV(pn)iJﬁdx ”ﬂf/UHi,dem

odakle zajedno s imamo da svaka funkcija (Cof Vo — H); ; € L*(U) zadovoljava
/ (Cof Vo — H); j0dx =0, VO e D). (32)
U

Po Osnovnoj lemi varijacijskog racuna slijedi kako je (Cof Vo — H); ; = 0 g.s. na U odakle
slijedi tvrdnja. O

Napomena 6.7. Prethodni teorem kaze kako je skup
{(, K) €e WHP(U) x LY(U) : K = Cof V4)}
nizovno slabo zatvoren za p > 21 ¢ > 1. No, moZe se pokazati kako skup
{¢p e WIP(U) : Cof Vop € LY(U)}
nije uvijek nizovno slabo zatvoren u W'P(U) zap > 2iq > 1.

Napomena 6.8. Vrijedi

IV 120y < 10l720) + IV 20y = 1910 0)- (33)

Dalje ra¢unamo

\(COfvw)z‘,jHo,l,UZ/U!(Cofvw)z‘,jdx < /U|3i+1¢j+1f9i+2¢j+2\+\3z‘+21/1j+1<9z‘+1¢j+2dx

te vrijedi

1
Holder 9 2 9 2
/U|8i+1wj+1ai+2¢j+2‘ < /U|<9z‘+1¢j+1| dx /U|<9z'+2¢j+2| dr | < el V| 2o

za neku konstantu ¢ > 0 i za sve 4, j. Ako primijenimo (33) na prethodni izraz, dobijemo

[(Cof V)i jllorr < esllvllm o)

za neku konstantu cg > 0. Analogno se dobije i druga nejednakost iz dokaza teorema.

Uoc¢imo kako je trilinearna forma
(,9,2) € (LP(U))* — zyz € L5(U) (34)
po Hélderovoj nejednakosti dobro definirana i neprekidna za p > 3. Zatim promotrimo funkciju

AWHPU) = LNU),  A(p) == det Vo =Y ik BrimOkpiOm P Oni-
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Postavlja se pitanje dobre definiranosti i neprekidnosti funkcije A. Direktna primjena Holderove
nejednakosti na A daje dobru definiranost i neprekidnost, ali za p > 3 prema . Zanima nas je
li moguée postiéi isti rezultat za p > 2. Uoc¢imo da determinantu mozemo zapisati preko kofaktora
tako da vrijedi

3
det Vi = Z 0;p1(Cof V).
j=1
Odabir prvog retka nije bitan, tj. tvrdnja vrijedi za svaki redak. Sljedeéi teorem odgovara na nase
pitanje.

Teorem 6.8. Neka je U domena u R3. Tada je za sve p > 2 i q € R takve da % =-4+=-<1

preslikavange

1,1
p g

3
v WWP(U) x LIU) = L*(U),  y(¢, Cof Vip) :="Y  djtp1 (Cof Vip)y;
j=1

dobro definirano @ neprekidno. Dodatno, slabe konvergencije
(i) ¢ = o u WP (U) zap>2,
(ii) Cof VoF =5 H w LY(U) za % + % <1,

(i) det Vk 5§ uw LT(U) zar > 1

povlace
H =CofVy, 6 =detVo.

Dokaz. Opet je po Hélderovoj nejednakosti (bilinearno) preslikavanje v dobro definirano i nepre-
kidno. Uoé&imo, ako je ¢ € C%(U), tada je

3

Zaj(COf Vw)lj =0 (35)

J=1

sto je posljedica Piolinog identiteta [4.3] div Cof Vi) = 0. Zato vrijedi

3 3
0; (¢1(Cof Vip)1;) = 9541(Cof Vb)1j + 1 Y 9;(Cof Vep)1; = det Vb, Vip € C*(T) (36)

1 j=1 j=1

M-

J

=0

Greenova formula daje
/ ijl(Cof Vw)ljﬁdx = —/ wl(Cof V¢)1j8j9d1‘, Yy € CQ(U), Vo € D(U),
U U

gdje nema rubnog uvjeta jer funkcija 6 ima kompaktni nosa¢ sadrzan u U. Cilj nam je dokazati
prethodni izraz za sva preslikavanja ¢ € WIP(U), p > 2. Ovdje ne mozemo, kao u prethodnom
teoremu, primijeniti direktni argument gustoce prostora C2(U) u W1P(U) jer preslikavanje s lijeve

51



6.4 John Ballov teorem 6 MINIMIZATORI FUNKCIONALA

strane posljednje jednakosti nije neprekidno s obzirom na normu || - |1, ako je p < 3. Zato
nastavljamo dodatnu analizu. Izraz za svaki 1 € C%(U) nam daje

3 3
/UZ(Cof V)1 0mde " — /U > 9;(Cof V)1 ndz =0, V€ D(U)
j=1 j=1

=0

gdje nema rubnog ¢lana jer funkcija n ima kompaktni nosa¢ sadrzan u U.
Za fiksni n € D(U) preslikavanje

Y e C?U) — / (Cof Vp)1,0;ndz
U

je neprekidno ako na C?(U) promatramo normu || - ||1p, p > 2 jer je

/U(Cofvlﬁ)ljajndiﬂ SSup\lajn!Loo(U)/UI(Cowa)u!diU

< || Cof Vo 1,011,000 < cill¥oll1p01nll1,00,0

za neku konstantu ¢; > 0. Kako je C?(U) gust u WHP(U), po neprekidnosti slijedi
3
/ Z(Cof V)1;0;nde =0, Vi € WHP(U), p>2, V€ D(U).
U “
7j=1

Pokazimo sada kako za svaku funkciju ¢p € WHP(U) i svaku funkciju w € Lpl(U), gdje je %—i—]% =1,
koja zadovoljava

/ wjf)jndas =0, Vn € D(U)
U
vrijedi
—/ wwjﬁjedac = / (8jw)wj6d$, Vo € D(U) (37)
U U
Ako fiksiramo w i 0, tada s obje strane jednakosti imamo definiran neprekidan funkcional (varijabla
je ©¥). Kako je prema Teoremu C>®(U) gust u WHP(U), to mozemo uzeti ¢ € C(U) pa

po neprekidnosti progiriti na sve funkcije iz W1P(U) i dobiti tvrdnju. O¢ito je 98 € D(U) pa iz
pretpostavke imamo

0= / wjﬁj(wH)dx = / Yw;0;0dx + / (3j1/1)wj9da:
U U U
§to je upravo . Uzmemo li ¢ := 91 1 wj := (Cof V)1 ; dobivamo
—/ 1 (Cof Vp) ;0;0dx = / 9;01(Cof Vo)1 j0dx, Y € WHP(U), V8 € D(U), (38)
U U

dakle progirili smo izraz dobiven iz Greenove formule na sve funkcije v € W1P(U).
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Dalje pokazimo kako slabe konvergencije o* % ¢ u Wh?(U) te Cof Vo# 5 Cof Vo u L¥ (U)
impliciraju da za svaku funkciju @ € D(U) vrijedi

/U (det Vo) odz "= /U (det V)0dz. (39)

Kako je determinanta dana kao det Vi = Z?Zl 0;(¥1(Cof V1))15), to je prema dovoljno poka-

zati

/(plf(Congok)Ljadex kjf/cpl(Congp)Ljadex.
U U

Veé smo prije teorema ustanovili kako vrijedi gornja konvergencija kada je p > 3. Promotrimo

sada slu¢aj kada je 2 < p < 3. Pokazimo prvo kako slaba konvergencija ¢* = ¢ u WLP(U) povladi

jaku konvergenciju ¢* — ¢ u L*(U) gdje je %—F I% < 1. Odaberimo s < p* = ?i—pp = i, Sto
p 3
mozemo jer je

1

+l_1 1+1 1—g<1
p p p 3 p 3

pa postoji s takav da je 1 < s < p* i % + i% < 1. Po Teoremu 1. dio slijedi kompaktna

ulozenost prostora W1P(U) € L*(U) zbog ¢ega imamo jaku konvergenciju ¢* — ¢ u L*(U). Kao
i u prethodnom teoremu, slijedi konvergencija u prema Teoremu za nizove ¢F — o i
Cof Vo 2 Cof V.

Po prethodnome, za ¢* = ¢ u WhP(U ) imamo konvergenciju

/U (det Vio*)0da "= /U (det Vp)0dz, V6 € D(U).
Po pretpostavci vrijedi
/U (det Vo) 0dz "= /U s0dz, Vo € D(U).
Kao i u prethodnom teoremu, zaklju¢ujemo kako funkcije (det Vo — 6)8 € L' (U) zadovoljavaju
/U(det Vo —06)0dx =0, V0 e D)

odakle po Osnovnoj lemi varijacijskog racuna [3.1] slijedi tvrdnja. Tvrdnja H = Cof Ve slijedi
analogno. m
Napomena 6.9. Prethodni teorem kaze kako je skup

{(,K,0) e WHP(U) x LY(U) x L"(U) : K = Cof V), § = det Vip}
nizovno slabo zatvoren u prostoru WhP(U) x L4(U) x L"(U).

Teorem 6.9 (John Ball). Neka je U C R3 domena i neka je W : U x M3 — R funkcija sa
sljedecim svojstvima:

1. polikonveksnost: za g.s. © € U postoji konveksna funkcija K(z,-) : M3 x M? x (0, +00) — R
takva da
W (z,F) = K(z,F,Cof F,det F), VF € M3, (40)
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2. izmjerivost: funkcija K (-, F, H,8) : U — R izmjeriva je za svaki (F, H,§) € M>xM?x (0, +00),
3. koercitivnost: postoje konstante p > 2, q > I%, r>1,a>0,e€Rtd zag.s x €U uvrijedi

W (z, F) > a(|F|P + | Cof F|9 + (det F)") + 3, (41)

4. za g.s. x € U vrijeds
det F \, 0= W(z,F) — oc. (42)

Nadalje, neka je To C T izmjerivi podskup ruba I' := OU pouvrsine u(To) > 0 i neka je ¢q : To — R3
izmjeriva funkcija takva da je skup

®:={yp e WHP(U) : Cof Vip € LY(U),det Vop € L"(U), ¢ = g g.5. na To,det Voo >0 g.s. na U}

neprazan.
Na kraju, neka je L neprekidan linearni operator na WHP(U) i

1(4) = /U W (e, Vib(a))dz — L(¥)

funkcional takav da je

inf [ < 00.
Inf, (1) < o0

Tada postoji najmange jedna deformacija p takva da je

ped, I(p) zqirelgf(w)-

Dokaz. 1. Kako bi tvrdnja imala smisla, prvo pokazimo kako je preslikavanje I dobro definirano,
tj. da je integral

/ Wz, Vb(x))da
U

dobro definiran. Buduéi da je M?® x M? x (0, +00) otvoren i konveksan podskup kona¢no
dimenzionalnog prostora i funkcija K je za g.s. x € U konveksna, po Teoremu funkcija
K je neprekidna za g.s. x € U.

Po pretpostavci, K je izmjeriva u posljednje tri koordinate i neprekidna po prvoj, zato je i
sama izmjeriva (¢ak Stoviste, K je Caratheodoryjeva). Nadalje, po definiciji skupa ® gledamo
samo deformacije ¢ takve da je det Vi)(x) > 0 g.s. na U zbog Cega je

(Vi (), Cof Vp(x), det Vip(x)) € M x M2 x (0, +00)
pa za proizvoljnu deformaciju v imamo jednakost

W (z,Vi(x)) = K(x, Vi(x), Cof Vip(z),det Vip(z)).

Slijedi da je gornji integral dobro definiran kao integral izmjerive funkcije nad izmjerivim
skupom.
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2. Pronadimo donju ogradu za funkcional I na skupu ®. Pretpostavljena nejednakost daje
nam

102 a [ (1960 +|Cor Vit + (et Vo) )do + Gu(0) = LI pw (43

gdje smo podintegralnu funkciju omedili po pretpostavci, funkcional L u vrijednosti 1 smo
omedili odozgo s ||L||||1||1p,r §to mozemo jer je po pretpostavci neprekidan pa i ogranicen, a
u(U) oznagava mjeru skupa U. Kako je U domena, vrijedi u(U) < oo. Kao i u Napomeni
uz pomo¢ Poincareove nejednakosti zakljucujemo kako postoje konstante ¢ > 0id € R
takve da

1) = e[l + | Cof VL, s + | det Velf ) +d Vo € @. (44)

3. Neka je (¢¥)x C ® za koji vrijedi

lim I(") = inf 1().

Po pretpostavci je infyeqe 1(1)) < 0o pa po vrijedi
C(HcpkH]l)’p’U 1+ Cot Vk[d o+ | det w’fyg,,n,U) td<oo, VkeN

Zato je niz (¢*, Cof V¥, det V¥);, omeden u prostoru WP (U) x LI(U) x L™ (U). Taj prostor
je (Banachov) refleksivan (jer su p,q,7 > 1) pa po Banach-Eberlein-Smulianovom teoremu
postoji podniz (¢, Cof V¢!, det Vio'); koji slabo konvergira prema elementu (p, H,§) odakle
po Teoremu [6.8] imamo

H =CofVy, §=detVep.

4. Kako bi zakljucili da je ¢ traZeni minimizator, trebamo pokazati ¢ € ®. Ako pokazemo
det Vo >0gs. nal, ¢|r, = ¢o,

slijedit ¢e p € ®. Vrijedi det V! = det Vo u L"(U) pa po Banach-Saks-Mazurovom teoremu
za svaki | € N postoje i(l) > 1i AL > 0zal < s <i(l) takvi da je Z;(Qz A=11iuL"(U)
vrijedi

i(l)

d' = 3" N det Vio* T det Voo,

s=l
Po Teoremupostoji podniz (d™),, niza (d'); t.d. za g.s. x € U (d™(x)),, konvergira prema
det Vo(z). Kako je oF € @, vrijedi det V¥ > 0 za svaki k € N zbog ¢ega je d' > 0 pa
kako (d'); — det Vi zakljucujemo kako je det Vo > 0. Pokazimo sada da i ovdje g.s. vrijedi
stroga nejednakost. Pretpostavimo suprotno, tada postoji podskup A C U t.d. p(A) > 01
da je det V|4 = 0. Bududi da su det V! > 0 g.s. na A i det Vi 2 det Vo to iz slabe
konvergencije slijedi

/]dethpl\da::/dethpllAdx ’ﬂ?/detwudag:/detwm:o (45)
A U U A
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po definiciji slabe konvergencije jer je f € (L"(U)) za f(¥) := [;;11adz. Posebno vrijedi
/ | det V' |da Zx,
A

tj. imamo det V! — 0 u LY(A). Zato po Teoremupostoji podniz (¢™),, niza (¢'); takav
da
det Vo™ (x) — 0 za g.s. x € A.

Promotrimo funkcije fn,, : A = R, fi,(x) := W(x, V™ (x)). Za njih vrijedi f,,, > 5, za svaki
m € N, pa moZemo primijeniti Fatouovu lemu te dobivamo

/liminffm( Ydx < hrnlnf/ fm(z (46)
A

m—0oQ m—r00
Po pretpostavci iz. teorema i kako vrijedi det Vo™ (z) — 0 imamo
liminf f,(z) = iminf W (z, V" (x)) = lim W(z, V™ (x)) = 400 za g.s. € A.
m—o0 m—o0 m—0o0

Prethodni rezultat zajedno s daje

—|—oo§liminf/ fm(z)dz = lim | W(x, V™ (x))dz. (47)

m—00 m—00 A

Niz (¢*)x odabran je tako da vrijedi limy I(p*) = infoea I(p) < 0o te je po definiciji ukupne
energije

oo > I(p / W (2, Vo™ (&))de — | L] |e* | o0,

odakle zajedno s dobivamo
+oo < I(p) < 400,

Sto je kontradikcija. Napomenimo da je izraz || L||||1)||1 p,rv omeden jer je (¢™)y, slabo konver-
gentan niz pa je po Teoremu niz omeden. Zaklju¢ujemo kako vrijedi det Vo > 0.

Jednakost ¢|r, = ¢o pokazuje se jednako kao i u Teoremu .

5. Pokazimo kako vrijedi

/W(w,ch( ))dz < hmlnf/ W(z, V' (z))dz.
U

l—00

Za to je dovoljno pokazati da za svaki podniz (¢™),, niza (©');, takav da niz

(/ W (z, Vgom(x))dx>
U m

konvergira, vrijedi

/UW(x,th(:n))d:E< lim W(z, V™ (x))dx.

m—o0 U
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Stoga uzmimo takav podniz (¢™),, niza (¢');. Svaki podniz slabo konvergentnog niza slabo
konvergira prema istom limesu, zato vrijedi ¢ = ¢ pa po Banach-Saks-Mazurovom teoremu
2.5 za svaki m € N postoji j(m) € N, m < j(m) i brojevi pf* > 0 za m < t < j(m) takvi da

je S m 1§ takvi da niz
j(m)
D™ = Z P (Ve Cof V!, det Vi) =37 (Vp, Cof Vp, det V)
t=m

konvergira jako u prostoru LP(U) x L1(U) x L"(U). Kao i prije, po Teoremu postoji
podniz (D™),, niza (D), takav da za g.s. x € U vrijedi

j(n)
Z i (Vt (), Cof Vi (z), det Vit () "=3° (Ve(z), Cof Vip(x), det Vip(z)). (48)

Po prvom dijelu dokaza, funkcija K (z,-) neprekidna je na M x M3 x (0, 00) za g.s. z € U pa
vrijedi

W(x,Ve(zr)) K (z, V(z), Cof Vi(z), det V() neprekidnost i

n—oo

i(n)
= lim K( Zut V' (x), Cof Vo' (z), det V(pt(x))>

za g.s. x € U te mozemo iskoristiti (40) jer je det V(z) > 0. Dalje ra¢unamo

Fatouova lema

n—oQ

Jj(n)
/UW(.CC,V(p(JZ)) :/U lim K( Z,ut (V' (z), Cof Vi (), det Vo (m)))dm

n—00

J(n konveksnost K
< lim inf/ Z ul (V! (x), Cof Vi (), det Vo' (z)) | da <

. T B.5|i odabi dni
< liminf Z ,u? / W({E, VL,Ot (x))dm eorem [B.5]i odabir podniza n

= lim [ W(x,V"(z))dz =

n— o0 U

= lim W(z, V™ (x))dx.

m—ro0 U

Zaklju¢ujemo kako vrijedi

/ W(z,Vo(x))dz < hmmf W(z, Ve'(z))dx. (49)
U

L je neprekidan linearni funkcional pa po definiciji slabe konvergencije vrijedi

L(p) = lim L(¢Y)

l—00
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§to zajedno s daje

. oZ l
() < liminf I(g) *P P2 GO0 e 10y).
l—00 Ped
U cetvrtom koraku dokazali smo da je ¢ € ®, a iz prethodnog je I(p) = infyee I(1)) 8to je i
trebalo pokazati.
O
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A Funkcionalna analiza

Teorem A.1 ([, str. 15, Propozicija 1.3.2]). Za linearni funkcional f ekvivalentno je (s obzirom
na jaku topologiju, tj. onu induciranu normom):

1. f je ogranicen operator;

2. f je uniformno neprekidan operator;
3. f je neprekidan operator;

4. f je neprekidan u jednoj tocki.

Teorem A.2 ([T, str. 11]). Neka su X 1Y normirani prostori te A € B(X,Y). Tada je

A
|All = sup ||Az| = sup ||Az| = sup |||
l=li=1 el <1 a0 ||l

Teorem A.3 (|20, str. 54, Propozicija 8.7]). Neka je (fn)n konvergentan niz w LP(U) za p € [1, 00)
i neka je f € LP(U) limes tog niza. Tada postoi podniz (fn, )k niza (fo)n t.d. za g.s. x € U vrijedi
limy, fr, () = f(z).

Teorem A.4 (|11 str. 96, Korolar 4.21]). Neka je X Banachov i Y normiran vektorski prostor.
Tada je skup

GL(X,Y):={A € L(X,Y): A: X =Y je bijekcija i A~ € L(Y, X)}
otvoren u L(X,Y). Ako je A€ GL(X,Y) onda je B € GL(X,Y) ako je ||A— BJ < ||A71*1H i tada je

o

B™'=) (I-A'B)"A™! € GL(Y,X);
n=0
- A~
1B~ < - ;
1—[[A=H(B - A)
A]2|B- A
||B—1 _A—1|| < H H HB H

1—[|A=1(B = A)|I
Posebno je preslikavanje A — A~' neprekidno.

Teorem A.5 ([9, str. 288, Teorem 5.12-2|). Neka je (zn)n slabo konvergentan niz u normiranom
prostoru X t.d. x, — x. Tada je slabi limes x jedinstven, niz (x,), je omeden i vrijedi

|z < liminf ||z,||.
n

Teorem A.6 ([9, str. 290, Teorem 5.12-4]). Neka su X 1Y normirani vektorski prostori nad istim
poljem F. Tada

1. za A € L(X,Y) vrijedi
w w
T, — r — Ax, — A;
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2. za A€ L(X,Y), A kompaktan, vrijedi

Ty > = Az, — Ax;

3. za B € Lo(X x Y, F) vrijedi

Tn = T, Yn Y — B(‘/L‘nayn) - B(xvy)
Uoc¢imo kako je u prethodnom teoremu u (b) dijelu jaka konvergencija s desne strane te kako u
(¢) tvrdnji niz (y, ), konvergira jako.

Teorem A.7 (Banach-Alaoglu, [12] str. 256., Teorem 8.10|). Neka je X normiran prostor, tada
je zatvorena jedinicna kugla {f € X' : || f|| < 1} kompaktan skup u slabos* topologiji prostora X'.

Teorem A.8 (Kakutani). Neka je X Banachov prostor. Tada je K(0,1) slabo kompaktan skup
ako 1 samo ako je X refleksivan.

Dokaz se moze pronaci u [16], str. 75., Teorem 3.31] ili u [8, str. 67, Teorem 3.17].
Teorem A.9 (|25 str. 49]). Neka je X Banachov prostor i A C X. Tada je ekvivalentno:

1. A je slabo kompaktan, tj. A je relativno slabo kompaktan;

2. A je omeden i ¢[A] ) C p[X],
gdje je v : X — X" ulaganje definirano s p(z) := & te je &(f) := f(z).

Dokaz. Teorem je direktna posljedica Banach-Alaogluovog teorema jer su svi funkcionali Z(f) =
f(x) neprekidni u slaboj* topologiji. O]

Teorem A.10 ([4, str. 68]). Neka je X normiran prostor i Xo neki potprostor. Uzmimo x; € X
za koji vrijedi d := d(x1, Xo) = inf{||z1 — 2| : z € Xo} > 0. Tada postoji f € X', ||f]| =1 za koji
vrijedi

fz1)=d, f(z)=0, Vz € X.
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B Analiza

Teorem B.1 ([9, str. 118, Teorem 2.17-1]). Neka je U C X konveksan podskup konacno dimenzi-
onalnog prostora X. Tada je konveksna funkcija f: U — R ¢ neprekidna.

Teorem B.2 (|9, str. 55, Teorem 2.3-3|). Neka je X topoloski prostor te Y normiran vektorski
prostor. Neka je (fn)n niz funkcija, fn, : X =Y, koji konvergira lokalno uniformno prema funkciji
f X =Y. Ako su preslikavanja f, neprekidna u tocki x € X (na cijelom X ), tada je 1 f
neprekidna u x (na cijelom X ).

Vige o iduéa dva teorema moze se pronaci u 23] str. 49 i str. 69].

Teorem B.3 (Greenova formula, [9) str. 336]). Neka je U domena u RY in = (ny,---,ny)
vanjska jedinicna normala na OU. Neka su 1 < p,q < oo takvi da

tako da vrijedi jedan od sljedeéih uvjeta:
1. 1<p,g< N;
2.1<qiN<p;
3. 1<piN<q.

Za funkcije u € WHP(U) i v € WH(U) svaka funkcija uvn;, 1 < i < N pripada skupu L' (0U) te

vrijedi
/u@ivdx: —/(Ehu)vdm—k/ uon;dl.
U U ou

Teorem B.4 (generalizirana Poincare-Friedrichsova nejednakost, [9, str. 336]). Neka je U
domena u R™ 11 < p < 0.

1. Tada postoji konstanta co takva da

/Iv”deCo /Z|aiv|pd$+‘/vdm)p . Yoewhr(U).
v Ui=1 U

2. Neka je Ty C T izmgeriv podskup t.d. u(To) > 0. Tada postoji konstanta co takva da je

ol < calvlipo
za sve v € WHP(U) za koje je v =0 na T,

3. Neka je Ty C T' izmgeriv podskup t.d. u(To) > 0. Tada postoji konstanta c; takva da

/U|vlpd:r < 01(/(]; |8;v|Pdx + ‘ /Fo vdF‘p>

za svaki v € WHP(U).
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Teorem B.5. Neka je (ayn), konvergentan niz realnih brojeva. Neka za svakin € N postoji j(n) € N

t.d. jen < j(n). Neka su za svakit € {n,...,j(n)} dani brojevi ui > 0 t.d. Ei(;;) pp =1 za svaki
n € N. Tada je niz

(n)
b, = Z g ag
t=n

konvergentan i vrijeds
lim a,, = lim b,,.
n n
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C Topologija

Definicija C.1. Neka je (X, T) topoloski prostor. Tada je B C T baza topologije T ako za svaki
U € T postoji skup A i familija skupova (Ba)aca C B takva da vrijedi

U= ] Ba
acA

Definicija C.2. Neka je (X,T) topoloski prostor te P C T. Tada je P predbaza topologije ako je
familija skupova {PyN---N P, :n €N, P, € P} baza topologije T .

Teorem C.1 (|14, Propozicija 2.10]). Neka su (X, T) i (Y,S) topoloski prostori te P C S predbaza
topologije. Tada je funkcija f: X — Y neprekidna ako i samo ako je f<[P] €T za svaki P € P.

Teorem C.2 ([14, str. 11]|). Neka je X metricki prostor te A C X. Podskup A zatvoren je skup
ako i samo ako za svaki niz (xy)pey C A t.d. limy, z, = 2 v X vrijedi x € A.

Teorem C.3 ([14, Propozicija 5.4]). Neka je X topoloski prostor i A C X neki podskup. Tada je
x € A ako i samo ako za svaku otvorenu okolinu U tocke x vrijedi U N A # ().

Napomena C.1. Neka je A neki skup i (X4, 7o) topoloski prostor za svaki o € A. Tada je

()

produktni topologki prostor gdje je R topologija inducirana bazom B koja je dana kao

B = { H Us : Uy € Ty, Uy = X, za sve osim konatno mnogo a}.
a€cA

Teorem C.4. Neka je X metricki prostor i A C X. Tada je ekvivalentno:
1. A je kompaktan;
2. Svaki niz v A ima konvergentan podniz ¢iji je limes sadrzan u A;
3. Svaki niz u A ima gomiliSte u A.

Dokaz. Ekvivalencija 1. < 3. dana je u [14]: Teorem 9.8, Teorem 9.9.

Neka vrijedi tvrdnja 3., tj. svaki niz u A ima gomiliste u A. Uzmimo (z,), niz u A koji ima
gomiliste z. Svaka kugla K (z, 1) sadrzi beskonacno ¢lanova niza (2,), za svaki k € N pa moZemo
odabrati z,, kao prozvoljni ¢lan skupa (), N K(x, %) Ocito vrijedi limg, ,,, = .

Neka vrijedi 2., tj. svaki niz ima konvergentan podniz ¢iji je limes sadrzan u A, tada je limes
tog podniza gomiliste pocetnog niza pa vrijedi tvrdnja pod 3. O
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Sazetak

U ovome radu iskazan je i dokazan John Ballov teorem o egzistenciji minimizatora odredenih
vrsta funkcionala. Kako bi se dokazao teorem, razvijena je teorija koja pokriva funkcionalnu analizu,
s naglaskom na Banach-Saks-Mazurov teorem i Banach-Eberlein-Smulianov teorem. Uvedeni su
Soboljevljevi prostori na kojim se traze minimizatori te su dokazana osnovna svojstva Soboljevljevih
prostora neophodna za dokazivanje kasnijih teorema. Prije zavrsnih rezultata, napravljen je pregled
nekih tema iz nelinearne funkcionalne analize gdje se definirala Frechetova derivacija. Naglasak tog
poglavlja je na Piolinom identitetu koji se nekoliko puta iskoristio u kasnijim teoremima. Posljednje
poglavlje kreée s egzistencijom minimizatora na opéenitim funkcionalima. S razvijanjem teorije
odredene pretpostavke na funkcionale su nadodane kako bi promatrani matematicki model iz teorije
elasti¢nosti imao smisla. Naposljetku, John Ballov teorem rijesi pitanje pronalaska minimizatora i
za takve funkcionale.
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Summary

In this work the John Ball theorem is stated and proved. It states existence of minimizer for
functionals of special form. To prove the theorem, we develop theory in a functional analysis, with
emphasis on Banach-Saks-Mazur theorem and Banach-Eberlein-Smulian theorem. Sobolev spaces
are introduced as the spaces on which we search minimizers. Basic properties of the Sobolev spaces
that are used in later results are proved. We define the Frechet derivative and we prove the Piola
identity that will be used several times later. In the last chapter, we first look for minimizers
of general functionals after which we add extra assumptions on the functionals so that observed
mathematical model would be realistic. Finally we prove existence of energy minimizers for such
functionals in the John Ball theorem.
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