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Sažetak

Opća teorija relativnosti, kao klasična teorija gravitacije, bazira se na jedinstve-

noj Levi-Civitinoj koneksiji, koja je u potpunosti odredena metričkim tenzorom dane

glatke mnogostrukosti. Jedinstvenost Levi-Civitine koneksije temelji se na pretpos-

tavkama ǐsčezavajućeg tenzora torzije i kompatibilnosti metrike s kovarijantnom de-

rivacijom, odnosno ǐsčezavajućeg tenzora nemetričnosti. Posljedično u takvom for-

malizmu gravitacija je u potpunosti opisana svojstvima Riemannovog tenzora zakriv-

ljenosti, odnosno zakrivljenošću promatranog prostorvremena. U ovom radu raz-

motramo posljedice popuštanja navedenih pretpostavki te dolazimo do zaključka da

postoji dinamička ekvivalentnost opće teorije relativnosti s teorijama koje se temelje

na ǐsčezavanju Riemannovog tenzora zakrivljenosti, a na neǐsčezavanju ili istovre-

meno tenzora torzije i tenzora nemetričnosti ili na neǐsčezavanju samo tenzora neme-

tričnosti ili na neǐsčezavanju samo tenzora torzije. Takoder pokazujemo da u ovak-

vom formalizmu postoji mogućnost promatranja klasične gravitacije kao baždarne

teorije bazirane na Liejevoj grupi translacija. Nadalje, promatramo pripadne mo-

dificirane teorije gravitacije te pokazujemo da time dolazimo do novih dinamičkih

modela, koji se općenito razlikuju od dinamičkih modela dobivenih modificiranim

teorijama opće teorije relativnosti. Tako dobiveni dinamički modeli su intenzivan

predmet istraživanja, naročito u kozmološkim modelima.

Ključne riječi: Riemannova geometrija, opća teorija relativnosti, teleparalelne ge-

ometrije, teleparalelne gravitacije, baždarenje gravitacije



Teleparallel Gravitation

Abstract

The general theory of relativity, as a classical theory of gravitation, is based on a

unique Levi-Civita connection, which is entirely given by the metric tensor of a gi-

ven smooth manifold. The uniqueness of the Levi-Civita connection is based on the

assumptions of vanishing torsion tensor and compatibility of the metric with the

covariant derivative, or in other words vanishing non-metricity tensor. As a con-

sequence of this formalism, gravitation is entirely given by the properties of the Ri-

emann curvature tensor, or with the curvature of a given spacetime. In this text, we

are exploring the consequences of relaxing the aforementioned assumptions and we

conclude that there exists a dynamical equivalence between the general theory of

relativity with theories based on a vanishing Riemann curvature tensor, and simulta-

neously nonvanishing torsion and non-metricity tensors, or with only non-metricity

as a nonvanishing tensor, or with only torsion as a nonvanishing tensor. We also

show that in this formalism there is a possibility of treating classical gravitation as

a gauge theory based on the Lie group of translations. Furthermore, we look at gi-

ven modified theories of gravitation in this formalism and we see that we end up

with new dynamical models, which are in general different from dynamical models

obtained from modified theories of the general theory of relativity. Those dynami-

cal models are the subject of intense research, especially in the cosmological models.

Keywords: Riemannian geometry, general theory of relativity, teleparallel geome-

tries, teleparallel gravitations, gauging of gravitation
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5.3.1 Jednadžbe polja za opću teleparalelnu gravitaciju . . . . . . . . 54

5.3.2 GTEGR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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1 Uvod

U ranoj prvoj polovici prošlog stoljeća A. Einstein je razvio formalizam opće teorije

relativnosti u kojemu je gravitacija formulirana u potpunosti kao geometrijska te-

orija. Nedugo nakon što je teorija postavljena počeli su brojni pokušaji ujedinjenja

klasičnog elektromagnetizma i gravitacije u jednu teoriju. Naravno dva su glavna

razloga tome, prvi je taj da su formalizmi klasičnog elektromagnetizma i opće teorije

relativnosti dosta slični, a drugi je taj da je kvantna teorija tek bila u začecima te još

nije bio poznat formalizam kvantne teorije polja. No iako su pokušaji bili brojni i ne-

uspješni iz njih su se izrodile brojne ideje koje su utjecale na daljnji razvoj fizike. Kao

što ćemo vidjeti opća teorija relativnosti se bazira na Riemannovoj geometriji u kojoj

tenzori torzije i nemetričnosti ǐsčezavaju, a samo Riemannov tenzor zakrivljenosti

ne ǐsčezava. Stoga, bitno je spomenuti jedan od prvih pokušaja ujedinjenja gravi-

tacije i elektromagnetizma koji se bazirao na neǐsčezavanju tenzora nemetričnosti,

za kojega ćemo se kasnije uvjeriti da je zaslužan za promjenu duljine vektora pri

tzv. paralelnom transportu te na neǐsčezavanju Riemannovog tenzora zakrivljenosti,

a to je slučaj tzv. Weylove geometrije. Za ovu ideju je zaslužan njemački matematičar

H. Weyl [1]. On je u razvoju svoje teorije uveo pojam tzv. baždarne transformacije,

za kojega se može reći da je vjerojatno usmjerio cijelu fiziku dvadesetog stoljeća u

novom smjeru. Weylovu ideju je opovrgnuo sam Einstein jer je pokazao da bi takva

teorija implicirala nepostojanje dobro definiranih atomskih spektralnih linija [2]. S

druge strane ćemo spomenuti pokušaj ujedinjenja klasičnog elektromagnetizma i gra-

vitacije baziran na tenzoru torzije. Tu ideju je predstavio E. Schrödinger [3]. Pro-

blem na koji je naǐsao je taj da je u njegovoj teoriji foton morao imati neǐsčezavajuću

masu, što danas znamo da je zasigurno nemoguće. Za podrobniji povijesni pregled

ideja ujedinjenja gravitacije s ostalim silama preporučuje se pogledati [4,5].

Ovdje ćemo još spomenuti tzv. Einstein-Cartan(–Sciama–Kibbleovu) teoriju gra-

vitacije [6] koja je specijalni slučaj tzv. Poincaréove baždarne gravitacije koja počiva

na baždarenju cijele Poincaréove grupe. Geometrija u kojoj je ova teorija razvijena je

Riemann-Cartanova, za koju tenzor nemetričnosti ǐsčezava, a ostala dva relevantna

tenzora ne. Specifičnost ove teorije je ta da je masa vezana uz Riemannov tenzor

zakrivljenosti, a torzija uz intrinzični spin. Takoder, bitno je za napomenuti da ova

teorija i dalje nije niti potvrdena niti opovrgnuta, niti teorijski niti eksperimentalno.
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Ono što je tema ovog rada je tzv. teleparalelna gravitacija (grč. tele=udaljeno,

daleko). Ona se bazira na ǐsčezavanju Riemannovog tenzora zakrivljenosti, dakle

teoriju razvijamo u tzv. teleparalelnoj geometriji. Naziv ove teorije dolazi upravo od

ǐsčezavanja Riemannovog tenzora zakrivljenosti jer to znači da pri paralelnom trans-

portu vektori ne mijenjaju svoju orijentaciju u odnosu na početnu, dakle paralelni su

sa svojom početnom orijentacijom i na
”
dalekim” udaljenostima. Začetnik ovog pris-

tupa je sam Einstein [7] koji je takoder nakon formuliranja opće teorije relativnosti

pokušao ujediniti klasični elektromagnetizam i gravitaciju. On je svoju teleparalelnu

teoriju razvijao u tzv. tetradnom formalizmu kojeg ćemo detaljnije izložiti kasnije

kroz rad. Naravno i taj pokušaj ujedinjenja je bio osuden na propast s današnje

pozicije. No moderni tretman teleparalelizma ne počiva na pokušaju ujedinjenja gra-

vitacije s klasičnim elektromagnetizmom, već se promatra kao zaseban formalizam.

Tema ovog rada je razviti formalizme opće teleparalelne, simetrične teleparalelne i

metričke teleparalelne gravitacije te njihovih pripadnih modificiranih teorija. Poka-

zat ćemo da teleparalelne gravitacije posjeduju specijalne slučajeve koji su dinamički

ekvivalentni s općom teorijom relativnosti te općenitu dinamičku neekvivalentnost

njihovih pripadnih modificiranih teorija s modificiranim teorijama opće teorije rela-

tivnosti. Postoje dva ekvivalentna pristupa razvoju ovog formalizma koja ćemo po-

kazati. Jedan će se bazirati na tzv. Palatinijevom formalizmu u kojemu su metrika i

afina koneksija dinamičke varijable (ovaj ćemo formalizam kraće zvati metrički) [8],

a drugi na tetradnom formalizmu u kojemu su tetrada i spinska koneksija dinamičke

varijable. Posebno ćemo se posvetiti metričkom teleparalelizmu kojeg ćemo tretirati

u tetradnom formalizmu te ćemo vidjeti da se tu otvara mogućnost tretiranja gravi-

tacije kao klasične baždarne teorije bazirane na Liejevoj grupi translacija. Ovaj rad

za svrhu ima razviti cijeli formalizam teleparalelne gravitacije i pokazati sve glavne

rezultate te time poslužiti kao svojevrstan uvod u formalizam teleparalelne gravita-

cije.

Potrebnu notaciju ćemo uvoditi postupno kroz rad. Sva razmatranja radimo u

četiri prostorvremenske dimenzije. Signatura metrike koju ćemo koristiti je

(−,+,+,+). Takoder, većinom ćemo koristiti sustav mjernih jedinica u kojem vrijedi

ℏ = c = 1, ako nam negdje te mjerne jedinice budu potrebne za neku argumentaciju,

posebno ćemo naglasiti da koristimo ℏ ̸= 1 ili c ̸= 1.

Ovdje ćemo još sugerirati kojim redoslijedom bi trebalo čitati ovaj rad. Poglavlje
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Diferencijalna geometrija se prolazi u cijelosti te se nakon njega prelazi na Dodatak A

u kojemu se izvodi tzv. Jacobijev identitet. Nakon toga se vraćamo na poglavlje Opća

teorija relativnosti. Zatim prelazimo na poglavlje Tetradni formalizam i prolazimo ga

do kraja potpoglavlja Relevantne tenzorske veličine u tetradnom formalizmu. Krajem

čitanja tog potpoglavlja preporučuje se pročitati Dodatak B i Dodatak C za detalje o

varijacijama po tetradi, odnosno o Poincaréovoj algebri. Zatim se vraćamo na potpo-

glavlje Spinska kovarijantna derivacija i prolazimo kroz poglavlje Tetradni formali-

zam do kraja te zatim prolazimo kroz poglavlje Teleparalelna gravitacija. Nakon toga

preporučuje se pročitati Dodatak D za detalje o baždarnim grupama te nakon toga

prelazimo na poglavlje MTEGR kao baždarna teorija te ga prolazimo u cijelosti, kao

i nakon njega poglavlje Modificirane teorije gravitacije. Čitanje naravno završavamo

poglavljem Rasprava i zaključak.
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2 Diferencijalna geometrija

U ovom poglavlju dajemo sve definicije i rezultate diferencijalne geometrije potrebne

za ovaj rad. Ovdje nećemo ulaziti u prevelike detalje, već nam je fokus na potrebnim

tenzorskim veličinama i njihovim svojstvima. Sve tenzorske veličine ćemo tretirati u

indeksnoj notaciji. Za potpuni tretman diferencijalne geometrije (DG) preporučuje

se pogledati [9–11].

Za početak nam je potrebna definicija glatke mnogostrukosti [12]:

Definicija 2.1 (Glatka mnogostrukost). Realna glatka n-dimenzionalna mnogostru-

kost M je skup čiji podskupovi {Oα} zadovoljavaju:

• (∀p ∈ M) (∃Oα : p ∈ Oα) , drugim riječima podskupovi {Oα} pokrivaju M,

• ∀α ∃ bijektivno preslikavanje Φα : Oα → Uα , gdje je Uα otvoreni podskup od Rn,

• ako se dva podskupa Oα i Oβ preklapaju, odnosno ako vrijedi Oα ∩Oβ ̸= ∅ , onda

postoji preslikavanje Φβ◦Φ−1
α : Φα[Oα∩Oβ] ⊂ Uα ⊂ Rn → Φβ[Oα∩Oβ] ⊂ Uβ ⊂ Rn

koje je klase C∞ te gdje su svi podskupovi otvoreni.

2.1 Relevantne tenzorske veličine

Za početak definiramo metriku gµν , simetričan, nedegeneriran tenzor tipa (0, 2).

Dakle vrijedi

gµν = gνµ . (2.1)

Kontrahiranje metrike s njenim inverzom gµν daje

gµνg
νρ = δρµ . (2.2)

Iz DG nam je poznato da se parcijalne derivacije tenzora ne transformiraju kao

tenzori pri koordinatnim transformacijama, stoga je potrebno uvesti tzv. kovarijantnu

derivaciju koja rješava taj problem. Uvodenjem kovarijantne derivacije smo uveli i

tzv. koeficijente afine koneksije Γαβγ na način

∇µT
α1...αi

β1...βj
= ∂µT

α1...αi
β1...βj

+
i∑

k=1

Γαk
σµT

...σ...
β1...βj

−
j∑
l=1

ΓτβlµT
α1...αi

...τ... , (2.3)
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gdje je Tα1...αi
β1...βj

proizvoljan tenzor tipa (i, j). Napomenimo da veličine Γαβγ nisu

tenzori.

Nadalje, definiramo sljedeće tenzore:

• tenzor torzije:

T µνρ = 2Γµ[ρν] = Γµρν − Γµνρ , (2.4)

• tenzor nemetričnosti:

Qµνρ = ∇µgνρ
(2.3)
= ∂µgνρ − Γλνµgλρ − Γλρµgνλ . (2.5)

U (2.4) smo uveli notaciju antisimetriziranja [ ], koja će nam uz notaciju simetrizira-

nja ( ) biti poprilično korisna dalje kroz rad.

Uvedeni tenzori posjeduju sljedeće (anti)simetrije

T µνρ = −T µρν , (2.6)

Qµνρ = Qµρν . (2.7)

Takoder kada oba ova tenzora ǐsčezavaju, odnosno kada su koeficijenti afine ko-

neksije simetrični u donjim indeksima te kada je metrika kompatibilna s kovarijant-

nom derivacijom, koeficijente afine koneksije nazivamo Christoffelovim simbolima,

a samu afinu koneksiju Levi-Civitinom koneksijom. Levi-Civitina koneksija je jedins-

tvena i u potpunosti je odredena metrikom te je dana s [9]

Γ̊ρµν =
1

2
gρλ (∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν) . (2.8)

Uveli smo notaciju˚, koja će nam odsada nadalje označavati veličine definirane u

odnosu na Levi-Civitinu koneksiju. Dakle, vrijedi simetrija

Γ̊ρµν = Γ̊ρνµ . (2.9)

Izrazi (2.4), (2.5) i (2.8) nam omogućuju dekompoziciju općenite afine koneksije.

Da bismo to izveli promatramo sljedeću kombinaciju tenzora nemetričnosti

Qρµν −Qµρν −Qνρµ = ∂ρgµν − ∂µgρν − ∂νgρµ + 2Γλ(µν)gρλ + 2Γλ[ρν]gµλ + 2Γλ[ρµ]gνλ ,

5



iz ovoga nakon kratkog računa slijedi tražena dekompozicija

Γαµν = Γ̊αµν +Kα
µν + Lαµν . (2.10)

Ovdje smo uveli nova dva tenzora:

• tenzor kontorzije (engl. contortion tensor):

Kα
µν =

1

2

(
T α
µ ν + T α

ν µ − Tαµν
)
, (2.11)

• tenzor disformiranosti (engl. disformation tensor):

Lαµν =
1

2

(
Qα

µν −Q α
µ ν −Q α

ν µ

)
. (2.12)

Ovi tenzori posjeduju sljedeće (anti)simetrije

Kµ
νρ = −K µ

ν ρ , (2.13)

Lµνρ = Lµρν . (2.14)

Uvodimo i Riemannov tenzor zakrivljenosti

Rµ
νρσ = ∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓ

µ
νρ + ΓµτρΓ

τ
νσ − ΓµτσΓ

τ
νρ , (2.15)

koji posjeduje antisimetriju

Rµ
νρσ = −Rµ

νσρ . (2.16)

Kroz rad će nam biti korisna i sljedeća dva tenzora:

• superpotencijal:

S µν
ρ = Kµν

ρ − δµρT
σν

σ + δνρT
σµ

σ , (2.17)

• tenzor distorziranosti (engl. distortion tensor):

Dµ
νρ = Γµνρ − Γ̊µνρ

(2.10)
= Kµ

νρ + Lµνρ , (2.18)
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od kojih samo superpotencijal posjeduje antisimetriju

S µν
ρ = −S νµ

ρ . (2.19)

Pomoću dekompozicije (2.10) te (2.18) izraz za Riemannov tenzor (2.15) možemo

zapisati kao

Rµ
νρσ = R̊µ

νρσ + ∇̊ρD
µ
νσ − ∇̊σD

µ
νρ +Dµ

τρD
τ
νσ −Dµ

τσD
τ
νρ . (2.20)

Takoder sličnim postupkom možemo povezati kovarijantnu derivaciju općenitog ten-

zora koja odgovara općenitoj afinoj koneksiji s kovarijantnom derivacijom istog ten-

zora koja odgovara Levi-Civitinoj koneksiji

∇µT
α1...αi

β1...βj
= ∇̊µT

α1...αi
β1...βj

+
i∑

k=1

Dαk
σµT

...σ...
β1...βj

−
j∑
l=1

Dτ
βlµ
Tα1...αi

...τ... . (2.21)

Ono što je bitno za napomenuti je to da su tenzori (2.4), (2.5) i (2.15) definirani

s obzirom na odabranu afinu koneksiju. To će nam postati jasno već u narednom po-

glavlju kada budemo razmatrali svojstva opće teorije relativnosti (OTR) te u kasnijim

poglavljima kada budemo razvijali formalizam teleparalelne gravitacije.

2.2 Paralelni transport

Za tenzor tipa (i, j) kažemo da je paralelno transportiran duž vektorskog polja Xµ

ako je zadovoljeno

Xµ∇µT
α1...αi

β1...βj
= 0 . (2.22)

Ako je vektorsko polje transportirano duž samoga sebe, nazivamo ga autoparalelnim

vektorskim poljem, dakle u tom slučaju vrijedi

Xµ∇µX
ν = 0 . (2.23)

Uz standardnu parametrizaciju Xµ = dxµ(τ)
dτ

jednadžba (2.23) postaje

d2xµ

dτ 2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0 , (2.24)
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dakle ovu jednadžbu nazivamo autoparalelnom jednadžbom, a u slučaju kada je ko-

neksija koju koristimo Levi-Civitina, odnosno kada vrijedi Γµαβ = Γ̊µαβ, ova jednadžba

se naziva geodetskom jednadžbom.

Takoder uočavamo da (2.24) poprima jednaki oblik uz reparametrizaciju λ = aτ + b

za a, b ∈ R.

Slika 2.1: Shematski prikaz, redom s lijeva na desno, utjecaja Riemannovog tenzora
zakrivljenosti, tenzora torzije i tenzora nemetričnosti na proizvoljni vektor pri para-
lelnom transportu u proizvoljnom prostorvremenu. Slika je preuzeta iz [13] te je
modificirana.

Na Slici 2.1 uočavamo da vektor nakon paralelnog transporta natrag u početnu

točku zbog Riemannovog tenzora zakrivljenosti zatvara neki kut u odnosu na svoju

početnu orijentaciju. Nadalje, prisutnost torzije uzrokuje nekomutiranje vektora ko-

jeg transportiramo sa smjerom u kojem ga transportiramo. Naposljetku, nemetričnost

uzrokuje promjenu duljine vektora pri paralelnom transportu. Ove tvrdnje ćemo sada

potkrijepiti kratkim računima.

Direktan račun djelovanja komutatora kovarijantnih derivacija danih općenitom

afinom koneksijom na neki proizvoljan vektor, uz korǐstenje (2.3), (2.4) i (2.15), daje

[∇α,∇β]u
µ = Rµ

ραβu
ρ − T ραβ∇ρu

µ . (2.25)

Nadalje, ako izračunamo tzv. usmjerenu kovarijantnu derivaciju [14] produkta

dva vektora (aµbµ = gµνa
µbν) imamo

D(gµνa
µbν)

dλ
=
dxα

dλ
∇α(gµνa

µbν) = gµνb
ν dx

α

dλ
∇αa

µ︸ ︷︷ ︸
=0

+gµνa
µ dx

α

dλ
∇αb

ν︸ ︷︷ ︸
=0

+aµbν
dxα

dλ
∇αgµν︸ ︷︷ ︸
=Qαµν

=⇒ D(aµaµ)

dλ
=
dxα

dλ
aµaνQαµν , (2.26)

gdje su dva člana identički jednaki nuli po definiciji paralelnog transporta.
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Kao što vidimo pomoću (2.25) i (2.26) smo potkrijepili gore navedene tvrdnje.

U [15] se može pronaći nekoliko instruktivnih primjera torzije i nemetričnosti.

2.3 Klasifikacija geometrija

Sada smo u prilici navesti sve moguće geometrije u odnosu na to koji od (2.4), (2.5),

(2.15) tenzora ǐsčezava. Klasifikacija je sljedeća:

• opća teleparalelna geometrija: Rµ
νρσ = 0 ,

• Weylova geometrija: T µνρ = 0 ,

• Riemann-Cartanova geometrija: Qµνρ = 0 ,

• metrička teleparalelna geometrija: Rµ
νρσ = 0, Qµνρ = 0 ,

• simetrična teleparalelna geometrija: Rµ
νρσ = 0, T µνρ = 0 ,

• Riemannova geometrija: T µνρ = 0, Qµνρ = 0 ,

• geometrija Minkowskog: Rµ
νρσ = 0, T µνρ = 0, Qµνρ = 0 .

Na Slici 2.2 se nalazi shematski prikaz ove klasifikacije.

Slika 2.2: Shematski prikaz klasifikacije geometrija u odnosu na Riemannov tenzor
zakrivljenosti, tenzor torzije i tenzor nemetričnosti. Slika je preuzeta iz [16].
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2.4 Relevantne kontrakcije tenzora

Sada ćemo navesti sve važne kontrakcije ranije uvedenih tenzorskih veličina te pro-

diskutirati neka njihova svojstva.

2.4.1 Kontrakcije Riemannovog tenzora zakrivljenosti

• Riccijev tenzor:

Rαβ = Rµ
αµβ (2.27)

• Riccijev skalar:

R = gαβRαβ (2.28)

• tenzor homotetičke zakrivljenosti [17]:

R̂αβ = Rµ
µαβ = ∂αΓ

µ
µβ − ∂βΓ

µ
µα , (2.29)

ovaj tenzor ne ǐsčezava kada je Qµνρ ̸= 0

• ko-Riccijev tenzor (engl. co-Ricci tensor) [17]:

R̆µ
β = gναRµ

ναβ (2.30)

• ko-Riccijev skalar (engl. co-Ricci scalar):

R̆ = R̆α
α = gβµRα

βµα

(2.16)
= −gβµRα

βαµ

(2.27)
= −gβµRβµ

(2.28)
= −R

=⇒ R̆ = −R (2.31)

2.4.2 Kontrakcije tenzora torzije

• vektor torzije:

Tµ = T ννµ (2.32)

• pseudovektor torzije:

T̃ µ = ϵµνρσTνρσ (2.33)

gdje je ϵµνρσ tzv. totalno antisimetrični Levi-Civitin simbol [14]
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• skalar torzije:

T =
1

2
S µν
ρ T ρµν

(2.17)
=

1

4
T ρµνTρµν +

1

2
T µνρTνµρ − T µTµ (2.34)

2.4.3 Kontrakcije tenzora nemetričnosti

Za početak ćemo pronaći izraz za Q αβ
ρ

Q αβ
ρ = gµαgνβQρµν = gµαgνβ∇ρgµν ,

sada računamo

∇ρ(g
µαgνβgµν)

(2.1),(2.2)
= ∇ρ(g

αµδβµ) = ∇ρg
αβ = gβνgνµ∇ρg

µα + gαµgµα∇ρg
νβ+

+ gµαgνβ∇ρgµν
(2.1),(2.2)

= 2∇ρg
αβ + gµαgνβ∇ρgµν =⇒ gµαgνβ∇ρgµν = −∇ρg

αβ ,

stoga dobivamo

Q αβ
ρ = −∇ρg

αβ . (2.35)

• Weylov vektor:

Qα = gµνQαµν = Q µ
αµ (2.36)

• drugi vektor nemetričnosti (engl. 2 nd non-metricity vector) [15]:

Q̃ν = Qµ
µν = gµαQαµν = gµα∇αgµν (2.37)

2.5 Bianchijevi identiteti

2.5.1 Prvi Bianchijev identitet

Promatramo sljedeću antisimetričnu kombinaciju Riemannovog tenzora zakrivlje-

nosti

Rµ
[νρσ] =

1

3!

(
Rµ

νρσ −Rµ
νσρ +Rµ

ρσν −Rµ
ρνσ +Rµ

σνρ −Rµ
σρν

)
(2.16)
=

1

3

(
Rµ

νρσ +Rµ
ρσν +Rµ

σνρ

)
(2.4),(2.15)

=
1

3

(
∂ρT

µ
σν + ∂σT

µ
νρ + ∂νT

µ
ρσ + ΓµτρT

τ
σν + ΓµτσT

τ
νρ + ΓµτνT

τ
ρσ

)
(2.3),(2.4)

=
1

6

(
∇νT

µ
ρσ −∇νT

µ
σρ +∇ρT

µ
σν −∇ρT

µ
νσ +∇σT

µ
νρ −∇σT

µ
ρν

)
+
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+
1

6

(
T µτνT

τ
ρσ − T µτνT

τ
σρ + T µτσT

τ
νρ − T µτσT

τ
ρν + T µτρT

τ
σν − T µτρT

τ
νσ

)
= ∇ρ

[νT
µ
ρσ] + T µτ [νT

τρ
ρσ]

=⇒ Rµ
[νρσ] = ∇ρ

[νT
µ
ρσ] + T µτ [νT

τρ
ρσ] . (2.38)

2.5.2 Drugi Bianchijev identitet

Sada nas zanima sljedeća kombinacija kovarijantnih derivacija Riemannovog tenzora

zakrivljenosti

∇ρ
[αR

µ
|ν|ρσ] =

1

3!

(
∇αR

µ
νρσ −∇αR

µ
νσρ +∇ρR

µ
νσα −∇ρR

µ
νασ +∇σR

µ
ναρ −∇σR

µ
νρα

)
(2.16)
=

1

3

(
∇αR

µ
νρσ +∇ρR

µ
νσα +∇σR

µ
ναρ

)
(2.3),(2.4)

=
1

3

(
∂αR

µ
νρσ + ΓµταR

τ
νρσ − ΓτναR

µ
τρσ + ∂ρR

µ
νσα + ΓµτρR

τ
νσα − ΓτνρR

µ
τσα+

+∂σR
µ
ναρ + ΓµτσR

τ
ναρ − ΓτνσR

µ
ταρ

)
− 1

6

(
Rµ

νταT
τ
ρσ −Rµ

νταT
τ
σρ+

+Rµ
ντρT

τ
σα −Rµ

ντρT
τ
ασ +Rµ

ντσT
τ
αρ −Rµ

ντσT
τ
ρα

)
= 0−Rµ

ντ [αT
τρ
ρσ]

=⇒ ∇ρ
[αR

µ
|ν|ρσ] = −Rµ

ντ [αT
τρ
ρσ] . (2.39)

Napomenimo da smo uveli notaciju u kojoj s vertikalnim linijama odvajamo indekse

koji ne ulaze u (anti)simetrizaciju.

2.5.3 Specijalni slučajevi

Dva specijalna slučaja izvedenih Bianchijevih identiteta su važna za ovaj rad:

• T µνρ = 0, Qµνρ = 0 =⇒ Rµ
νρσ = R̊µ

νρσ :

– prvi Bianchijev identitet: R̊µ
[νρσ] = 0

– drugi Bianchijev identitet: ∇̊ρ
[αR̊

µ
|ν|ρσ] = 0

• Rµ
νρσ = 0 :

– prvi Bianchijev identitet: ∇ρ
[νT

µ
ρσ] + T µτ [νT

τρ
ρσ] = 0

– drugi Bianchijev identitet: trivijalno zadovoljen.
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2.6 Liejeva derivacija

Još jedan bitan koncept iz DG će nam biti potreban kasnije kroz rad, a to je Liejeva

derivacija. Liejeva derivacija nam daje informaciju kako se mijenja neki geometrijski

objekt duž nekog vektorskog polja.

Kada je geometrijski objekt neki proizvoljan tenzor Tα1...αi
β1...βj

te kada proma-

tramo njegovu promjenu duž nekog vektorskog polja Xµ, onda je Liejeva derivacija

dana s [9]

£XT
α1...αi

β1...βj
= Xµ∂µT

α1...αi
β1...βj

−
i∑

k=1

T ...σ...β1...βj∂σX
αk +

j∑
l=1

Tα1...αi
...τ...∂βlX

τ .

(2.40)

Dalje kroz rad će nam biti potrebna Liejeva derivacija metrike, tako da primjenjujemo

(2.40) na gµν

£Xgµν = Xρ∂ρgµν + gρν∂µX
ρ + gµρ∂νX

ρ ,

koristimo

gρν∂µX
ρ = ∂µXν −Xρ∂µgνρ ,

gµρ∂νX
ρ = ∂νXµ −Xρ∂νgµρ

te dobivamo uz korǐstenje (2.8)

£Xgµν = ∂µXν + ∂νXµ − 2Γ̊ανµXα .

Nadalje, imamo

2∇̊(µXν) = ∇̊µXν + ∇̊νXµ
(2.9)
= ∂µXν + ∂νXµ − 2Γ̊ανµXα .

Stoga, dobivamo da je Liejeva derivacija metrike jednaka

£Xgµν = 2∇̊(µXν) . (2.41)

Takoder, bit će nam potrebna i Liejeva derivacija koeficijenata afine koneksije,
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koju preuzimamo iz [18]

£XΓ
µ
νρ = Xσ∂σΓ

µ
νρ − Γσνρ∂σX

µ + Γµσρ∂νX
σ + Γµνσ∂ρX

σ + ∂ν∂ρX
µ ,

ovaj izraz je ekvivalentan s

£XΓ
µ
νρ = ∇ρ∇νX

µ −XσRµ
νρσ −∇ρ (X

σT µνσ) . (2.42)

Kao i kod Bianchijevih identiteta možemo promatrati dva specijalna slučaja izraza

(2.42):

• T µνρ = 0, Qµνρ = 0 =⇒ Rµ
νρσ = R̊µ

νρσ :

£X Γ̊
µ
νρ = ∇̊ρ∇̊νX

µ −XσR̊µ
νρσ , (2.43)

• Rµ
νρσ = 0 :

£XΓ
µ
νρ = ∇ρ∇νX

µ −∇ρ (X
σT µνσ) . (2.44)
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3 Opća teorija relativnosti

Nakon što smo u prethodnom poglavlju uveli sve relevantne tenzorske veličine i opi-

sali njihova svojstva, sada možemo promatrati opću teoriju relativnosti (OTR) u kon-

tekstu toga koja od tih veličina ǐsčezava.

A. Einstein je početkom dvadesetog stoljeća formulirao klasičnu teoriju gravita-

cije kao OTR. On je u svojim radovima [19] pretpostavio ǐsčezavanje tenzora torzije

(2.4) i tenzora nemetričnosti (2.5). Stoga, prema klasifikaciji geometrija iz 2.3 OTR

razvijamo u Riemannovoj geometriji. Dakle, imamo

T µνρ = 0 , Qµνρ = 0 =⇒ Rµ
νρσ = R̊µ

νρσ .

Jedan od glavnih ciljeva ovog rada je upravo to da pokažemo da i drugačiji odabiri

geometrija u odnosu na Riemannovu mogu dati jednaku dinamiku kao OTR.

Dakle, formalizam OTR bazira se na jedinstvenoj Levi-Civitinoj koneksiji, odnosno

na Christoffelovim simbolima (2.8), a kako su oni u potpunosti odredeni komponen-

tama metrike, to znači da nam je metrika jedina dinamička varijabla u ovakvom opisu

gravitacije. Stoga, cilj nam je doći do jednadžbi koje nam odreduju sve komponente

metrike, odnosno do Einsteinovih jednadžbi polja (EJP). Metrika je po svojoj defi-

niciji simetrična, tako da u slučaju 4-dimenzionalnog prostorvremena, s kakvima se

kroz ovaj rad bavimo, ona ima 10 nezavisnih komponenti.

Riemannov tenzor zakrivljenosti je takoder sada jedinstven, jer je u potpunosti

dan jedinstvenim Christoffelovim simbolima

R̊µ
νρσ = ∂ρΓ̊

µ
νσ − ∂σΓ̊

µ
νρ + Γ̊µτρΓ̊

τ
νσ − Γ̊µτσΓ̊

τ
νρ . (3.1)

Iz tog razloga se u kontekstu OTR gravitacija interpretira kao zakrivljenje samog

promatranog prostorvremena, odnosno glatke mnogostrukosti.

Bianchijevi identiteti za OTR dani su u 2.5.3, a sam Riemannov tenzor zakrivlje-

nosti u OTR ima dodatne (anti)simetrije u odnosu na općenitu antisimetriju (2.16).
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Sve navedene (anti)simetrije su [20]:

R̊µνρσ = −R̊µνσρ , (3.2)

R̊µνρσ = −R̊νµρσ , (3.3)

R̊µνρσ = R̊ρσµν . (3.4)

Kao posljedicu prethodnih (anti)simetrija u OTR imamo i simetriju Riccijevog tenzora

R̊µν = R̊νµ . (3.5)

Napomenimo da autoparalelna jednadžba (2.24) u OTR slučaju postaje geodetska

jednadžba
d2xµ

dτ 2
+ Γ̊µαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0 . (3.6)

Interpretacija jednadžbe (3.6) je ta da je akceleracija čestice na koju djeluje samo

gravitacija, odnosno niti jedna druga sila, jednaka nuli. Drugim riječima, slobodne

čestice se gibaju po geodezicima.

Takoder, izvest ćemo još nekoliko identiteta koji će nam biti korisni dalje kroz rad.

Krenut ćemo od Christoffelovog simbola s kontrahiranim parom indeksa

Γ̊µµν
(2.9)
= Γ̊µνµ =

1

2
gµλ (∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν)

(2.1)
=

1

2
gµλ∂νgµλ . (3.7)

Dalje nas zanima kovarijantna derivacija nekog vektora u kojoj su indeksi pokontra-

hirani

∇̊µX
µ = ∂µX

µ + Γ̊µνµX
ν (2.9),(3.7)

= ∂µX
µ +

1

2
gµλ (∂νgµλ)X

ν .

S druge strane promatramo izraz

1√
−g

∂µ
(√

−gXµ
)
= ∂µX

µ +
1√
−g

Xµ∂µ
√
−g = ∂µX

µ +
1

2g
Xµ∂µg ,

korǐstenjem (A.2) dobivamo

1√
−g

∂µ
(√

−gXµ
)
= ∂µX

µ +
1

2g
Xµggνλ∂µgνλ = ∂µX

µ +
1

2
gµλ (∂νgµλ)X

ν .
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Dakle, zaključujemo

∇̊µX
µ =

1√
−g

∂µ
(√

−gXµ
)
. (3.8)

3.1 Einsteinove jednadžbe polja

Sada smo u prilici izvesti jednadžbe koje nam daju sve komponente metrike gµν ,

odnosno Einsteinove jednadžbe polja. To ćemo učiniti na dva načina, prvo heuristički

te ćemo pri tom izvodu pomoću tzv. Newtonovog limesa odrediti pripadnu konstantu

proporcionalnosti, a zatim egzaktno postupkom ekstremizacije akcije [21]. Ovdje

ćemo radi potpunosti i zbog Newtonovog limesa koristiti c ̸= 1.

3.1.1 Heuristički izvod EJP

Ideja je pretvoriti Poissonovu jednadžbu za gravitacijski potencijal ϕ [22]

∇⃗2ϕ = 4πGρ , (3.9)

u tenzorsku, koordinatno neovisnu jednadžbu, odnosno u jednadžbu koja uključuje

i vremensku i prostorne koordinate. U (3.9) ∇⃗2 je laplasijan iz R3 vektorske analize,

a ρ je masena gustoća, dok je G naravno Newtonova konstanta. Kako smo rekli da

je A. Einstein odabrao Riemannovu geometriju pri formulaciji OTR, to nam nameće

za pretpostavku da gravitaciju možemo opisati kao zakrivljenost samog prostorvre-

mena, koja je uzrokovana raspodjelom mase u samom tom prostorvremenu. Stoga,

polazimo od pretpostavke da je Riccijev tenzor R̊µν proporcionalan nekakvom ten-

zoru koji sadrži informacije o raspodjeli mase, taj tenzor zovemo tenzor energije i

impulsa Θµν te je on simetričan

Θµν = Θνµ . (3.10)

Ova pretpostavka nije dobra iz sljedećeg razloga, naime u specijalnoj relativnosti

(SR) znamo da je tenzor energije i impulsa sačuvana veličina koju dobijemo iz Noet-

herinog teorema promatrajući translacijsku simetriju. U tom sačuvanju su sadržani

zakoni sačuvanja energije i impulsa, dakle vrijedi [23]

∂µΘ
µν = 0 . (3.11)
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Postupkom tzv. minimalne supstitucije ili kovarijantizacije [9] iz (3.11) dobivamo

∇̊µΘ
µν = 0 . (3.12)

Sada vidimo gdje je problem s prethodnom pretpostavkom, izraz (3.12) mora vrije-

diti uvijek, no općenito ne vrijedi ∇̊µR̊
µν = 0. Stoga uvodimo tzv. Einsteinov tenzor

G̊µν , koji je simetričan

G̊µν = G̊νµ (3.13)

i proporcionalan s Θµν te za kojeg uvijek vrijedi ∇̊µG̊
µν = 0.

Sada ćemo se uvjeriti da možemo izaziti G̊µν preko kombinacije Riccijevog ten-

zora i Riccijevog skalara, odnosno da i dalje možemo tvrditi da raspodjela mase uz-

rokuje zakrivljenost prostorvremena te da time možemo formulirati gravitaciju kao

geometrijsku teoriju u formalizmu OTR.

Krećemo od drugog Bianchijevog identiteta u formalizmu OTR, odnosno od

∇̊ρ
[αR̊

µ
|ν|ρσ] = ∇̊αR̊

µ
νρσ + ∇̊ρR̊

µ
νσα + ∇̊σR̊

µ
ναρ = 0 ,

ovaj izraz kontrahiramo s gνσ i δµρ te koristimo ǐsčezavanje tenzora nemetričnosti i

komutiranje Kroneckerove delte δβγ s ∇̊τ . Time nakon kratkog računa dolazimo do

∇̊µ

(
R̊µν − 1

2
gµνR̊

)
= 0 . (3.14)

Izraz (3.14) nam sugerira da uzmemo

G̊µν = R̊µν − 1

2
gµνR̊ (3.15)

jer je onda automatski zadovoljeno i G̊µν = G̊νµ i ∇̊µG̊
µν=0. Dakle, izrazili smo

Einsteinov tenzor preko Riccijevog tenzora i Riccijevog skalara. Sada imamo

R̊µν −
1

2
gµνR̊ = κΘµν , (3.16)

gdje je κ konstanta proporcionalnosti koji ćemo odrediti pomoću tzv. Newtonovog

limesa.
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Newtonov limes:

1. Samo Θ00 ne ǐsčezava i Θ00 = ρc2, stoga

R̊00 − 1
2
g00R̊ = κΘ00 = κρc2

R̊ij − 1
2
gijR̊ = 0 , i, j = 1, 2, 3

.

2. Čestice se gibaju nerelativističkim brzinama: dxi

dτ
≪ dx0

dτ
, i = 1, 2, 3 .

3. Metrika je stacionarna: ∂0gµν = 0 , ∂0g
µν = 0 .

Krećemo od dodavanja malene perturbacije na metriku Minkowskog u Kartezije-

vim koordinatama ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1 . (3.17)

U svim računima u Newtonovom limesu zahtijevamo linearnost u hµν i pripadnim

derivacijama od hµν te stoga sve nelinearne članove zanemarujemo.

Da bi (2.2) ostalo zadovoljeno za (3.17), mora vrijediti gµν = ηµν − hµν , u što se lako

uvjeravamo

gµνg
νρ = (ηµν + hµν) (η

νρ − hνρ) = ηµνη
νρ − ηµνh

νρ + hµνη
νρ − hµνh

νρ︸ ︷︷ ︸
≈0

(2.2)
= δρµ − h ρ

µ + h ρ
µ = δρµ =⇒ gµνg

νρ = δρµ .

Promatramo geodetsku jednadžbu (3.6) uz 2. pretpostavku

d2xµ

dτ 2
+ Γ̊µ00

dx0

dτ

dx0

dτ
= 0 ,

Γ̊µ00 uz 3. pretpostavku i uz zahtjev linearnosti u hµν i pripadnim derivacijama od hµν

postaje

Γ̊µ00 = −1

2
ηµσ∂σh00 .

Stoga, imamo
d2xµ

dτ 2
=

1

2
ηµσ (∂σh00)

(
dx0

dτ

)2

,

uz 3. pretpostavku iz ovoga dobivamo

d2x0

dτ 2
≡ ẍ0 = 0 =⇒ ẋ0 = konst. = c .
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Za prostorne indekse dobivamo

ẍi =
c2

2
∂ih00 ,

ako uzmemo h00 = −2ϕ
c2

, gdje je ϕ gravitacijski potencijal iz (3.9), onda prethodni

izraz pomnožen s masom postaje upravo izraz za Newtonovu gravitacijsku silu napi-

san pomoću gradijenta gravitacijskog potencijala. Dakle, dobili smo g00 = −1 − 2ϕ
c2

.

Stoga, (3.17) postaje

gµν = diag
(
−
(
1 +

2ϕ

c2

)
, 1, 1, 1

)
. (3.18)

Nadalje, zbog 1. pretpostavke (3.16) za prostorne indekse daje

R̊ij =
1

2
gijR̊ .

Sada računamo Riccijev skalar i primjenjujemo prethodni izraz

R̊ = g00R̊00 + gijR̊ij = g00R̊00 +
1

2
gijgij︸ ︷︷ ︸
=3

R̊ = g00R̊00 +
3

2
R̊

te dobivamo

R̊ = −2g00R̊00 . (3.19)

Korǐstenjem (2.9), (2.15) i (2.27) za R̊00 dobivamo

R̊00 = ∂µΓ̊
µ
00 − ∂0Γ̊

µ
µ0 + Γ̊µµτ Γ̊

τ
00 − Γ̊µτ0Γ̊

τ
µ0 ,

gdje drugi član propada zbog (3.7) i 3. pretpostavke. Članove s umnošcima Chris-

toffelovih simbola takoder zanemarujemo jer su svi koji ne ǐsčezavaju proporcionalni

nekoj manjoj potenciji od c−2 zbog (3.18). Tako da nam ostaje

R̊00 = ∂µΓ̊
µ
00 ,

zbog 3. pretpostavke ∂0Γ̊0
00 propada i time dolazimo do

R̊00 = ∂iΓ̊
i
00 , i = 1, 2, 3 . (3.20)
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Dalje, korǐstenjem (2.8) i uz 3. pretpostavku imamo

Γ̊i 00 =
1

c2
gij∂jϕ ,

kako je gµν dijagonalna i u prostornom dijelu sadrži samo diag(1, 1, 1), odnosno gij =

diag(1, 1, 1), tako je i gij = diag(1, 1, 1), odnosno možemo zamijeniti gij sa ηij. Time

dolazimo do

Γ̊i 00 =
1

c2
ηij∂jϕ =

1

c2
∂iϕ . (3.21)

Sada uz (3.21) za (3.20) dobivamo

R̊00 =
1

c2
∂i∂

iϕ︸ ︷︷ ︸
=∇⃗2ϕ

=⇒ R̊00 =
1

c2
∇⃗2ϕ . (3.22)

Dok izraz (3.19) za Riccijev skalar sada postaje

R̊ =
2

c2
1

1 + 2ϕ
c2

∇⃗2ϕ ≈ 2

c2

(
1− 2ϕ

c2

)
︸ ︷︷ ︸

≈ 2
c2

∇⃗2ϕ ≈ 2

c2
∇⃗2ϕ =⇒ R̊ =

2

c2
∇⃗2ϕ . (3.23)

Sada korǐstenjem (3.22) i (3.23) te uz 1. pretpostavku imamo

R̊00 −
1

2
g00R̊ =

1

c2
∇⃗2ϕ+

1

c2

(
1 +

2ϕ

c2

)
︸ ︷︷ ︸

≈ 1
c2

∇⃗2ϕ ≈ 2

c2
∇⃗2ϕ = κΘ00 = κρc2

=⇒ ∇⃗2ϕ =
κρc4

2
. (3.24)

Usporedbom (3.24) s (3.9) zaključujemo

κ =
8πG

c4
. (3.25)

Time (3.16) postaje

R̊µν −
1

2
gµνR̊ =

8πG

c4
Θµν . (3.26)

Izraz (3.26) su upravo Einsteinove jednadžbe polja.

Nadalje, zbog ǐsčezavanja tenzora nemetričnosti u (3.26) možemo dodati član oblika

Λgµν , čime je i dalje zadovoljeno (3.12); Λ je tzv. kozmološka konstanta. Tako da uz

taj član EJP postaju
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R̊µν −
1

2
gµνR̊ + Λgµν =

8πG

c4
Θµν . (3.27)

3.1.2 Egzaktni izvod EJP metodom ekstremizacije akcije

Metoda ekstremizacije akcije daje jednadžbe polja iz zahtjeva

δS = 0 . (3.28)

Ukupna akcija sastoji se od gravitacijskog dijela i dijela koji nosi informacije o materiji

S = SG + SM . (3.29)

U formalizmu OTR jedina dinamička varijabla je metrika gµν , stoga se varijacija δ

svodi na varijaciju po metrici δg.

U općoj teoriji relativnosti do Einsteinovih jednadžbi polja dolazimo iz tzv. Einstein-

Hilbertove (EH) akcije

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ

(
R̊− 2Λ

)
+ LM

)
, (3.30)

gdje je LM lagranžijan materije.

Sada moramo izračunati sve potrebne varijacije da bismo iz (3.30) došli do EJP.

Varijacija korijena od negativne determinante metrike slijedi iz Jacobijevog identiteta

(A.2)

δg
√
−g = 1

2

√
−ggµνδggµν . (3.31)

Sljedeće što nas zanima je varijacija inverza metrike

gναg
αµ = δµν

(2.1)
=⇒ gµαδggαν + gανδgg

µα = 0 =⇒ gανg
νσ︸ ︷︷ ︸

(2.2)
= δσα

δgg
µα + gµαgνσδggαν = 0

=⇒ δgg
µν = −gµαgβνδggαβ . (3.32)

Nadalje, varijaciju Christoffelovog simbola dobivamo uz korǐstenje (2.8), (3.32) i

(2.3)

δgΓ̊
µ
νρ =

1

2
gµσ
(
∇̊νδggσρ + ∇̊ρδggνσ − ∇̊σδggνρ

)
. (3.33)
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Ono što je bitno napomenuti je da iako Γ̊µνρ nije tenzor, δgΓ̊µνρ jest.

Varijaciju Riemannovog tenzora zakrivljenosti dobivamo korǐstenjem (3.1), (3.33) i

(2.3)

δgR̊
µ
ανβ = ∇̊νδgΓ̊

µ
αβ − ∇̊βδgΓ̊

µ
αν . (3.34)

Sada možemo odmah izračunati i varijaciju Riccijevog tenzora

δgR̊αβ = δgR̊
µ
αµβ = ∇̊µδgΓ̊

µ
αβ − ∇̊βδgΓ̊

µ
αµ . (3.35)

Napokon možemo izračunati varijaciju Riccijevog skalara

δgR̊ = δg

(
gαβR̊αβ

)
= R̊αβδgg

αβ + gαβδgR̊αβ

(3.32),(3.35)
= −R̊αβg

αµgνβ︸ ︷︷ ︸
=−R̊µν

δggµν + gαβ
(
∇̊µδgΓ̊

µ
αβ − ∇̊βδgΓ̊

µ
αµ

)
,

u drugom članu možemo inverz metrike uvući u kovarijantne derivacije jer u OTR

tenzor nemetričnosti ǐsčezava. Time, uz nekoliko preimenovanja slijepih indeksa,

dobivamo

δgR̊ = −R̊µνδggµν + ∇̊µ

(
gαβδgΓ̊

µ
αβ − gαµδgΓ̊

β
αβ

)
. (3.36)

U (3.36) primjećujemo da je član s kovarijantnom derivacijom upravo kovarijantna

derivacija nekog vektora u kojoj su indeksi pokontrahirani. Stoga, možemo primije-

niti (3.8) na taj član te dobivamo

∇̊µ

(
gαβδgΓ̊

µ
αβ − gαµδgΓ̊

β
αβ

)
=

1√
−g

∂µ

(√
−g
(
gαβδgΓ̊

µ
αβ − gαµδgΓ̊

β
αβ

))
.

Ono što smo ovime je postigli je to da ovaj član propada pod integralom zbog Ga-

ussovog teorema [24].

Uz definiranje tenzora energije i impulsa na način

Θµν =
2√
−g

δg (
√
−gLM)

δggµν
, (3.37)

koji je očito simetričan

Θµν = Θνµ ,
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za varijaciju EH akcije dobivamo

δgSEH
(3.37)
=

∫
d4x

(√
−g
2κ

δgR̊ +
R̊

2κ
δg
√
−g − Λ

κ
δg
√
−g +

√
−g
2

Θµνδggµν

)
(3.31),(3.36)

=

∫
d4x

(
−
√
−g
2κ

R̊µν +
R̊

2κ

√
−g
2

gµν − Λ

κ

√
−g
2

gµν +

√
−g
2

Θµν

)
δggµν = 0

=⇒ R̊µν − 1

2
gµνR̊ + Λgµν = κΘµν

(3.25)
=⇒ R̊µν −

1

2
gµνR̊ + Λgµν =

8πG

c4
Θµν . (3.38)

Izraz (3.38) su upravo EJP (3.27) dobivene heurističkim izvodom.

3.2 Interpretacija i eksperimentalne potvrde

U prethodnom poglavlju smo izveli Einsteinove jednadžbe polja koje nam odreduju

sve komponente metrike. No preostaje nam argumentirati zašto smo kroz izvode,

pogotovo onaj heuristički iz 3.1.1, pretpostavljali da je gravitaciju moguće formulirati

kao geometrijsku teoriju. Razlog tome leži u tzv. principima ekvivalencije [14]:

• slabi princip ekvivalencije: Ovaj princip ekvivalencije nalaže da su gravitacijska

i inercijska masa jednake, odnosno govori nam da na dovoljno malim skalama

prostorvremena ne možemo vidjeti razliku izmedu slobodnog pada u gravita-

cijskom polju i konstantnog ubrzanog gibanja.

• Einsteinov princip ekvivalencije: Prema ovom principu ekvivalencije na do-

voljno malim prostorvremenskim skalama svi fizikalni zakoni osim gravitacij-

skih se svode na svoje verzije iz specijalne relativnosti. Drugim riječima, lokal-

nim eksperimentima je nemoguće detektirati gravitacijske efekte. Ovaj princip

ekvivalencije je dakle primjenjiv na sve interakcije osim gravitacijskih.

• jaki princip ekvivalencije: U ovom principu ekvivalencije su sadržane iste tvrd-

nje kao u prethodnom, no on je za razliku od prethodnog primjenjiv i na gravi-

tacijske efekte.

Pretpostavka da bi se gravitacija mogla formulirati kao geometrijska teorija slijedi

upravo iz Einsteinovog principa ekvivalencije, jer njime postižemo to da je gravitacija

uvijek prisutna te da je stoga usko vezana uz samu strukturu prostorvremena.
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Opća teorija relativnosti je prošla brojne klasične, odnosno makroskopske, ekspe-

rimentalne potvrde. Tri najpoznatije, a koje je predložio sam A. Einstein, su:

• točan opis precesije Merkura,

• točan kut zakretanja svjetlosnih zraka pri prolasku pored Sunca,

• gravitacijski crveni pomak.

Dok su neke od modernijih eksperimentalnih potvrda:

• opservacije crnih rupa,

• detekcija gravitacijskih valova.

No iako je OTR za sada eksperimentalno najpotvrdenija teorija gravitacije, gravitacija

je i dalje intenzivan predmet istraživanja. Razlozi su i teorijski i eksperimentalni.

Za eksperimentalne razloge preporučuje se pogledati [25]. Glavni teorijski razlog

zasigurno je nerenormalizabilnost gravitacije [26]. Takoder, još od prve polovice

prošlog stoljeća gravitacija se pokušava postaviti u okvire baždarnih teorija, jer kao

što znamo za sve ostale poznate interakcije to je moguće. Toga ćemo se dotaći kasnije

kroz rad.

Zanimljiva konstrukcija koja sugerira da bi OTR uistinu mogla biti efektivna te-

orija neke dublje teorije može se pronaći u [27]. U tom radu autor iz zakona ter-

modinamike uspijeva dobiti EJP (3.38) te zatim daje argumente zašto bi to moglo

ukazivati da je OTR zapravo efektivna teorija.

Bilo kako bilo, ovim zaključujemo ovo poglavlje o općoj teoriji relativnosti. U

njemu smo dali najvažnije rezultate i došli do EJP koje nam odreduju sve komponente

metrike. Dalje nastavljamo s ciljem razvijanja formalizma koji daje ekvivalentnu

dinamiku kao OTR, no koji kao što ćemo vidjeti otvara mogućnosti za neke nove

rezultate u odnosu na OTR.
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4 Tetradni formalizam

Kao što smo rekli u Uvodu tetradni formalizam je uveo A. Einstein u svom neuspje-

lom pokušaju ujedinjenja klasičnog elektromagnetizma i gravitacije. U ovom poglav-

lju ćemo razviti cijeli tetradni formalizam i objasniti zašto je Einstein mislio da će

ovim putem uspjeti ujediniti klasični elektromagnetizam i gravitaciju te zašto je bio

u krivu. Ovaj formalizam ćemo koristiti kasnije kroz rad pri tretmanu tzv. metričke

teleparalelne gravitacije. Takoder, pokazat ćemo neke važne primjere u kojima se

očituje prednost korǐstenja tetradnog formalizma u odnosu na metrički.

4.1 Tetrada

Definicija 4.1 (Karta). Karta na nekoj n-dimenzionalnoj mnogostrukosti M je ureden

par (O,Φ), otvorenog podskupa O ⊆ M i homeomorfizma Φ : O → U ⊆ Rn. [9]

Komponente preslikavanja Φ : O → U ⊆ Rn se mogu konstruirati tako da bude

zadovoljeno [9]

(O,Φ) =
(
O, x1, ...xn

)
= (O, {xµ}) . (4.1)

Iz DG nam je poznato da za neku točku p na glatkoj mnogostrukosti M, koja

pripada nekoj karti poput (4.1), možemo konstruirati tzv. koordinatnu ili prirodnu

bazu pripadnog tangentnog prostora TpM. Vektori ove baze dani su s

∂

∂xµ

∣∣∣∣∣
p

≡ ∂µ

∣∣∣
p
. (4.2)

Vektorima baze (4.2) su pridruženi dualni vektori koji razapinju tzv. kotangentni

prostor T ∗
pM. Dakle,

dxµ
∣∣∣
p

(4.3)

razapinju T ∗
pM. Vektori dani s (4.2) općenito nisu ortonormirani (naravno u smislu

signature metrike koju smo dali u Uvodu). Zato nam je cilj iskoristiti slobodu odabira

baze tangentnog prostora te konstruirati pripadnu ortonormiranu bazu. Upravo to je

srž tetradnog formalizma.

26



Slika 4.1: Dvodimenzionalni shematski prikaz baze TpM dane s (4.2) i tetradne baze.
Slika je preuzeta iz [13] te je modificirana.

Na Slici 4.1 je prikazan dvodimenzionalni shematski prikaz razlike navedenih

dvaju baza. Dakle, uvodimo tetradno vektorsko polje

ea = e µ
a ∂µ (4.4)

i kotetradno vektorsko polje

ea = eaµdx
µ (4.5)

Koeficijente eaµ iz (4.5) nazivamo tetradama (njem. vierbein), a koeficijente e µ
a iz

(4.4) nazivamo inverznim tetradama.

Tetrade i njihovi inverzi zadovoljavaju

eaµe
ν
a = δνµ ,

eaµe
µ
b = δab .

(4.6)

Rekli smo da zahtijevamo ortonormiranost tetrada, to znači da mora biti zadovo-

ljena relacija

gµν = eaµe
b
νηab , (4.7)

gdje je ηab = diag(−1, 1, 1, 1). Specifičnost tetrada je ta da im je jedan indeks (grčki)

prostorvremenski, odnosno iz ranije uvedene karte (O, {xµ}), a drugi (latinski) im je
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iz tangentnog prostora. Nadalje, iz (4.7) i korǐstenjem Cauchy-Binetove formule za

determinantu produkta dobivamo

det gµν = g =det
(
eaµe

b
νηab

)
= det

(
eaµ
)︸ ︷︷ ︸

≡e

det
(
ebν
)︸ ︷︷ ︸

≡e

det(ηab)︸ ︷︷ ︸
=−1

= −e2

=⇒ e =
√
−g . (4.8)

Zbog (4.7) i (4.8) neki autori [28] tetrade nazivaju
”
korijenom” metrike.

Tetrade kojima s lijeve strane jednadžbe (4.7) stoji ηµν nazivamo trivijalnim tetra-

dama i označavamo ih s haµ. Dakle, za trivijalne tetrade vrijedi

ηµν = haµh
b
νηab . (4.9)

Očito je da je determinanta trivijalne tetrade jednaka jedan. Trivijalne tetrade koris-

timo kada želimo prijeći iz zapisa metrike Minkowskog u Kartezijevim koordinatama

u zapis u npr. polarnim, Rindlerovim, itd. koordinatama.

Definicija 4.2 (Paralelizabilna mnogostrukost). n-dimenzionalna mnogostrukost M

je paralelizabilna ako je moguće konstruirati n-torku (X1, ..., Xn) nigdje ǐsčezavajućih

vektorskih polja, takvih da (X1(p), ..., Xn(p)) tvore bazu od TpM ∀p ∈ M. [29]

Općenito nije moguće definirati tetradu globalno za cijelu mnogostrukost M,

kada je to moguće, onda je prema Definiciji 4.2 M paralelizabilna. Dakle, općenito

moramo definirati tetrade od karte do karte, koje su dane Definicijom 4.1. Sada ćemo

se uvjeriti da je odabir tetrade ekvivalentan do na lokalnu Lorentzovu transformaciju,

ta lokalnost dolazi upravo od toga da je tetrade najopćenitije moguće definirati samo

lokalno na M. Dakle, promatramo

e′ µa = Λ b
a (x)e

µ
b (4.10)

te se želimo uvjeriti da Λ(x) zadovoljava definicijsku relaciju za matrice Lorentzovih

transformacija. Dakle, imamo koristeći inverznu relaciju od (4.7)

ηad = e′ µa e′ νd gµν
(4.10)
= Λ b

a (x)Λ
c
d (x) e

µ
b e

ν
c gµν︸ ︷︷ ︸

(4.7)
= ηbc

=⇒ ηad = Λ b
a (x)Λ

c
d (x)ηbc . (4.11)
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Iz (4.11) vidimo da Λ(x) stvarno zadovoljava definicijsku relaciju za matrice Lorent-

zovih transformacija [30].

Nadalje, neki proizvoljan vektorX možemo raspisati i u koordinatnoj i u tetradnoj

bazi te time dobivamo

X = Xµ∂µ = Xaea
(4.4)
= Xae µ

a ∂µ =⇒ Xµ = e µ
a X

a . (4.12)

Iz (4.12) zaključujemo da nam tetrade i inverzne tetrade mogu poslužiti za pre-

tvaranje grčkih i latinskih indeksa jednih u druge. Naravno (4.12) poopćavamo na

komponente proizvoljnog tenzora

T a1...aib1...bj = ea1µ1 ...e
ai
µi
e ν1
b1
...e

νj
bj
T µ1...µiν1...νj . (4.13)

Nadalje, vidimo da se komponente proizvoljnog tenzora s miješanim indeksima mogu

transformirati i na lokalne Lorentzove transformacije i na promjenu koordinata

T ′aµ...
bν... = Λac(x)

∂xµ

∂xρ
Λ d
b (x)

∂xσ

∂xν
...T cρ... dσ... . (4.14)

Bitno svojstvo tetradnih vektorskih polja je vrijednosti njihovog komutatora

[ea, eb] = eaeb − ebea
(4.4)
= (e µ

a ∂µ) (e
ν
b ∂ν)− (e ν

b ∂ν) (e
µ
a ∂µ) ,

korǐstenjem

∂µ (e
c
νe

ν
b )

(4.6)
= ∂µδ

c
b = 0 =⇒ ecµ∂νe

µ
a = −e µ

a ∂νe
c
µ (4.15)

dobivamo

[ea, eb] = e µ
a e

ν
b

(
∂νe

c
µ − ∂µe

c
ν

)
ec ≡ f cabec . (4.16)

Prema vrijednostima tzv. koeficijenata neholonomije f cab iz (4.16) tetradne baze

možemo klasificirati na holonomne i neholonomne. Holonomne tetradne baze su one

za koje vrijedi f cab = 0, dok za neholonomne vrijedi f cab ̸= 0. Odmah primjećujemo

da je koordinatna baza takoder holonomna jer prema Schwarzovom teoremu parci-

jalne derivacije komutiraju.
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Takoder, zanima nas kako se koeficijenti neholonomije transformiraju pri lokalnim

Lorentzovim transformacijama, za ovaj i kasnije račune nam je potreban identitet koji

vrijedi i za globalne i za lokalne Lorentzove transformacije pa ćemo ga napisati bez

eksplicitne ovisnosti o prostorvremenskim koordinatama

ΛabΛ
c
a = δcb =⇒ ΛabΛ

b
c = δac . (4.17)

Iz (4.17) takoder slijedi

Λab∂µΛ
c
a = −Λ c

a ∂µΛ
a
b =⇒ Λab∂µΛ

b
c = −Λ b

c ∂µΛ
a
b . (4.18)

Stoga, za transformirane f ′c
ab

f ′c
ab = e′ µa e′ νb

(
∂νe

′c
µ − ∂µe

′c
ν

)
,

uz korǐstenje (4.10), (4.6), i (4.18), imamo

f ′c
ab = Λ e

a (x)Λ
d
b (x)Λcf (x)f

f
ed + Λcd(x)

(
e′ µa ∂µΛ

d
b (x)− e′ νb ∂νΛ

d
a (x)

)
. (4.19)

Iz (4.19) vidimo da se koeficijenti neholonomije pri lokalnim Lorentzovim transfor-

macijama ne transformiraju kao tenzori u latinskim indeksima, no kada je Lorentzova

transformacija globalna transformiraju se kao tenzori, odnosno za globalnu Lorent-

zovu transformaciju imamo

f ′c
ab = Λ e

a Λ
d
b Λcff

f
ed . (4.20)

Kroz rad će nam biti potrebna još neka svojstva tetrada i njihovih inverza. Jedno

od njih je podizanje i spuštanje indeksa na tetradama i pripadnim inverzima, za grčke

indekse to radimo s metrikom gµν koja stoji na lijevoj strani izraza (4.7), a za latinske

s metrikom ηab s desne strane istog izraza, odnosno imamo

eaµ = gµνe
ν
a , (4.21)

eaµ = ηabe
b
µ . (4.22)

Nadalje, bit će nam potrebne i Diracove gama matrice koje dolaze u brojnim re-
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prezentacijama [30]. U tetradnom formalizmu uvodimo gama matrice koje ovise o

položaju u prostorvremenu na način

γµ(x) = e µ
a γ

a =⇒ γa = eaµγ
µ(x) , (4.23)

gdje su γa konstantne gama matrice iz specijalne relativnosti [30]. Matrice γa zado-

voljavaju Cliffordovu algebru

{γa, γb} = 2ηab14×4 , (4.24)

a matrice γµ(x)

{γµ(x), γν(x)} = 2gµν14×4 . (4.25)

Po uzoru na (4.21) i (4.22) uvodimo Diracove gama matrice sa spuštenim in-

deksima jer iz (4.23) vidimo da to spuštanje indeksa možemo u cijelosti obaviti na

tetradi, odnosno na inverznoj tetradi. Stoga, imamo

γµ(x) = eaµγ
a (4.21)

= gµνe
ν
a γ

a (4.22)
= ηabe

b
µγ

a , (4.26)

γa = eaµγ
µ(x)

(4.21)
= gµνe

ν
a γ

µ(x)
(4.22)
= ηabe

b
µγ

µ(x) . (4.27)

Sada kada smo uveli tetrade, njihove inverze i sve pripadne relacije možemo

zaključiti da u tetradnom formalizmu tetrade imaju ulogu koju metrika ima u me-

tričkom formalizmu.

Takoder, sada nam postaje jasno zašto je Einsteinova ideja ujedinjenja klasičnog

elektromagnetizma s gravitacijom bila osudena na propast. Naime, primjećujemo

da tetrada ima 16 nezavisnih komponenti (u 4 prostorvremenske dimenzije). To je

Einsteina navelo na ideju da bi 10 od tih 16 komponenti odredivalo komponente me-

trike, a ostalih 6 komponente klasičnog elektromagnetskog polja. No njemu nije bila

poznata ranije spomenuta lokalna Lorentzova invarijantnost koja je upravo zaslužna

za tih 6 komponenti jer znamo da su Lorentzove transformacije odredene upravo sa

6 parametara.
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4.2 Spinska koneksija

Dosad smo vidjeli da u tetradnom formalizmu tetrade imaju ulogu koju metrika ima

u metričkom formalizmu. Sada nam je cilj konstruirati veličinu koja u tetradnom

formalizmu ima ulogu koju u metričkom formalizmu ima afina koneksija. Tu veličinu

nazivamo spinskom koneksijom, a notacija za nju je ωµ, dok je notacija za koeficijente

spinske koneksije ωabµ.

Promatramo općenitu kovarijantnu derivaciju nekog vektora X u reprezentaciji

samo pomoću koordinatne baze te u reprezentaciji pomoću koordinatne i tetradne

baze [9,28]

∇X = (∇µX
ν) dxµ ⊗ ∂ν

(2.3)
=
(
∂µX

ν + ΓνλµX
λ
)
dxµ ⊗ ∂ν

= (∇µX
a) dxµ ⊗ ea =

(
∂µX

a + ωabµX
b
)
dxµ ⊗ ea

(4.13)
=
(
∂µ (e

a
νX

ν) + ωabµe
b
λX

λ
)
dxµ ⊗ (e σ

a ∂σ)

(4.6)
=
(
∂µX

σ + e σ
a (∂µe

a
ν)X

ν + e σ
a e

b
λω

a
bµX

λ
)
dxµ ⊗ ∂σ

σ→ν,ν→λ
=

(
∂µX

ν +
(
e ν
a ∂µe

a
λ + e ν

a e
b
λω

a
bµ

)
Xλ
)
dxµ ⊗ ∂ν .

Usporedbom druge i zadnje jednakosti u prethodnom računu dobivamo

Γνλµ = e ν
a ∂µe

a
λ + e ν

a e
b
λω

a
bµ . (4.28)

Korǐstenjem (4.6) iz (4.28) dobivamo

ωabµ = eaνe
λ
b Γνλµ − e λ

b ∂µe
a
λ . (4.29)

Takoder, korǐstenjem (4.6) izraze (4.28) i (4.29) možemo pretvoriti u

∂µe
a
ν − eaσΓ

σ
νµ + ωabµe

b
ν = ∇µe

a
ν = 0 . (4.30)

Izraz (4.30) se naziva tetradnim postulatom. On govori da je kovarijantna derivacija

tetrade jednaka nuli. Ovdje treba biti oprezan s notacijom, kao što vidimo u izvodu

(4.30) kovarijantna derivacija je djelovala i na grčki i na latinski indeks. Toga ćemo

se držati na mjestima u radu na kojima to bude potrebno, drugim riječima kada kova-

rijantna derivacija ∇µ djeluje na neki objekt s miješanim indeksima, podrazumijevat
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ćemo da djeluje na sve indekse, osim ako eksplicitno ne naglasimo da neke indekse

izostavljamo. Nadalje, uskoro ćemo uvesti kovarijantnu derivaciju koja djeluje samo

na latinske indekse.

Sada nas zanima kako se koeficijenti spinske koneksije transformiraju na lokalne

Lorentzove transformacije. Da bismo to vidjeli zahtijevamo da se općenita kovari-

jantna derivacija nekog vektora X na lokalne Lorentzove transformacije transformira

na jednak način kao i sam taj vektor (na sličan način smo uveli i samu kovarijantnu

derivaciju jer nam obična parcijalna derivacija nije imala dobra transformacijska svoj-

stva pri promjenama koordinata). Dakle, imamo

∇µX
′a = ∇µ

(
Λab(x)X

b
)
= Λab(x)∇µX

b +Xb∇µΛ
a
b(x)︸ ︷︷ ︸

!
=0

.

Vidimo da se taj zahtjev svodi na

∇µΛ
a
b(x) = 0 =⇒ ∂µΛ

a
b(x) + ωacµΛ

c
b(x)− ωcbµΛ

a
c(x) = 0 . (4.31)

Kontrakcijom izraza (4.31) s Λ b
d (x) te korǐstenjem (4.17), uz nekoliko preimenovanja

indeksa dobivamo

ω′a
bµ = Λac(x)Λ

d
b (x)ωcdµ − Λ e

b (x)∂µΛ
a
e(x) . (4.32)

Korǐstenjem (4.18) izraz (4.32) postaje

ω′a
bµ = Λac(x)Λ

d
b (x)ωcdµ + Λae(x)∂µΛ

e
b (x) . (4.33)

Kao i za koeficijente neholonomije vidimo da se koeficijenti spinske koneksije ne

transformiraju kao tenzori u latinskim indeksima pri lokalnim Lorentzovim transfor-

macija, dok se pri globalnim transformiraju kao tenzori, odnosno vrijedi

ω′a
bµ = ΛacΛ

d
b ω

c
dµ . (4.34)

Napomenimo da smo do zasad dobivenih rezultata vezanih uz spinske koneksije

došli korǐstenjem nekog proizvoljnog vektora, no naravno do istih rezultata bismo

došli da smo koristili bilo koji drugi tenzor, samo bi računi bili duži.
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Takoder, primijetimo da koeficijente spinske koneksije ωabµ možemo promatrati

kao tenzore tipa (0, 1) u grčkom indeksu. Iz tog razloga je zbog (4.13) moguće

napisati koeficijente spinske koneksije sa svim latinskim indeksima

ωabc = e µ
c ω

a
bµ . (4.35)

Veličine (4.35) su u literaturi poznate kao Riccijevi koeficijenti rotacije [16].

Dekompoziciju koeficijenata općenite afine koneksije (2.10) prevodimo u tetrad-

nom formalizmu u dekompoziciju koeficijenata općenite spinske koneksije. Na (2.10)

djelujemo s eaα i e µ
b te koristimo (4.28) i (4.13), time dolazimo do

eaαe
µ
b

(
e α
c ∂νe

c
µ + e α

c e
d
µω

c
dν

)
= eaαe

µ
b

(
e α
c ∂νe

c
µ + e α

c e
d
µω̊

c
dν

)
+Ka

bν + Labν ,

članovi s parcijalnim derivacijama se krate te korǐstenjem (4.6) dobivamo

ωabµ = ω̊abµ +Ka
bµ + Labµ . (4.36)

Korǐstenjem (4.35) dekompoziciju (4.36) možemo napisati preko svih latinskih in-

deksa

ωabc = ω̊abc +Ka
bc + Labc . (4.37)

4.3 Relevantne tenzorske veličine u tetradnom formalizmu

Ovdje ćemo izvesti razne forme s latinskim indeksima tenzora uvedenih u potpoglav-

lju 2.1 (tenzor torzije, tenzor nemetričnosti, Riemannov tenzor zakrivljenosti) jer će

nam ti izrazi biti korisni dalje kroz rad.

4.3.1 Tenzor torzije

Za početak nas zanima sljedeći oblik tenzora torzije s jednim latinskim indeksom

T aνρ = eaµT
µ
νρ

(2.4)
= eaµ

(
Γµρν − Γµνρ

)
(4.28),(4.6)
=⇒ T aνρ = ∂νe

a
ρ − ∂ρe

a
ν + ωacνe

c
ρ − ωacρe

c
ν . (4.38)

34



Iz (4.38) možemo doći do izraza za tenzor torzije sa svim latinskim indeksima

T abc =e
µ
b e

ν
c T

a
µν

(4.38),(4.6)
= ωacb − ωabc − e µ

b e
ν
c

(
∂νe

a
µ − ∂µe

a
ν

)︸ ︷︷ ︸
(4.16)
= fabc

=⇒ T abc = ωacb − ωabc − fabc . (4.39)

Uočavamo da (4.39) za holonomnu tetradnu bazu poprima oblik

T abc = ωacb − ωabc . (4.40)

4.3.2 Tenzor nemetričnosti

Za početak promatramo tenzor nemetričnosti s drugim i trećim latinskim indeksom

Qµab = e ν
a e

ρ
b Qµνρ = e ν

a e
ρ
b ∇µgνρ

(2.3)
= e ν

a e
ρ
b

(
∂µgνρ − Γσνµgσρ − Γσρµgνσ

)
,

iz ovoga korǐstenjem (4.6), (4.7), (4.21), (4.22), (4.28) i uz činjenicu ∂µηab = 0 (jer

je ηab po definiciji dan s diag(−1, 1, 1, 1)) dobivamo

Qµab = −ηacωcbµ − ηbcω
c
aµ = −ωabµ − ωbaµ =⇒ Qµab = −ωabµ − ωbaµ . (4.41)

Iz (4.41) odmah slijedi izraz za tenzor nemetričnosti sa sva tri latinska indeksa

Qcab
(4.13)
= e µ

c Qµab
(4.41)
= −ωabc − ωbac =⇒ Qcab = −ωabc − ωbac . (4.42)

Iz (4.41) možemo ǐsčitati jedno važno svojstvo, naime kada tenzor nemetričnosti

ǐsčezava, tada koeficijenti spinske koneksije posjeduju antisimetriju u prva dva in-

deksa i obratno, odnosno

Qµνρ = 0 ⇐⇒ ωabµ = −ωbaµ . (4.43)

4.3.3 Riemannov tenzor zakrivljenosti

Krećemo od Riemannovog tenzora zakrivljenosti s prva dva latinska indeksa

Ra
bρσ

(4.13)
= eaµe

ν
b R

µ
νρσ .
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Korǐstenjem (2.15) i (4.6) dobivamo

Ra
bρσ = ∂ρω

a
bσ − ∂σω

a
bρ + ωacρω

c
bσ − ωacσω

c
bρ . (4.44)

Izraz (4.44) uz korǐstenje (4.16) možemo pretvoriti u formu sa sva četiri latinska

indeksa

Ra
bcd

(4.13)
= e ρ

c e
σ
d R

a
bρσ = e ρ

c ∂ρω
a
bd − e σ

d ∂σω
a
bc + ωaecω

e
bd − ωaedω

e
bc − f ecdω

a
be .

(4.45)

Uočavamo da (4.45) za holonomnu tetradnu bazu poprima oblik

Ra
bcd = e ρ

c ∂ρω
a
bd − e σ

d ∂σω
a
bc + ωaecω

e
bd − ωaedω

e
bc . (4.46)

4.4 Spinska kovarijantna derivacija

Sada ćemo konstruirati derivaciju koja će djelovati samo na latinske indekse. U li-

teraturi je ona poznata kao spinska ili Fock-Ivanenkova kovarijantna derivacija [30].

Notacija za ovu kovarijantnu derivaciju je Dµ.

Do sada smo u svim konstrukcijama vezanim uz spinsku koneksiju bili u pot-

punosti općeniti, odnosno nismo nametali ǐsčezavanje niti jednog od tri tenzora

prema kojima klasificiramo geometriju s kojom radimo. No u 4.3.2 smo vidjeli

da ǐsčezavanje tenzora nemetričnosti implicira antisimetriju koeficijenata spinske

koneksije u prva dva indeksa i obratno (4.43). To svojstvo ćemo iskoristiti, od-

nosno pri konstrukciji spinske kovarijantne derivacije se ograničavamo na geometrije

s ǐsčezavajućim tenzorom nemetričnosti.

Po uzoru na konstrukciju općenite kovarijantne derivacije (2.3) krećemo od

Dµ = ∂µ + ωµ ,

gdje je ωµ ranije uvedena spinska koneksija. Sada ćemo iskoristiti antisimetriju ko-

eficijenata spinske koneksije u prva dva indeksa i činjenicu da je spinska koneksija

tenzor (0, 1) tipa u grčkom indeksu te ćemo uzeti da koeficijenti spinske koneksije

odgovaraju koeficijentima u razvoju spinske koneksije po generatorima Lorentzove

algebre (čija reprezentacija ovisi o spinu polja koje razmatramo, odnosno na koje
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spinska kovarijantna derivacija djeluje) [31]. To možemo učiniti jer generatori Lo-

rentzove algebre čine bazu vektorskog prostora. Imamo stoga

ωµ =
1

2
ωabµS

ab =
1

2
ωabµSab =

1

2
ωabµS

b
a =

1

2
ω b
a µS

a
b . (4.47)

Sada vidimo zašto nam je bitna antisimetrija koeficijenata spinske koneksije, kako

znamo iz Dodatka C generatori Lorentzove algebre su antisimetrični, stoga pri ra-

zvoju (4.47) uz antisimetriju koeficijenata spinske koneksije nemamo
”
predefinira-

nost”, odnosno potencijalni simetrični dio koeficijenata spinske koneksije ne bi ostao

isključen u razvoju (4.47). Drugim riječima, antisimetrija koeficijenata spinske ko-

neksije nam osigurava da će se svi koeficijenti spinske koneksije koje razmatramo pri

rješavanju nekog problema pojaviti u razvoju (4.47).

Ovakvom konstrukcijom spinske kovarijantne derivacije smo postigli to da ona

djeluje na isti način na polja ψ bilo kojeg spina, odnosno djeluje na način

Dµψ = ∂µψ +
1

2
ωabµS

abψ . (4.48)

Ovakvo univerzalno djelovanje ne bismo mogli postići u metričkom formalizmu [32].

Iz tog razloga se pri tretmanu fermionskih polja u općoj teoriji relativnosti koristi

tetradni formalizam. Uskoro ćemo se na primjeru polja spina 1
2

uvjeriti da se spinska

kovarijantna derivacija nekog polja transformira na isti način kao i samo polje pri

lokalnim Lorentzovim transformacijama.

Kroz rad će nam takoder biti potreban komutator spinskih kovarijantnih derivacija

[Dµ,Dν ]ψ = DµDνψ −DνDµψ
(4.48)
= Dµ

(
∂νψ +

1

2
ωabνS

abψ

)
−Dν

(
∂µψ +

1

2
ωcdµS

cdψ

)
(4.48)
=

1

2
(∂µωabν)S

abψ − 1

2
(∂νωabµ)S

abψ − 1

4
ωabνωcdµ[S

ab, Scd]ψ

(C.1)
=

1

2
(∂µωabν)S

abψ − 1

2
(∂νωabµ)S

abψ−

− 1

4
ωabνωcdµ

(
ηbcSad − ηacSbd − ηbdSac + ηadSbc

)
ψ

(C.3),(4.43)
=

1

2

(
∂µω

a
bν − ∂νω

a
bµ + ωacµω

c
bν − ωacνω

c
bµ

)
S b
a ψ

(4.44)
=

1

2
Ra

bµνS
b
a ψ

=⇒ [Dµ,Dν ]ψ =
1

2
Ra

bµνS
b
a ψ . (4.49)
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4.5 Neinercijalni efekti

Sada smo u prilici dati interpretaciju spinske koneksije. Ovdje ćemo to napraviti

za slučaj geometrije Minkowskog, odnosno za slučaj gdje sva tri relevantna tenzora

ǐsčezavaju. Dakle, promatramo slučaj trivijalnih tetrada (4.9).

Iz (4.16) vidimo da ǐsčezavanje koeficijenata neholonomije fabc možemo postići

izborom tetrade na sljedeći način

haµ = ∂µx
a , (4.50)

gdje su xa koordinate tangentnog prostora kojemu odgovara metrika ηab iz (4.9).

Specijalni slučaj izraza (4.50) je

haµ = δaµ . (4.51)

Sada nas zanima što se dogada s (4.50) pri lokalnoj Lorentzovoj transformaciji,

za to nam je potrebna i transformacija xa iz (4.50)

xa = Λ a
b (x)x′b . (4.52)

Stoga, imamo

h′aµ = Λab(x)h
a
µ

(4.50)
= Λab(x)∂µx

b (4.52)
= Λab(x)∂µ

(
Λ b
c (x)x

′c)
= Λab(x)Λ

b
c (x)︸ ︷︷ ︸

(4.17)
= δac

∂µx
′c + Λab(x)x

′c∂µΛ
b
c (x)

= ∂µx
′a + x′b Λac(x)∂µΛ

c
b (x)︸ ︷︷ ︸

≡.
ωa

bµ

=⇒ h′aµ = ∂µx
′a +

.
ωabµx

′b , (4.53)

ovdje smo uveli notaciju
.
ωabµ = Λac(x)∂µΛ

c
b (x) , (4.54)

koja označava tzv. koeficijente inercijalne spinske koneksije jer ako pogledamo izraz

(4.33) vidimo da su .
ωabµ dobiveni lokalnom Lorentzovom transformacijom nad ko-

eficijentima ǐsčezavajuće spinske koneksije. U literaturi se odabir sustava u kojemu

spinska koneksija ǐsčezava naziva Weitzenböckovim baždarenjem [13]. Naravno
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mogućnost dobivanja neǐsčezavajuće spinske koneksije transformacijom ǐsčezavajuće

nije začudujuća jer kada npr. tretiramo metriku Minkowskog u metričkom forma-

lizmu u npr. polarnim koordinatama, tada dobivamo neǐsčezavajuće Christoffelove

simbole, iako za metriku Minkowskog u Kartezijevim koordinatama oni ǐsčezavaju.

Nadalje, moramo se uvjeriti da su sva tri relevantna tenzora i dalje jednaka nuli

za (4.53) i (4.54). Za ǐsčezavanje tenzora nemetričnosti ćemo provjeriti posjeduje li

(4.54) antisimetriju u prva dva indeksa

.
ωabµ = Λac(x)∂µΛ

c
b (x) =⇒ .

ωabµ = Λac(x)∂µΛ
c
b (x)

=⇒ .
ωbaµ = Λbc(x)∂µΛ

c
a (x) = ηbdΛ

d
c(x)∂µΛ

c
a (x)

(4.18)
= −ηbdΛ c

a (x)∂µΛ
d
c(x)

= −Λ c
a (x)∂µΛbc(x) = −Λac(x)∂µΛ

c
b (x) = − .

ωabµ

=⇒ .
ωbaµ = − .

ωabµ , (4.55)

ovdje smo na vǐse mjesta koristili činjenicu da je parcijalna derivacija metrike ηab

jednaka nuli zbog definicijske relacije (4.9). Zaključujemo da tenzor nemetričnosti

očekivano ǐsčezava.

Korǐstenjem (4.54) i (4.17) se lako uvjeravamo da Riemannov tenzor zakrivljenosti

takoder ǐsčezava, odnosno da vrijedi

.
Ra

bνµ = ∂ν
.
ωabµ − ∂µ

.
ωabν +

.
ωacν

.
ωcbµ −

.
ωacµ

.
ωcbν = 0 . (4.56)

Za tenzor torzije imamo

.
T aµν = ∂µh

′a
ν − ∂νh

′a
µ +

.
ωacµh

′c
ν −

.
ωacνh

′c
µ

(4.53)
= −

(
∂ν

.
ωabµ − ∂µ

.
ωabν +

.
ωacν

.
ωcbµ −

.
ωacµ

.
ωcbν

)
x′b

(4.44)
= −

.
Ra

bνµx
′b (4.56)

= 0 =⇒
.
T aµν = 0 . (4.57)

Iz (4.55), (4.56) i (4.57) vidimo da sva tri relevantna tenzora i dalje ǐsčezavaju.

Drugim riječima, krenuli smo od slučaja gdje oni, uz ǐsčezavajuću spinsku koneksiju,

ǐsčezavaju te smo napravili lokalnu Lorentzovu transformaciju i dobili neǐsčezavajuću

spinsku koneksiju, ali su i dalje sva tri relevantna tenzora jednaka nuli. Iz toga za-

ključujemo da nam u slučaju geometrije Minkowskog spinska koneksija služi za opis

neinercijalnih efekata u sustavu, kao što npr. neǐsčezavanje Christoffelovih simbola
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pri opisu metrike Minkowskog u općenitim koordinatama daje informacije o neiner-

cijalnim efektima u odnosu na opis metrike Minkowskog pomoću Kartezijevih koor-

dinata u kojima svi Christoffelovi simboli ǐsčezavaju.

Takoder, lako se uvjeravamo da izraz (4.53) možemo zapisati pomoću ranije uve-

dene spinske kovarijantne derivacije koja odgovara ovdje uvedenim koeficijentima

inercijalne spinske koneksije .
ωabµ. Stoga, računamo sljedeću veličinu

.
Dµx

′a, kako je

x′a vektor u latinskom indeksu, koristimo reprezentaciju Lorentzove algebre za vek-

torsko polje iz Dodatka C. Dakle, uz (4.48) dobivamo

.
Dµx

′c = ∂µx
′c +

1

2
.
ωabµ

(
Sab
)c
d
x′d = ∂µx

′c +
1

2
.
ωabµx

′d (ηacδbd − ηbcδad
)

(4.55)
= ∂µx

′c +
.
ωcbµx

′b

=⇒
.
Dµx

′a = ∂µx
′a +

.
ωabµx

′b . (4.58)

Dakle, iz (4.53) i (4.58) vidimo da vrijedi

h′aµ =
.
Dµx

′a . (4.59)

Primijetimo da Riccijeve koeficijente rotacije (4.35) zbog ǐsčezavajuće torzije u

ovom slučaju uz korǐstenje (4.39) možemo napisati kao

.
ωabc =

1

2
(f a
b c + f a

c b − fabc) (4.60)

iz (4.60) vidimo da ǐsčezavanje koeficijenata neholonomije povlači ǐsčezavanje Ricci-

jevih koeficijenata rotacije, odnosno posljedično koeficijenata spinske koneksije.

Takoder, primijetimo da se i u slučaju geometrije Minkowskog (specijalna rela-

tivnost) i u slučaju Riemannove geometrije (opća teorija relativnosti) dekompozicija

koeficijenata spinske koneksije (4.36) svodi na

ωabµ = ω̊abµ ,

drugim riječima nije uvijek moguće razlučiti gravitacijske efekte od neinercijalnih

u samoj spinskoj koneksiji. Taj problem ćemo riješiti kasnije kroz rad pri tretmanu

metričke teleparalelne gravitacije u tetradnom formalizmu. Vidjet ćemo da će ondje

prisutnost torzije omogućiti razdvajanje neinercijalnih efekata od gravitacijskih.
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4.6 OTR u tetradnom formalizmu

Sada ćemo sličnim računom kao u [32] pokazati da možemo izvesti Einsteinove jed-

nadžbe polja (3.38) u tetradnom formalizmu, odnosno da je tetradni formalizam

stvarno ekvivalentan s metričkim.

Po uzoru na izvod EJP u metričkom formalizmu za varijaciju po tetradi dijela akcije

koji odgovara materiji imamo

δeSM =

∫
d4xeΘ µ

a δee
a
µ , (4.61)

ovdje je Θ µ
a tetradna verzija tenzora energije i impulsa. Ranije smo za varijaciju po

metrici dijela akcije koji odgovara materiji u 3.1.2 dobili

δgSM =
1

2

∫
d4x

√
−g︸ ︷︷ ︸

(4.8)
= e

Θµνδggµν ,

ovdje ćemo zamijeniti varijaciju po metrici s varijacijom po tetradi, to možemo na-

praviti jer je varijacija zapravo definirana kao derivacija po nekom parametru, time

dobivamo

δeSM =
1

2

∫
d4xeΘµνδegµν .

Sada korǐstenjem (B.4) dobivamo

δeSM =
1

2

∫
d4xeΘµνηab

(
eaµδee

b
ν + eaνδee

b
µ

)
=

1

2

∫
d4xeΘµν

(
eaµδee

a
ν + eaνδee

a
µ

)
. (4.62)

Usporedbom (4.61) i (4.62) dobivamo

Θ µ
a δee

a
µ =

1

2

(
Θνµ︸︷︷︸

(3.10)
= Θµν

eaνδee
a
µ +Θµνeaνδee

a
µ

)
= Θµνeaνδee

a
µ .

Iz ovoga uz korǐstenje (4.6) dobivamo

Θνµ = e ν
a Θaµ . (4.63)
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Relacija (4.63) je očekivan rezultat izmedu tenzora energije i impulsa u metričkom i

tetradnom formalizmu jer znamo da vrijedi (4.13).

Za varijaciju po metrici gravitacijskog dijela akcije u 3.1.2 dobili smo

δgSG = − c4

16πG

∫
d4x

√
−g︸ ︷︷ ︸

(4.8)
= e

(
R̊µν − 1

2
gµνR̊ + Λgµν

)
δggµν .

Ovaj izraz uz zamjenu varijacije po metrici s varijacijom po tetradi te uz korǐstenje

(B.4) postaje

δeSG = − c4

8πG

∫
d4xe

(
R̊µν − 1

2
gµνR̊ + Λgµν

)
eaνδee

a
µ . (4.64)

Sada ekstremizacijom ukupne akcije uz (4.61) i (4.64) dobivamo

δeSG + δeSM = 0 =⇒
(
R̊µν − 1

2
gµνR̊ + Λgµν

)
eaν =

8πG

c4
Θ µ
a

=⇒
(
R̊µν − 1

2
gµνR̊ + Λgµν

)
eaν =

8πG

c4
Θaµ

/
e ρ
a

(4.6),(4.63)
=⇒ R̊µν − 1

2
gµνR̊ + Λgµν =

8πG

c4
Θµν . (4.65)

Izraz (4.65) su upravo EJP (3.38).

4.7 Diracovo polje u tetradnom formalizmu

Ovdje ćemo na primjeru polja spina 1
2

pokazati da se spinska kovarijantna derivacija

transformira na isti način kao i samo polje na koje djeluje pri lokalnoj Lorentzovoj

transformaciji. Takoder, doći ćemo do izraza za Diracov lagranžijan u tetradnom

formalizmu, dalje kroz rad ćemo koristiti taj rezultat.

U (4.23) smo uveli prostorvremenski ovisne gama matrice, to ćemo ovdje iskoris-

titi i uzet ćemo da su polja ψ spina 1
2

koordinatni skalari [33]

ψ(x) = ψ′(x′) . (4.66)

U (4.66) nam ′ označava koordinatnu transformaciju, a nadalje će nam ′ označavati

lokalnu Lorentzovu transformaciju. Zbog (4.66) se kovarijantna derivacija (2.3) koja

djeluje na polja ψ(x) svodi na parcijalnu derivaciju, takoder ista stvar vrijedi i za S(x),
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koji odreduje način na koji se polje spina 1
2

transformira pri lokalnoj Lorentzovoj

transformaciji. Drugim riječima, vrijedi

∇µψ(x) = ∂µψ(x) ,

∇µS(x) = ∂µS(x) .
(4.67)

Kako smo već rekli, odabir tetrade je ekvivalentan do na lokalnu Lorentzovu tran-

sformaciju (4.10), a svako polje, ovisno o svom spinu, se takoder transformira pri-

likom takve lokalne Lorentzove transformacije. U Dodatku C smo klasificirali gene-

ratore Lorentzove algebre prema spinu te smo rekli da se eksponenciranjem pripad-

nih generatora dobivaju elementi Lorentzove grupe. Time nam je odredeno kako se

transformiraju i sama polja. Transformaciju polja spina 1
2

pri lokalnoj Lorentzovoj

transformaciji smo rekli da ćemo nadalje označavati s

ψ′(x) = S(x)ψ(x) , (4.68)

gdje je S(x) dobiven eksponenciranjem generatora pripadne Lorentzove algebre.

Takoder, sve ostale veličine transformirane lokalnom Lorentzovom transformacijom

smo rekli da nadalje označavamo s ′.

Uzimanjem kovarijantne derivacije (2.3) transformiranog polja spina 1
2

∇µψ
′(x)

(4.67)
= ∂µψ

′(x)
(4.67),(4.68)

= S(x)∂µψ(x) + (∂µS(x))ψ(x)

vidimo da se ∇µψ(x) ne transformira na isti načina kao ψ(x). Taj ćemo problem

sada riješiti ranije uvedenom spinskom kovarijantnom derivacijom. Pokazat ćemo

pod kojim uvjetom se

Dµψ(x) = ∂µψ(x) + ωµψ(x)

transformira kao i samo polje ψ(x) pri lokalnim Lorentzovim transformacijama. Zbog

toga računamo

D′
µψ

′(x) = S(x)Dµψ(x)

(4.68)
=⇒ S(x)∂µψ(x) + (∂µS(x))ψ(x) + ω′

µS(x)ψ(x) = S(x)∂µψ(x) + S(x)ωµψ(x)

=⇒ ω′
µ = S(x)ωµS

−1(x)− (∂µS(x))S
−1(x) . (4.69)
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Iz (4.69) korǐstenjem

S(x)S−1(x) = 14×4 =⇒ (∂µS(x))S
−1(x) = −S(x)∂µS−1(x) (4.70)

dobivamo

ω′
µ = S(x)ωµS

−1(x) + S(x)∂µS
−1(x) . (4.71)

Izraz (4.71) nam očekivano govori da se spinska koneksija ωµ mora transformirati

kao i sva ostala poznata baždarna polja. U Dodatku D su dani detalji o baždarnim

poljima.

Nadalje, iz (4.25) lako uočavamo da se γµ(x) transformira prema

γ′µ(x) = S(x)γµ(x)S−1(x) , (4.72)

jer (4.72) očito zadovoljava (4.25).

Sada uvodimo tzv. adjungirani spinor

ψ̄(x) = ψ†(x)γ0 , (4.73)

gdje je ψ†(x) hermitski konjugirani spinor ψ(x), a γ0 konstantna nulta gama matrica.

Nadalje, iz zahtjeva da veličina ψ̄(x)ψ(x) bude skalar i u odnosu na koordinatne i u

odnosu na lokalne Lorentzove transformacije, odnosno da vrijedi

ψ̄′(x)ψ′(x) = ψ̄(x)ψ(x) , (4.74)

lako dolazimo do

Dµψ̄(x) = ∂µψ̄(x)− ψ̄(x)ωµ . (4.75)

Zatim iz (4.75) dobivamo

D′
µψ̄

′(x) =
(
Dµψ̄(x)

)
S−1(x) . (4.76)

Sada ćemo se uvjeriti da se

Dµ (eγ
ν(x)) = ∇µ (eγ

ν(x)) + [ωµ, eγ
ν(x)] , (4.77)
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gdje je e determinanta tetrade, transformira na isti način kao eγµ(x), odnosno na

način dan s (4.72) [33]. Pri izvodu jednadžbi gibanja, odnosno Diracovih jednadžbi

iz Diracovog lagranžijana u tetradnom formalizmu do kojega ćemo uskoro doći će biti

jasno zašto smo u (4.77) stavili determinantu tetrade. Još nam je potrebna činjenica

da iz (A.5) uz (4.8) dolazimo do

∇µe =
1

2
eQ ν

µν , (4.78)

a kako smo rekli da se pri radu sa spinskim koneksijama ograničavamo na geometrije

za koje je tenzor nemetričnosti jednak nuli, time dobivamo

∇µe = 0 . (4.79)

Sada možemo računati

D′
µ (eγ

′ν(x)) = ∇µ (eγ
′ν(x)) + [ω′

µ, eγ
′ν(x)]

(4.79)
= e∇µγ

′ν(x) + e
(
ω′
µγ

′ν(x)− γ′ν(x)ω′
µ

)
(4.71),(4.72)

= S(x) (e∇µγ
ν(x) + [ωµ, eγ

ν(x)])S−1(x)

(4.79)
= S(x) (∇µ (eγ

ν(x)) + [ωµ, eγ
ν(x)])S−1(x)

(4.77)
= S(x) (Dµ (eγ

ν(x)))S−1(x)

=⇒ D′
µ (eγ

′ν(x)) = S(x) (Dµ (eγ
ν(x)))S−1(x) . (4.80)

Iz (4.80), dakle zaključujemo da se Dµ (eγ
ν(x)) transformira na isti način kao eγµ(x),

što naravno i želimo.

Nadalje, nametnut ćemo neku vrstu kompatibilnosti spinske kovarijantne deriva-

cije s metrikom gµν , to ćemo učiniti na sljedeći način

Dµ (eg
µν14×4) = 0 =⇒ Dµ (2eg

µν14×4) = 0
(4.25)
=⇒ Dµ (e{γµ(x), γν(x)}) = 0 . (4.81)

Iz (4.81) vidimo da je dovoljan uvjet da bi ta jednadžba bila ispunjena

Dµ (eγ
ν(x)) = 0 . (4.82)
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Sada iz (4.77) i (4.82), uz (4.23) i (4.79) imamo

0 = ∂µ (e
ν
a γ

a)︸ ︷︷ ︸
=(∂µe ν

a )γa

+Γνλµe
λ
a γ

a + e ν
b [ωµ, γ

b]

(4.6)
=⇒ [ωµ, γ

a] = −eaν(∇µebν)γ
b , (4.83)

ovdje je važno za napomenuti da u (4.83) kovarijantna derivacija djeluje samo na

grčki indeks tetrade. Izraz (4.83) korǐstenjem (4.15) i (4.30) postaje

[ωµ, γ
a] = −ωabµγb . (4.84)

Sada ćemo se uvjeriti da spinska koneksija uvedena u (4.47) očekivano zadovoljava

(4.84). Za početak ćemo korǐstenjem generatora Lorentzove algebre za polja spina 1
2

ωµ zapisati na način

ωµ =
1

2
ωabµS

ab =
1

8
ωabµ[γ

a, γb] =
1

8

(
ωabµγ

aγb − ωabµ︸︷︷︸
(4.43)
= −ωbaµ

γbγa
)

=⇒ ωµ =
1

4
ωabµγ

aγb . (4.85)

Stoga, imamo

[ωµ, γ
a]

(4.85)
=

1

4

(
ωcbµγ

cγbγa − γaωcbµγ
cγb
) (4.43)

= −1

4
ωcbµ

(
γbγcγa + γaγcγb

)
(4.24)
= −ωabµγb +

1

4

(
ωcbµγ

bγaγc + ωbcµγ
bγaγc︸ ︷︷ ︸

(4.43)
= 0

)
= −ωabµγb .

Dakle, zaključujemo da (4.47) zadovoljava (4.84).

Sada imamo sve potrebne rezultate za napisati Diracov lagranžijan u tetradnom

formalizmu. Za početak Diracova akcija u tetradnom formalizmu glasi [30]

SD =

∫
d4xe

(
i

2

(
ψ̄(x)γae µ

a Dµψ(x)− (Dµψ̄(x))γ
ae µ
a ψ(x)

)
−mψ̄(x)ψ(x)

)
. (4.86)

Iz (4.86) vidimo da je Diracova gustoća lagranžijana dana s

LD =
i

2

(
ψ̄(x)γae µ

a Dµψ(x)− (Dµψ̄(x))e
µ
a ψ(x)

)
−mψ̄(x)ψ(x) , (4.87)
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odnosno Diracov lagranžijan glasi

LD = eLD . (4.88)

Sada možemo izvesti pripadne jednadžbe gibanja, odnosno Diracove jednadžbe

za ψ(x) i ψ̄(x). Koristimo činjenicu da u Euler-Lagrangeovim jednadžbama možemo

koristiti spinsku kovarijantnu derivaciju umjesto parcijalne derivacije [34,35]. Dakle,

Diracova jednadžba za ψ(x) glasi

∂LD
∂ψ̄(x)

−Dρ

(
∂LD

∂(Dρψ̄(x))

)
= 0

=⇒ i

2
e µ
a γ

aDµψ(x)−mψ(x) +
i

2

1

e

(
Dµ(eγ

µ)︸ ︷︷ ︸
(4.82)
= 0

ψ(x) + ee µ
a γ

aDµψ(x)

)
= 0

=⇒ ie µ
a γ

aDµψ(x)−mψ(x) = 0 . (4.89)

Izraz (4.89) je Diracova jednadžba za ψ(x) u tetradnom formalizmu, analognim pos-

tupkom se dolazi i do Diracove jednadžbe za ψ̄(x). Bitno je naglasiti da je (4.89)

kovarijantna, odnosno koordinatno neovisna jednadžba.
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5 Teleparalelna gravitacija

U prethodnim smo poglavljima došli do većine potrebnih rezultata za razvoj forma-

lizma teleparalelne gravitacije. Kroz ovo poglavlje ćemo doći do jednadžbi za opću,

simetričnu i metričku teleparalelnu gravitaciju koje svaka počivaju na svojoj geome-

triji prema klasifikaciji iz 2.3. Takoder, uvjerit ćemo se da svaka od tih gravitacija

posjeduje svoj specijalni slučaj koji daje dinamiku ekvivalentnu dinamici OTR. Ta tri

specijalna slučaja su redom: opći teleparalelni ekvivalent opće teorije relativnosti -

GTEGR (od engl. general teleparallel equivalent of general relativity), simetrični tele-

paralelni ekvivalent opće teorije relativnosti - STEGR (od engl. symmetric teleparallel

equivalent of general relativity) i metrički teleparalelni ekvivalent opće teorije rela-

tivnosti - MTEGR (od engl. metric teleparallel equivalent of general relativity). Zbog

postojanja ovih specijalnih slučajeva u literaturi se taj skup ekvivalentnih opisa gra-

vitacije naziva tzv. geometrijskim trojstvom gravitacije. Na Slici 5.1 dan je shematski

Slika 5.1: Shematski prikaz tzv. geometrijskog trojstva gravitacije. Slika je preuzeta
iz [13] te je modificirana.

prikaz tzv. geometrijskog trojstva gravitacije, primijetimo da GTEGR služi kao povez-

nica MTEGR i STEGR.

Kako smo već rekli, sve teleparalelne geometrije imaju zajedničko svojstvo da

je Rµ
νρσ = 0. Takoder, opću i simetričnu teleparalelnu gravitaciju ćemo tretirati

u metričkom, a metričku, kako smo i najavili u tetradnom formalizmu te ćemo se

njoj najvǐse posvetiti. Pripadne jednadžbe polja se u literaturi mogu naći u brojnim
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oblicima, no mi ćemo ih ovdje izvoditi u oblicima danima u [13, 36, 37]. Takoder,

prikazat ćemo nekoliko ekvivalentnih metoda za izvod jednadžbi polja. Prije nego

počnemo izvoditi sve pripadne jednadžbe polja, što nam je jedan od glavnih ciljeva

ovog poglavlja, moramo dati još nekoliko važnih rezultata.

5.1 Invarijantnost na difeomorfizme

Gravitacijski dio akcije te dio akcije koji dolazi od polja materije moraju biti invari-

jantni na difeomorfizme. Ovdje ćemo to nametnuti na oba dijela akcije prvo koristeći

metrički formalizam, a potom tetradni te ćemo vidjeti koje su posljedice toga.

Za početak, najopćenitiji oblik akcije u metričkom formalizmu glasi

S[g,Γ, ψ] = SG[g,Γ] + SM [g,Γ, ψ] . (5.1)

Dakle, u najopćenitijem slučaju je afina koneksija takoder dinamička varijabla poput

metrike te i po njoj vršimo varijacije. U SM ψ su polja materije te smo takoder za

sada dopustili da i taj dio akcije ovisi o afinoj koneksiji, odnosno da se materija može

vezati na afinu koneksiju.

Iz (5.1) slijede izrazi za varijacije SM i SG

δSM =

∫
d4x

√
−g
(
1

2
Θµνδggµν +H µν

λ δΓΓ
λ
µν +Ψiδψψ

i

)
, (5.2)

ovdje je Θµν tenzor energije i impulsa, H µν
λ je tzv. tenzor hiperimpulsa (engl. hyper-

momentum tensor) dan s

H µν
λ =

1√
−g

δΓSM
δΓΓλµν

, (5.3)

u Ψi i je indeks kojim označavamo tip polja materije te pomoću

Ψi = 0 (5.4)

namećemo jednadžbe gibanja za polja materije ψi. Dalje imamo

δSG = −
∫
d4x

√
−g
(
1

2
W µνδggµν + Y νρ

µ δΓΓ
µ
νρ

)
, (5.5)

za W µν očito uzimamo da je simetričan jer stoji uz δggµν , odnosno u metričkom for-
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malizmu vrijedi

W µν = W νµ . (5.6)

Za početak ćemo promotriti invarijantnost na difeomorfizme gravitacijskog dijela

akcije

δXSG = £XSG = −
∫
d4x

√
−g
(
1

2
W µνδXgµν + Y νρ

µ δXΓ
µ
νρ

)
(2.41),(2.44)

= −
∫
d4x

√
−g
(
W µν∇̊µXν︸ ︷︷ ︸

Wµν∇̊µXν
(5.6)
= W ν

µ ∇̊νXµ

+Y νρ
µ (∇ρ∇νX

µ −∇ρ(X
σT µνσ))

)

(3.8)
=

∫
d4x

√
−g
(
Xµ∇̊νW

ν
µ − Y νρ

µ (∇ρ∇νX
µ − (∇ρX

σ)T µνσ −Xσ∇ρT
µ
νσ)
)

(2.21)
=

∫
d4x

√
−g
(
∇̊νW

ν
µ Xµ + (∇νX

µ)(∇̊ρY
νρ

µ ) + Y νρ
µ Dα

νρ∇αX
µ−

−Y νρ
α Dα

µρ∇νX
µ − (∇̊ρT

σ
νµY

νρ
σ )Xµ +Dσ

µρY
νρ

α TανσX
µ + Y νρ

σ (∇ρT
σ
νµ)X

µ
)

(3.8),(2.21)
=

∫
d4x

√
−g
(
∇̊νW

ν
µ + T σµν(∇ρY

νρ
σ −Dτ

ρτY
νρ

σ )−

−∇ν(∇ρY
νρ

µ −Dτ
ρτY

νρ
µ ) +Dσ

νσ(∇ρY
νρ

µ −Dτ
ρτY

νρ
µ )

)
Xµ = 0

=⇒ ∇̊νW
ν

µ + T σµν(∇ρY
νρ

σ −Dτ
ρτY

νρ
σ )−∇ν(∇ρY

νρ
µ −Dτ

ρτY
νρ

µ )+

+Dσ
νσ(∇ρY

νρ
µ −Dτ

ρτY
νρ

µ ) = 0 .
(5.7)

Primijetimo da (5.7) vrijedi uvijek, neovisno jesmo li nametnuli jednadžbe gibanja

Ψi = 0 ili ne.

Dalje promatramo invarijantnost na difeomorfizme dijela akcije koji sadrži polja

materije

δXSM = £XSM =

∫
d4x

√
−g
(
1

2
ΘµνδXgµν +H νρ

µ δXΓ
µ
νρ +ΨiδXψ

i

)
= 0 ,

ovdje ćemo nametnuti jednadžbe gibanja Ψi = 0 i time dolazimo do

δXSM = £XSM =

∫
d4x

√
−g
(
1

2
ΘµνδXgµν +H νρ

µ δXΓ
µ
νρ

)
= 0,

primjećujemo da je račun sada u potpunosti analogan s računom za dobivanje (5.7).
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Stoga, dobivamo

∇̊νΘ
ν
µ + T σµν(∇ρH

νρ
σ −Dτ

ρτH
νρ
σ )−∇ν(∇ρH

νρ
µ −Dτ

ρτH
νρ
µ )+

+Dσ
νσ(∇ρH

νρ
µ −Dτ

ρτH
νρ
µ ) = 0 .

(5.8)

Iz (5.8) vidimo da kada tenzor hiperimpulsa ǐsčezava, odnosno kada vrijediH νρ
µ = 0,

dobivamo

∇̊νΘ
ν
µ = 0

(3.10)
=⇒ ∇̊µΘ

µν = 0 .

Drugim riječima, kada nametnemo jednadžbe gibanja Ψi = 0 i uzmemo da tenzor

hiperimpulsa ǐsčezava H νρ
µ = 0 zakon sačuvanja (3.12) ostaje zadovoljen. Stoga,

kroz sve daljnje račune ćemo od početka uzimati H νρ
µ = 0, a ako želimo analizirati

slučajeve H νρ
µ ̸= 0, lako uočavamo da je proširenje potrebnih računa trivijalno.

Nema potrebe da provodimo analogne račune u tetradnom formalizmu jer dola-

zimo do jednakih zaključaka kao u metričkom formalizmu. Samo ćemo napomenuti

da u tetradnom formalizmu imamo tetradu umjesto metrike te spinsku koneksiju

umjesto afine kao dinamičke varijable. Takoder, radi potpunosti ćemo navesti Li-

ejeve derivacije tetrade i spinske koneksije koje su obje tenzori tipa (0, 1) u grčkim

indeksima

£Xe
a
µ = Xν∂νe

a
µ + eaν∂µX

ν , (5.9)

£Xω
a
bµ = Xν∂νω

a
bµ + ωabν∂µX

ν . (5.10)

5.2 Invarijantnost na infinitezimalne lokalne Lorentzove transfor-

macije

Kao što smo se već uvjerili u 4. poglavlju kada radimo u tetradnom formalizmu javlja

se potreba za nametanjem lokalne Lorentzove invarijantnosti, stoga to moramo na-

metnuti i na gravitacijski dio akcije te na dio akcije koji odgovara poljima materije.

Ovdje ćemo promotriti posljedice toga. Za početak, bitan nam je najopćenitiji oblik

akcije u tetradnom formalizmu, napomenimo da ćemo uzeti da se spinska konek-

sija ne veže na polja materije, jer kao što smo se uvjerili u 5.1 nepostojanje vezanja

koneksije s poljima materije, uz nametanje jednadžbi gibanja (5.4), osigurava zado-
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voljavanje zakona sačuvanja (3.12). Dakle, imamo

S[e, ω, ψ] = SG[e, ω] + SM [e, ψ] . (5.11)

Iz (5.11) dobivamo da je varijacija SM

δSM =

∫
d4xe

(
Θ µ
a δee

a
µ +Ψiδψψ

i
)
, (5.12)

dok je varijacija SG

δSG = −
∫
d4xe

(
W µ
a δee

a
µ + Y bµ

a δωω
a
bµ

)
, (5.13)

primijetimo da vrijedi antisimetrija

Y bµ
a = −Y b µ

a , (5.14)

jer Y bµ
a stoji uz δωωabµ.

Sada prelazimo na infinitezimalnu lokalnu Lorentzovu transformaciju, definiramo

ju na način

Λab(x) = δab + λab(x) , |λab(x)| ≪ 1 . (5.15)

Iz (5.15) je očito da sve račune vezane uz infinitezimalnu lokalnu Lorentzovu tran-

sformaciju radimo do reda O(λ2). Lako se uvjeravamo da mora vrijediti

Λ a
b (x) = δab − λab(x) . (5.16)

Naime, imamo

Λab(x)Λ
c
a (x) = (δab + λab(x))(δ

c
a − λca(x)) = δcb − λcb(x) + λcb(x)− λab(x)λ

c
a(x)︸ ︷︷ ︸

≈0

= δcb .
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Nadalje, iz definicijske relacije za Lorentzove matrice imamo

ηcd = ηabΛ
a
c(x)Λ

b
d(x)

(5.15)
= ηab

(
δac δ

b
d + δacλ

b
d(x) + δbdλ

a
c(x) + λac(x)λ

b
d(x)︸ ︷︷ ︸

≈0

)
=⇒ λcd(x) = −λdc(x) . (5.17)

Sada nas zanima kako se transformiraju tetrada i spinska koneksija na infinitezi-

malne lokalne Lorentzove transformacije. Za tetradu imamo

δλe
a
µ

(4.10)
= Λab(x)e

b
µ − eaµ

(5.15)
= λab(x)e

b
µ =⇒ δλe

a
µ = λab(x)e

b
µ . (5.18)

S druge strane za spinsku koneksiju dobivamo

δλω
a
bµ

(4.33)
= Λac(x)Λ

d
b (x)ωcdµ + Λac(c)∂µΛ

c
b (x)− ωabµ

(5.15),(5.16)
= ωabµ − ωadµλ

d
b(x) + ωcbµλ

a
c(x)− λac(x)λ

d
b(x)︸ ︷︷ ︸

≈0

ωcdµ−

− ∂µλ
a
b(x)− λac(x)∂µλ

c
b(x)︸ ︷︷ ︸

≈0

−ωabµ

=⇒ δλω
a
bµ = −∂µλab(x)− ωacµλ

c
b(x) + ωcbµλ

a
c(x)

(4.48)
= −Dµλ

a
b(x) . (5.19)

Sada ćemo nametnuti jednadžbe gibanja Ψi = 0 te vidjeti koje su posljedice inva-

rijantnosti dijela akcije koji dolazi od materije na infinitezimalne lokalne Lorentzove

transformacije

δλSM =

∫
d4xeΘ µ

a δλe
a
µ

(5.18)
=

∫
d4xeΘ µ

a λ
a
b(x)e

b
µ

(4.13)
=

∫
d4xeΘµνλ

µν(x) = 0

(5.17)
=⇒ Θ[µν] = 0 =⇒ Θµν = Θνµ . (5.20)

Dakle, zaključujemo da je nepostojanjem vezanja izmedu spinske koneksije i polja

materije te nametanjem jednadžbi gibanja Ψi = 0 zadovoljena simetrija (3.10).
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S druge strane za gravitacijski dio akcije imamo

δλSG = −
∫
d4xe

(
W µ
a δλe

a
µ + Y bµ

a δλω
a
bµ

)
(5.18),(5.19)

= −
∫
d4xe

(
W µ
a λab(x)e

b
µ − Y bµ

a

(
∂µλ

a
b(x) + ωacµλ

c
b(x)− ωcbµλ

a
c(x)

))
(3.8)
= −

∫
d4xe

(
W aµebµ + ∂µY

abµ + Γ̊µνµY
abν − ωcaµY

bµ
c + ωbcµY

acµ
)
λab(x) = 0

(5.17)
=⇒ W [a|µ|eb]µ︸ ︷︷ ︸

(4.13)
= W [ab]

+ ∂µY
[ab]µ + Γ̊µνµY

[ab]ν − ωc[aµY
b]µ

c + ω[b
cµY

a]cµ︸ ︷︷ ︸
≡−W̃ab

= 0

=⇒ W [ab] = W̃ ab =⇒ W [µν] = W̃ µν . (5.21)

5.3 Opća teleparalelna gravitacija

Opća teleparalelna gravitacija bazira se na općoj teleparalelnoj geometriji, za koju

vrijedi: Rµ
νρσ = 0, T µνρ ̸= 0 i Qµνρ ̸= 0. Nadalje, kao što smo već rekli, uzimamo da

tenzor hiperimpulsa ǐsčezava te odmah namećemo jednadžbe gibanja Ψi = 0. Jed-

nadžbe polja za opću teleparalelnu gravitaciju ćemo izvesti metodom Lagrangeovih

multiplikatora, odnosno uvjet

Rµ
νρσ = ∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓ

µ
νρ + ΓµτρΓ

τ
νσ − ΓµτσΓ

τ
νρ = 0

ćemo nametnuti pomoću navedenih Lagrangeovih multiplikatora.

5.3.1 Jednadžbe polja za opću teleparalelnu gravitaciju

Metoda Lagrangeovih multiplikatora sastoji se od toga da u akciju (5.1) dodajemo

član Sr[g,Γ, r], odnosno imamo

S[g,Γ, ψ] = SG[g,Γ] + SM [g, ψ] + Sr[g,Γ, r] , (5.22)

član Sr je oblika

Sr =
∫
d4x

√
−gr νρσ

µ Rµ
νρσ . (5.23)
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Primijetimo da zbog antisimetrije (2.16) r νρσ
µ takoder posjeduje antisimetriju

r νρσ
µ = −r νσρ

µ . (5.24)

Iz (5.22) je očito da ekstremizacijom cijele akcije po r dobivamo

δrS = δrSr =
∫
d4x

√
−gRµ

νρσδrr
νρσ
µ = 0 =⇒ Rµ

νρσ = 0 .

Takoder, Sr moramo varirati po g i Γ

δSr
(3.31)
=

∫
d4x

√
−g

1

2
gµνr νρσ

µ Rµ
νρσ︸ ︷︷ ︸

=0

δggµν + r νρσ
µ δΓR

µ
νρσ


=⇒ δSr = δΓSr =

∫
d4x

√
−gr νρσ

µ δΓR
µ
νρσ . (5.25)

Dakle, potreban nam je izraz za δΓRµ
νρσ, stoga iz (2.15) imamo

δΓR
µ
νρσ = ∂ρδΓΓ

µ
νσ − ∂σδΓΓ

µ
νρ + (δΓΓ

µ
τρ)Γ

τ
νσ + Γµτρ(δΓΓ

τ
νσ)−

− (δΓΓ
µ
τσ)Γ

τ
νρ − Γµτσ(δΓΓ

τ
νρ) ,

što uz korǐstenje (2.3) i (2.4) postaje

δΓR
µ
νρσ = ∇ρδΓΓ

µ
νσ −∇σδΓΓ

µ
νρ + T τρσδΓΓ

µ
ντ . (5.26)

Primijetimo da korǐstenjem (2.18), (2.4) i (2.9) T τρσ možemo zapisati kao

T τρσ = Dτ
σρ −Dτ

ρσ = 2Dτ
[σρ] . (5.27)

Sada korǐstenjem (5.26), (5.27), (2.21), (3.8) i (5.24) te Gaussovog teorema za

(5.25) dobivamo

δΓSr =
∫
d4x

√
−g
(
2∇σr

ν[τσ]
µ − 2r ν[τσ]

µ Dρ
σρ − 2r ν[σρ]

µ Dτ
σρ

)
δΓΓ

µ
ντ . (5.28)
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Ekstremizacijom ukupne akcije uz (5.2), (5.5) i (5.28) dolazimo do

W µν = Θµν , (5.29)

2∇σr
ν[τσ]
µ − 2r ν[τσ]

µ Dρ
σρ − 2r ν[σρ]

µ Dτ
σρ − Y ντ

µ = 0 . (5.30)

Nadalje, moramo se riješiti Lagrangeovih multiplikatora iz (5.30). Stoga krećemo

s uzimanjem kovarijantne derivacije ∇τ izraza (5.30) te dobivamo

∇τY
ντ

µ = 2∇τ∇σr
ν[τσ]
µ︸ ︷︷ ︸

(5.24)
= 2∇[τ∇σ]r

ντσ
µ

−2∇τ

(
r ν[τσ]
µ Dρ

σρ

)
− 2∇τ

(
r ν[σρ]
µ Dτ

σρ

)
. (5.31)

Za prvi član s desne strane iz (5.31) uz korǐstenje Rµ
νρσ = 0 imamo [37]

2∇[τ∇σ]r
ντσ
µ = −T ρτσ∇ρr

ντσ
µ

(5.24)
= −T ρτσ∇ρr

ν[τσ]
µ

(5.27)
= −2Dρ

[στ ]∇ρr
ν[τσ]
µ

= 2Dρ
[στ ]∇ρr

ν[στ ]
µ = 2Dρ

στ∇ρr
ν[στ ]
µ = 2Dτ

σρ∇τr
ν[σρ]
µ

=⇒ 2∇[τ∇σ]r
ντσ
µ = 2Dτ

σρ∇τr
ν[σρ]
µ . (5.32)

Nadalje, za Dρ
σρ uz korǐstenje (2.13) i (2.14) imamo

Dρ
σρ = T ρρσ −

1

2
Q ρ
σρ . (5.33)

Sada korǐstenjem (5.32), (5.33), (5.24) i (2.6) izraz (5.31) postaje

∇τY
ντ

µ = 2Dρ
τρ∇σr

ν[τσ]
µ + r ν[τσ]

µ

(
3∇ρ

[ρT
ρ
τσ] +∇ρ

[τQ
ρ

σ]ρ

)
. (5.34)

Nadalje, korǐstenjem specijalnog slučaja prvog Bianchijevog identiteta iz 2.5.3 uz

(2.6) imamo

∇ρ
[ρT

ρ
τσ] + T ρω[ρT

ωρ
τσ] = 0 =⇒ 3∇ρ

[ρT
ρ
τσ] = T ρρωT

ω
τσ . (5.35)

Takoder, zbog Rµ
νρσ = 0 imamo

∇ρ
[τQ

ρ
σ]ρ = −1

2
T µτσQ

ρ
µρ . (5.36)
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Stoga, korǐstenjem (5.35), (5.36), (5.27) i (5.33) izraz (5.34) postaje

∇τY
ντ

µ = 2Dρ
τρ∇σr

ν[τσ]
µ − 2r ν[τσ]

µ Dω
τσD

ρ
ωρ . (5.37)

S druge strane, izraz (5.30) kontrahiramo s Dρ
τρ te dobivamo

Dρ
τρY

ντ
µ = 2Dρ

τρ∇σr
ν[τσ]
µ − 2r ν[τσ]

µ Dω
τσD

ρ
ωρ − 2 r ν[τσ]

µ Dω
σωD

ρ
τρ︸ ︷︷ ︸

=0

,

zadnji član propada jer imamo kontrakciju antisimetričnog r ν[τσ]
µ i simetričnog

Dω
σωD

ρ
τρ tenzora, stoga imamo

Dρ
τρY

ντ
µ = 2Dρ

τρ∇σr
ν[τσ]
µ − 2r ν[τσ]

µ Dω
τσD

ρ
ωρ . (5.38)

Sada oduzimanjem (5.38) od (5.37) dobivamo

∇τY
ντ

µ −Dρ
τρY

ντ
µ = 0 . (5.39)

Dakle, jednadžbe (5.29) i (5.39) su jednadžbe polja za opću teleparalelnu gravitaciju

uz pretpostavku ǐsčezavanja tenzora hiperimpulsa te uz nametnute jednadžbe gibanja

Ψi = 0. Izraz (5.29) nam opisuje dinamiku metrike, dok (5.39) opisuje dinamiku

afine koneksije.

5.3.2 GTEGR

Važan specijalni slučaj opće teleparalelne gravitacije je opći teleparalelni ekvivalent

opće teorije relativnosti - GTEGR. Iz tog razloga promatramo izraz za Riccijev skalar

u OTR, uz Rµ
νρσ = 0, (2.20) i (2.28) imamo

R̊ = DµρνDρνµ −Dµ
ρµD

ρν
ν︸ ︷︷ ︸

≡−G

+∇̊µ (D
νµ
ν −Dµν

ν) = −G+ ∇̊µ (D
νµ
ν −Dµν

ν) , (5.40)

veličina G je očito skalar. Sada možemo promatrati izraz za Einstein-Hilbertovu ak-

ciju (3.30), uz zamjenu R̊ s izrazom (5.40)

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
(−G− 2Λ) + LM + ∇̊µ (D

νµ
ν −Dµν

ν)

)
, (5.41)
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koji uz korǐstenje (3.8) i Gaussovog teorema postaje

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
(−G− 2Λ) + LM

)
= SGTEGR . (5.42)

Drugim riječima, imamo dinamičku ekvivalentnost izmedu OTR i GTEGR. U [37] je

eksplicitnim računom uz korǐstenje rezultata iz 5.3.1 pokazano da iz akcije za GTEGR

(5.42) stvarno dobivamo jednadžbe polja za OTR, odnosno dobivamo EJP. Dok je

izraz (5.39) za afinu koneksiju identički zadovoljen.

5.4 Simetrična teleparalelna gravitacija

Simetrična teleparalelna gravitacija bazira se na simetričnoj teleparalelnoj geometriji,

za koju vrijedi: Rµ
νρσ = 0, T µνρ = 0 i Qµνρ ̸= 0. Naravno, opet uzimamo da tenzor

hiperimpulsa ǐsčezava te namećemo jednadžbe gibanja Ψi = 0. Za izvod jednadžbi

polja simetrične teleparalelne gravitacije prezentiramo još jednu metodu, tzv. me-

todu ograničene varijacije (engl. method of restricted variation). Bit ove metode je

da uz ǐsčezavanje Riemannovog tenzora zakrivljenosti i tenzora torzije namećemo i

ǐsčezavanje njihovih varijacija.

5.4.1 Jednadžbe polja za simetričnu teleparalelnu gravitaciju

Za početak primjećujemo da su varijacije po afinoj koneksiji jedine varijacije Rieman-

novog tenzora zakrivljenosti i tenzora torzije koje imamo. Za varijaciju Riemannovog

tenzora zakrivljenosti smo već dobili izraz (5.26), koji uz ovom slučaju postaje

δΓR
µ
νρσ = ∇ρδΓΓ

µ
νσ −∇σδΓΓ

µ
νρ . (5.43)

Sada ćemo se uvjeriti da uzimanjem

δΓΓ
µ
νρ = ∇ρx

µ
ν , (5.44)

gdje je xµν proizvoljan tenzor tipa (1, 1), osiguravamo ǐsčezavanje varijacije Rieman-

novog tenzora zakrivljenosti (5.43). Dakle, imamo

δΓR
µ
νρσ = ∇ρ∇σx

µ
ν −∇σ∇ρx

µ
ν = [∇ρ,∇σ]x

µ
ν = 0 =⇒ δΓR

µ
νρσ = 0 , (5.45)
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kako smo se u (2.25) uvjerili komutator kovarijantnih derivacija koji djeluje na neki

tenzor daje članove proporcionalne s Riemannovim tenzorom zakrivljenosti te s ten-

zorom torzije, a kako su oba od njih ovdje po definiciji jednaki nuli, iz toga dobivamo

(5.45).

Nadalje, za varijaciju tenzora torzije uz korǐstenje (2.4) i (5.44), imamo

δΓT
µ
νρ = ∇νx

µ
ρ −∇ρx

µ
ν . (5.46)

Sada ćemo se uvjeriti da uzimanjem

xµν = ∇νy
µ , (5.47)

gdje je yµ neki proizvoljan tenzor tipa (1, 0), dobivamo ǐsčezavanje varijacije tenzora

torzije (5.46). Dakle, imamo

δΓT
µ
νρ = ∇ν∇ρy

µ −∇ρ∇νy
µ = [∇ν ,∇ρ]y

µ = 0 =⇒ δΓT
µ
νρ = 0 , (5.48)

gdje komutator ǐsčezava iz već ranije navedenog razloga.

Sada možemo izvesti potrebne jednadžbe polja ekstremizacijom ukupne akcije. Iz

(5.2) i (5.5) uz ǐsčezavanje tenzora hiperimpulsa i uz nametnute jednadžbe gibanja

(5.4) te uz δΓΓµνρ = ∇ρ∇νy
µ, imamo

W µν = Θµν , (5.49)∫
d4x

√
−gY νρ

µ ∇ρ∇νy
µ = 0 . (5.50)

Preostaje nam prevesti (5.50) u povoljniju formu. Korǐstenjem (2.21) uz Kµ
νρ = 0 te

(3.8) uz Gaussov teorem, imamo

0 =

∫
d4x

√
−gY νρ

µ

(
∇̊ρ (∇νy

µ)− Lανρ∇αy
µ + Lµαρ∇νy

α
)

=⇒
∫
d4x

√
−g
(
∇ρY

νρ
µ − Y νρ

µ Lτρτ
)
∇νy

µ = 0 . (5.51)
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Nadalje, jednakim postupkom dobivamo

0 =

∫
d4x

√
−g
(
∇ρY

νρ
µ − Y νρ

µ Lτρτ
) (

∇̊νy
µ + Lµτνy

τ
)

=⇒ 0 =

∫
d4x

√
−g
(
∇ν∇ρY

νρ
µ −∇ν

(
Y νρ
µ Lτρτ

)
−
(
∇ρY

νρ
µ − Y νρ

µ Lτρτ
)
Lωνω

)
yµ .

(5.52)

Korǐstenjem (2.14) imamo

Lτρτ = Lττρ = −1

2
Q τ
ρτ

(2.36)
= −1

2
Qρ . (5.53)

Nadalje, imamo

1

2
∇(νQρ)Y

νρ
µ =

1

4

(
Y νρ
µ ∇νQρ + Y νρ

µ ∇ρQν︸ ︷︷ ︸
=∇νQρ jer je [∇µ,∇ν ]Qα=0

)
=

1

2
Y νρ
µ ∇νQρ

=⇒ 1

2
∇(νQρ)Y

νρ
µ =

1

2
Y νρ
µ ∇νQρ . (5.54)

Sada iz (5.52) korǐstenjem (5.53) i (5.54) dobivamo

∇ν∇ρY
νρ

µ +Q(ν∇ρ)Y
νρ

µ +
1

2
∇(νQρ)Y

νρ
µ +

1

4
QνQρY

νρ
µ = 0 . (5.55)

Izraz (5.55) možemo zapisati u kompaktnijoj formi, što će se pokazati korisnim

kasnije kroz rad pri tretmanu modificiranih teorija gravitacije baziranih na sime-

tričnoj teleparalelnoj geometriji. Iz toga razloga uvodimo tenzorsku gustoću

Ỹ νρ
µ =

√
−gY νρ

µ . (5.56)

Računamo sljedeću veličinu

∇ν∇ρỸ
νρ

µ

(5.56)
= ∇ν∇ρ

(√
−gY νρ

µ

)
,

koja uz (A.5) i (5.53) postaje

∇ν∇ρỸ
νρ

µ =
√
−g
(
∇ν∇ρY

νρ
µ +Q(ν∇ρ)Y

νρ
µ +

1

2
∇(νQρ)Y

νρ
µ +

1

4
QνQρY

νρ
µ

)
(5.55)
= 0 .

=⇒ ∇ν∇ρỸ
νρ

µ = 0 . (5.57)
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Dakle, zaključujemo da (5.49) odreduje dinamiku metrike, a (5.55) ili ekviva-

lentno (5.57) odreduje dinamiku afine koneksije za simetričnu teleparalelnu gravita-

ciju.

5.4.2 STEGR

Važan specijalni slučaj simetrične teleparalelne gravitacije je simetrični teleparalelni

ekvivalent opće teorije relativnosti - STEGR. Iz tog razloga promatramo izraz za Ric-

cijev skalar u OTR, uz Rµ
νρσ = 0 i T µνρ = 0 te (2.20) i (2.28) imamo

R̊ = LµρνLρνµ − LµρµL
ρν
ν + ∇̊µ (L

νµ
ν − Lµνν) . (5.58)

Korǐstenjem (2.12) i (2.14) te (2.36) i (2.37) za (5.58) dobivamo

R̊ = −1

4
QµνρQ

µνρ +
1

2
QµνρQ

νµρ +
1

4
QµQ

µ − 1

2
QµQ̃

µ︸ ︷︷ ︸
≡−Q

+∇̊µ (L
νµ
ν − Lµνν)

=⇒ R̊ = −Q+ ∇̊µ (L
νµ
ν − Lµνν) , (5.59)

veličina Q je očito skalar. Sada zamjenom R̊ s izrazom (5.59) u Einstein-Hilbertovoj

akciji (3.30) dobivamo

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
(−Q− 2Λ) + LM + ∇̊µ (L

νµ
ν − Lµνν)

)
, (5.60)

što uz korǐstenje (3.8) i Gaussovog teorema postaje

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
(−Q− 2Λ) + LM

)
= SSTEGR . (5.61)

Dakle, zaključujemo da postoji dinamička ekvivalentnost izmedu OTR i STEGR.

5.5 Metrička teleparalelna gravitacija

Metrička teleparalelna gravitacija bazira se na metričkoj teleparalelnoj geometriji,

za koju vrijedi: Rµ
νρσ = 0, T µνρ ̸= 0 i Qµνρ = 0. Kao i ranije, uzimamo da tenzor

hiperimpulsa ǐsčezava te namećemo jednadžbe gibanja Ψi = 0. Ranije smo najavili

da ćemo metričku teleparalelnu gravitaciju promatrati u tetradnom formalizmu, koji

je kako smo vidjeli ekvivalentan metričkom formalizmu. U tetradnom formalizmu,
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dakle imamo Ra
bµν = 0, T aµν ̸= 0 i Qµab = 0. Takoder, jednadžbe polja metričke

teleparalelne gravitacije ćemo izvesti metodom ograničene varijacije.

5.5.1 Jednadžbe polja za metričku teleparalelnu gravitaciju

Dakle, krećemo od oblika akcije (5.11) te pripadnih varijacija (5.12) uz Ψi = 0 i

(5.13). Varijacije po spinskoj koneksiji Riemannovog tenzora zakrivljenosti i ten-

zora nemetričnosti su jedine koje moramo izračunati te naravno namećemo njihovo

ǐsčezavanje. Krećemo od računa varijacije Riemannovog tenzora zakrivljenosti (4.44)

te dobivamo

δωR
a
bµν = ∂µδωω

a
bν − ∂νδωω

a
bµ + ωcbνδωω

a
cµ + ωacµδωω

c
bν − ωcbµδωω

a
cν − ωacνδωω

c
bµ ,

Korǐstenjem spinske kovarijantne derivacije (4.48) i generatora Lorentzove alge-

bre za tenzore u latinskim indeksima, koji su jednostavno, u ovisnosti broju indeksa

tenzora, umnošci generatora polja spina 1 danih u Dodatku C, odnosno generatora

koji odgovaraju vektorima s jednim latinskim indeksom, gornji izraz postaje

δωR
a
bµν = Dµδωω

a
bν −Dνδωω

a
bµ . (5.62)

Sada ćemo se uvjeriti da uzimanjem

δωω
a
bµ = Dµx

a
b , (5.63)

gdje je xab proizvoljno tenzorsko polje tipa (1, 1), postižemo ǐsčezavanje varijacije

(5.62)

δωR
a
bµν = Dµδωω

a
bν −Dνδωω

a
bµ = DµDνx

a
b −DνDµx

a
b

= [Dµ,Dν ]x
a
b

(4.49)
=

1

2
Rc

dµν︸ ︷︷ ︸
=0

S d
c x

a
b = 0

=⇒ δωR
a
bµν = 0 . (5.64)

Nadalje, moramo nametnuti ǐsčezavanje varijacije tenzora nemetričnosti za koju
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uz (4.41) i (5.63) imamo

δωQµab = −Dµ (xab + xba) . (5.65)

Vidimo da (5.65) ǐsčezava pod uvjetom da vrijedi antisimetrija

xab = −xba . (5.66)

Sada napokon možemo doći do potrebnih jednadžbi polja za metričku telepara-

lelnu gravitaciju. Iz ekstremizacije ukupne akcije uz (5.12), (5.13), (5.4) i (5.63)

dobivamo

W µ
a = Θ µ

a =⇒ W µν = Θµν , (5.67)∫
d4x

√
−gY bµ

a

(
∂µx

a
b + ωacµx

c
b − ωcbµx

a
c

)
= 0 . (5.68)

Preostaje nam izraz (5.68) pretvoriti u povoljniju formu. Korǐstenjem (3.8) i Gausso-

vog teorema te (5.66) dobivamo

∂µY
[ab]µ + Γ̊µνµY

[ab]ν − ωc[aµY
b]µ

c + ω[b
cµY

a]cµ (5.21)
= −W̃ ab = 0 . (5.69)

Još ćemo (5.69) prevesti u oblik sa svim grčkim indeksima. Krećemo od

∂µY
[ab]µ (4.13)

= ∂µ
(
Y [ρσ]µeaρe

b
σ

)
= eaρe

b
σ∂µY

[ρσ]µ + Y ρσµ
(
∂µe

[a
ρ

)
eb]σ + Y ρσµe[aρ

(
∂µe

b]
σ

)
.

(5.70)

Takoder, imamo

ωc[aµY
b]µ

c = −ω[a
cµY

|c|b]µ
µ . (5.71)

Korǐstenjem tetradnog postulata (4.30) te antisimetrizacijom a i b indeksa dobivamo

Y ρσµ
(
∂µe

[a
ρ

)
eb]σ + ω[a

cµY
|c|b]µ = ΓνρµY

ρσµe[aνe
b]
σ . (5.72)
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Analognim postupkom dolazimo i do

Y ρσµe[aρ
(
∂µe

b]
σ

)
+ ω[b

cµY
a]cµ = ΓνσµY

ρσµe[aρe
b]
ν . (5.73)

Uz Lµνρ = 0 imamo

Γ̊µνµ
(2.9)
= Γ̊µµν

(2.10)
= Γµµν −Kµ

µν︸︷︷︸
(2.13)
= 0

= Γµµν
(2.4)
= Γµνµ − T µµν . (5.74)

Sada korǐstenjem (5.14), (5.70), (5.71), (5.72), (5.73) i (5.74) za (5.69) dobivamo

eaµe
b
ν∇ρY

[µν]ρ − T ρρσY
[µν]σeaµe

b
ν = −W̃ ab = 0

(4.6)
=⇒ ∇ρY

[µν]ρ − T ρρσY
[µν]σ = −W̃ µν = 0 . (5.75)

Dakle, zaključujemo da (5.67) odreduje dinamiku tetrade (metrike), a (5.75)

odreduje dinamiku spinske (afine) koneksije.

5.5.2 MTEGR

Važan specijalni slučaj metričke teleparalelne gravitacije je metrički teleparalelni ek-

vivalent opće teorije relativnosti - MTEGR. Iz tog razloga promatramo izraz za Ricci-

jev skalar u OTR, uz Rµ
νρσ = 0 i Qµνρ = 0 te (2.13), (2.20) i (2.28) imamo

R̊ = KµνρKρνµ −Kµ
ρµK

ρν
ν − 2∇̊µK

µν
ν ,

što korǐstenjem (2.11) postaje

R̊ = −1

4
T ρµνTρµν −

1

2
T µνρTνµρ + T µTµ︸ ︷︷ ︸

(2.34)
= −T

−2∇̊µK
µν
ν =⇒ R̊ = −T − 2∇̊µK

µν
ν . (5.76)

Zamjenom R̊ s izrazom (5.76) u Einstein-Hilbertovoj akciji (3.30) imamo

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
(−T − 2Λ) + LM − 2∇̊µK

µν
ν

)
, (5.77)
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što uz korǐstenje (3.8) i Gaussovog teorema postaje

SEH =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
(−T − 2Λ) + LM

)
= SMTEGR . (5.78)

Odnosno postoji dinamička ekvivalentnost izmedu OTR i MTEGR.

5.6 Nova opća teorija relativnosti

Iz oblika akcija za GTEGR, STEGR i MTEGR odmah uočavamo da postoji jednosta-

van način konstruiranja akcija koje vǐse ne daju dinamiku ekvivalentnu s dinamikom

OTR. Povijesno [38, 39] prvo je uočeno da se modifikacijom akcije za MTEGR tako

da se umjesto izraza za skalar torzije (2.34) u akciji (5.78) uzme

T = c1T
ρµνTρµν + c2T

µνρTνµρ + c3T
µTµ (5.79)

dobiva dinamika koja vǐse nije ekvivalentna dinamici OTR. Naravno uz c1 = 1
4
, c2 = 1

2

i c3 = −1 u (5.79) se vraćamo na SMTEGR. Sam izraz nova opća teorija relativnosti

(engl. new general relativity) dolazi iz članka [39] zbog već navedene neekvivalent-

nosti s OTR. Na isti način ćemo nazivati i modifikacije dobivene iz akcija za GTEGR i

STEGR.

Ako u akciji za GTEGR (5.42) umjesto izraza za skalar G iz (5.40) uzmemo

G = c1D
µρνDρνµ + c2D

µ
ρµD

ρν
ν (5.80)

dobivamo neekvivalentnost s OTR. Ekvivalentnost naravno dobivamo ako u (5.80)

uzmemo c1 = −1 i c2 = 1.

Nadalje, ako u akciji za STEGR (5.61) umjesto izraza za skalar Q iz (5.59) uz-

memo

Q = c1QµνρQ
µνρ + c2QµνρQ

νµρ + c3QµQ
µ + c4QµQ̃

µ + c5Q̃µQ̃
µ (5.81)

dobivamo neekvivalentnost s OTR. Ekvivalentnost naravno dobivamo ako u (5.81)

uzmemo c1 = 1
4

i c2 = −1
2
, c3 = −1

4
, c4 = 1

2
i c5 = 0.

Za vǐse detalja o novo općoj teoriji relativnosti preporučuje se pogledati [16, 38–

41].
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6 MTEGR kao baždarna teorija

U ovom poglavlju ćemo iskonstruirati transformaciju koja nam dopušta da MTEGR

promatramo kao baždarnu teoriju baziranu na Liejevoj grupi translacija. Promotrit

ćemo svojstva i posljedice takve transformacije.

6.1 QED kao baždarna teorija

Za početak, promatramo QED (engl. quantum electrodynamics) kao baždarnu teoriju

baziranu na U(1) Liejevoj grupi. Dva su razloga tome, prvi je taj da nam je to dobra

prilika za uvjeriti se da je notacija iz Dodatka D u redu; dok je drugi razlog taj da je

baždarna struktura MTEGR slična baždarnoj strukturi QED. Eksperimentalno do sada

su samo mjereni električni naboji koji su cjelobrojni vǐsekratnici e
3
, gdje je e iznos

električnog naboja elektrona, taj naboj je po iznosu električni naboj down kvarka.

Dakle, postoji dobar razlog zašto smatramo da je električni naboj kvantiziran.

No jedini teorijski argument za kvantizaciju električnog naboja dolazi od P. A. M.

Diraca [42]. Taj argument govori da bi egzistencija barem jednog magnetskog mo-

nopola (odnosno egzistencija magnetskog naboja), bilo gdje u svemiru, implicirala

kvantizaciju električnog naboja. Diracov argument je jedini teorijski razlog zašto se

kao baždarna grupa za QED uzima U(1), a ne R1.

Generatori Liejeve algebre koja odgovara U(1) grupi su 2πin, gdje je n ∈ Z. Iz

toga zaključujemo da za elemente U(1) grupe imamo

U(x) = einϵ(x) , (6.1)

gdje smo 2π uključili u parametre transformacije ϵ(x), a n nam je cijeli broj koji je

jednak omjeru električnog naboja s kojim radimo i najmanjeg električnog naboja po

iznosu, odnosno e
3
. Takoder, primijetimo da generatori Liejeve algebre koja odgovara

U(1) baždarnoj grupi komutiraju, odnosno za strukturne konstante imamo

CA
BC = 0 . (6.2)
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Dakle, za transformaciju polja (D.1) korǐstenjem (6.1) imamo

ψ′(x) = einϵ(x)ψ(x) . (6.3)

Stoga, za infinitezimalnu transformaciju definiranu u (D.5) imamo

δϵψ(x) = inϵ(x)ψ(x) . (6.4)

Sada uvodimo baždarnu kovarijantnu derivaciju

Dµ = ∂µ + Aµ , (6.5)

za koju zahtijevamo da se transformira na način

δϵ (Dµψ(x)) = inϵ(x)Dµψ(x) . (6.6)

Iz (6.3) imamo

∂µψ
′(x) = einϵ(x) (∂µψ(x) + inψ(x)∂µϵ(x)) . (6.7)

Stoga, dobivamo

δϵ(Dµψ(x))
(6.5)
= inϵ(x) (∂µψ(x) + Aµψ(x)) + (in∂µϵ(x) + δϵAµ)ψ(x)

= inϵ(x)Dµψ(x) + (in∂µϵ(x) + δϵAµ)ψ(x)

te uočavamo da je (6.6) zadovoljeno ako vrijedi

δϵAµ = −in∂µϵ(x) . (6.8)

Uočavamo da se (6.8) slaže s (D.13) zbog (6.2). Takoder, rezultati se slažu sa

standardnim rezultatima iz udžbenika fizike elementarnih čestica [43].
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6.2 Baždarenje Liejeve grupe translacija

Sada možemo prezentirati konstrukciju koja sugerira da bismo u formalizmu MTEGR

gravitaciju, barem klasično, mogli promatrati kao baždarnu teoriju [41,44]. Ideja je

da pokušamo baždariti Liejevu grupu translacija, jer promatrajući translacijsku si-

metriju iz Noetherinog teorema dolazimo do sačuvanja tenzora energije i impulsa

(3.11), koji kovarijantizacijom poprima formu (3.12). Kako smo se već uvjerili u ten-

zoru energije i impulsa imamo informaciju o raspodjeli mase u prostorvremenu pa

stoga očekujemo da je taj tenzor izvor gravitacije. Stoga je početna ideja baždariti si-

metriju, odnosno učiniti parametre te simetrije lokalnima, koja je zaslužna za pojavu

tog tenzora.

Nadalje, u Dodatku D smo vidjeli da kod rada s baždarnim strukturama imamo

dvije relevantne vrste indeksa. Prvi su grčki, odnosno prostorvremenski, a drugi su

u tom dodatku veliki latinski, koje nazivamo internim indeksima. Drugim riječima,

proces baždarenja zahtijeva uvodenje tzv. internog prostora, koji je odreden parame-

trima promatrane baždarne simetrije. Kao što smo vidjeli u 6.1 za slučaj QED interni

prostor je induciran U(1) baždarnom simetrijom.

Sada se sama po sebi nameće potreba za korǐstenjem tetradnog formalizma. Na-

ime, kako smo u tom formalizmu takoder inducirali dvije vrste indeksa, grčke koji

su prostorvremenski te male latinske koji odgovaraju tangentnom prostoru, to ćemo

pokušati uklopiti u narativ baždarnih teorija. Male latinske indekse ćemo tretirati

na jednak način kao velike latinske iz Dodatka D, odnosno tangentni prostor ćemo

tretirati kao interni prostor i u njemu ćemo provesti proces baždarenja Liejeve grupe

translacija.

Napomenimo još da se u [41,45,46] mogu pronaći rasprave o tome kako postaviti

MTEGR u okvire modernog formalizma baždarnih teorija, no ovdje nećemo ulaziti u

to.

Kao i u Dodatku D krećemo od infinitezimalne lokalne transformacije, a ovdje

specijalno promatramo

x′a = xa + ϵa(xµ) , (6.9)

gdje su ϵa(xµ) infinitezimalni parametri lokalne translacijske transformacije. Takoder,

moramo napomenuti da sva polja koja promatramo ovise i prostorvremenskim i o
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internim koordinatama, odnosno vrijedi

ψ = ψ(xa, xµ) , (6.10)

no kao i u Dodatku D ćemo to označavati jednostavno s

ψ(xa, xµ) = ψ(x) . (6.11)

U Dodatku C smo rekli da su generatori Liejeve algebre koja odgovara grupi tran-

slacija dani s

Ta = ∂a . (6.12)

Generatori dani sa (6.12) očito komutiraju, odnosno strukturne konstante ǐsčezavaju

Ca
bc = 0 . (6.13)

Korǐstenjem (6.12) te (D.1) i (D.2) dolazimo do

ψ′(x) = eϵ
a(xµ)∂aψ(x) . (6.14)

Iz (6.14) za transformaciju definiranu u (D.5) imamo

δϵψ(x) = ϵa(xµ)∂aψ(x) . (6.15)

Takoder, primijetimo da iz (6.9) slijedi

δϵx
a = ϵa(xµ) ,

δϵ (∂µx
a) = ∂µϵ

a(xµ) .
(6.16)

Nadalje za infinitezimalnu transformaciju parcijalne derivacije polja imamo

δϵ (∂µψ(x)) = ϵa(xµ)∂a∂µψ(x) + (∂µϵ
a(xµ)) ∂aψ(x) . (6.17)

Dakle, iz (6.17) vidimo da se parcijalna derivacija ne transformira na jednak način

kao polje pri δϵ transformaciji. Stoga, kao i u svakom procesu baždarenja uvodimo
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baždarnu kovarijantnu derivaciju, koju označavamo s Hµ

Hµ = ∂µ +Bµ , (6.18)

gdje je Bµ nekakav baždarni potencijal, kojeg ćemo razviti po generatorima Liejeve

algebre koja odgovara grupi translacija

Bµ = Ba
µ∂a . (6.19)

Sada ćemo se uvjeriti da se koeficijenti Ba
µ iz (6.19) moraju transformirati na način

δϵB
a
µ = −∂µϵa(xµ) , (6.20)

da bi se uvedena baždarna kovarijantna derivacija transformirala kako očekujemo.

Dakle, računamo

δϵ(Hµψ(x))
(6.18),(6.19)

= δϵ(∂µψ(x)) + δϵ(B
a
µ∂aψ(x))

(6.19)
= δϵ(∂µψ(x)) + (δϵB

a
µ)∂aψ(x) +Bµδϵψ(x) ,

što uz korǐstenje (6.15), (6.17), (6.19) i (6.20) postaje

δϵ(Hµψ(x)) = ϵa(xµ)∂a∂µψ(x) + ϵa(xµ)Bb
µ ∂b∂aψ(x)︸ ︷︷ ︸

=∂a∂bψ(x)

= ϵa(xµ)∂a
(
∂µψ(x) +Bb

µ∂bψ(x)
) (6.18)

= ϵa(xµ)∂a(Hµψ(x))

=⇒ δϵ(Hµψ(x)) = ϵa(xµ)∂a(Hµψ(x)) . (6.21)

Primijetimo da smo koristili da parcijalne derivacije s latinskim indeksom djeluju

samo na polja ψ(x) jer samo ona eksplicitno ovise o koordinatama s latinskim in-

deksima. Dakle, iz (6.21) vidimo da se zbog (6.20) Hµψ(x) transformira na željeni

način, odnosno kao i samo polje ψ(x) pri infinitezimalnoj transformaciji δϵ.

Sada slijedi jedan jako bitan korak. Naime, kako smo pokazali da Hµψ(x) ima

željena transformacijska svojstva u odnosu na δϵ transformaciju, stoga u ovom kon-

tekstu ta veličina ima tenzorska svojstva te ćemo stoga iskoristiti (4.13) i napisati
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Hµψ(x) kao

Hµψ(x) = Ha
µ∂aψ(x) , (6.22)

gdje je Ha
µ tetrada. Zbog (6.18) za Ha

µ imamo

Ha
µ = haµ +Ba

µ , (6.23)

gdje je haµ trivijalna tetrada, odnosno vrijedi

haµ = δaµ .

No kako smo se uvjerili u potpoglavlju 4.5 tetrada

haµ = ∂µx
a

ima jednaka svojstva kao i haµ = δaµ, odnosno obje tetrade ne proizvode neinercijalne

efekte. Mi ćemo dalje koristiti haµ = ∂µx
a jer nam je s njom lakše raditi potrebne

račune. Dakle, imamo

Hµψ(x) = Ha
µ∂aψ(x) =

(
haµ +Ba

µ

)
∂aψ(x) =

(
∂µx

a +Ba
µ

)
ψ(x) . (6.24)

Vidimo da je tetrada Ha
µ zbog člana Ba

µ netrivijalna. Takoder, sada ćemo se uvjeriti

da je Ha
µ invarijantna na δϵ transformaciju

δϵH
a
µ

(6.24)
= δϵ(∂µx

a) + δϵB
a
µ

(6.16),(6.20)
= ∂µϵ

a(xµ)− ∂µϵ
a(xµ) = 0

=⇒ δϵH
a
µ = 0 . (6.25)

Nadalje, zanima nas što se dogada pri lokalnim Lorentzovim transformacijama.

Za veličine dobivene nakon lokalne Lorentzove transformacije ćemo ovdje koristiti

notaciju ′, odnosno dosadašnju notaciju koju smo koristili za lokalne translacije ćemo
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koristiti za lokalne Lorentzove transformacije. Krećemo od

x′a = Λab(x
µ)xb =⇒ xa = Λ a

b (xµ)x′b ,

ψ′(x) = U(Λ)ψ(x) =⇒ ψ(x) = U−1(Λ)ψ′(x) ,

B′a
µ = Λab(x

µ)Bb
µ =⇒ Ba

µ = Λ a
b (xµ)B′b

µ .

(6.26)

Sada korǐstenjem (6.26), (4.17) i (4.54) dobivamo

H ′a
µ = Λab(x

µ)Hb
µ = ∂µx

′a +
.
ωabµx

′b +B′a
µ ,

što korǐstenjem (4.58) postaje

H ′a
µ =

.
Dµx

′a +B′a
µ . (6.27)

Nadalje, zahtijevamo da i H ′a
µ ostane invarijantan na δϵ transformaciju, iz čega

imamo

0
!
= δϵH

′a
µ = δϵ

( .
Dµx

′a
)
+ δϵB

′a
µ

(4.58),(6.16)
=

.
Dµϵ

a(xµ) + δϵB
′a
µ

=⇒ δϵB
′a
µ = −

.
Dµϵ

a(xµ) . (6.28)

Izraz (6.28) je upravo ono što i očekujemo da ćemo dobiti iz (6.20) nakon lokalne

Lorentzove transformacije.

Sada ćemo izračunati čemu je jednak tenzor torzije (4.38) za tetradu Ha
µ, od-

nosno za H ′a
µ. Krećemo od tenzora torzije za Ha

µ, u tom slučaju koeficijenti spinske

koneksije, kako smo rekli, ǐsčezavaju pa imamo

T aµν = ∂µH
a
ν − ∂νH

a
µ

(6.24)
= ∂µ∂νx

a + ∂µB
a
ν − ∂ν∂µx

a︸ ︷︷ ︸
=∂µ∂νxa

−∂νBa
µ

=⇒ T aµν = ∂µB
a
ν − ∂νB

a
µ . (6.29)

Nadalje, iz (4.49) i Ra
bµν = 0 imamo

[
.
Dµ,

.
Dν ]x

′a = 0 . (6.30)
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Stoga, za tenzor torzije vezan uz tetradu H ′a
µ korǐstenjem (6.27) i (6.30) dobivamo

T ′a
µν = ∂µH

′a
ν − ∂νH

′a
µ +

.
ωabµH

′b
ν −

.
ωabνH

′b
µ

= ∂µB
′a
ν − ∂νB

′a
µ +

.
ωabµB

′b
ν −

.
ωabνB

′b
µ

=⇒ T ′a
µν = ∂µB

′a
ν − ∂νB

′a
µ +

.
ωabµB

′b
ν −

.
ωabνB

′b
µ . (6.31)

Iz (6.29) i (6.31) zaključujemo da je u oba slučaja tenzor torzije u potpunosti odreden

koeficijentima baždarnog potencijala Bµ iz razvoja danog s (6.19).

Sljedeće što računamo su komutatori kovarijantnih derivacija Hµ, odnosno H ′
µ.

Pri tim računima koristimo Schwarzov teorem i za članove oblika ∂a∂µψ(x), odnosno

vrijedi

∂a∂µψ(x) = ∂µ∂aψ(x) . (6.32)

Dakle, imamo

[Hµ, Hν ]ψ(x)
(6.24),(6.32)

=
(
∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ

)
∂aψ(x)

(6.29)
= T aµν∂aψ(x)

=⇒ [Hµ, Hν ] = T aµν∂a . (6.33)

Primijetimo da se pri lokalnim Lorentzovim transformacijama generatori Liejeve al-

gebre koja odgovara grupi translacija takoder transformiraju, odnosno imamo

∂′a = Λ b
a (x

µ)∂b =⇒ ∂a = Λba(x
µ)∂′b . (6.34)

Trivijalno uočavamo da ovi generatori dani s (6.34) i dalje komutiraju, odnosno da

vrijedi

C ′a
bc = 0 . (6.35)

Analognim računom uz korǐstenje (6.27), (6.32), (6.31) i (6.34) dolazimo do

[H ′
µ, H

′
ν ] = T ′a

µν∂
′
a . (6.36)
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Možemo definirati tenzor snage polja u MTEGR na način

FMTEGR
µν = T aµν∂a . (6.37)

Iz (6.37) je očito da je zbog položaja latinskih indeksa ovako definiran tenzor snage

polja invarijantan na Lorentzove transformacije, odnosno vrijedi

FMTEGR
µν = T aµν∂a = T ′a

µν∂
′
a = F ′MTEGR

µν . (6.38)

Korǐstenjem (D.22) imamo

δϵT
a
µν = ϵb(xµ)Ca

bcT
c
µν

(6.13)
= 0 =⇒ δϵT

a
µν = 0 (6.39)

te

δϵT
′a
µν = ϵb(xµ)C ′a

bcT
′c
µν

(6.35)
= 0 =⇒ δϵT

′a
µν = 0 . (6.40)

Iz (6.33) i (6.36) te (6.37) i (6.38) zaključujemo da je snaga polja u MTEGR u

potpunosti odredena tenzorom torzije, koji je kako smo se uvjerili u (6.29) i (6.31)

u potpunosti odreden baždarnim potencijalom Bµ. Iz ovoga razloga sada radimo

jednu snažnu pretpostavku, koju ćemo potkrijepiti u sljedećem poglavlju korǐstenjem

Newtonovog limesa, a to je da se sve informacije o gravitacijskim efektima nalaze

upravo u baždarnom potencijalu Bµ. Zbog toga baždarni potencijal Bµ nazivamo

gravitacijskim vektorskim (jer nosi jedan grčki indeks) potencijalom.

Takoder, iz (6.39) i (6.40) zaključujemo da je tenzor torzije u ovom kontekstu

invarijantan na δϵ transformacije. Iz toga razloga možemo kao i u svim ostalim poz-

natim baždarnim teorijama konstruirati lagranžijan od članova koji su kvadratični u

tenzoru snage polja, odnosno u koeficijentima koji dolaze od raspisa tenzora snage

polja po generatorima pripadne baždarne algebre. Ovdje su nam ti koeficijenti kako

smo vidjeli dani tenzorom torzije T aµν . Korǐstenjem (4.13) tenzor torzije možemo

pretvoriti u oblik sa svim grčkim indeksima i time dolazimo do zaključka da smo kroz

ovdje predstavljenu metodu baždarenja u MTEGR uspjeli doći do oblika lagranžijana

(5.79), gdje već spomenutim izborom koeficijenata c1, c2 i c3 dobivamo dinamiku

ekvivalentnu s OTR. Drugim riječima, MTEGR promatran isključivo kao baždarna te-
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orija bazirana na Liejevoj grupi translacija, neovisno o rezultatima koje smo dobili

ranije, opet može reproducirati dinamiku OTR ili poopćavanjem dinamiku nove opće

teorije relativnosti.

Nadalje, korǐstenjem tetradnog postulata (4.30) za afinu koneksiju koja odgovara

tetradi Ha
µ dobivamo

Γρνµ = H ρ
a ∂µH

a
ν . (6.41)

Dok za afinu koneksiju koja odgovara tetradi H ′a
µ dobivamo

Γ′ρ
νµ = H ′ ρ

a

.
DµH

′a
ν . (6.42)

Afina koneksija (6.41), odnosno (6.42) u literaturi [41] je poznata kao Weitzenböckova

koneksija. Zbog toga neki autori [39] metričku teleparalelnu geometriju nazivaju

Weitzenböckovom geometrijom.

Ono što smo ovdje pokazali je sljedeće, naime gravitacijske efekte postižemo za-

mjenom trivijalne tetrade haµ netrivijalnom Ha
µ ili H ′a

µ. To je ekvivalentno zamjeni

Minkowski metrike ηµν s nekom novom gµν , to je upravo ono što radimo i u OTR, ali

smo ovdje to postigli na potpuno drugačiji način te smo uspjeli gravitaciju uklopiti u

formalizam ostalih poznatih baždarnih teorija uvodenjem gravitacijskog vektorskog

potencijala Bµ.

Sada smo u prilici iskonstruirati princip minimalnog vezanja za MTEGR. Kao što

smo već rekli u potpoglavlju 4.5 i u geometriji Minkowskog i u Riemannovoj geome-

triji dekompozicija koeficijenata spinske koneksije (4.36) se svodi na

ωabµ = ω̊abµ ,

što znači da općenito ne možemo razlikovati neinercijalne od gravitacijskih efekata.

No u MTEGR situacija je drugačija jer imamo

.
ωabµ = ω̊abµ +K ′a

bµ =⇒ ω̊abµ =
.
ωabµ −K ′a

bµ , (6.43)

a kako je K ′a
bµ zbog (2.11) sastavljen od tenzora torzije T ′a

bµ koji u ovom kontek-

stu daje snagu gravitacijskog polja, iz toga razloga (6.43) ima egzaktno razdvojene
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neinercijalne i gravitacijske efekte. Drugim riječima, neinercijalni efekti se nalaze u
.
ωabµ, a gravitacijski u K ′a

bµ. Takoder, iz (6.43) se elegantno može ǐsčitati jedna od

glavnih pretpostavki pri formuliranju OTR, odnosno mogućnost kompenzacije gravi-

tacijskih efekata neinercijalnim, jer u tom slučaju vrijedi ω̊abµ = 0, što implicira

.
ωabµ = K ′a

bµ .

Stoga, princip minimalnog vezanja u MTEGR dobivamo na sljedeći način. Ako

promatramo OTR u tetradnom formalizmu, tada koristimo spinsku kovarijantnu de-

rivaciju

D̊µ = ∂µ +
1

2
ω̊abµS

ab ,

a kako smo se uvjerili da je MTEGR dinamički ekvivalentan s OTR, to znači da je zbog

(6.43) princip minimalnog vezanja u MTEGR, prema sličnoj notaciji kao u [41], dan

na način
ηµν → gµν ⇔ haµ → H ′a

µ ,

∂µ →
..
Dµ = ∂µ +

1

2

( .
ωabµ −K ′

abµ

)
Sab .

(6.44)

Uskoro ćemo (6.44) primijeniti na tri najkorǐstenija polja u fizici, ona spina 0, 1
2

i 1.

6.3 Newtonov limes

Sada ćemo pokušati konstruirati Newtonov limes, sličnim postupkom kao u 3.1.1 te

ćemo vidjeti možemo li ikako povezati gravitacijski vektorski potencijal Bµ s gravita-

cijskim potencijalom ϕ iz (3.9).

Za početak, kako smo se već uvjerili MTEGR daje dinamiku ekvivalentnu dinamici

OTR. Stoga, čestice i dalje prate geodetske putanje (3.6), a ne autoparalelne putanje

(2.24). Ova činjenica je i eksplicitno pokazana u [41].

Geodetska jednadžba (3.6) uz dekompoziciju (2.10) u MTEGR daje

0 =
d2xµ

dτ 2
+ Γ̊µαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
=
d2xµ

dτ 2
+
(
Γµαβ −Kµ

αβ

) dxα
dτ

dxβ

dτ
. (6.45)
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Član uz Kµ
αβ možemo pretvoriti u

Kµ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ

(2.11)
=

1

2

(
T µ
α β + T µ

β α − T µαβ
) dxα
dτ

dxβ

dτ

=
1

2
T µ
α β

dxα

dτ

dxβ

dτ
+

1

2
T µ
β α

dxα

dτ

dxβ

dτ︸ ︷︷ ︸
=T µ

α β
dxα

dτ
dxβ

dτ

−1

2
T µαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ︸ ︷︷ ︸
=0

,

gdje je zadnji član jednak nuli zbog antisimetrije tenzora torzije (2.6) te simetrije
dxα

dτ
dxβ

dτ
u indeksima α i β. Stoga, imamo

Kµ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= T µ

α β

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (6.46)

Ovime za (6.45) dobivamo

d2xµ

dτ 2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= T µ

α β

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (6.47)

Newtonov limes provodimo pod sljedećim pretpostavkama:

1. Čestice se gibaju nerelativističkim brzinama: dxi

dτ
≪ dx0

dτ
, i = 1, 2, 3 .

2. Gravitacijsko polje je stacionarno i slabo: ∂0Ba
µ ,
∣∣Ba

µ

∣∣≪ 1 .

Napomenimo da slično kao i u konstrukciji Newtonovog limesa u 3.1.1 zahtijevamo

linearnost u Ba
µ i pripadnim derivacijama od Ba

µ te stoga sve nelinearne članove

zanemarujemo.

Korǐstenjem 1. pretpostavke (6.47) postaje

d2xµ

dτ 2
+ Γµ00

dx0

dτ

dx0

dτ
= T µ

0 0

dx0

dτ

dx0

dτ
. (6.48)

Tetrada koju koristimo je dana u (6.24) te ćemo uzeti (4.51) radi što jednostav-

nijeg računa. Dakle, imamo

Ha
µ = δaµ +Ba

µ , (6.49)

primijetimo da zbog 2. pretpostavke Ba
µ igra ulogu malene perturbacije u izrazu
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(6.49). Tetrada (6.49) daje afinu koneksiju (6.41), što uz zahtjev linearnosti daje

Γµαβ = ∂βB
µ
α . (6.50)

Iz (6.50) uz 2. pretpostavku te zahtjev linearnosti dobivamo

Γµ00 = 0 . (6.51)

Nadalje, iz (6.29) imamo

T aµν = ηabgρµT
ρ
b ν = ∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ

/
ηacg

µσ

(2.2)
=⇒ δbcδ

σ
ρT

ρ
b ν = T σ

c ν = ηacg
µσ
(
∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ

)/
Hc

α

(4.13)
=⇒ T σ

α ν = Hc
αηacg

µσ
(
∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ

)
= Hc

αg
µσ (∂µBcν − ∂νBcµ)

≈ δcαg
µσ (∂µBcν − ∂νBcµ) = gµσ (∂µBαν − ∂νBαµ)

≈ ηµσ (∂µBαν − ∂νBαµ) = ∂σBαν − ηµσ∂νBαµ

=⇒ T σ
α ν = ∂σBαν − ηµσ∂νBαµ . (6.52)

Iz (6.52) uz 2. pretpostavku i zahtjev linearnosti dobivamo

T µ
0 0 = ∂µB00 . (6.53)

Sada za (6.48) uz (6.51) i (6.53) dobivamo

d2xµ

dτ 2
= ∂µB00

(
dx0

dτ

)2

. (6.54)

Uz 2. pretpostavku (6.54) daje

d2x0

dτ 2
≡ ẍ0 = 0 =⇒ ẋ0 = konst. ≡ 1 . (6.55)

U (6.55) smo bez smanjenja općenitosti za konstantu uzeli da je jednaka 1. Za pros-

torne indekse iz (6.54) i (6.55) dobivamo

d2xi

dτ 2
= ∂iB00 , (6.56)
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ako uzmemo B00 = −ϕ, gdje je ϕ gravitacijski potencijal iz (3.9), onda (6.56)

pomnožen s masom daje

m
d2xi

dτ 2︸ ︷︷ ︸
=F⃗

= −m ∂iϕ︸︷︷︸
≈ηij∂jϕ=∂iϕ

jer je ηij=diag(1,1,1)

≈ −m ∂iϕ︸︷︷︸
=∇⃗ϕ

= −m∇⃗ϕ

=⇒ F⃗ = −m∇⃗ϕ . (6.57)

Dakle, zaključujemo da smo uspjeli iskonstruirati Newtonov limes te smo uz pret-

postavku da vrijedi B00 = −ϕ uspjeli doći do poznatog izraza za gravitacijsku silu

(6.57). Drugim riječima, dali smo jaku potvrdu da je pretpostavka iz potpoglavlja

6.2 točna, odnosno da se u gravitacijskom vektorskom potencijalu Bµ stvarno nalaze

informacije o gravitaciji u formalizmu MTEGR kao baždarne teorije.

6.4 Minimalno vezanje

Sada ćemo primijeniti princip minimalnog vezanja (6.44) na redom polja spina 0, 1
2

i

1 te ćemo vidjeti koje su njegove posljedice.

6.4.1 Klein-Gordonovo (skalarno) polje spina 0

Akcija za polje ψ spina 0 uz Minkowski metriku u Kartezijevim koordinatama glasi

[47]

SKG =

∫
d4x

1

2

(
ηµν(∂µψ(x))(∂νψ(x))−m2ψ2(x)

)
. (6.58)

Principom minimalnog vezanja (6.44) iz (6.58) dobivamo

SKG =

∫
d4x

H ′

2

(
gµν(

..
Dµψ(x))(

..
Dνψ(x))−m2ψ2(x)

)
, (6.59)

gdje je H ′ determinanta tetrade H ′a
µ koja je dana sa (6.27).

Primijetimo da se spinska kovarijantna derivacija iz (6.59) svodi na parcijalnu jer

djeluje na polje spina 0 (pogledati Dodatak C), odnosno imamo

SKG =

∫
d4x

H ′

2

(
gµν(∂µψ(x))(∂νψ(x))−m2ψ2(x)

)
. (6.60)
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Sada računamo jednadžbe gibanja, odnosno Euler-Lagrangeove jednadžbe iz (6.60)

∂LKG
∂ψ

− ∂ρ

(
∂LKG

∂(∂ρψ(x))

)
= 0 =⇒ m2ψ(x) +

1

H ′ (∂ρH
′) (gρµ∂µψ(x))︸ ︷︷ ︸

=∂ρψ(x)

+∂ρ(g
ρµ∂µψ(x)︸ ︷︷ ︸
=∂ρψ(x)

) = 0 .

Za ∂ρH ′ imamo

∂ρH
′ (4.8)
= ∂ρ

√
−g = −1

2

∂ρg√
−g

(A.2),(3.7)
=

√
−gΓ̊αρα

(4.8)
= H ′Γ̊αρα ,

korǐstenjem dekompozicije (2.10) uz Lµνρ = 0 dobivamo

∂ρH
′ = H ′ (Γ′α

ρα −K ′α
ρα

)
. (6.61)

Stoga, za Euler-Lagrangeove jednadžbe dobivamo

(
∂ρ + Γ′α

ρα −K ′α
ρα

)
∂ρψ(x) +m2ψ(x) = 0 . (6.62)

Primijetimo da K ′α
ρα možemo koristeći (2.11) napisati kao

K ′α
ρα = T ′α

αρ

pa (6.62) postaje

(
∂ρ + Γ′α

ρα − T ′α
αρ

)
∂ρψ(x) +m2ψ(x) = 0 . (6.63)

Iz (6.63) zaključujemo da se ∂ρψ(x) veže na tenzor torzije u MTEGR.

Još ćemo se radi potpunosti uvjeriti da je Klein-Gordonova jednadžba (6.63) ek-

vivalentna s Klein-Gordonovom jednadžbom u OTR. Ako u (6.62) opet iskoristimo

dekompoziciju (2.10) uz Lµνρ = 0 te (2.9) dobivamo

(
∂ρ + Γ̊ααρ

)
∂ρψ(x) +m2ψ(x) = 0 .

Primijetimo da ∂ρψ(x) možemo zamijeniti s ∇̊ρψ(x) jer je ψ(x) skalarno polje te uz

(2.3) time dobivamo

∇̊ρ∇̊ρψ(x) +m2ψ(x) = 0 , (6.64)
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što je upravo Klein-Gordonova jednadžba u OTR jer princip minimalnog vezanja u

OTR nalaže zamjenu parcijalne derivacije ∂µ kovarijantnom oblika ∇̊µ.

6.4.2 Diracovo (fermionsko) polje spina 1
2

Akcija za Diracovo polje spina 1
2

dana je s (4.86), za trivijalnu tetradu ona glasi

SD =

∫
d4x

(
i

2

(
ψ̄(x)γah µ

a Dµψ(x)− (Dµψ̄(x))γ
ah µ

a ψ(x)
)
−mψ̄(x)ψ(x)

)
. (6.65)

Principom minimalnog vezanja (6.44) akcija (6.65) postaje

SD =

∫
d4xH ′

(
i

2

(
ψ̄(x)γaH ′ µ

a

..
Dµψ(x)− (

..
Dµψ̄(x))γ

aH ′ µ
a ψ(x)

)
−mψ̄(x)ψ(x)

)
.

(6.66)

Sada korǐstenjem (4.23) i (4.82) iz (6.66) dobivamo Diracovu jednadžbu za ψ(x)

∂LD
∂ψ̄(x)

−
..
Dρ

(
∂LD

∂(
..
Dρψ̄(x))

)
= 0 =⇒ iγµ(x)

..
Dµψ(x)−mψ(x) = 0

(6.44)
=⇒

(
iγµ(x)

(
∂µ +

1

2

( .
ωabµ −K ′

abµ

)
Sab
)
−m

)
ψ(x) = 0 , (6.67)

gdje je Sab dan u Dodatku C. Analognim postupkom dolazimo do Diracove jednadžbe

za ψ̄(x). U (6.67) primjećujemo da postoji vezanje izmedu tenzora torzije (preko

K ′
abµ) i ψ(x).

Takoder, primijetimo da korǐstenjem dekompozicije (4.37) uz Lµνρ = 0 za (6.67)

dobivamo

iγµ(x)D̊µψ(x)−mψ(x) = 0 , (6.68)

što je naravno Diracova jednadžba za ψ(x) u OTR u tetradnom formalizmu.

Jednadžbu (6.67) ćemo napisati u još jednom obliku korǐstenjem ireducibilne

dekompozicije tenzora torzije [41]

T ′
abc =

2

3
(t′abc − t′acb) +

1

3
(ηabv

′
c − ηacv

′
b) + ϵabcda

′d , (6.69)

gdje je ϵabcd totalno antisimetrični Levi-Civitin simbol. Dok je t′abc je tenzorski dio,

v′a je vektorski dio te je a′c aksijalni dio tenzora torzije. Imena ovih veličina dolaze

81



od njihovih ponašanja na paritetne transformacije (P ) te transformacije vremenskog

obrata (T ). Primijetimo da tenzorski dio tenzora torzije posjeduje simetriju

t′abc = t′bac . (6.70)

Stoga, korǐstenjem (2.11), (4.13) i (6.69) dobivamo

K ′
abµ = H ′c

µK
′
abc

=⇒ K ′
abµ = H ′c

µ

(
2

3
(t′cab − t′cba) +

1

3
(ηacv

′
b − ηbcv

′
a) +

1

2
(ϵbacd + ϵcabd − ϵabcd)a

′d
)
.

(6.71)

Sada se fokusiramo na član

− i

2
γµ(x)K ′

abµS
ab (4.13),(4.23)

= − i

2
γcK ′

abcS
ab

koji korǐstenjem (6.69) te totalne antisimetrije Levi-Civitinog simbola, simetrije (6.70)

i simetrije metričkog tenzora (2.1) postaje jednak

− i

2
γµ(x)K ′

abµS
ab = −i

(
2

3
t′cabγ

cSab +
1

3
ηacv

′bγcSab − 1

4
ϵabcda

′dγcSab
)
. (6.72)

Nadalje, korǐstenjem relacije [48]

γcSab =
1

4
γc[γa, γb] =

1

2

(
ηacγb − ηcbγa − iϵdcabγ5γd

)
, (6.73)

gdje je γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5, uz totalnu antisimetriju Levi-Civitinog simbola, simetriju

(6.70) te simetriju metričkog tenzora (2.1) dobivamo

− i

2
γµ(x)K ′

abµS
ab = −i

(
1

3
(t′cba − t′cab)η

bcγa +
1

2
v′aγ

a +
i

8
ϵabcd ϵ

ecab︸︷︷︸
=−ϵabce

a′dγ5γe︸ ︷︷ ︸
=−3!δeda

′dγ5γe=−6a′aγ
5γa

)
. (6.74)
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Primijetimo da iz (6.69) imamo

v′a = T ′b
ba , (6.75)

a′a =
1

6
ϵabcdT ′

bcd , (6.76)

t′abc =
1

2
(T ′

abc + T ′
bac) +

1

6
(ηacv

′
b + ηbcv

′
a)−

1

3
ηabv

′
c . (6.77)

Sada se možemo fokusirati na prvi član s desne strane u (6.74)

(t′cba − t′cab)η
bcγa

(6.77)
= ηbcγa

(
1

2
(T ′

cba + T ′
bca − T ′

cab − T ′
acb) +

1

6
(ηacv

′
b − ηbcv

′
a)−

−1

3
(ηcbv

′
a − ηcav

′
b)

)
,

što korǐstenjem (2.1), (2.2), (2.6) i (6.75) rezultira s

(t′cba − t′cab)η
bcγa = 0 . (6.78)

Stoga, korǐstenjem (6.78) izraz (6.74) postaje

− i

2
γµ(x)K ′

abµS
ab = −i

(
1

2
v′aγ

a − 3i

4
a′aγ

5γa
)
. (6.79)

Nadalje, poznato nam je da γ5 antikomutira sa svim ostalim gama matricama, od-

nosno vrijedi

{γ5, γa} = 0 . (6.80)

Korǐstenjem (6.80) izraz (6.79) postaje

− i

2
γµ(x)K ′

abµS
ab = −i

(
1

2
v′aγ

a +
3i

4
a′aγ

aγ5
)
. (6.81)

Napokon, korǐstenjem (4.13), (4.23) i (6.81) Diracova jednadžba za ψ(x) (6.67)

postaje

(
iγµ(x)

(
∂µ +

1

2
.
ωabµS

ab − 1

2
v′µ −

3i

4
a′µγ

5

)
−m

)
ψ(x) = 0 . (6.82)

Iz (6.82) uočavamo da se tenzorski dio tenzora torzije ne veže na polje spina 1
2
.
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6.4.3 Elektromagnetsko (vektorsko) polje spina 1

Sada ćemo primijeniti princip minimalnog vezanja (6.44) na elektromagnetsko polje

spina 1 u vakuumu. Poznato nam je da cijeli elektromagnetizam, kao U(1) baždarnu

teoriju, gradimo na elektromagnetskom vektorskom potencijalu Aµ [41]. Tenzor

snage elektromagnetskog polja Fµν uz metriku Minkowskog u Kartezijevim koordi-

natama dan je s

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (6.83)

te zadovoljava tzv. Bianchijev identitet

∂µFνρ + ∂ρFµν + ∂νFρµ = 0 . (6.84)

Akcija koja odgovara (6.83) glasi

SEM = −1

4

∫
d4xFµνF

µν (6.85)

te iz (6.85) dolazimo do jednadžbi gibanja

∂LEM
∂Aσ

− ∂ρ

(
∂LEM
∂(∂ρAσ)

)
= 0 =⇒ ∂µF

µν = 0 . (6.86)

Jednadžbe (6.84) i (6.86), čine Maxwellove vakuumske jednadžbe uz metriku

Minkowskog u Kartezijevim koordinatama.

Sada ćemo primijeniti princip minimalnog vezanja (6.44), no na elektromagnet-

skom vektorskom potencijalu ćemo ostaviti grčki indeks, stoga je jedina razlika u

odnosu na (6.44) ta da radimo zamjenu

∂µAν →
..
∇µAν = ∂µAν −

(
Γ′ρ

νµ −K ′ρ
νµ

)
Aρ . (6.87)

Korǐstenjem principa minimalnog vezanja u MTEGR za (6.83) dobivamo

Fµν =
..
∇µAν −

..
∇νAµ ,
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što uz korǐstenje dekompozicije (2.10) uz Lµνρ = 0 i simetrije (2.9) postaje

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ .

Dakle, zaključujemo da izraz (6.83) ostaje nepromijenjen pri minimalnoj supstituciji

(6.44). Posljedično i identitet (6.84) ostaje nepromijenjen.

Nadalje, nakon minimalne supstitucije akcija (6.85) postaje jednaka

SEM = −1

4

∫
d4xH ′FµνF

µν (6.83)
= −1

2

∫
d4xH ′(∂µAν)F

µν . (6.88)

Iz (6.88) dobivamo jednadžbe gibanja

∂LEM
∂Aσ

− ∂ρ

(
∂LEM
∂(∂ρAσ)

)
= 0 =⇒ ∂µ(H

′F µν) = 0 . (6.89)

Izraz (6.89) možemo zapisati i kao

0 = ∂µ(H
′F µν) = (∂µH

′)F µν +H ′∂µF
µν (2.9),(2.10),(6.61)

= H ′
(
∂µF

µν + Γ̊ρρµF
µν
)

=⇒ ∂µF
µν + Γ̊ρρµF

µν = 0 . (6.90)

S druge strane računamo

..
∇µF

µν (2.10)
= ∇̊µF

µν (2.3),(2.9)
= ∂µF

µν + Γ̊µµρF
ρν + Γ̊νµρF

µρ︸ ︷︷ ︸
=0

,

gdje je zadnji član s desne strane jednak nuli jer je Christoffelov simbol prema (2.9)

simetričan u donjim indeksima, a F µρ je prema (6.83) očito antisimetričan. Stoga,

imamo

∇̊µF
µν = ∂µF

µν + Γ̊µµρF
ρν (6.90)

= 0 =⇒ ∇̊µF
µν = 0 . (6.91)

Dakle, zaključujemo da zbog očuvanja forme izraza (6.84) te zbog (6.91), što je

upravo (6.86) u formalizmu OTR, elektromagnetsko polje u MTEGR i dalje zadovo-

ljava U(1) simetriju te zadovoljava jednake relacije kao u OTR, a oba ta rezultata su

očekivana zbog već ranije opisane dinamičke ekvivalentnosti izmedu MTEGR i OTR.
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7 Modificirane teorije gravitacije

Iako je OTR, a time kako smo se dosad uvjerili i GTEGR, STEGR te MTEGR, kao for-

malizam za opis gravitacije jedna od eksperimentalno najpotvrdenijih teorija i dalje

postoji teorijska i eksperimentalna potreba za proučavanjem tzv. modificiranih teorija

gravitacije. Danas su tamna energija i tamna materija vjerojatno najveće motivacije

za izučavanje modificiranih teorija gravitacije, takoder tu je i problem kvantizacije

gravitacije. Za detaljnije eksperimentalne motive za proučavanje modificiranih te-

orija gravitacije preporučuje se pogledati [45,49].

Mi ćemo ovdje promatrati f(R̊), f(G), f(Q) i f(T ) modificirane teorije gravita-

cije, odnosno promatrat ćemo teorije koje u svojoj akciji umjesto skalara R̊, G, T ili Q

imaju neku glatku funkciju od nekog od tih skalara. Takve teorije su očito poopćenja

redom OTR, GTEGR, STEGR i MTEGR te ih razvijamo u jednakim pripadnim geome-

trijama. Ovdje ćemo još jednom radi preglednosti napisati eksplicitno čemu je jednak

svaki od navedenih skalara

R̊ = gµνR̊µν ,

G = Dµ
ρµD

ρν
ν −DµρνDρνµ ,

Q =
1

4
QµνρQ

µνρ − 1

2
QµνρQ

νµρ − 1

4
QµQ

µ +
1

2
QµQ̃

µ ,

T =
1

4
T ρµνTρµν +

1

2
T µνρTνµρ − T µTµ .

Derivacije navedenih funkcija po pripadnom skalaru ćemo skraćeno pisati kao f ′(R̊),

f ′(G), f ′(Q) i f ′(T ).

Sada ćemo izvesti jednadžbe polja sa svaku od navedenih modificiranih teorija

gravitacije. Takoder, lako uočavamo da općenito navedene četiri modificirane teorije

nisu dinamički ekvivalentne, iako imamo dinamičku ekvivalentnost izmedu OTR,

GTEGR, STEGR i MTEGR.

Radi potpunosti ćemo u ovom poglavlju uzeti da vrijedi c ̸= 1.
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7.1 f(R̊) modificirane teorije gravitacije

Jednadžbe polja za f(R̊) modificirane teorije gravitacije izvodimo iz akcije

Sf(R̊) =

∫
d4x

√
−g
(

1

2κ
f(R̊) + LM

)
, (7.1)

dakle iz akcije koja je dobivena zamjenom R̊ s f(R̊) u (3.30) te smo takoder −2Λ

uključili u definiciju same funkcije f(R̊).

Dakle, računamo

0 = δgSf(R̊) =

∫
d4x

(
1

2κ
f(R̊)δg

√
−g +

√
−g
2κ

δgf(R̊)︸ ︷︷ ︸
=f ′(R̊)δgR̊

+δg
(√

−gLM
))

, (7.2)

jedina razlika u odnosu na račun kojim smo došli do EJP u 3.1.2 je ta da sada moramo

uzeti u obzir cijeli izraz za δgR̊ jer uz njega stoji f ′(R̊), što u općenitom slučaju nije

jednako jedan i time vǐse ne možemo koristiti Gaussov teorem da se riješimo tog

člana. Stoga, krećemo od (3.36) te korǐstenjem (3.33) dobivamo

δgR̊ = −R̊αβδggαβ + gαβ
(
∇̊σ∇̊βδggασ − ∇̊σ∇̊σ︸ ︷︷ ︸

≡□̊

δggαβ

)

=⇒ δgR̊ =
(
−R̊αβ − gαβ□̊+ ∇̊α∇̊β

)
δggαβ , (7.3)

ovdje smo kao pokratu uveli d’Alembertijan □̊ = ∇̊σ∇̊σ.

Sada korǐstenjem (3.31), (3.37) i (7.3) za (7.2) dobivamo

∫
d4x

(
f(R̊)

√
−g

4κ
gµν +

f ′(R̊)
√
−g

2κ

(
−R̊µν − gµν□̊+ ∇̊µ∇̊ν

)
+

√
−g
2

Θµν

)
δggµν = 0 .

Dvostrukim korǐstenjem (3.8) i Gaussovog teorema dolazimo do

∫
d4x

√
−g

(
f(R̊)gµν

4κ
+

Θµν

2
+
(
−R̊µν − gµν□̊+ ∇̊µ∇̊ν

) f ′(R̊)

2κ

)
δggµν = 0 ,

iz čega, uz korǐstenje (3.25), dobivamo

f ′(R̊)R̊µν − ∇̊µ∇̊νf
′(R̊) +

(
□̊f ′(R̊)− f(R̊)

2

)
gµν =

8πG

c4
Θµν . (7.4)
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Primijetimo da se jednadžbe polja (7.4) za f(R̊) modificirane teorije gravitacije

uz odabir f(R̊) = R̊− 2Λ svode na EJP dane s (3.38).

Za vǐse detalja o f(R̊) modificiranim teorijama gravitacije preporučuje se pogle-

dati [50,51].

7.2 f(G) modificirane teorije gravitacije

Da bismo došli do jednadžbi polja za f(G) modificirane teorije gravitacije krećemo

od akcije

Sf(G) =

∫
d4x

√
−g
(
− 1

2κ
f(G) + LM

)
. (7.5)

Dakle, računamo

0 = δSf(G) =

∫
d4x

(
−1

2κ
f(G)δ

√
−g −

√
−g
2κ

δf(G)︸ ︷︷ ︸
=f ′(G)δG

+δ
(√

−gLM
))

. (7.6)

Sada nam je varijacija δ dana s δ = δg+δΓ. U prvom članu s desne strane u (7.6) očito

imamo δ = δg, u drugom članu ostaje δ = δg+δΓ, takoder sada nećemo pretpostavljati

da tenzor hiperimpulsa ǐsčezava pa time i za treći član imamo δ = δg + δΓ. Takoder,

nametnut ćemo jednadžbe gibanja (5.4).

Krećemo s računom varijacije skalara G

δG =
(
δDµ

ρµ

)
gανDρ

αν +Dµ
ρµδ (g

ανDρ
αν)−

(
δDµ

ρν

)
gανDρ

αµ −Dµ
ρνδ
(
gανDρ

αµ

)
.

(7.7)

Za varijaciju tenzora distorziranosti imamo

δDµ
νρ

(2.18)
= (δg + δΓ)(Γ

µ
νρ − Γ̊µνρ) = δΓΓ

µ
νρ − δgΓ̊

µ
νρ

(3.33)
=⇒ δDµ

νρ = δΓΓ
µ
νρ −

gµσ

2

(
∇̊νδggσρ + ∇̊ρδggνσ − ∇̊σδggνρ

)
. (7.8)
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Sada korǐstenjem (3.32) i (7.8) za (7.7) dobivamo

δG =
(
δΓΓ

µ
νρ

)
δρµD

νσ
σ −

1

2
gµσDρν

ν∇̊ρδggµσ −
1

2
gµσDρν

ν∇̊µδggρσ +
1

2
gµσDρν

ν∇̊σδggµρ−

−Dσ
ρσD

ρµνδggµν + gνρDσ
µσδΓΓ

µ
νρ −

1

2
gανDµσ

µ∇̊αδggσν −
1

2
gανDµσ

µ∇̊νδggασ+

+
1

2
gανDµσ

µ∇̊σδggαν −Dνρ
µδΓΓ

µ
νρ +

1

2
Dρνσ∇̊ρδggνσ +

1

2
Dρνσ∇̊νδggρσ−

− 1

2
Dρνσ∇̊σδggνρ +Dσ ν

ρ D
ρµ
σδggµν −Dρ ν

µ δΓΓ
µ
νρ +

1

2
Dµσα∇̊αδggµσ+

+
1

2
Dµσα∇̊µδggασ −

1

2
Dµσα∇̊σδggµα . (7.9)

Uvodimo sljedeće pokrate

Uµν = Dρσ(µD ν)
σ ρ −Dρ(µν)Dσ

ρσ , (7.10)

V ρµν = Dρ(µν) −Dσ(µ
σg

ν)ρ −D[ρσ]
σg

µν , (7.11)

Z νρ
µ = Dνσ

σδ
ρ
µ +Dσ

µσg
νρ −Dνρ

µ −Dρ ν
µ . (7.12)

Korǐstenjem (7.10), (7.11) i (7.12) za (7.9) dobivamo

δG = Uµνδggµν + V ρµν∇̊ρδggµν + Z νρ
µ δΓΓ

µ
νρ . (7.13)

Nadalje, uz (3.31), (3.37), (5.3), (7.13), (3.8) i Gaussov teorem za varijaciju

(7.6) imamo

0 =

∫
d4x

√
−g
((

1

2κ

(
−f ′(G)Uµν − f(G)

2
gµν + ∇̊ρ(f(G)V

ρµν)

)
︸ ︷︷ ︸

=− 1
2
Wµν

+
1

2
Θµν

)
δggµν+

+

(
− 1

2κ
f ′(G)Z νρ

µ︸ ︷︷ ︸
=−Y νρ

µ

+H νρ
µ

)
δΓΓ

µ
νρ

)
. (7.14)

Dakle, iz (7.14) dobivamo

Wµν = Θµν =⇒ f ′(G)Uµν − ∇̊ρ(f
′(G)V ρ

µν) +
f(G)

2
gµν = κΘµν (7.15)

te korǐstenjem (5.39) uz neǐsčezavajući tenzor hiperimpulsa

∇ρY
νρ

µ −Dω
ρωY

νρ
µ = ∇ρH

νρ
µ −Dω

ρωH
νρ
µ , (7.16)
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imamo

∇ρ(f
′(G)Z νρ

µ )− f ′(G)Dω
ρωZ

νρ
µ = 2κ

(
∇ρH

νρ
µ −Dω

ρωH
νρ
µ

)
. (7.17)

Za početak, jednadžbu (7.15) ćemo zapisati u povoljnijoj formi, za to nam je

potreban izraz iz GTEGR [37]

Uµν − ∇̊ρV
ρ
µν +

1

2
Ggµν = R̊µν −

1

2
R̊gµν . (7.18)

Sada korǐstenjem (7.18) i (3.25) za (7.15) dolazimo do

f ′(G)

(
R̊µν −

1

2
R̊gµν

)
−Dρ

(µν)∇̊ρf
′(G) + (∇̊(µf

′(G))Dσ
ν)σ +D[ρσ]

σgµν∇̊ρf
′(G)+

+
1

2
(f(G)−Gf ′(G))gµν =

8πG

c4
Θµν , (7.19)

gdje je G s desne strane u (7.19) naravno Newtonova konstanta, a s lijeve ranije

uvedeni skalar G.

Takoder, izraz (7.17) možemo pretvoriti u pogodniju formu

f ′(G)
(
∇ρZ

νρ
µ −Dσ

ρσZ
νρ
µ

)
+ Z νρ

µ ∇ρf
′(G) = 2κ

(
∇ρH

νρ
µ −Dσ

ρσH
νρ
µ

)
.

Korǐstenjem (7.12), (2.21) i teleparalelnog uvjeta Rµ
νρσ = 0 dobivamo

∇ρZ
νρ
µ −Dσ

ρσZ
νρ
µ = 0 . (7.20)

Stoga, uz (7.20) i (3.25) imamo

Z νρ
µ ∇ρf

′(G) = 2κ
(
∇ρH

νρ
µ −Dσ

ρσH
νρ
µ

)
,

što uz (7.12) postaje

Dνρ
ρ∇µf

′(G) +Dσ
µσg

νρ∇ρf
′(G)−Dνρ

µ∇ρf
′(G)−Dρ ν

µ ∇ρf
′(G)

=
16πG

c4
(
∇ρH

νρ
µ −Dω

ρωH
νρ
µ

)
, (7.21)

gdje je G s desne strane naravno Newtonova konstanta, a s lijeve ranije uvedeni

skalar G.
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Dakle, zaključujemo da (7.19) i (7.21) čine jednadžbe polja f(G) modificirane

teorije gravitacije uz pretpostavku neǐsčezavajućeg tenzora hiperimpulsa H νρ
µ te uz

nametnute jednadžbe gibanja Ψi = 0. Izraz (7.19) odreduje dinamiku metrike, a

(7.21) dinamiku afine koneksije.

7.3 f(Q) modificirane teorije gravitacije

Sada izvodimo jednadžbe polja za f(Q) modificirane teorije gravitacije iz akcije

Sf(Q) =

∫
d4x

√
−g
(
− 1

2κ
f(Q) + LM

)
. (7.22)

Ovdje takoder nećemo pretpostaviti da tenzor hiperimpulsa ǐsčezava te ćemo namet-

nuti jednadžbe gibanja (5.4). Za pokrate (7.10), (7.11) i (7.12) sada imamo

Uµν = Lρσ(µL ν)
σ ρ − Lρ(µν)Lσρσ

(2.12)
=⇒ Uµν =

1

4
QµρσQν

ρσ +
1

4

(
Qρµν − 2Q(µν)ρ

)
Q σ
ρσ −QρσµQ ν

[ρσ] , (7.23)

V ρµν = Lρ(µν) − Lσ(µσg
ν)ρ − L[ρσ]

σg
µν

(2.12)
=⇒ V ρµν =

1

2
Qρµν −Q(µν)ρ − 1

2
gµν (Qρσ

σ −Q σρ
σ ) +

1

2
gρ(µQν)σ

σ ≡ P ρµν , (7.24)

Z νρ
µ = Lνσσδ

ρ
µ + Lσµσg

νρ − Lνρµ − Lρ ν
µ

(2.12)
=⇒ Z (νρ)

µ = Q νρ
µ − 1

2
gνρQ σ

µσ +
1

2
δ(νµQ

ρ)σ
σ −Q σ(ν

σ δρ)µ = −2P (νρ)
µ . (7.25)

Takoder, kako sada radimo s geometrijom u kojoj ǐsčezavaju i tenzor torzije i Rieman-

nov tenzor zakrivljenosti, to znači da komutator kovarijantnih derivacija ǐsčezava,

odnosno imamo

[∇µ,∇ν ] = 0 . (7.26)

Računi kojima dolazimo do jednadžbi koje odreduju dinamiku metrike, odnosno

afine koneksije za f(Q) modificirane teorije gravitacije su očito analogni onima iz 7.2

za f(G) modificirane teorije gravitacije.

Krenut ćemo od jednadžbe za dinamiku afine koneksije. Iz (7.14) korǐstenjem
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(5.56) imamo

Ỹ (νρ)
µ =

1

2κ
f ′(Q) Z̃ (νρ)

µ︸ ︷︷ ︸
=
√
−gZ (νρ)

µ

(7.25)
= −1

κ
f ′(Q) P̃ (νρ)

µ︸ ︷︷ ︸
=
√
−gP (νρ)

µ

. (7.27)

Sada iz (5.57) uz neǐsčezavajući tenzor hiperimpulsa korǐstenjem (7.27) te (3.25)

dobivamo

−∇ν∇ρ

(
f ′(Q)P̃ (νρ)

µ

)
=

8πG

c4
∇ν∇ρH̃

(νρ)
µ ,

što uz (7.26) daje

−∇ν∇ρ

(
f ′(Q)P̃ νρ

µ

)
=

8πG

c4
∇ν∇ρH̃

νρ
µ . (7.28)

Sada se okrećemo dinamici metrike. Krećemo od izraza (7.15) uz naravno za-

mjenu f(G) s f(Q) te dobivamo

f ′(Q)Uµν − ∇̊ρ(f
′(Q)V ρ

µν) +
f(Q)

2
gµν = κΘµν

=⇒ f ′(Q)Uµ
ν − ∇̊ρ(f

′(Q)V ρµ
ν) +

f(Q)

2
δµν = κΘµ

ν .

Korǐstenjem (A.5) imamo

∇̊µ

√
−g = 0 . (7.29)

Stoga jednadžbu koja odreduje dinamiku metrike zbog (7.29) možemo zapisati kao

f ′(Q)Uµ
ν −

1√
−g

∇̊ρ(
√
−gf ′(Q)V ρµ

ν) +
f(Q)

2
δµν = κΘµ

ν . (7.30)

Sada se fokusiramo na drugi član s desne strane izraza (7.30), koji uz (2.3) i

(7.29) postaje

∇̊ρ(
√
−gf ′(Q)V ρµ

ν) =∂ρ
(√

−gf ′(Q)V ρµ
ν

)
+ Γ̊ραρV

αµ
ν

√
−gf ′(Q)+

+ Γ̊µαρV
ρα
ν

√
−gf ′(Q)− Γ̊ανρV

ρµ
α

√
−gf ′(Q) .
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Nadalje, korǐstenjem (2.3), (2.10) uz Kµ
νρ = 0 i (A.4) dobivamo

∇̊ρ(
√
−gf ′(Q)V ρµ

ν) =∇ρ(
√
−gf ′(Q)V ρµ

ν) +
√
−gf ′(Q)

(
LσσρV

ρµ
ν − LρσρV

σµ
ν−

−LµσρV ρσ
ν + LσνρV

ρµ
σ

)
. (7.31)

Korǐstenjem (7.31) i (7.24) izraz (7.30) postaje

− 1√
−g

∇ρ(
√
−gf ′(Q)P ρµ

ν) +
f(G)

2
δµν + f ′(Q)

(
Uµ

ν − LσσρV
ρµ
ν + LρσρV

σµ
ν+

+LµσρV
ρσ
ν − LσνρV

ρµ
σ

)
= κΘµ

ν . (7.32)

Sada se fokusiramo na treći član s lijeve strane izraza (7.32). Koji korǐstenjem (2.12)

postaje jednak

Uµ
ν − LσσρV

ρµ
ν + LρσρV

σµ
ν + LµσρV

ρσ
ν − LσνρV

ρµ
σ =

1

2

(
Qµ[ρ

ρQ
σ]

νσ −

−Q µρ
(ν Q σ

ρ)σ +QρµσQνρσ

)
(7.25)
= −1

2
P µρσQνρσ

=⇒ Uµ
ν − LσσρV

ρµ
ν + LρσρV

σµ
ν + LµσρV

ρσ
ν − LσνρV

ρµ
σ = −1

2
P µρσQνρσ . (7.33)

Stoga, korǐstenjem (3.25) i (7.33) za (7.30) dobivamo

− 1√
−g

∇ρ(
√
−gf ′(Q)P ρµ

ν)−
f ′(Q)

2
P µρσQνρσ +

f(Q)

2
δµν =

8πG

c4
Θµ

ν . (7.34)

Dakle, zaključujemo da (7.34) odreduje dinamiku metrike, a (7.28) dinamiku

afine koneksije u f(Q) modificiranim teorijama gravitacije, uz pretpostavku neǐsčezavajućeg

tenzora hiperimplusa i uz nametnute jednadžbe gibanja Ψi = 0. Za vǐse detalja o

f(Q) modificiranim teorijama gravitacije preporučuje se pogledati [52,53].

7.4 f(T ) modificirane teorije gravitacije

Jednadžbe polja za f(T ) modificirane teorije gravitacije se u literaturi izvode i pomoću

metričkog i pomoću tetradnog formalizma, naravno kako smo se dosad uvjerili oba

pristupa su ekvivalentna. Mi ćemo ih ovdje izvesti pomoću metričkog formalizma, ko-

risteći metodu ograničene varijacije. Kao i za ostale teleparalelne modificirane teorije

koje smo dosad razmatrali nećemo pretpostavljati ǐsčezavanje tenzora hiperimpulsa

te ćemo nametnuti jednadžbe gibanja Ψi = 0. Prvo moramo izvesti jednadžbe polja
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za općeniti slučaj metričke teleparalelne geometrije.

Dakle, potrebna nam je varijacija tenzora nemetričnosti

δQµνρ = (δg + δΓ)Qµνρ = ∇µδggνρ − gσρδΓΓ
σ
νµ − gνσδΓΓ

σ
ρµ ,

koja korǐstenjem uvjeta ǐsčezavanja varijacije Riemannovog tenzora zakrivljenosti

(5.44) i uz Qµνρ = 0 postaje

δQµνρ = ∇µ

(
δggνρ − 2x(νρ)

)
. (7.35)

Dakle, (7.35) ǐsčezava uz uvjet

δggµν = 2x(µν) . (7.36)

Korǐstenjem (5.2), (5.5) uz nametnute jednadžbe gibanja Ψi = 0 uz svojstva me-

tričke teleparalelne geometrije te uz (3.8) i Gaussov teorem za ukupnu varijaciju

akcije dobivamo

δS =

∫
d4x

√
−g
(
Θ(µν) −∇ρH

µνρ +HµνρT ττρ −W (µν) +∇ρY
µνρ − Y µνρT ττρ

)
xµν ,

iz čega uz simetriju tenzora Θµν i W µν te uz uvjet ekstremizacije akcije slijedi

W µν −∇ρY
µνρ + Y µνρT ττρ = Θµν −∇ρH

µνρ +HµνρT ττρ . (7.37)

Dakle, u metričkom formalizmu se jednadžbe gibanja u općenitoj metričkoj tele-

paralelnoj gravitaciji svode na jednu jednadžbu (7.37).

Sada možemo doći do jednadžbi polja za f(T ) modificirane teorije gravitacije u

metričkom formalizmu. Krećemo od akcije

Sf(T ) =
∫
d4x

√
−g
(
− 1

2κ
f(T ) + LM

)
. (7.38)

Varijacijom akcije (7.38) uz pokrate (7.10), (7.11) i (7.12) za slučaj metričke telepa-
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ralelne geometrije dobivamo

W µν −∇ρY
µνρ + Y µνρT ττρ =

1

κ

(
f ′(T )Uµν − ∇̊ρ(f

′(T )V ρµν) +
f(T )

2
gµν−

−1

2
∇ρ(f

′(T )Zµνρ) +
f ′(T )

2
ZµνρT ττρ

)
. (7.39)

Računat ćemo dio po dio desne strane izraza (7.39). Za početak, korǐstenjem

(2.21) uz Lµνρ = 0 imamo

− 1

2
∇ρ(f

′(T )Zµνρ) +
f ′(T )

2
ZµνρT ττρ = −1

2

(
∇̊ρ(f

′(T )Zµνρ)+

+f ′(T )
(
Kµ

αρZ
ανρ +Kν

αρZ
µαρ
))

. (7.40)

Korǐstenjem (7.40) izraz (7.39) postaje jednak

W µν −∇ρY
µνρ + Y µνρT ττρ =

1

κ

(
f ′(T )

(
Uµν − 1

2

(
Kµ

αρZ
ανρ +Kν

αρZ
µαρ
))

−

−∇̊ρ

(
f ′(T )

(
V ρµν +

1

2
Zµνρ

))
+
f(T )

2
gµν
)
. (7.41)

Za prvi član s lijeve strane izraza (7.41) korǐstenjem (7.10) uz Lµνρ = 0 i uz

korǐstenje svojstava tenzora kontorzije dobivamo

Uµν − 1

2

(
Kµ

αρZ
ανρ +Kν

αρZ
µαρ
)
= 2Kνρ[σK µ]

ρσ

(2.17)
= SρσνK µ

ρσ . (7.42)

Nadalje, za drugi član s desne strane izraza (7.41) uz korǐstenje pokrata (7.11) i

(7.12) za slučaj metričke teleparalelne geometrije i uz svojstva tenzora kontorzije

dobivamo

V ρµν +
1

2
Zµνρ = 2T σ[ρ

σ gν]µ + T [νρ]µ − 1

2
T µνρ

(2.17)
= −Sµνρ . (7.43)

Sada napokon vraćanjem (7.42) i (7.43) u (7.41) te zatim usporedbom s izrazom

(7.37) dobivamo

∇̊ρ(f
′(T )Sµνρ) + f ′(T )SρσνK µ

ρσ +
f(T )

2
gµν = κ

(
Θµν −∇ρH

µνρ +HµνρT ττρ
)
,
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što uz (3.25) postaje jednako

∇̊ρ(f
′(T )Sµνρ) + f ′(T )SρσνK µ

ρσ +
f(T )

2
gµν =

8πG

c4
(
Θµν −∇ρH

µνρ +HµνρT ττρ
)
.

(7.44)

Zaključujemo da izraz (7.44) čini jednadžbe polja za f(T ) modificirane teorije

gravitacije u metričkom formalizmu uz pretpostavku neǐsčezavajućeg tenzora hipe-

rimpulsa te uz nametnute jednadžbe gibanja Ψi = 0.

Za podrobniju analizu f(T ) modificiranih teorija gravitacije preporučuje se pogle-

dati [54].
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8 Rasprava i zaključak

Kroz ovaj rad smo promatrali posljedice popuštanja zahtjeva da jedino Riemannov

tenzor zakrivljenosti ne ǐsčezava pri formaliziranju gravitacije u okvirima diferenci-

jalne geometrije. Uvjerili smo se da u odnosu na tenzor torzije, tenzor nemetričnosti

i Riemannov tenzor zakrivljenosti imamo nekoliko raznih geometrija, koje su dane

na Slici 2.2.

Tema kojom smo se ovdje bavili su teleparalelne geometrije koje su sve karakte-

rizirane ǐsčezavanjem Riemannovog tenzora zakrivljenosti. Pokazali smo da postoje

dva ekvivalentna formalizma kojima možemo tretirati potrebnu diferencijalnu ge-

ometriju za formaliziranje gravitacije. To su, kao što smo vidjeli, metrički formalizam

u kojemu metrika i afina koneksija igraju uloge dinamičkih varijabli i tetradni forma-

lizam u kojemu tetrada i spinska koneksija igraju uloge dinamičkih varijabli. Pri

izvodu jednadžbi polja za opću, simetričnu i metričku teleparalelnu gravitaciju smo

se uvjerili da svaka od njih posjeduje svoj specijalni slučaj, redom GTEGR, STEGR

i MTEGR. Svaki od tih specijalnih slučajeva daje jednaku dinamiku kao opća te-

orija relativnosti, odnosno zadovoljava jednake jednadžbe polja. No pokazali smo

da je moguće konstruirati parametarske (s parametrima različitim od onih u GTEGR,

STEGR i MTEGR) teorije, koje nose skupni naziv nove opća teorija relativnosti, a daju

dinamiku općenito različitu od dinamike OTR.

Takoder, iskonstruirali smo transformaciju koja nam barem klasično, po uzoru na

ostale transformacije poznate iz standardnog modela, omogućuje tretman gravitacije

kao baždarne teorije. Specifičnost te transformacije je ta da nemamo kao u osta-

lim poznatim baždarnim teorijama nekakav interni prostor u kojemu se dogadaju

baždarne transformacije, već ulogu internog prostora igra tangentni prostor kojeg

definiramo u odnosu na svaku točku promatrane glatke mnogostrukosti te iz toga

razloga ulogu baždarne grupe igra grupa translacija. Iskonstruirali smo i princip mi-

nimalnog vezanja, ekvivalentan onom iz OTR, te ga primijenili na tri najvažnija polja

u fizici, ona spina 0, 1
2

i 1. Napomenimo da se u literaturi mogu pronaći i pokušaji

postavljanja STEGR u okvire baždarnih teorija [55].

Nadalje, promatrali smo modificirane teorije gravitacije za svaku od četiri kroz

rad korǐstene geometrije, odnosno teleparalelne i Riemannovu geometriju. Uvjerili

smo se da iako GTEGR, STEGR, MTEGR i OTR daju ekvivalentnu dinamiku, to nije
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slučaj za njihove pripadne modificirane teorije. Napomenimo takoder da se u lite-

raturi istražuju i modificirane teorije gravitacije funkcija koje ovise o vǐse veličina, a

ne samo o R̊, G, Q ili T [13]. Modificirane teorije gravitacije danas su aktivan pred-

met istraživanja u kontekstu kozmologije, naročito u područjima vezanim uz tamnu

energiju i tamnu materiju [56].

Ovdje nismo ulazili u hamiltonijansku analizu teleparalelne gravitacije, koja je

svojevrstan prvi korak u pokušajima kvantizacije. U [57] se može pronaći primjer

toga za MTEGR slučaj.

Ono što možemo zaključiti iz ovog rada je to da teleparalelne geometrije, od-

nosno gravitacije, otvaraju potencijalna rješenja za probleme koji se možda ne mogu

riješiti u okviru Riemannove geometrije, odnosno u okviru formalizma OTR. Ovdje

smo razvili sve potrebne računske alate i došli do najvažnijih rezultata vezanih uz

teleparalelne gravitacije. Time, kako je već rečeno u Uvodu, ovaj rad služi kao svoje-

vrstan uvod u formalizam teleparalelne gravitacije.
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Dodaci

A Jacobijev identitet

Neka je M kvadratna matrica i neka je N = ln(M) =⇒ M = eN . Takoder, znamo da

vrijedi relacija [58]

det
(
eN
)
= eTr(N) . (A.1)

Stoga, korǐstenjem uvedenih relacija i (A.1) imamo

∂µ(det (M)) = ∂µ
(
det
(
eN
))

= ∂µ
(
eTr(N)

)
= eTr(N)∂µTr(N) = eTr(N)Tr(∂µN)

= det
(
eN
)
Tr(∂µ ln(M)) = det(M)Tr(M−1∂µM)

=⇒ ∂µ(det (M)) = det(M)Tr(M−1∂µM) . (A.2)

Ovdje takoder dajemo izraz za kovarijantnu derivaciju korijena od negativne de-

terminante metrike. Za početak kako je
√
−g skalarna gustoća težine 1, za nju vrijedi

(uz bilo koju koneksiju) [59]

∇µ

√
−g = ∂µ

√
−g − Γααµ

√
−g . (A.3)

Nadalje, iz (A.2) imamo

∂µ
√
−g = 1

2

√
−ggαβ∂µgαβ

(3.7)
=

√
−gΓ̊ααµ =⇒ ∂µ

√
−g − Γ̊ααµ

√
−g = 0

(A.3)
=⇒ ∇̊µ

√
−g = 0 . (A.4)

Sada iz (A.3) uz korǐstenje dekompozicije (2.10) imamo

∇µ

√
−g = ∂µ

√
−g − Γ̊ααµ

√
−g︸ ︷︷ ︸

(A.3)
= ∇̊µ

√
−g (A.4)

= 0

−Kα
αµ︸ ︷︷ ︸

(2.13)
= 0

√
−g − Lααµ︸︷︷︸

(2.14)
= Lα

µα

√
−g

(2.12)
= −1

2

(
Qα

µα −Q α
µ α −Q α

α µ

)√
−g (2.7)

=
1

2

√
−gQ α

µα

=⇒ ∇µ

√
−g = 1

2

√
−gQ α

µα . (A.5)
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B Temeljne varijacije po tetradi

Ovdje dajemo temeljne varijacije po tetradi pomoću kojih računamo sve ostale kom-

pliciranije varijacije. Notacija koju koristimo za varijaciju po tetradi je δe.

Za početak, imamo

δeηab = 0 , (B.1)

jer je po definiciji ηab = diag(−1, 1, 1, 1). Iz Jacobijevog identiteta (A.2) odmah slijedi

izraz za varijaciju determinante tetrade

δee = ee µ
a δee

a
µ . (B.2)

Nadalje, računamo varijaciju inverzne tetrade

eaµe
ν
a = δνµ =⇒ e ν

a δee
a
µ + eaµδee

ν
a = 0

(4.6)
=⇒ δee

ν
b = −e ν

a e
µ
b δee

a
µ . (B.3)

Za varijaciju proizvoljne metrike imamo

gαβ = eaαe
b
βηab

(B.1)
=⇒ δegab = ebβηabδee

a
α + ebα ηba︸︷︷︸

(2.1)
= ηab

δee
a
β

=⇒ δegαβ = ηab
(
ebβδee

a
α + ebαδee

a
β

)
. (B.4)

Takoder, računamo varijaciju inverza proizvoljne metrike

gαβg
βγ = δγα =⇒ gβγδegαβ + gαβδeg

βγ = 0

(2.2),(4.7),(B.1)
=⇒ δeg

σγ = −gβγgσαηabebβδeeaα − gαγgσβηabe
b
βδee

a
α

=⇒ δeg
σγ = − (gασe γ

a + gαγe σ
a ) δee

a
α

=⇒ δeg
αβ = −

(
gµβe α

a + gµαe β
a

)
δee

a
µ . (B.5)
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C Poincaréova algebra

Poincaréova grupa je deseterodimenzionalna nekompaktna Liejeva grupa izometrija

(nakon djelovanja izometrije metrika se ne mijenja) prostorvremena Minkowskog.

Poincaréova grupa koja nas najvǐse zanima u fizici je semidirektni produkt grupe

translacija i prave (det Λ = 1) ortokrone (Λ0
0 ≥ 1) Lorentzove grupe SO(1, 3)↑+,

odnosno ISO↑
+(1, 3) = R1,3 ⋊ SO(1, 3)↑+ [32]. Poincaréova algebra je Liejeva alge-

bra koja odgovara Poincaréovoj grupi. Drugim riječima, zbog specifičnog svojstva

Liejevih algebri eksponenciranjem generatora Poincaréove algebre dobivamo sve ele-

mente Poincaréove grupe. Poincaréova algebra glasi

[Pa, Pb] = 0 ,

[Sab, Pc] = ηbcPa − ηacPb ,

[Sab, Scd] = ηbcSad + ηadSbc − ηacSbd − ηbdSac .

(C.1)

U (C.1) Pa su generatori translacija dani s

Pa = ∂a , (C.2)

dok su Sab generatori Lorentzove algebre koji su antisimetrični

Sab = −Sba . (C.3)

Generatore Sab klasificiramo prema spinu, ovdje ćemo dati izraze za tri slučaja koja su

bitna za ovaj rad, a za ostale spinove preporučuje se pogledati [60]. Dakle, imamo:

• spin 0 (skalarna polja): Sab = 0 ,

• spin 1
2

(Diracova ili Majorana polja): Sab = 1
4
[γa, γb] ,

• spin 1 (vektorska polja):
(
Sab
)c
d
= ηacδbd − ηbcδad .

Zaključujemo da Poincaréova grupa djeluje na sljedeći način

xb
(Λ,a)−→ Λbcx

c + ab, ab ∈ R1,3 .
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D Baždarne grupe

U ovom dodatku dajemo najvažnije rezultate vezane uz baždarne grupe i uz sam pro-

ces baždarenja. Poznato nam je na je standardni model fizike elementarnih čestica

baziran na baždarenju poznatih simetrija, odnosno na procesu gdje parametre sime-

trije pretvaramo u lokalne parametre, odnosno u parametre ovisne o koordinatama

prostorvremena. Tim postupkom dolazimo do čestica poznatih kao baždarni bozoni

koje igraju ulogu prijenosnika sila. Takoder, napomenimo da su baždarne grupe Li-

ejeve grupe te uz njih vežemo pripadne Liejeve algebre. Ovdje ćemo raditi u notaciji

koja je slična onoj u [41].

Za početak, polja ψ, koja su dana u nekoj od reprezentacija koje promatrana

baždarna grupa dopušta, se pri baždarnim transformacijama transformiraju na način

ψ′i(x) = U i
j(x)ψ

j(x) , i, j, ... = 1, 2, ..., dimenzija reprezentacije , (D.1)

gdje je U i
j(x) element baždarne grupe koju promatramo, a kojeg dobivamo ekspo-

nenciranjem generatora Liejeve algebre koja odgovara promatranoj baždarnoj grupi,

kako je to već rečeno u Dodatku C, odnosno za U i
j(x) imamo

U i
j(x) =

(
eϵ

A(x)TA
)i

j
, A,B, ... = 1, 2, ..., dimenzija baždarne grupe , (D.2)

gdje su ϵA(x) lokalni parametri koji odreduju promatranu baždarnu grupu transfor-

macija, a TA su generatori Liejeve algebre koja odgovara promatranoj baždarnoj

grupi. Dalje vǐse nećemo pisati indekse i, j radi jednostavnije notacije.

Takoder, generatori pripadne Liejeve algebre zadovoljavaju

[TA, TB] = CC
ABTC , (D.3)

gdje su CC
AB tzv. strukturne konstante promatrane Liejeve algebre, za koje očito

vrijedi antisimetrija

CC
AB = −CC

BA . (D.4)

Sada promatramo što se dogada s poljima i ostalim veličinama pri infinitezimalnoj
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transformaciji definiranoj na način

δϵψ(x) = ψ′(x)− ψ(x) ,
∣∣ϵA(x)∣∣≪ 1 . (D.5)

Dakle, imamo

δϵψ(x) =
(
1 + ϵA(x)TA

)
ψ(x)− ψ(x) =⇒ δϵψ(x) = ϵA(x)TAψ(x) . (D.6)

Sada uvodimo tzv. baždarnu kovarijantnu derivaciju

Dµ = ∂µ + Aµ , (D.7)

gdje je Aµ baždarno polje, koje možemo razviti po generatorima pripadne Liejeve

algebre

Aµ = AAµTA . (D.8)

Za baždarnu kovarijantnu derivaciju koja djeluje na neko polje zahtijevamo da se

transformira na isti način kao i samo to polje pri baždarnoj transformaciji, razlog

tome leži u tome da jednadžbe gibanja uglavnom baziramo na ovisnosti o samom

polju te njegovoj prvoj derivaciji. Dakle, zbog (D.1) imamo zahtjev

D′
µψ

′(x) = U(x)Dµψ(x) . (D.9)

Iz (D.9) uz (D.1) i (D.7) dobivamo

A′
µ = U(x)AµU

−1(x)− (∂µU(x))U
−1(x) , (D.10)

što uz

U(x)U−1(x) = 14×4 =⇒ (∂µU(x))U
−1(x) = −U(x)

(
∂µU

−1(x)
)
, (D.11)

postaje

A′
µ = U(x)AµU

−1(x) + U(x)
(
∂µU

−1(x)
)
. (D.12)

103



Nadalje, zanima nas kako se transformiraju koeficijenti AAµ iz (D.8) pri transfor-

maciji definiranoj u (D.5). Stoga, računamo

A′
µ − Aµ

(D.12)
= U(x)AµU

−1(x) + U(x)
(
∂µU

−1(x)
)
− Aµ

(D.2),(D.3)
= −

(
∂µϵ

A(x)
)
TA + ϵC(x)ABµC

A
CBTA ,

što uz korǐstenje (D.4) i (D.8) daje

δϵA
C
µ = A′C

µ − ACµ = −
(
∂µϵ

C(x) + ϵD(x)ABµC
C
BD

)
. (D.13)

Sada nam je bitna sljedeća činjenica, naime kada je promatrana transformacija

globalna, a ne lokalna, odnosno kada vrijedi U ̸= U(x), tada (D.12) postaje

A′
µ = UAµU

−1. (D.14)

Drugim riječima, baždarno polje Aµ mora pripadati adjungiranoj reprezentaciji

(engl. adjoint representation) u odnosu na globalnu grupu transformacija pripadne

baždarne grupe [61]. U adjungiranoj reprezentaciji generatori Liejeve algebre su

dani samim strukturnim konstantama, odnosno vrijedi

(TB)
A
C = CA

BC . (D.15)

Sada korǐstenjem (D.7) i (D.15) za (D.13) dobivamo

δϵA
C
µ = −Dµϵ

C(x) . (D.16)

Nadalje, uvodimo tzv. tenzor snage polja Fµν koji je dan komutatorom baždarnih

kovarijantnih derivacija. Da bismo našli čemu je on jednak, računamo

[Dµ, Dν ]ψ(x)
(D.7)
= (∂µAν − ∂νAµ + AµAν − AνAµ)ψ(x) = Fµνψ(x) .

Dakle, zaključujemo

Fµν = [Dµ, Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ + AµAν − AνAµ . (D.17)
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Ovaj tenzor takoder možemo razviti po generatorima pripadne Liejeve algebre na

način

Fµν = FA
µνTA , (D.18)

što uz korǐstenje (D.3) i (D.8) postaje

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ + CA

BCA
B
µA

C
ν . (D.19)

Zanima nas kako se Fµν transformira pri baždarnim transformacijama. Za početak,

iz (D.9) uočavamo da vrijedi

D′
µ = U(x)DµU

−1(x) . (D.20)

Sada imamo

F ′
µν = [D′

µ, D
′
ν ]

(D.20)
= U(x)[Dµ, Dν ]U

−1(x)
(D.17)
= U(x)FµνU

−1(x)

=⇒ F ′
µν = U(x)FµνU

−1(x) . (D.21)

Nadalje, zanima nas kako se transformiraju koeficijenti FA
µν iz (D.18) pri tran-

sformaciji definiranoj u (D.5). Stoga, računamo

F ′
µν − Fµν

(D.21)
= U(x)FµνU

−1(x)− Fµν
(D.2),(D.3)

= ϵA(x)FB
µνC

C
ABTC ,

što uz (D.18) daje

δϵF
A
µν = ϵB(x)CA

BCF
C
µν . (D.22)

Napomenimo samo da smo ovdje sve ovisnosti pisali o nekom x, no iz konteksta

baždarne grupe koju promatramo nam je jasno koje indekse stavljamo na odgova-

rajuće koordinate x. Drugim riječima, iz konteksta je jasno gdje imamo ovisnost o

koordinatama s grčkim indeksima, a gdje o koordinatama s velikim latinskim indek-

sima.
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