Realizacija parametarske familije politopa matricama
s alterniraju¢im predznakom uvjetovanih
permutacijskim uzorkom

Mimica, Ana

Doctoral thesis / Doktorski rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveucilisSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:770073

Rights / Prava: In copyright /Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-02

L BTE U 3
QC,\\‘\S Ao

»
< 'y
S %

‘o % . N
> < Repository / Repozitorij:
= 5=
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of

3 = Zagreb

% T
<, 5
O =

Yo parens®

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:770073
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12463
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12463

SveuciliSte u Zagrebu

PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Ana Mimica

Realizacija parametarske familije
politopa matricama s alternirajuc¢im
predznakom uvjetovanih permutacijskim

uzorkom

DOKTORSKI RAD

Zagreb, 2023.



!mrm} TS
Sy Uy
v

SveuciliSte u Zagrebu

PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Ana Mimica

Realizacija parametarske familije
politopa matricama s alterniraju¢im
predznakom uvjetovanih permutacijskim

uzorkom

DOKTORSKI RAD

Mentor:

izv.prof.dr.sc. lvica Martinjak
Zagreb, 2023.



University of Zagreb

FACULTY OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Ana Mimica

Realization of the parametric family of
polytopes by means of alternating sign

matrices with permutation pattern

DOCTORAL DISSERTATION

Supervisor:

izv.prof.dr.sc. lvica Martinjak

Zagreb, 2023.



SAZETAK

Matrice s alterniraju¢im predznakom na prirodan nacin se pojavljuju evaluacijom determinante
kondenzacijskom metodom. Slutnja o enumeraciji ovih matrica (engl. The Alternating Sign
Matrix Conjecture) rijeSena je na viSe nacina i potaknula nova podru¢ja u istraZivanju. Matrice
s alterniraju¢im predznakom su matrice s elementima —1, 0 i 1 ¢iji nenul elementi alterniraju
u predznaku po recima 1 stupcima, pri ¢emu je suma svakog retka i svakog stupca jednaka 1.
Promatramo matrice s alterniraju¢im predznakom koje izbjegavaju permutacijski uzorak i zado-
voljavaju svojstva temeljena na unutarnjim simetrijama. Uvodimo nove familije takvih matrica
1 dokazujemo njihova istaknuta kombinatorna i geometrijska svojstva, ukljucujuéi njihovu re-
kurzivnu prirodu. Prikazujemo profinjene enumeracije obzirom na broj specijalnih elemenata
u matrici i obzirom na poziciju jedinice u prvom retku. Dokazujemo da su % -matrice s alter-
niraju¢im predznakom reda n u 1 : 1 korespondenciji s izbjegavaju¢im permutacijama duljine
n— 1. Uspostavljena je bijekcija % -matrica i Dyckovih putova. Stasheffov politop definiran
je svojom incidencijskom strukturom Sto otvara pitanje realizacije ovog politopa u euklidskom
prostoru. PronasSli smo realizacije asociedra i drugih konveksnih politopa, u punoj opcenitosti,

putem familija matrica s alterniraju¢im predznakom.



EXTENDED SUMMARY

The alternating sign matrices appear naturally by evaluating the determinant using the conden-
sation method. The conjecture about the enumeration of these matrices, known as The Alter-
nating Sign Matrix Conjecture, was solved in several ways and initiated new areas of research.
The alternating sign matrices are matrices with elements —1, 0, and 1 whose non-zero elements
alternate in sign by rows and columns, where the sum of each row and each column is equal to
1.

We consider alternating sign matrices that avoid the permutation pattern and satisfy proper-
ties based on internal symmetries. We introduce new families of such matrices and prove their
salient combinatorial and geometric properties, including their recursive nature. Vertically sym-
metric alternating sign matrices have the property that each rightmost 1 is located to the right
of each leftmost 1. This property, applied only to adjacent rows, gives a family of %’-matrices
that possess promient regularities. We show refined enumerations with respect to the number of
special elements in the matrix and with respect to the position of the 1s in the first row.

In particular, we emphasize just some of these refined enumerations. The number E, ; of

the alternating sign matrices of the family & of the order n whose 1 in the first row is in the k-th

1 2( ) n—k—1)
EM_W(/« 1)< k- )

The above statement is proved using the recursive property of the family %'

column is

Furthmore, the number E,, of the % -matrices of the order n which have k special elements
is

E =Nn-1k+1)

1/n—1 n
Nink) = %(k—l) <k—l>'

where

il



Extended summary

is Narayana number. This statement is proved by showing that the numbers En_ . follow the
same recurrence as Narayana numbers.

We prove that 4’-matrices of order n are in 1 : 1 correspondence with avoiding permutati-
ons of the length n — 1. The bijection of € -matrices and Dyck paths is established. Stasheff
polytope is defined by its incidence structure, which raises the question of the realization of this
polytope in Euclidean space. We have found realizations of the associahedron and other convex

polytopes, in full generality, using families of alternating sign matrices.

il
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UvoD

Matrice s alterniraju¢im predznakom na prirodan nacin se pojavljuju evaluacijom determinante
kondenzacijskom metodom. RijeC je o matricama s elementima —1, 0 i 1, pri ¢emu neneul
elementi alterniraju u predznaku u svakom retku 1 stupcu, te je suma svakog retka i stupca
jednaka 1. Pokazuje se da iz ove njihove karakterizacije proizlaze bogate unutarnje simetrije,
Sto potiCe mnoga enumerativna i druga pitanja o ovim matricama. Vrijedi spomenuti da se
matrice s alterniraju¢im predznakom pojavljuju u kontekstu objekata kao $to su model 6 vrhova
u statisti¢koj fizici, ravninske particije i asteki dijamanti. Znamentita slutnja o enumeraciji ovih
matrica (engl. The Alternating Sign Matrix Conjecture) rijeSena je na viSe nacina i otvorila nova
podrucja u istraZivanju. Slutnju su postavili Mills, Robbins 1 Rumsey, a prvi ju je potvrdio D.
Zeilberger 1996. godine dokazom koji je temeljen na teoriji particija i simetricnim funkcijama.
Dosegnuti su i mnogi drugi rezultati o ovim matricma, ¢esto temeljeni na modelu 6 vrhova.

U ovom radu proucavamo familije matrica s alternirajuéim predznakom koje izbjegavaju
permutacijski uzorak i zadovoljavaju druga algebarska i kombinatorna svojstva. Konkretno,
bavimo se permutacijskim uzorkom duljine 3. Uvodimo nove familije takvih matrica i doka-
zujemo njihova istaknuta kombinatorna i geometrijska svojstva, ukljucujuci njihovu rekurzivnu
strukturu. Prikazujemo takoder i profinjene enumeracije i to obzirom na broj specijalnih eleme-
nata u matrici danog reda i obzirom na poziciju lce u prvom retku. U tim dokazima pojavljuju
se istaknuti nizovi brojeva kao i istaknute matrice, ukljucujuci Catalanove brojeve, Schroderove
1 Narayanove brojeve.

Stasheffov politop definiran je svojom incidencijskom strukturom §to otvara pitanje nje-
gove realizacije u euklidskom prostoru. Prikazujemo realizaciju asociedra i drugih konveksnih
politopa, u punoj opcenitosti, putem matrica s alterniraju¢im predznakom.

U Poglavlju 1 definirane su matrice s alterniraju¢im predznakom i dana su njihova istaknuta
svojstva. Prikazan je kratki uvid u istraZivanja matrica s alternirajuéim predznakom pocevsi od

njihovog uvodenja kondenzacijskom metodom za racunanje determinante. U Odjeljku 1.2 na-



Uvod

lazi se povijesni tijek rjeSavanja poznate slutnje o enumeraciji matrica s alterniraju¢im predzna-
kom. Konstruirane su vertikalno simetri¢ne matrice s alterniraju¢im predznakom. U nastavku
prvog poglavlja pokazane su i korespondencije s nekim algebarskim i kombinatornim struk-
turama. Pokazana je korespondencija parova matrica s alternirajuéim predznakom i asteckih
dijamanata pomocu funkcije visine.

U Poglavlju 2 su proucavane familije matrica s alterniraju¢im predznakom koje izbjegavaju
uzorak permutacije (2,1,3) i njihove podfamilije. Osim izbjegavanja permutacijskog uzorka,
familije posjeduju i dodatna svojstva. Svaka od njih posjeduje jedno ili dva od sljedeca tri

svojstva:
(1) odreden relativni polozaj 1ca u susjedim retcima,
(i1) simetrija obzirom na glavnu dijagonalu i
(i1i1) odreden poloZaj —1ca u matrici.

Pronadena je rekurzivna struktura i enumeracija svake familije. Za neke familije su pronadene
1 profinjene enumeracije, enumeracija obzirom na poloZaj 1ce u prvom retku i enumeracija
obzirom na broj specijalnih elemenata u matrici.

Za familiju matrica s alterniraju¢im predznakom definiranu u Poglavlju 2, u Poglavlju 3
pronadene su korespondencija s permutacijama koje izbjegavaju permutacijski uzorak (2,1,3)
(Odjeljak 3.1) i korespondencija s Dyckovim putovima (Odjeljak 3.2).

U Poglavlju 4 pridruZene su toc¢ke euklidskog prostora matricama s alterniraju¢im predzna-
kom. Dana je incidencijska struktura 4 -matrica s alterniraju¢im predznakom. U Odjeljku 4.2 je
pokazano podudaranje incidencijske strukture % -matrica reda 5 i realizacije trodimenzionalnog
politopa Ciji su vrhovi tocke euklidskog prostora pridruzene tim matricama. Pokazana je reali-
zacija Stasheffovog i1 drugih konveksnih politopa viSih redova ¢iji su vrhovi tocke pridruZene

matricama s alternirajuéim predznakom.



1. MATRICE S ALTERNIRAJUCIM

PREDZNAKOM

Matrice s alterniraju¢im predznakom (engl. Alternating Sign Matrices, ASM) proiziSle su iz
postupka za odredivanje determinante matrice kojeg je uveo Dogson. Ta metoda sugerira po-
opéenje permutacijskih matrica. Clanovi koji na kraju postupka predstavljaju determinantu
izrazavaju sumu po permutacijama, a ¢lanovi koji se krate predstavljaju matrice koje dopustaju
i elemente —1, 01 1. ViSe o ovom nacinu odredivanja determinante dano je u Odjeljku 1.1.

Pokazuje se kako se radi o matricama s istaknutim pravilnostima i simetrijama. Jedan od
najpoznatijih povijesnih problema vezan za ove matrice je slutnja o enumeracijskoj formuli
(engl. the Alternating Sign Matrix Conjecture). Slutnja je pozitivno rijeSena na viSe razlicitih
nacina o ¢emu je viSe dano je u Odjeljku 1.2.

Matrice s alterniraju¢im predznakom su kvadratne matrice koje su poopéenje permutacijskih

matrica.

Definicija 1.0.1. Matrica s alterniraju¢im predznakom M = [m;;| reda n je kvadratna matrica

¢iji su elementi iz skupa {—1,0, 1} i pri tom vrijedi
(1) suma elemenata u svakom retku i svakom stupcu jednaka je 1 i
(i1) elementi razliciti od nule u svakom retku i u svakom stupcu alterniraju u predznaku.

Skup matrica reda n s alterniraju¢im predznakom oznacava se s .<7,.



Matrice s alterniraju¢im predznakom

Matrica
001 0 0O0O
01 — 1 00O
Il — 1 — 1 00
M=o 0 0 0 0 O 1
o1 — 1 — 10
001 — 100

00 01 0O0O
primjer je matrice s alternirajuéim predznakom, pri ¢emu su elementi jednaki —1 oznaceni s
—. Svaka permutacijska matrica ujedno je i matrica s alterniraju¢im predznakom. Iz Definicije

1.0.1 sljjedi

Propozicija 1.0.2. Matrica s alterniraju¢im predznakom u prvom i zadnjem retku ima to¢no

jedan element jednak 1, dok su preostali elementi jednaki nuli. Isto vrijedi i za stupce.

Dokaz. Po Definiciji 1.0.1 suma svakog retka matrice jednaka je 1. Stoga je broj jedinica
u svakom retku za 1 veci od broja —lca. Buduci da elementi razliCiti od nule alterniraju u
predznaku, prvi i zadnji nenul element u svakom retku jednak je 1. Posljedi¢no, ni prvi niti
zadnji stupac ne mogu sadrzavati broj —1. Kako suma po stupcima takoder mora biti jednaka
1, preostaje da prvi i zadnji stupac sadrZe tocno jednu Icu.

Analogno vrijedi i za stupce. [ ]
Tvrdnja Propozicije 1.0.2 moZe se pronaci u [7].

Korolar 1.0.3. Neka je M matrica s alterniraju¢im predznakom reda n. Neka je s N*(M) i
N~ (M) oznalen broj elemenata jednakih 1 i -1 u matrici M, redom. Tada je broj 1ca u matrici
M za n veci od broja —1ca,

NT(M)=N"(M)+n.
Dokaz. Izravno slijedi iz Cinjenice da je u svakom retku broj elemenata jednakih 1 za 1 veci od

broja elementa jednakih —1. [

Definicija 1.0.4. Neka su M i M’ kvadratne matrice reda n. Neka su elementi matrica M i M’

/

i redom. Ako za svaki i,j € {1,2,...,n} vrijedi da je

na poziciji (i, j) oznaCeni s m; jim
(i) m] j = Min—j+1 kaZe se da je matrica M " vertikalno simetri¢na matrici M,

(i) m! = Mgl kaZe se da je matrica M’ horizontalno simetri¢na matrici M,



Matrice s alterniraju¢im predznakom

(iii) m; ; = m;; kaZe se da je matrica M’ dijagonalno simetricna matrici M,

@iv) m; j = Mn—j+1n-i+1 KaZe se da je matrica M’ simetri¢na matrici M obzirom na sporednu

dijagonalu i
v) m; i = Mn—it1-j+1 kaZe se da je matrica M " centralno simetri¢na matrici M.
Vrijedi propozicija:

Propozicija 1.0.5. Neka je M matrica s alternirajuéim predznakom reda n, M € 47, i neka za

matricu M’ vrijedi neko od sljedeéih svojstava:
(1) vertikalno je simetri¢na matrici M,
(i) horizontalno je simetricna matrici M,
(ii1) dijagonalno je simetricna matrici M,
(iv) simetri¢na je matrici M obzirom na sporednu dijagonalu
(v) centralno simetri¢na je matrici M.
Tada matrica M’ takoder pripada skupu .7,.

Dokaz. Ova svojstva slijede iz Definicije 1. Dokazimo tvrdnju (i). Ako je aj1,...,a;, i-ti redak
matrice M onda je ajp,...,a; i-ti redak matrice M’. Prema tome, redak matrice M’ ispunjava
uvjet alternirajueg predznaka i suma njegovih elemenata ostaje jednaka 1. Na ovaj nacin su
dobiveni svi reci matrice M’, pa suma elemenata svakog njenog stupca ostaje jednaka 1.

Na isti nacin se vidi da vrijede tvrdnje (ii)-(v). |

Vrijedi primijetiti da matrica M’ € <%, moZe imati i viSe od jednog svojstva iz Propozicije
1.0.5. Na primjer, moguce je da bude istodobno vertikalno simetri¢na i simetri¢na obzirom na
sporednu dijagonalu matrici M.

Slika 1.1 prikazuje sve matrice familije .2/3. Mogu se vidjeti primjeri parova matrica koje
su medusobno simetri¢ne za svaku od navedenih simetrija. Na primjer, 1. 1 7. matrica su me-
dusobno vertikalno i horizontalno simetri¢ne; 5. 1 6. matrica medusobno su dijagonalno sime-

tricne; 2. 1 3. su medusobno simetri¢ne obzirom na sporednu dijagonalu itd.



Matrice s alterniraju¢im predznakom

1 00 1 00

010 0 01

0 01 010
010 0 1 0 010
1 00 1 — 1 0 01
0 01 010 1 00

0 01 0 01

1 00 010

010 1 00

Slika 1.1: Skup @ matrica s alternirajué¢im predznakom.

Zbog svojstava matrica s alterniraju¢im predznakom, ako postoji element m; ; = —1 unutar
ASM matrice M, moraju postojati elementi jednaki 1 koji se nalaze na pozicijama (i, j1), (i, j2),
(i1,]) i (i2, ) gdje su iy <i<iriji < j< jpo. Ako pri tom za svaki element m; y = 1, j' < j,
vrijedi da jei j/ < jj reci cemo da je m; j, lca slijeva pripadajuc¢a —1ci m; j. Na analogan nacin
uvode se nazivi: pripadajuca 1ca zdesna, iznad i ispod —1ce m; j, za 1ce u i-tom retku ili j-tom
stupcu koje su najblize —1ci m; ; s odgovarajuce strane.

U matrici M € o7, vrijedi da je u k-tom retku najveci moguéi broj elemenata jednakih —1
jednak min{k — 1,n —k}. Isto vrijedi i za stupce. Naime, buduéi da u prvom retku postoji jedan
element jednak 1 i ostali su nule, u drugom retku moguce je smjestiti —lcu jedino u stupac
Ice iz prvog retka, jer bi u suprotnom jedan od stupaca imao drugu parcijalnu sumu jednaku
—1. Analogno, u treCem retku mozemo imati najvise dva elementa razli¢ita od nule jednaka
—1 itd. S druge strane, u n-tom retku takoder vrijedi da je jedan element jednak 1 i ostali su
nule, pa je u n — 1-i redak moguce smjestiti najvise jedan element jednak —1, i to u stupac lce
iz retka n. Istom logikom nastavljamo dok ne dodemo do retka | 7 |. Poslije tog retka smanjuje
se maksimalni moguci broj elemenata jednakih —1 u retku. Dakle, ako je k < | 5] maksimalan

broj elemenata jednakih —1 bit ¢e jednak k — 1, a u suprotnom n — k.



Matrice s alterniraju¢im predznakom Metoda kondenzacije

1.1. METODA KONDENZACIJE

Matrice s alterniraju¢im predznakom proiza$le su iz raCunanja determinate metodom nazvanom
kondenzacijska metoda. Metodu je osmislio i dokazao Charles Lutwidge Dodgson, poznatiji
pod pseudonimom Lewis Carroll, 1866. godine [14]. Pregled i analizu postupka racunanja de-
terminante ovom metodom A. Rice i E. Torrence dali su 2006. godine [5]. Zbog permutacijske
prirode determinante, Laplaceov razvoj uvelike produzuje vrijeme raCunanja determinante s po-
vecanjem njenog reda. Stoga je od interesa uvodenje drugih, u¢inkovitijih metoda. Dodgson je
primjenjujucéi kondenzacijsku metodu takoder dao postupak za rjeSavanje sustava linearnih jed-
nadzbi koja skracuje do tada poznate metode rjeSavanja. Dokaz ove metode Dodgson je proveo
koristeci identitet poznat pod nazivom Desnanot-Jacobijev identitet, a koji glasi:

Da bi se odredila determinanta dane matrice M reda n kondenzacijskom metodom potrebno

je odrediti dva niza matrica,

M17M27M37---Mn—2 (11)

My M. .M, _,. (1.2)

Matrice M, nazivaju se kondenzirane matrice. Nacin na koji se dobiju nizovi matrica (1.1) i

(1.2) opisan je u nastavku. Neka je M := M i neka su za svaki i, j € {1,2,...,n—k} elementi

matrica My i M, na poziciji (i, j) oznaleni s mf.‘j i m’ij , redom. Za svaki k € {1,2,...,n—2}

matrica M}, dobije se iz matrice M;_; tako da je element mi‘ j jednak determinanti

k—1 k—1
mi e B S WY = B o
1 1 =M M ey T Mgy
M1, Mit1,j+1

Matrica M, dobije se iz matrica M, i My_, tako da je element m’ f j Jednak

k
m; j

k—2 "
Mi1,j+1

Konacno, determinanta polazne matrice M jednaka je

detM, ,

n—3
n;

Iz postupka se vidi da je red matrica My i M} jednak je n — k.
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[lustriraymo metodu kondenzacije na primjeru matrice M reda 4 ,

a b ¢ d

e h
M= f g

i j k

m n o p
U prvom koraku potrebno je odrediti devet deterninanti podmatrica reda 2. Time je dobivena

matrica M,

i gl okl |k

m n| |[n o] |o p

U sljede¢em koraku potrebno je od elemenata matrice M; formirati Cetiri podmatrice. Time

se dobiva matrica M>,

Na kraju, koriste¢i kondenziranu matricu Mé,
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X
I

m nl |[n o n ol |lop
j k
formulom
detnt = M2 (1.3)
f g
Jj k

izraCunamo traZenu determinantu.

Monomi u determinanti (1.3) pokazuju istaknutu pravilnost. Svaki monom se moZe in-
terpretirati kao matrica na nacin da eksponent, -1 ili 1, svakog faktora smjestimo na pocetnu
poziciju danog faktora u matrici M. Primjer 1 pokazuje kako ovako dobivene ¢lanove u razvoju

determinante moZemo interpretirati kao matrice s alterniraju¢im predznakom.

a b c
Primjer 1. Kod raCunanja determinante matrice M = | 4 e f | kondenzacijskom meto-
g h i
dom dobije se
ae—bc bf—ce
1 pu—
dh—ge ei— fh

M, = ((ae2i —aefh—bdei+bdfh) — (bdfh—befg— cdeh+ce2g)> .

Monomima dobivenima iz
det M,

e

detM =




Matrice s alterniraju¢im predznakom Metoda kondenzacije

pridruZe se matrice na sljede¢i nacin

aei —

o O
O =
- O

afh—1 0 0 1 [,

bdi — 10 0 |,

00 1
010

bde 'fh— | 1 - 1 |,
010
010

bfg—1 00 1 |,
1 00
00 1

cdh — 1 00 |1

ceg — 010

10
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1.2. SLUTNJA O MATRICAMA S ALTERNIRAJUCIM

PREDZNAKOM

Ranih 80.-ih godina 20.-og stolje¢a William Mills, David Robbins i Howard Rumsey proucavali
su matrice s alterniraju¢im predznakom s ciljem pronalaska eksplicitne formule za broj takvih
matrica proizvoljnog reda n. Primijetili su da niz brojeva koji enumeriraju matrice raste puno
brze od broja permutacija. Neka je s A, oznacen broj matrica s alterniraju¢im predznakom reda
n,

Ay = | ).

U tablici 1.1 je prikazan rast broja n-Clanih permutacija i broja ASM matrica reda n.

Tablica 1.1: Usporedba broja permutacija i ASM matrica.

n n! Ay
1 1 1
2 2 2
3 6 7
4 24 42
5 120 429
6 720 7436
7 5040 218348
8| 40320 10850216
9 1 362880 911835460

11
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Elementi niza (A,),>1 imaju male proste djelitelje:

1 =1
2 =2
7T =1
42 = 2.3.7

429 = 3-11-13

7436 = 2%2.11-132

911835460 = 2%2.5.17%2.193.23

Izostanak velikih prostih dijelitelja upucuje na postojanje faktorijelne formule za enumeriranje
niza (A,),>1. PokuSavajuéi rijesiti problem broja matrica s alterniraju¢im predznakom, Mills,
Robbins i Rumsey [46] nakon $to su odredili A, za prvih nekoliko prirodnih brojeva n, napra-
vili su i finiju enumeraciju. Dobili su trokutastu matricu brojeva A, ; matrica s alterniraju¢im

predznakom reda n s 1com u prvom retku i k-tom stupcu:

1
1 1
2 3 2
7 14 14 7
42 105 135 105 42
429 1287 2002 2002 1287 429

Zan =1 postoji samo jedna matrica s alternirajuéim predznakom, za n = 2 dvije su matrice,
prva ima lcu u prvom stupcu, a druga u drugom stupcu. Nadalje, za n = 3 postoji 7 matrica od
kojih su dvije s 1com u prvom stupcu, tri s lcom u drugom i opet dvije s lom u treem stupcu.
Slika 1.1 prikazuje matrice s alterniraju¢im predznakom rasporedene po rednom broju stupca u

kojem se nalazi 1ca u prvom retku.

12
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Moze se uoCiti da je trokutasta matrica brojeva A,, ; simetriCna, to jest da vrijedi

An,k = An,n+1—k-
Takoder, mozZe se vidjeti da su elementi na rubu jednaki ukupnom broju matrica prethodnog
reda,

An,l :Amn =Ap1. (14)

Relacija 1.4 slijedi iz Cinjenice da matricu skupa 47, koja ima lcu na poziciji (1,1) moZemo

dobiti to¢no jednom iz svake matrice skupa .7, | dodavanjem retka

1 0 ...0

1 stupca

0
na poCetku. Analogno vrijedi za matrice s 1com na poziciji (1,n) s tim da dodajemo redak
(0,...,0,1) na pocetku i odgovarajuci stupac na kraju.
Izvjesna pravilnost se uo¢ava promatranjem matrice omjera susjednih elemenata prethodne

trokutaste matrice.

2/2
2/3 3/2
2/4 5/5 4/2
2/5 7/9 9/7 5/2
2/6 9/14 16/16 14/9 6/2

Moze se naslutiti da su omjeri na rubu trokuta jednaki

2 n+1
n+1" 2

za lijevi 1 desni rub, redom. Ostali omjeri dobiju se tako da se brojnik dobije zbrajanjem brojnika
dvaju susjednih omjera iz prethodnog retka, a nazivnik zbrajanjem njihovih nazivnika. ToCnije,

Ank  An—1k—1+An—14k
Ank+1 An—1x+An—1k+1

(1.5)

13
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za 1 <k < n. Primjerice, As 5 /As 3 = 105/135 = 7/9 moZe se odrediti po relaciji (1.5),

A572 . 245 . 7

A573 - 4+5 9
Na osnovu ovog opazanja Mills, Robbins i Ramsey postavljaju slutnju
-2 -1
A GG

At (20 + ()

gdje je 1 < k < n. Po tome se nadalje dobiva

Age (n=2)12n—k—=1)!  (n—k—1)k!
Averl (=R k=11 (n=2)(n+k—1)!
k(2n—k—1)

(n—k)(n+k—1)
Ako je poznat A, |, uzastopnom primjenom omjera A, x /A, x4 1 moZe se dobiti vrijednost

o, (=Dn (=2)n+1l) (n—k+)(n+k=2)
n.k 1(21’1—2) 2(211— 3) (k— 1)(211—]() n,1
(n+k—2)!12n—k—1)!

(n—k)!(k—l)!(zn—z)zA”J‘

Sada se mogu zbrojiti vrijednosti A, x da se dobije A, = Ap 1 1:

k—2)1(2n—k—1)!
O\ (k—1)1(2n—2)1"

n n-
An :An+171 :Aml Z (
=i (n—

Suma

" (n+k—2)1(2n—k—1)!
L (n—k)!(k—1)!(2n—2)!

k=1

— )& (n+k—=2\(2n—k—1
(2n—2)! 1;1( n—1 >( n—1 ) (1.6)

 (n=Dn—-1)! (3n-2
"7 T (2n—-2)! (2n—1)A”‘1

(n—1)!(3n—2)!
n—2)12n—11" "

se moZe zapisati kao

Slijedi

S

Budu¢idaje Ay =1 vrijedi

(k—1)1(3k —2)!

An = g(zk—z)!(zk—l)!’

14
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a iz toga slijedi formula

n—1 .
T @)
= e 7

poznata kao slutnja o matricama s alternirajuc¢im predznakom (engl. Alternating Sign Matrix

Conjecture). Sada iz

(n+k—2)! (2n k—1)! I:I2 (3j+1)!

Ang =
T =R k=1)12n—2)! 14 (n+j—1)!
slijedi formula
n+k—2\(2n—k—1)112(3j+1)!
nk = . (1.8)
k—1 (n=k)t 5 (n+))!

koja je jo§ poznata pod nazivom profinjenje slutnje o matricama s alternirajucim predznakom
(engl. Refined Alternating Sign Matrix Conjecture).

Mills, Robbins i Rumsey postavili su ove slutnje ali ih nisu uspjeli dokazati. PokuSali su
matrice s alternirajuéim predznakom dovesti u vezu s ravninskim particijama prirodnog broja
n te njihovim podfamilijama o kojima se viSe moZe pronaci u Odjeljku 1.3. Svoju slutnju (1.7)
poslali su Richardu Stanleyu koji ih je uputio na Georgea E. Andrewsa [4]. Naime, Andrews je
enumerirao jednu od podfamilija, padajuce ravninske particije. Pripadni niz za broj padajuéih
ravninskih particija jednak je nizu zadanom formulom (1.7) koji enumerira matrice s alternira-
juc¢im predznakom.

Koriste¢i nove spoznaje, pokusali su pronaci bijekciju izmedu matrica s alterniraju¢im pred-
znakom i padajuéih ravninskih particija te time dokazati svoju slutnju. Nisu uspjeli, ali su
uspjeli dokazati Macdonaldovu slutnju o funkciji izvodnici za broj jedne druge podfamilije,
ciklicki simetricnih ravninskih particija prirodnog broja. Niz koji enumerira ovakve ravninske
particije je 1,0,0,1,0,0,2,1,0,2,1,0,4,3,0,5,4,0,8,8,0,10,11...

U prosincu 1992. godine Doron Zeilberger objavio je dokaz slutnje (1.7), a u jesen 1995.
1 dokaz profinjenja (1.8). Postupak kojim je dokazao slutnju je detaljnije objaSnjen u Odjeljku
1.3. Malo kasnije iste godine, slutnju (1.7) je dokazao i G. Kuperberg [25] pomocu Young-
Baxterove jednadZbe. D. Bressoud i J. Propp 1999. godine su dali pregled ovih postignuca. [12]

Tijekom kasnijeg razdoblja proucavano je i viSe istaknutih podfamilija matrica s alterniraju-
¢im predznakom. Jedna od takvih familija je i familija ASM matrica koje su simetri¢ne obzirom

na glavnu dijagonalu.

15
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1.2.1. Dijagonalno simetri¢ne matrice s alternirajuim predznakom

Dijagonalno simetricne matrice s alterniraju¢im predznakom (skraCeno DSASM), su matrice
iz skupa .27, koje su same sebi dijagonalno simetri¢ne. ToCnije, Matrica M = [m; j, reda n,
M € o7, je dijagonalno simetri¢na ako je m; j = m;j; za svaki i, j € {1,2,...,n}. Neka je skup

DSASM matrica reda n oznalen s 2/,,. Primjerice, matrice u skupu 2754 jesu

1 1 1 1
1 | 1 1
| ’ 1| | ’ -1
1 | | 1
1 1 1 1
1 1 1 -1
1 ’ 1 ’ 1] 1
1 | 1 1
1 | 1 1
-1 - 1 1 1
I 1 B B
1 1 1 1
1 1 1 1
1 -1 1 , 1
| B ’ | l |
1 | 1 1

Neka je s Ap, oznaCen broj dijagonalno simetri¢nih matrica s alternirajuim predznakom
reda n,

Istaknuti otvoreni problem u kontekstu matrica s alternirajuim predznakom je enumeracija
takvih dijagonalno simetri¢nih matrica. Niz brojeva koji enumeriraju DSASM za prvih nekoliko

redova pocinje s

1,2,5,16,67,368,2630,24376,293770,4610624, 94080653, 2492747656, . .. (1.9)

16
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Brojevi ovog niza nemaju male proste faktore.

Vodeci se idejom da se broj Ap, odredi pomocu enumeracije broja DSASM koje u prvom
retku imaju lcu u k-tom stupcu moze se do¢i do odredenih zakljucaka, k € {1,2,...,n}. Neka je
s Ap,, oznacen broj dijagonalno simetri¢nih matrica s alterniraju¢im predznakom koje u prvom

retku imaju lcu u k-tom stupcu. U slucaju kada je k = 1 matrice imaju oblik

1

gdje je M; DSASM matrica reda n— 1. Slijedi da je Ap,, = Ap,_,. Za k = n matrice imaju
oblik

1
gdje je M,, DSASM reda n — 2. Dakle, ADM =Ap, ,. Za2 <k < n— 1 matrice su oblika

1

pri ¢emu je M simetrina matrica reda n — 1 s elementima —1, 0 i 1 1 zadovoljava sljedeca

svojstva:
(1) nenul elementi alterniraju u predznaku
(i1) sve parcijalne sume k — 1-og retka jednake su —11ili O
(iii) sve parcijalne sume ostalih redaka jednake su O ili 1.

Dakle, jedino $to razlikuje matricu M, od dijagonalno simetricne matrice s alternirajuéim pred-
znakom reda n — 1 jest svojstvo da (k — 1)-i redak ili nema nenul elemente ili je prvi nenul
element jednak —1. Analogno svojstvo zbog simetri¢nosti vrijedi za (k — 1)-i stupac. Problem

pronalaska broja Ap, , moZe se svesti na problem pronalaska broja matrica s gornjim svojstvima.

17
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Trokutasta matrica brojeva Ap, , dijagonalno simetri¢nih matrica s alterniraju¢im predzna-

kom koje u prvom retku imaju Icu u k-tom stupcu zapocinje

1
1 1
2 2 1
5 5 4 2 (1.10)
16 16 17 13 5
67 67 86 82 50 16

Na osnovu trokutaste matrice (1.10) namece se slutnja za broj Ap,, kada je k =2 Ap, , =
Ap,  izak=3Ap,;=Ap, ,,+2Y"3Ap, ;-
Iako problem enumeracije DSASM matrica nije u potpunosti rijeSen, poznate su enumera-
cijske formule s odredenim dodatnim svojstvima. Broj matrica iz skupa .27, koje su istovremeno

simetriéne obzirom na glavnu i sporednu dijagonalu neparnog reda n = 2k + 1 jednak je

Sto je dokazano u radu [38].

Takoder, 2020. godine A. Ayer, R. E. Behrend i 1. Fischer u svom radu [2] bavili su se
matricama s alterniraju¢im predznakom koje su takoder simetri¢ne obzirom na obje dijagonale
1 koje imaju dodatno svojstvo; zadan broj elemenata na dijagonali koji su jednaki nekoj od

vrijednosti —1, 0 ili 1.

1.2.2. Vertikalno simetricne matrice s alterniraju¢im predznakom

Vertikalno simetri¢na matrica s alternirajuc¢im predznakom, VSASM (engl. Vertically symme-
tric alternating sign matrix) je matrica M = [m; ;] € %7, kojoj je k-ti stupac jednak (n —k+1)-om
stupcu za svaki 1 < k < n. U slucaju da je n paran slijedi da su susjedni stupci rednih brojeva
5 1 53+ 1 jednaki. Medutim, tada bi se 1ce u tim stupcima nalazile uzastopno u istom retku to

bi narusilo svojstvo matrica s alternirajuéim predznakom da nenul elementi u retku alterniraju

18
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u predznaku. Iz toga slijedi da su VSASM nuzZno neparnog reda. Matrica

00 01 0 0O
01 0 — 0 10
I - 0 1 0 — 1
M=o 0 1 — 1 0 O
01 -1 — 120
001 — 1 00
00 01 0 0O

primjer je vertikalno simetri¢ne matrice s alterniraju¢im predznakom.

Matrice VSASM imaju centralnu jedinicu u prvom i zadnjem retku. Jasno je po Definiciji
1.0.1 da ove matrice moraju imati dvije Ice u drugom i n — 1-om retku, i prva Ica odreduje
poziciju druge u tim retcima. Posljedi¢no, srednji stupac nema niti jedan element jednak O, tj,
sastoji se od niza 1,—1,1,...,—1,1. G. Kuperberg u radu [26] pronalazi izraz za broj Ay (3,1 1)
takvih matricareda 2n+ 1,

Ay(anin) = (=3)" ,»,,LIH —j3_(]i +2n++1 3
2|j

Godine 2009. L Fisher postavlja slutnju za broj Ay, ;) VSASM matrica kojima je Ica u
prvom retku smjeStena u stupac k:

A B (2n+k—2)(4n k—1)! 'ﬁ '21—1)
Vink) = on=Tan —2)(k—1)12n—k)! L @i =1)14i —2)1

i=

koju dokazuju I. Fisher i M. P. Saika 2020. godine. [19]

Sljedeca propozicija daje dva dodatna svojstva VSASM matrica.

Propozicija 1.2.1. Neka je M = [m; ;| vertikalno simetri¢na matrica s alterniraju¢im predzna-

kom neparnog reda n. Tada vrijedi
(1) prva lca slijeva u retku i+ 1 nalazi se slijeva prvoj 1ci zdesna u retku i i
(i1) prva lca zdesna u retku i + 1 nalazi se zdesna prvoj 1ci slijeva u retku i

zasvakii€ {1,2,...,n—1}.

Dokaz. Prva lcaslijevau danom retku i VSASM matrice nalazi se u nekom od stupaca 1,2, ..., %,
i € {1,2,...,n}. Prva lca zdesna u danom retku i nalazi u nekom od stupaca ﬂzl,”—;l +
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l,...,n—1,n,i€{1,2,...,n}. OCito se za proizvoljno odabrane retke ij,ir € {1,2,...,n} prva
Ica slijeva u retku i; nalazi slijeva ili u istom stupcu kao prva 1ca zdesna u retku i>. Budu¢i da

u dva uzastopna retka ne mogu biti 1ce u istom stupcu, slijede svojstva i) i ii) propozicije. N

Na Slici 1.2 prikazana je konstrukcija prva tri retka VSASM matrice gdje je raspored nenul

elemenata u retku prikazan u odnosu na poloZaj nenul elementa u ostalim retcima. Kao §to je

veé navedeno ranije, u prvom retku postoji tocno jedna 1ca i mora biti u srednjem, to jest u %—

om stupcu. U drugom retku sigurno postoji —1ca jer bi u suprotnom ponovno imali jedinstvenu

Icu koja bi zbog simetri¢nosti takoder bila u %—om stupcu. Dakle, jedina moguénost za drugi

redak je —lcau %—om stupcu i slijeva i zdesna po jedna Ica. Ako se lca slijeva smjesti u
stupac j € {1,2,..., %} poloZaj 1ce zdesna jedinstveno je odreden i nalazi se u n — j+ I-om
stupcu.
1
1
1 — 1
1 1
1 — 1 1 — 1
1 - 1 -1 1

Slika 1.2: Konstrukcija prva tri retka VSASM matrice.

Za treci redak postoje dva slucaja; prvi slucaj je prikazan na lijevoj strani Slike 1.2. To je
sluc¢aj kada u tre¢em retku potoje tri Ice i dvije —1ce. PolozZaji prve i druge —1ce te druge lce
slijeva jedinstveno su odredeni poloZajem nenul elemenata u prvom i drugom retku. Nalaze se
redom u j-tom, n — j+ l-om i ”—jZLl—tom stupcu. Prva lca slijeva moze se nalaziti u nekom od
stupaca j; € {1,2,...,j— 1} i zbog simetri¢nosti tim poloZajem jedinstveno je odreden poloZaj
prve lce zdesna koja se nalazi u n — j; + 1-om stupcu. Drugi slucaj za treéi redak nalazi se
na istoj slici zdesne strane. U ovom slucaju u treCem retku matrice nalazi se jedinstvena Ica i
nuzno je smjestena u stupac %

Preostali retci matrice mogu se dodati na dva nacina; povecanjem broja nenul elemenata u

odnosu na prethodni redak ili njegovim smanjivanjem, analogno nac¢inu opisanom za dodavanje
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treceg retka. Povecavanje je moguce u slucaju da red matrice dopusta.

Primjer 2 (konstrukcija VSASM reda 5). Ovdje se vidi kako se konstrukcijom opisanom iz-

nad dobiju jedinstvene tri VSASM matrice reda 5:

00100
N N\
1 0 — 01 01 — 10
1 v N\
001 00O 1 — 1 — 1 001 00O
01 — 10 01 — 1 0 1 0 — 01
001 00O 0O 0 1 0O 001 00O
Time su dobivene matrice
1 1 1
1 — 1 1 - 1 1 — 1
1 , 1 — 1 — 1] 1 1
1 — 1 1 — 1 1 — 1
1 1 1

1.2.3. Vertikalno 1 horizontalno simetri¢ne matrice s alterniraju¢im predznakom

Istaknuta je i familija matrica koje su uz simetriju obzirom na vertikalnu os simetri¢ne i obzirom
na horizontalnu os, VHSASM (engl. Vertically and horizontally symmetric ASM). Za matricu
M = [m; ;] reda n =2k + 1 za koju vrijedi da je m; j = mjp—j 1 imj=my_i 11 jzasvei,je
{1,...,n} kaZe se da je vertikalno i horizontalno simetri¢na . Kao i kod vertikalno simetri¢nih
matrica, srednji stupac jedank je nizu 1,—1,1,...,—1,1, i drugi redak je odreden poloZajem

prve lce u tom retku. Ovdje joS vrijedi i da je sredi$ni redak jednak nizu 1,—1,1,...,—1,1,1
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matrica je jedinstveno odredena podmatricom reda (n — 3) /2 u lijevom gornjem kutu. Matrica

00 00 01 O0O0O0O0O0
00 01 0 — 010 00O
00 0 0 01 0 0 0 0O
001 -1 -1 -1 020
01 -1 -1 -1 —-—120
M=11 -1 -1 -1 -1 -1 (1.11)
o1 -1 -1 -1 —-120
oo0o1-1-1 -1 020
00 00 01 0 O0O0 O00O0
00 01 0 - 01U0 00O
00 00 01 0 O0O0O00O0

primjer je VHSASM matrice dok je matrica M’ reda 4 podmatrica kojom je matrica (1.11)

jedinstveno odredena

00 1 0
|00 00
01 — 1
-1 -

Podmatrica reda (n — 3)/2 kojom je jedinstveno odredena VHSASM reda n zadovoljava slje-

deca svojstva:
(i) elemanti su jednaki —1,01ili 1,
(i1) elementi razliCiti od nule alterniraju u predzanku u svakom retku i stupcu,
(i11) gornji element razli¢it od O u svakom stupcu jednak je 1,
(iv) prvi element razli¢it od O u svakom retku jednak je 1.

Broj VHSASM matrica reda n jednak je broju matrica reda (n — 3) /2 koje zadovoljavaju gornja
svojstva. . Fisher i P. Saika u svom radu koriste ova svojstva za pronalazak formula koje opisuju

broj VHSASM matrica s odredenom pozicijom 1lce u drugom retku.
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1.3. GELFAND-TSETLINOVI UZORCI

Matrice s alterniraju¢im predznakom dopustaju viSe interpretacija i veza s kombinatornim i

drugim strukturama. Ovdje ¢emo prikazati najznacajnije takve objekte, ukljucujuéi one koji su

za dani red jednakobrojni matricama s alternirajuéim predznakom. Jedna od takvih struktura je

Gelfand-Tsetlinov uzorak.

Definicija 1.3.1. Gelfand-Tsetlinov uzorak (GT') je matrica [a; ;| nenegativnih cijelih brojeva

takva da vrijedi

Aij 2 Airl,j = Qi ji1-

Dakle, u Gelfand-Tsetlinov uzorku brojevi monotono padaju po dijagonali odozgo prema

dolje i monotono rastu po dijagonali odozgo prema lijevo dolje. Posljedi¢no, brojevi monotono

padaju po retcima.

a1 ain

a1

ap—2.1 an-22 an—-23

ap—1,1 an—12

dap 1

Gelfand-Tsetlinov uzorak zadan je pocetnim vektorom (aj i,a;2,: -

(2,1,0) postoji 8 GT matrica,

2 1 0 2 1 0 2 1 0
2 1 ; 2 1 ) 2 0 5
2 1 2
2 1 0 2 1 0 2 1 0
2 0 ; 1 1 ) 1 0 1
0 1 1

1.3.1. Striktni Gelfand-Tsetlinovi uzorci

aln

axn—1

,ai ). Na primjer, za

2 1 0
2 0o
1
2 1 0
1 0
0

Promatra 1i se podskup Gelfand-Tsetlinovih uzoraka koji imaju svojstvo strogog pada po ret-

cima, dobije se struktura jednakobrojna matricama s alterniraju¢im predznakom.
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Matrice s alterniraju¢im predznakom Gelfand-Tsetlinovi uzorci

Definicija 1.3.2. Striktni Gelfand-Tsetlinov uzorak reda »n je matrica pozitivnih cijelih brojeva

takva da za pocetni vektor (a 1,a12,---,a1,) vrijedi a; y =n—k+1te su
(i) brojevi u recima strogo rastuci i
(ii) po dijagonalama slijeva na desno rastudi.
Striktni Gelfand-Tsetlinovi uzorci nazivaju se joS i monotonim trokutima.

Primjer 3. Striktni Gelfand-Tsetlinov uzorak reda 1 je
1,

dva su striktna Gelfand-Tsetlinova uzorka reda 2

2 1 2 1
2 1,

1 sedam je striktnih Gelfand-Tsetlinovih uzoraka reda 3:

3 2 1 3 2 1
3 2 ; 3 2 5
3 2
3 2 | 3 2 1 3 2 1
3 1 ; 3 1 ; 3 1 )
3 2 1
3 2 | 3 2 1
2 1 i 2 1
2 1

Da bi se mogla definirati bijekcija izmedu matrica s alternirajuéim predznakom i strikt-
nih Gelfand-Tsetlinovih uzoraka uvodi se pojam matrice parcijalnih suma koja je pridruzena
matrici s alternirajuéim predznakom. Za proizvoljno odabranu ASM matricu M reda n njoj
pripadajuca matrica parcijalnih suma jest matrica reda n koja na na poziciji (i, j) ima element
jednak Z}'C: 1 My j, to jest jednak je i-toj parcijalnij sumi j-tog stupca.

U nastavku je opisano pridruzZivanje Gelfand-Tsetlinovog uzorka matrici parcijalnih suma.

Iz definicije matrice parcijalnih suma slijedi da u i-tom retku ima tocno i 1ca dok su preostali
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Matrice s alterniraju¢im predznakom Gelfand-Tsetlinovi uzorci

elementi jednaki nuli. Neka su aj,as,...,a; redni brojevi stupaca koji u i-tom retku imaju Icu i
nekaje a; > ap > ... > a;. Tada je n — i+ 1-1 redak Gelfand-Tsetlinovog uzorka jednak vektoru
(ay,ay,...,a;).

U drugom smjeru, u i-ti redak matrice upisujemo Icu u stupce €iji se broj nalaziun—i+ 1-
om retku Gelfand-Tsetlinovog uzorka, a zatim, iz matrice parcijalnih suma rekonstruiramo ma-
tricu M tako da u svaki redak upisujemo elemente m; ; € {—1,0, 1} na nacin da parcijalna suma
stupaca u tom retku bude odgovara vrijednosti na odgovarajucoj poziciji matrice parcijalnih

suma.

0 0010 000T1@PO0 5 4 3 2 1
01 0 — 1 01001 5 4 3 1

1 - 01O0]—|1 0011} 5 4 1

0 01 0O 1 0111 5 2

01 0 0O 11111 4

Slika 1.3: Preslikavanje matrice s alterniraju¢im predznakom u Gelfand-Tsetlinov uzorak.
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Matrice s alterniraju¢im predznakom  Ravninske particije

1.4. RAVNINSKE PARTICIJE

Ravninska particija broja n (engl. Plane partition, PP) je dvodimenzionalno polje prirodnih

brojeva
ny1 ni2 ... Rig
npi1 N2 ... N
l’lr,l I’lr72 . nl,c,

padajuce po retcima i stupcima za koje vrijedin =1} ;n; jicy > c2 > ...c,. Ravninsku particiju

broja n oznacit ¢emo s P. Ravninska particija je poopcenje particije prirodnog broja.

Primjer 4. Ravninske particije za prva tri prirodna broja su:

zan=1
1
zan=2
1
2, ) 1 1
1
izan=3
1
2 1 1
3, ) 21, ; 1 ¢ 111
1 1
1

Neka je s pp(n) oznaen broj ravninskih particija broja n. Iz Primjera 4 vidim se da je
pp(l) =1, pp(2) =31 pp(3) = 6. Svaka particija se moZe prikazati slaganjem n; ; jedini¢nih
kocki iznad tocke (i, j) u ravnini. Ovaj 3-dimenzionalni prikaz dane ravninske particije P ozna-
Cen je s F(P). Takav prikaz jedne particije broja n = 30 daje trodimenzionalno tijelo prikazano

na Slici 1.4:

4 4 3 2 1

4 311
_)

3 21

1

Slika 1.4: Trodimenzionalni prikaz jedne ravninske particije broja 30.
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Matrice s alterniraju¢im predznakom  Ravninske particije

Ravninsku particiju P ¢iji je 3-dimenzionalni prikaz simetrican obzirom na svih 6 permuta-
cija koordinatnih osi x, y i z nazivamo potpuno simetricnom ravninskom particijom. Ako jos za
svaku toCku (i, j, k) € F(P) vrijedida (n+1—i,n+1— j,n+1—k) ¢ F(P), takvu ravninsku
particiju nazivamo samokomplementarna potpuno simetricna ravninska particija (engl. totally
symmetric self-complementary plane partition, TSSCPP). Za neparne brojeve 2n + 1 ne postoji
TSSCPP s 2n + 1-im retkom, a za skup svih TSSCPP s parnim brojem redaka, 2n, koristimo

oznaku SP,.

Primjer 5. Postoji jedna ravninska particija SP;

SP, sadrzi dvije particije

N W B
[\
—

4 4 4
4 4 2 2 4
2 2 3
2 2 2

dok SP; ima 7 ravninskih particija
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Matrice s alterniraju¢im predznakom Ravninske particije

6 6 63 3 3 6 664 3 3 6 664 3 3
6 6 63 3 3 6 663 3 3 6 664 3 3
6 6 63 3 3 665332 6 6 4322
33 3 ’ 43 3 1 ’ 4 4 3 2 ’
33 3 33 3 33 2
33 3 33 2 33 2
6 665 4 3 6 665 4 3 66655 3
6 65332 6 65432 655331
655331 654321 655331
53311 54321 53311
43 3 1 43 21 53311
321 321 3011
66655 3
655431
_ 654321
l 54321
5321 1
3011

Na Slici 1.5 je dan trodimenzionalni prikaz samokomplementarne potpuno simetricne rav-

ninske particije.

—_— W W W DN
W W WL L
W W W
W W W

p—

w L L N N DN

Slika 1.5: Jedna od 7 TSSCPP reda 6
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Matrice s alterniraju¢im predznakom  Ravninske particije

Bijekciju izmedu matrica s alterniraju¢im predznakom (ASM) i totalno simetri¢nih ravninskih
particija (TSSCPP) Zailberger [49] je usapostavio vezom izmedu GT uzoraka i takozvanih ma-

gog trokuta.

Definicija 1.4.1. Magog trokut reda n je trokutasta matrica s n brojeva na sve tri stranice ¢iji

su elementi manji ili jednaki n, takvi da su
(i) neopadajuéi duz redova i stupaca i

(i1) u j-tom stupcu ne postoji element veci od j.

Primjerice,
1 1 1 1
11 11 11 11
I 11 I 12 1 13 1 2 2
1 1 1
11 1 2 1 2
1 23 1 2 2 1 23

su svi magog trokuti reda 3. Bijekcija izmedu GT uzoraka i matrica s alterniraju¢im predzna-
kom ve¢ je prikazana u Odjeljku 1.3.1. Bijekcija izmedu magog trokuta i TSSCPP ranije su
dokazali Mills, Robbins i Rumsey [46], a Zeilberger pronalazi bijekciju izmedu GT uzoraka i
magog trokuta.

G.E. Andrews proucava i padajuce ravninske particije (engl. descending plane partitions,
DPP) [4]. Padajuca ravninska particija reda n je trokutasta matrica cijelih brojeva koji su manji
ili jednaki n tako da, promatrajuci slijeva, brojevi u retcima padaju, u stupcima strogo padaju i

broj elemenata u svakom retku je strogo manji od najveceg elementa u tom retku.

7 7 6
6 5
3

5 31
4 2
3

2

je primjer takve particije. Za n = 1 imamo samo 1 padajucu ravninsku particiju:

0.

Dvije su ravninske particije za n = 2:
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Matrice s alterniraju¢im predznakom  Ravninske particije

Za n = 37 je ravninskih particija i to su

Broj padajucih ravninskih particija dan je formulom

r+i+j—1

— (1.12)
1<i<j<r 2071

i podudara se s brojem matrica s alterniraju¢im predznakom. Jo$ uvijek je otvoren problem

pronalaska bijekcije izmedu ovih dviju struktura.
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Matrice s alterniraju¢im predznakom  Funkcija visine i astecki dijamanti

1.5. FUNKCIJA VISINE I ASTECKI DIJAMANTI

Sljedeca struktura koja je u vezi s ASM jesu astecki dijamanti (engl. Aztec diamond). Astecki
dijamant reda n je unija kvadrata [a,a + 1] x [b,b+ 1] C R?, a,b € Z smijeStena u potpunosti

unutar kvadrata {(x,y) : |x| + |y| < n+ 1} u cijelobrojnoj mreZi.

Slika 1.6: Astecki dijamant reda 2.

Domino plocica je zatvoreni 1 x 2 ili 2 x 1 pravokutnik u R? s vrhovima u Z2. Poplocanje
T podrucja R je skup domino plocica ¢iji su interiori disjunktni, a unija daje R. Na Slici 1.7

vidimo sva poplocanja asteCkog dijamanta reda 2:

Slika 1.7: Sva moguéa poplocanja asteckog dijamanta reda 2.

N.D. Elkies, G.Kuperberg, M. Larsen i J. Propp 1992. godine [31] dokazali su da je broj po-
plo¢anja aste¢kog dijamanta reda n jednak 2""+1)/2_ U svom radu su prikazali korespodenciju
poplo¢anja asteCkog dijamanta s parovima (A, B) matrica A € <7, i B € 4,1 koje zadovolja-
vaju odredene uvjete. Za potrebe definiranja tih uvjeta i bijekcije izmedu para (A, B) matrica
1 poplocanja asteCkog dijamanta najprije se definira funkcija visine Hr za dano poplocanje 7.
Poplo¢anje T se prosiri na cijelu ravninu R? na nacin da je komplement asteCkog dijamanta

poplocan iskljucivo horizontalnim domino plo¢icama. ProSireno poplo¢anje oznaceno jes 7.
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Matrice s alterniraju¢im predznakom  Funkcija visine i astecki dijamanti

Definicija 1.5.1. Graf G je uredena trojka (V,E, h) gdje je V = {vi,va,...,v,} skup vrhova,
E ={ey,ea,...,em} skup bridovaih: E — (V) funkcija iz skupa svih bridova u skup dvocla-
nih podskupova skupa vrhova. Ako je h(e) = {vi,v,} tada kazemo da su v; i v, krajnje tocke

brida e i da je e incidentan toCkama vy i v;.

Usmjereni graf je uredena trojka (V,E,u) gdje je V.= {vi,va,...,v,} skup vrhova, E =
{e1,e2,... ey} skup bridova i u : E — V, funkcija iz skupa svih bridova u skup V,, uredenih
parova elemenata skupa V. Ako je u(e) = (v, v2) koristimo zapis e = viv, i kaZzemo da je v;
pocetna i v, krajnja to¢ka brida e.

Usmijereni graf G asteckog dijamanta reda n je graf s vrhovima {(a,b) € Z? : |a| + |b| < n+
1} i bridovima izmedu svakih dvaju vrhova (a,b) i (d,b") za koje vrijedi [a—d'|+ |[b—b'| = 1.
Cjelobrojna mreZa u Z? oboji se kao $ahovska plo¢a, crno-bijelo, tako da pravac y =n+1—x
prolazi samo bijelim kvadratima. Ovakvo bojenje naziva se standardno ili parno bojenje. G
je usmjereni graf i svaki brid je usmjeren tako da mu je crno polje slijeva. Ovakva orijentacija
se takoder naziva standardna. Strelice kruZe u smjeru kazaljke na satu oko bijelih polja, a u
suprotnom smjeru oko crnih polja kao Sto se moze vidjeti na Slici 1.8. Zapisuje se u — v ako je

uv brid usmjerenog grafa G ¢ija je standardna orijentacija od u prema v.

Slika 1.8: Parno bojenje 1 standardna orijentacija asteckog dijamanta reda 3.

Za vrh v = (a,b) kaze se da je rubni vrh ako je |a|+ |b| € {n,n+ 1}, a rubni ciklus je unija
svih bridova koji povezuju rubne vrhove. Za vrh v = (a,b) kaze se da je paran ako je smjesten
u gornjem lijevom kutu bijelog polja, u suprotnom se kaze da je vrh v neparan.

Obilazeci bridove proizvoljno odabrane domino plocice u asteCkom dijamantu u smjeru
kazaljke na satu (analogno u smjeru suprotnom kazaljki na satu), nuZno ¢e se smjer podudarati

sa smjerom triju bridova grafa G, a tri ¢e imati suprotan smjer. Takoder, svaki vrh v grafa G lezi
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na rubu barem jedne domino plogice u 7.

Funkcija Hr definira se na sljedeéi nain: vrhu (—n — 1,0) grafa G funkcija visine Hr
pridruZuje vrijednost 0. Nadalje, ako vrijedi da brid uv pripada rubu domino plocice poplocanja
T™ pri ¢emu je usmjerenje brida u — v i ako je vrijednost funkcije Hr u vrhu u jednaka Hr (u),

tada je Hr(v) = Hr(u) + 1. Funkcija Hy zadovoljava sljedeca svojstva
* Vrijednost funkcije Hr u vrhovima
(—n—1,0),(-n,0),(—-n,1),...,(0,n+1),...,(n+1,0),...,(0,—n—1),...,(—n—1,0)
duZ rubnog ciklusa poprima uzastopne vrijednosti
0,1,2,...,2n+2,...,0,....2n+2,...,0
redom i

* ako je u — v, tada je Hr(v) jednako ili Hy (u) + 1 ili Hy (u) + 3.

10
I
8§—9—8
| |
T —  Hr 6—7—6—71—6

I,
A
T A A A 0 A
LT
il
A
|
1|O

Slika 1.9: Poploc€anje T i pripadajuca funkcija visine Hy

Sljedeci korak jest iz poplocanja asteckog dijamanta 7 pomocu funkcije Hr dobiti par ma-

trica s alterniraju¢i predznakom A € &7, i B € ;1. Za svaki i, j € {0,1,...,n} definiramo

/

dij=Hr(—n+i+j,—i+))
izasvakii,j€{0,1,...,n+1}
bi j=Hr(—n—1+i+j,—i+j).
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Time se dobiju matrice A’ = [q; ;] i B' = [b] ;]. Poplocanje sa Slike 1.9 daje matrice

0 246 810
135709
2 4686 8
35757
, |4 6864 6
Al=|57575|iB=
6 46 46 4
75353
8 6424 2
97531
108642 0

Matrice A* = [a; ;] i B* = [b} ;] dobivene iz A" i B redom formulama

/ /
L] 2 L] 2

nazivaju se ukosene sumacije matrica s alternirajuéim predznakom A i B, gdje elemente matrice

A dobijemo iz
* * * *
a1 ;+a; ;1= 1 ;14

J
2

i vrijedi analogna formula za elemente matrice B. Par matrica A € 47, i B € 4, pridruZenih

ai?j =

poplocanju T na Slici 1.9 su matrice

00010

001 O
001 0O

01 — 1
A= i B=|100 — 1

1 0 0 O
O10 0O

001 0
O00O0OT1TTDO0

Uvjeti kompatibilnosti koje mora zadovoljavati par matrica (A, B) pridruzenih poplo¢anju T
aste¢kog dijamanta za svaku matricu B € .27, | dopustaju toéno 2V~ (B) matrica A € 7, gdje je
N_(B) broj elemenata jednakih —1 unutar matrice B. Mills, Robbins i Rumsey [45] dokazali su
da je

Z 2N,(M) — 211(11-5-1)/2‘
Mes,
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2. MATRICE S ALTERNIRAJUCIM
PREDZNAKOM UVIJETOVANE

PERMUTACIJSKIM UZORKOM

U ovom poglavlju uvedene su familije matrica s alternirajuéim predznakom koje posjeduju do-
datna algebarska i kombinatorna svojstva. Od interesa je promatrati matrice s alterniraju¢im
predznakom koje su uvjetovane permutacijskim uzorkom duljine 3. Uvodi se familija matrica
koje izbjegavaju permutaciju ¢ = (213) i te matrice nazivamo .¥’-matrice. Matrice koje izbjega-
vaju permutaciju o i zadovoljavaju uvjet nagiba medu susjednim recima nazivamo % -matrice.
Kako je u Poglavlju 1navedeno, istaknuti otvoreni problem je razumijevanje strukture i enume-
racije dijagonalno simetricnih ASM matrica. Ovdje odgovaramo na takva pitanja uvodenjem
familije matrica koje su dijagonalno simetri¢ne i izbjegavaju permutaciju ¢. Nazivamo ih Z-
matrice.

Promatra se vise podfamilija i poopéenja ovih familija matrica s alterniraju¢im predznakom.
Dokazuje se invarijantnost familija na pojedine simetrije. UocCena je i dokazana rekurzivna
struktura, na osnovu koje se dokazuje eksplicitna formula za broj matrica danog reda. Prikazane
su profinjene enumeracije, obzirom na mjesto 1ce u prvom retku te obzirom na broj specijalnih

elemenata u matrici.
Definicija 2.0.1. Neka je S konacan skup. Bijekcija o : § — § naziva se permutacija skupa S.

Skup svih permutacija skupa S ¢ini grupu obzirom na standardno komponiranje funkcija.
Ta se grupa naziva simetri¢na grupa. Svaka se grupa, do na izomorfizam, moZe reprezentirati
nekom grupom permutacija [10].

Uvodi se oznaka [n] za skup prvih n prirodnih brojeva, [n] := {1,2,...,n}. Ako je S n-Clani

skup, onda se pripadna grupa simetrija oznacava sa S(n). Koristi se i oznaka S,. Pojedina
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permutacija iz tog skupa moZe se reprezentirati na vise na¢ina. Za zapis ¢ € S(n),

koristi se skracena oznaka

o=(o(1) 0@2) - o).

Permutacija ¢ € S, moZe se prikazati kao permutacijska matrica Ms = [m; ;| standardnih
vektora baze, to jest, m; j = 1 ako i samo ako je (i) = j. Reci ¢emo da permutacija o € S,
sadrzi permutacijski uzorak 7 € §,,, m < n, ako je M; podmatrica od My (moZe iz matrice
M, dobiti izostavljanjem odgovaraju¢ih n — m redaka i stupaca). U suprotnom, kaZe se da
permutacija o izbjegava uzorak 7. Na primjer, permutacija ¢ = (2143) sadrzi permutacijski

uzorak 7 = (213),

0100

1 00O
MG:

0 001

0010

jer se izostavljanjem treceg retka i Cetvrtog stupca iz matrice My dobije matrica M;. Takoder
sadrzi i permutacijski uzorak (132) ali izbjegava (321), buduéi da ne postoje lce u takvom
relativnom poloZaju u permutacijskoj matrici M.

Imajuéi u vidu da su matrice s alterniraju¢im predznakom poopcene permutacijske matrice,

pojam permutacijskog uzorka proSirujemo na ASM matrice.

Definicija 2.0.2. Neka je M matrica s alternirajuéim predznakom. Matrica M sadrZi permuta-
ciju o ako postoji njena podmatrica M’ = [m;;] u kojoj je m;; = 1 ako o(i) = j. U suprotnom

matrica M izbjegava permutaciju ©.

Drugim rije¢ima, matrica M sadrZi permutaciju o ako postoje elementi 1 u M takvi da im
relativne pozicije odgovaraju pozicijama lca u permutacijskoj matrici permutacije ¢. Izravno

iz Definicije 2.0.2 slijedi

Propozicija 2.0.3. Neka je n > 3 prirodan broj. Matrica s alternirajuéim predznakom M =

o v .. . P 2T/ A Y1 . .
1 ) ) 2J )
[m; ;] reda n sadrzi permutaciju (213) ako i samo ako postoje i,7',i", j, j/, j” € [n] takvi da je
i<i<i', j<j<j
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1
mi,j’ = mi/.j = mi”.j” = 1

Podrazumijeva se da svaka matrica reda n izbjegava sve permutacije duljine m > n.

2.1. MATRICE S ALTERNIRAJUCIM PREDZNAKOM

FAMILIJE .¥

U ovom odjeljku promatramo matrice s alternirajuéim predznakom koje izbjegavaju permuta-
ciju ¢ = (213). U Teoremu 2.1.5 je dana eksplicitna formula za broj matrica s alternirajuéim
predznakom reda n koje izbjegavaju permutaciju o. Takoder je dokazana i profinjena enumera-

cija; obzirom na poloZaj 1ce u prvom retku, (Propozicija 2.1.6).

Definicija 2.1.1. Neka je n prirodan broj. Matrice s alterniraju¢im predznakom reda n koje
izbjegavaju permutaciju (213) nazivaju se .- matrice reda n. Skup svih .¥- matrica reda n

oznacen je sa .%7,.

Skup svih .’-matrica oznacen je sa .%,
S ={Me .S neN}

Bududi da retci i stupci matrica s alterniraju¢im predznakom zadovoljavaju ista svojstva,

familija 7, je invarijantna na transponiranje.
Propozicija 2.1.2. Neka je n prirodan broj. Skup ., invarijantan je na transponiranje.

Dokaz. Neka je M = [m; ;] € ./, /-matrica reda n. Po definiciji, M izbjegava permutaciju

(213) sto znaci da ne postoje elementi

mij = my,j = mi =1

takvi da je
i<i<i"ij<j<j".
Transponiranjem matrice M retci i stupci zamijene mijesta, pa u M’ ne postoje elementi m =

my;=my»=1pricemuje j < j < j"ii<i <i" Dakle, M" takoder izbjegava permutaciju

c. [ |
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Zbog svojstava matrica s alterniraju¢im predznakom, ako postoji element m; ; = —1 unutar

ASM matrice M = [m; j], moraju postojati elementi jednaki 1 koji se nalaze na pozicijama
<l7]1)7 (17]2)7 (ll7]) i <l27])

gdje su
h<i<ipglji <j<j.
Za te 1ce kaZe se da su pripadajuce 1ce slijeva, zdesna, iznad i ispod —1ce m; j, redom.

Matrice s alterniraju¢im predznakom mogu imati viSe specijalnih elemenata u pojedinom

retku ili stupcu. Medutim, kod .- matrica to nije slucaj i o tome govori Propozicija 2.1.3.

Propozicija 2.1.3. Neka je M matrica s alterniraju¢im predznakom koja izbjegava permutaciju

(213). U svakom retku i u svakom stupcu matrice M moZe biti najviSe jedan element —1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka postoji redak i < n u kojem su dva elementa jednaka
—1, m; j, = m;j, = —1. Bez gubitka opCenitosti moZe se pretpostaviti da je j; < j. Tada
bi pripadajuce 1ce iznad i slijeva —1ce m; j, zajedno s 1com ispod —1ce m; j, Cinile relativne
pozicije permutacije (213). Na Slici 2.1 se moze vidjeti relativni polozaj pripadajuéih Ica. Na

sli¢an nacin se tvrdnja dokazuje za stupce. |

J1 J2

Slika 2.1: Polozaj 1ca unutar matrice koja ima dvije —1ce u retku.

Izravna posljedica Propozicije 2.1.3 je svojstvo da u svakom retku i svakom stupcu matrice

M € ., mogu postojati najvise dva elementa jedanka 1.
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2.1.1. Rekurzivna struktura matrica familije .

U nastavku se dokazuje da .¥’-matrice imaju rekurzivnu strukturu. Za matrice reda n = 1 jedini
Clan familije je jedini¢na matrica dok za viSe redove matrica razlikujemo Cetiri moguca tipa
matrica kao $to je prikazano za sukup .7, na Slici 2.2. Tipu I pripadaju sve matrice M =
[m; ;] € 541 koje imaju lcu u prvom retku i prvom stupcu, m 1 = 1, a ostali retci i stupci
matrice ¢ine podmatricu M,, € ., reda n.

Kod tipa II, .#’-matrica M ima Icu u (n+ 1)-om retku i prvom stupcu, to jest m, 1 =1, a
ostali retci i stupci matrice M takoder ¢ine podmatricu M,, € .%,, niZeg reda.

Tipu III pripadaju sve .¥’-matrice kojima se 1ca u prvom stupcu nalazi u (k+ 1)-om retku,
pri ¢emu je k € {1,...,n— 1}. Takoder, u (k+ 1)-om retku ostali elementi su jednaki nuli.
U matrici M dvije su podmatrice My € .%; i M, € .%,_ smjestene iznad, odnosno ispod,
(k+ 1)-og retka kao na slici. Ostatak matrice M Cine elementi jednaki nuli.

Matrica tipa IV takoder ima Icu u prvom stupcu i (k+ 1)-om retku, my41; =1, te —lcuu
istom retku i (n — k+ 1)-om stupcu, my1 ,—k+1 = —1. Matrica M u ovom slucaju sadrzi dvije
podmatrice My, | i M,,_; familije .% pri ¢emu matrica M | na poziciji (k+ 1,1) ima nulu. Os-
tatak matrice M Cine elementi jednaki nuli. Ova Cetiri tipa matrica cuvaju svojstvo izbjegavanja
permutacije ¢ = (213) i na ovaj na¢in se dobiju sve matrice s alterniraju¢im predznakom koje

pripadaju familiji .. O tome govori Teorem 2.1.4.

Teorem 2.1.4. Neka su n i k prirodni brojevi, k < n. Matrica M je matrica s alternirajuéim
predznakom reda n+ 1 koja izbjegava permutaciju (213) ako i samo ako je dobivena rekurzijom:

zared 1 jedini¢na matrica i za n > 1 vrijedi da joj oblik odgovara jednom od tipova I, II, II ili

IV.
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Tip 1 Tip II
1
M, My
1
Tip III Tip IV
M, Mj1y
1 _
1
M, i M,

Slika 2.2: Cetiri tipa .#-matrica.

Dokaz. Neka je M = [m; ;] matrica dobivena rekurzijom jednog od tipova prikazanih na Slici
2.2. 1z strukture svakog od tipova slijedi da je M matrica s alternirajuéim predznakom. Bududéi
da je svaka od podmatrica M,,, My, My 1 M, .’-matrica, 1ce koje se nalaze unutar pojedine
podmatrice ne Cine realtivne pozicije permutacije ¢ = (213). Za tip I i II je jasno da lca na
poziciji (1,1), odnosno (n+ 1,1), ne moZe zajedno s lcama podmatrice M, Ciniti relativne
pozicije permutacije o. Slijedi da je matrica M dobivena tipom I ili I .’-matrica. Ako je M
dobivena tipom III, buduéi da su sve 1ce podmatrice M zdesna svim 1cama podmatrice M,,
ne postoje 1ce koje se nalaze u relativnim pozicijama permutacije o i1 da je pri tom jedna od njih
u podmatrici My 1 jedna u podmatrici M,, ;. Dakle, M izbjegava permutaciju ¢ i ako je dobivena
tipom III. Isti argument dokazuje da matrica dobivena tipom IV takoder izbjegava permutaciju
o.

S druge strane, neka je M .#-matrica. Dokaz dijelimo na tri slucaja, ovisno o retku k+ 1 u

kojem se nalazi 1ca u prvom stupcu.
s k+1=1
Izostavljanjem prvog retka i prvog stupca matrice M ostaje matrica s alterniraju¢im pred-
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znakom koja izbjegava permutaciju ¢. Dakle, M je dobivena rekurzijom tipa I.

c k+1=n+1

Kao i u prethodnom slucaju, matrica dobivena iz M izostavljanjem (n + 1)-og retka i pr-
vog stupca je matrica s alterniraju¢im predznakom koja izbjegava permutaciju ¢. Dakle,

M je dobivena rekurzijom tipa II.

e l<k+1l1<n+1

Pretpostavimo da u (k + 1)-om retku ne postoji —Ica. Zbog izbjegavanja permutacije
sve 1ce koje se nalaze u retcima iznad (k + 1)-tog retka nalaze se zdesna svim 1cama koje
se nalaze u retcima ispod (k + 1)-tog jer bi u suprotnom, zajedno s lcom m 1 ; Cinile

relativne pozicije permutacije 0. Buduci da u pravokutnim podmatricama

mi1 ... ij mk+27j+1 mk+27n+1

mey1 ... My Mpt1j+1 --- Mptlntd

ne postoje elementi jednaki 1, nije moguce da postoje elementi jednaki —1 jer bi tada
parcijalna suma, odnosno suma, nekog od redaka ili stupaca bile jednake —1. Dakle,
podmatrice M? 1 Mg sa Slike 2.3 su nul-matrice. Iz toga slijedi, buduéi da u svakom
retku i stupcu suma elemenata mora biti jednaka 1, da su podmatrice My i M> matrice s
alterniraju¢im predznakom reda k i n — k, redom. Slijedi da je j = n —k+ 1. Takoder, iz
¢injenice da M izbjegava permutaciju o slijedi da M i M; izbjegavaju ¢. Dakle, matrica

M je matrica tipa III.

M) M

M, M)

Slika 2.3: Konstrukcija .#’-matrice tipa III.

Ako u (k+ 1)-om retku postoji —1ca, M ima strukturu kao i na Slici 2.4,
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Slika 2.4: Konstrukcija .#’-matrice tipa I'V.

U ovom slucaju, podmatrice M? 1 Mg jednake su

my1 o ... mpj-| M2 j+1 o Mk nt1

MY : : i MY =

mgy1p o ... Mg i1 Muy+1,j+1 -+ Mptlp+l

Na analogan nacin kao i u slucaju da ne postoji —1ca u (k+ 1)-tom retku, dokaze se

da su podmatrice M? 1 MS nul-matrice, j =n—k+ 11 M; i M, matrice s alterniraju¢im

predznakom reda k+ 1 i n — k, redom. Takoder, M| i M, izbjegavaju permutaciju o, pri

¢emu matrica M| na poziciji (k+ 1,1) ima nulu. Dakle, M je matrica tipa IV.

Primjer 6. Bududi da postoje jedinstvena matrica familije .% reda 1, (1) 1 dvije takve matrice

reda 2,

1 1 1

1 1 1

Dvije su matrice tipa I, dvije su tipa Il i po jedna je matrica tipa IIT i I'V.
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Poznata je rekurzija velikih Schréderovih brojeva S,

n—1

Sn="Sn—14 Y SkSn—i—1,
k=0

pri cemu je So = 118; = 2. Niz velikih Schréderovih brojeva zapocCinje
1,2,6,22,90,394,1806,8558,41586,206098.. ...

1 to je niz A006318 u OEIS bazi.

Neka je s B, oznacen broj .’-matrica reda n, B, := |.7,|.

Teorem 2.1.5. Neka je n nenegativan cijeli broj. Broj B, matrica familije .7, jednak je
n-om Schréderovom broju S,,,

Bn+1 - Sn

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom. Po Teoremu 2.1.4 vrijedi B; = So. Pretpostavimo da je
broj B, .’-matrica reda m jednak S,, | za svaki m < n. Neka je s B{; oznacen broj .’-matrica
reda n dobivenih rekurzijom tipa j, j € {I,11,111,IV}, iz Teorema 2.1.4. Broj B, je suma

brojeva B!, ,, B |, B! i BV | Broj B!, matricareda n+1 tipal jednak je broju B, svih .7-

n+1° “n+1° n+1-
matrica reda n. Po pretpostavci indukcije je B, = S,—1. Isto vrijedi i za matrice tipa II, takvih

BIII

matrica takoder ima S, 1. Broj B, | matrica tipa III dobije se tako da se pomnoZi broj svih

&-matrica reda k, s brojem svih .’-matrica reda n — k i zbroji po svim k € {1,2,...,n—1}.

Dakle, taj broj je jednak
n—1
Y BB, .
k=1

Po pretpostavci indukcije slijedi da je broj .%’-matrica reda n+ 1 tipa III

Bl
By = ZSk 1Sn—1—k-
k=1

Bududi da .-matrice reda (k+ 1) koje na poziciji (k+ 1,1) imaju nulu mogu biti bilo kojeg

tipa osim tipa II, onda je broj takvih matrica jednak By | — By. 1z toga slijedi da je broj fo_ |

matrica tipa IV jednak

n—1

Y (Bis1 —Bi)Bs,
(=1

pa po pretpostavci indukcije slijedi da je
n—1

B =Y (Sk—Sk—1)Sn—1—&-
k=1
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Prema tome, za broj B, 1 -¥’-matrica reda n + 1 dobiva se

n—1
By = 28,1+ Z Sk—18n—1-k+
k=1

n—1

Y (Sk—Sk—1)Sn—1-«
k=1

n—1

= 25,1+ Z SkSn—1-k
k=1

n—1

= Su_1+S0Sn—1+ Y SkSn—1—x
k=1
n—1

= Sn—l + Z SkSn—l—k
k=0
= S,

2.1.2. Profinjene enumeracije

Statistika po poziciji 1ce u prvom retku

Iz rekurzije opisane u Teoremu 2.1.4 moze se vidjeti da se u .¥’-matrici reda n 1ca u prvom
stupcu moze nalaziti u svakom od n redaka. Isto tako, bududi da je familija .#, invarijantna na
transponiranje, 1ca u prvom retku moZe se nalaziti u bilo kojem stupcu. Neka je s B, , oznaCen
broj .#’-matrica reda n kojima se lca u prvom retku nalazi u k-tom stupcu, k € {1,2,...,n}.

Odredivanjem vrijednosti B, i za prvih sedam redova dobije se trokutasta matrica

1
1 1
2 2 2
6 4 6 6
22 12 12 22 22
90 44 36 44 90 90
394 180 132 132 180 394 394

Korolar 2.1.6. Neka su n i k prirodni brojevi, 1 < k < n. Tada vrijedi

Sk—18n—k-1, k<n
Bn,k =
Sn—2, k=n

gdje je S, n-ti Schroderov broj.
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Dokaz. Bududi da je familija .#, invarijantna na transponiranje, enumeracija obzirom na redni
broj k € {1,2,...,n} stupca u kojem se nalazi lca u prvom retku, jednaka je enumeraciji obzi-
rom na redni broj retka u kojem se nalazi 1ca u prvom stupcu. Stoga se za potrebe ovog dokaza
koristi ista oznaka B, x i za broj matrica koje u prvom stupcu imaju lcu u k-tom retku. Iz Te-
orema 2.1.4 slijedi da je svaka .#-matrica reda n ¢ija se lca u prvom stupcu nalazi u prvom

retku nuzno matrica dobivena rekurzijom tipa I, pa vrijedi

B, = B!

)

= SoSn—2.

Ako se Ica u prvom stupcu nalazi u k-tom retku pri cemu je 1 < k < n, redi se o matrici tipa III
ili tipa IV. Iz dokaza Teorema 2.1.5 slijedi da je kupan broj matrica M = [m; ;] reda n tipa III za

koje vrijedi da je my 1 = 1 jednak S;_»S,_x_1, a tipa IV jednak (Sk—1 —Sk—2)Sn_k_1. Dakle,

Buk = Sk—2Sn—k—1+ (Sk—1—Sk—2)Sn—r—1

)

= Si—18n—k—1

zake{1,2,...,n—1}.

Matrice koje u prvom stupcu imaju lcu u n-tom retku su sve .#’-matrice tipa II pa za slucaj
kada je k = n vrijedi da je B, = B! =S, _».

Bududi je enumeracija analogna i za broj matrica koje u prvom retku imaju Icu u k-tom

stupcu, tvrdnja je dokazana. |
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2.2. MATRICE S ALTERNIRAJUCIM PREDZNAKOM

FAMILIJE €

Familije koje prouc¢avamo u ovom poglavlju osim svojstva da izbjegavaju permutaciju imaju
i dodatno svojstvo, zadani odnos Ica u susjednim retcima. Za potrebe definiranja te familije
uvode se pojmovi lijeve i desne 1ce. Neka je n prirodan broj i M = [m; j| € .#, matrica reda n.

Za element m; ; = 1 kaze se da je
* lijeva 1ca u retku i ako vrijedi da je m; y = 0 za svaki j' < j i
* desna 1ca u retku i ako vrijedi da je m; y = 0 za svaki j' > j.

Ako se i-ti redak sastoji od jednog elementa 1 i preostalih nula, tada je ta 1ca istovremeno i
lijeva i desna u i-tom retku,1 <i < n.

Vertikalno simetri¢ne matrice s alternirajuim predznakom, definirane u Poglavlju 1, imaju
svojstvo da je svaka desna 1ca smjeStena zdesna svakoj lijevoj 1ci ili je u istom stupcu kao 1
ona. Ovo svojstvo primjenjeno samo na susjedne retke uz uvjet izbjegavanja permutacije daje

novu familiju matrica s alterniraju¢im predznakom koji posjeduje istaknute pravilnosti.

Definicija 2.2.1. Neka je n prirodan broj. Matrice s alterniraju¢im predznakom reda n koje

zadovoljavaju svojstva
(i) izbjegavaju permutaciju (213) i
(i1) desna lca uretku i+ 1 > 2 nalazi se zdesna lijevoj 1ci u i-tom retku, i < n,
nazivaju se % - matrice reda n. Skup svih %’- matrica reda n oznacen je sa 6.
Sa € je oznacen skup svih ovako definiranih matrica,
¢ :={M € %,:necN}.

Mozemo se uvjeriti da je matrica
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¢ -matrica reda 15.

U Odijeljku 2.1 pokazano je da je familija matrica s alterniraju¢im predznakom koje nazi-
vamo .¥’-matrice invarijantna na transponiranje. Isto svojstvo ima i skup %, te su u nastavku
definirani potrebni pojmovi i pokazane tvrdnje koje se koriste pri dokazivanju invarijantnosti na
transponiranje.

Na analogan nacin kao Sto su definirane lijeva i desna 1ca u pojedinom retku, definiraju se i
gornja i donja Ica u pojedinom stupcu. Neka je n prirodan broj i M = [m; ;] € 6,,. Za element

m; j = 1 kaZe se da je
* gornja lca u stupcu j ako vrijedi da je my ; = 0 za svaki I <ii
* donja 1ca u stupcu j ako vrijedi da je my ; = 0 za svaki i >

U stupcima koji imaju samo jedan element m; ; jednak 1, m; ; je istovremeno i gornja i donja

1ca.

Lema 2.2.2. Neka je n prirodan broj i neka je M % -matrica reda n. Tada se lijeva 1ca u matrici

M, koja nije ujedno i gornja, nalazi u n-tom retku.
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Dokaz. Dokaz se provodi kontradikcijom. Neka je n € Nii < n pri emu je m; ; lijeva lca
u i-tom retku i nije gornja u j-tom stupcu ¢-matrice M = [m; ;| reda n. Buduéi da m; ; nije
gornja lca, tada postoje elementi m; ; = 1, m;, j = —1, i1 < ip <i. Zbog svojstava matrica s
alterniraju¢im predznakom —1lca m;, ; ima lcu slijeva, m;, ;; =1, j; < j. Buduidajei<ni
m; ; lijeva jedinica, zbog svojstva (ii) iz Definicije 2.2.1 u retku i+ 1 mora postojati desna lca,
miy1,j, = 1, koja se nalazi zdesna lce m; j, to jest j, > j. Tada lce m; ;, m;, j; i m;i;q j, Cine

relativne pozicije permutacije (213).

J1 J 2
1 i
1 — i
1 i
1 i+1

Slika 2.5: Relativni poloZaj nenul elemenata matrice M.

Prema tome, i = n. Na Slici 2.5 prikazan je opisani polozaj 1ca unutar matrice ¢ija je 1ca na

mjestu (i, j) lijeva i nije gornja pri Cemu je i # n. [

Lema 2.2.3. Neka je n prirodan broj i M %-matrica reda n. Ako je element matrice M na

mjestu (n, j) gornja lca, onda je j = ni M je jedini¢na matrica.

Dokaz. Buduéi da je my, ;j gornja lca u j-tom stupcu, (n — 1)-i redak moZe sadrZavati samo
jednu lcu, my,_y j,, jer bi u suprotnom —Ica bila smjeStena u j-ti stupac. Jedinstvena lca u
(n— 1)-om retku ujedno je i lijeva, pa po Lemi 2.2.2 slijedi da je i gornja u svom stupcu. Zbog
uvjeta (ii) iz Definicije 2.2.1, 1ca m,_ j, nalazi se slijeva lci m, ;. U retku n — 2 takoder moZe
biti to¢no jedna 1ca. Naime, kada bi bile dvije 1ce u tom retku, —Ica izmedu njih bila bi u
jednom od dvaju stupaca koji sadrze 1ce zadnjih dvaju redaka. To nije moguce, jer su te dvije

Ice gornje, svaka u svom stupcu. Ponavlja se slucaj jedinstvene lce u retku, pa koristeéi iste
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argumente kao i u prethodnim slu¢ajevima zakljucuje se da je i ova 1ca gornja u svom stupcu i
nalazi se slijeva Ice my, 1 j,.

Nastavljajuci postupak uzastopno prema gore u matrici, zahvaljujuéi istim argumentima
dobije se da niti jedan redak nema —1cu i da je 1ca u svakom retku slijeva 1ci u retku ispod.
Buduc¢i da svaki redak 1 stupac moraju imati element jednak 1 jedini moguci slucaj jedaje j=n

idaje M jedini¢na matrica. [ ]

Lema 2.2.4. Neka je n prirodan broj. U %-matrici M reda n vrijedi ako je 1ca na mjestu (i, j)

gornja u j-tom stupcu i nije lijeva u i-tom retku onda je nuzno j = n.

Dokaz. U svakom retku matrice M = [m; ;] € €, postoje najviSe dvije lce pa svaka lca koja
nije lijeva u svom retku, nuzno je desna. Neka je m; ; = 1 proizvoljno odabrana 1ca matrice M
koja je gornja u svom stupcu i nije lijeva u svom retku. Pretpostavimo suprotno, to jest neka

je j < n. Buduci da m; ; nije lijeva, postoji —1ca m; ;- u istom retku. Za dokazati propoziciju

7j

koristit €e se tri pomoc¢ne tvrdnje, PT1, PT2 i PT3.
PT1: Akojei >iij > j~ ondajemy y =0.

Neka je i’ >ii j' > j~. Pretpostavimo da je my i = 1. Uovom slucaju Ice slijeva i iznad
—lce m; ;- zajedno s my ; Cine relativne pozicije permutacije 0 = (213).
Ako je my y = —1 tada bi postojale pripadajuce 1ce ispod i zdesna, pa bi bilo koja od njih

takoder uzrokovala postojanje relativnih pozicija permutacije 6. Dakle, m; y = 0.
Na Slici 2.6 mogu se vidjeti 1ce u relativnom poloZaju permutacije o u slucaju my ; # 0.

. . ./

J J J

Slika 2.6: 1ce u relativnom poloZaju permutacije ©.

PT2: U stupcu rednog broja j+ 1 donja 1ca je istovremeno i lijeva i nalazi se u retku s rednim

brojem i — k, pri ¢emu je k > 0.
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Bududi da je j < n postoji stupac Ciji je redni broj j+ 1. U svakom stupcu mora postojati
donja Ica, pa neka je m;_4 j11 = 1 donja lca u (j+ 1)-om stupcu. Iz pomocne tvrdnje
PT1 slijedi da je k > 0. Buduci da je m; ; desna Ica u i-tom retku, mora vrijediti i da je
k # 0. Dakle, donja 1ca u stupcu j+ 1 nalazi se u retku i — k pri ¢emu je k > 0. Preostaje
pokazati da je m;_y j41 lijeva lca u svom retku. Ako m;_ ;1 nije lijeva, u (i — k)-tom
retku postoji —1ca koja se mora nalaziti slijeva Ici m;_ ;1. BuduCi da je m; ; gornja
u svom stupcu, ta —Ica nalazi se slijeva stupcu j. U tom slucaju njoj pripadajuée lce
slijeva 1 gore zajedno s m; ; Cine relativne pozicije permutacije o. Na Slici 2.7 prikazan
je relativni poloZaj permutacije ¢ kojeg Cine navedene lce. Time je dokazana pomocna

tvrdnja PT2.

Slika 2.7: Prikaz kontradikcije za PT2.

PT3 Postoji barem jedan redak i’ € {i —k+1,...,i— 1} u kojem postoji —Ica.

Ako bisviretcii—k—+1,...,i—11imali jednu lcu i ostale elemente jednake nuli svaka od
tih 1ca bi istivremeno bila i desna i lijeva u svom retku. Zbog svojstva (i) iz Definicije
2.2.1 slijedi da se svaka lca u retcima i —k+2,...,i — 1 nalazi zdesna 1ce retka iznad.
Bududi da je m; ; desna lca u i-tom retku, slijedi da se nalazi zdesna lci u (i — 1)-om
retku. Takoder, buduci da je m;_ j; lijeva lcau (i — k)-tom retku, ona se nalazi slijeva
Iciu (i —k+1)-om retku. To bi znacilo da se 1ca m; j nalazi zdesna Ici m;_y j;1. OCito
to nije moguce pa mora postojati redak i’ € {i —k+1,...,i— 1} ukojemu postoji element

jednak —1. Time je dokazana pomoc¢na tvrdnja PT3.

Neka je i, = max{i—k+1,...,i—1: ui-tom retku postoji —1lca } im;, j, = —1. Buduéi
da je m; j gornja 1ca u j-tom stupcu vrijedi j,, # j. Takoder, j, # j+1 jer je m;_j j+1 donja

Icau (j+ 1)-om stupcu. Dakle, moguéa su dva slucaja, j,, < jili j,, > j+ 1.

50



Matrice s alterniraju¢im predznakom
uvjetovane permutacijskim uzorkom  Matrice s alternirajucim predznakom familije €

Pretpostavimo da je j, < j. U ovom sluaju Ice koje su pripadaju¢e —1ci m;, j, gore
1 slijeva zajedno s m; ; Cine relativne pozicije permutacije 6 pa je dobivena kontradikcija sa
svojstvom (i) iz Definicije 2.2.1.

Pretpostavimo da je j, > j+ 1. Iz pomocne tvrdnje PT1 slijedi da njoj pripadaju¢a lca
ispod ne moZe biti niti u jednom od redaka i+ 1,...,n. S druge strane, ako je ta 1ca u nekom
od redaka i, + 1,...,i — 1, zbog definicije i,, ona je jedinstvena pa tako i lijeva u svom retku.
Zbog istih argumenata kao u dokazu PT3 postoji redak i’ € {i,,+1,...,i— 1} u kojem postoji
—1ca. To je u kontradikciji s definicijom ij,.

Time je dobivena kontradikcija s pomo¢nom tvrdnjom PT3, pa tako i s pretpostavkom da je
Jj < n.Dakle, j =n.

[ |

Teorem 2.2.5. Neka je n prirodan broj. Skup % -matrica reda n invarijantan je na transponira-

nje.

Dokaz. Neka je n € Ni M = [m; ] € 6, proizvoljno odabrana matrica. Neka je M7 = [m;,]
transponirana matrica matrice M. Buduéi da je u Propoziciji 2.1.2 pokazano da je svojstvo
izbjegavanja permutacije ¢ invarijantno na transponiranje, jos treba pokazati da M’ zadovoljava
svojstvo (ii) iz Definicije 2.2.1. Pretpostavimo suprotno, neka je i; < i i neka postoje lce
mj;=11mj;1; = 1 umatrici MT takve da je m;j;lijeva lcau j-tom retkuim;; desna lca
u (j+ 1)-om retku. Na Slici 2.8 prikazana su dva retka matrice M7 u kojima se vidi da je desna

Icau (j+ 1)-om retku slijeva lijevoj 1ci u j-tom retku.
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Slika 2.8: PoloZaj 1ca unutar matrice M” .

Sada te elemente promotrimo unutar matrice M. U M dvije su Ice, m; j i m;, ji1, koje su
gornja i donja redom, svaka u svom stupcu. Razlikuju se dva slu€aja. Prvi je slucaj kada je
i = n. Tada je unutar matrice M 1ca u zadnjem retku ujedno i gornja u svom stupcu pa po Lemi
2.2.3, ta 1ca mora biti smjeStena i u zadnjem stupcu, dakle j = n. Medutim, to je u suprotnosti

s pretpostavkom da postoji stupac j + 1.

J Jt+1

0
1 i
0

0

0 0 1 i
1 i+1

0

Slika 2.9: Polozaj 1ca unutar %’-matrice M.

Neka je i < n. Iz Cinjenice da je da je lca na poziciji (i,j) u matrici M gornja u svom
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stupcu pri ¢emu je j < n, po Lemi 2.2.4, slijedi da je m; ; istodobno 1 lijeva u svom retku. Po
svojstvu (ii) Definicije 2.2.1, desna Ica u retku i + 1 mora se nalaziti zdesna Ici mj j, to jest,
nalazi se na poziciji (i+1, j1), gdje je j+ 1 < ji. Bududi da je Icam;, j+1 donjau (j+ 1)-om
stupcu, nejednakost mora biti stroga, j+ 1 < j;. Slijedi da 1ce na pozicijama (i1, j+ 1), (i, )
i (i+1,/;) Cine relativne pozicije permutacije ¢ = (213). To je u suprotnosti s ¢injenicom
da M izbjegava permutaciju ¢. Dakle, skup %, invarijantan je na transponiranje. Na Slici 2.9

prikazan je relativni polozaj 1ca m; j, m;, jy11mjqy j,. ]

Korolar 2.2.6. Neka je n prirodan broj. ¥-matrica M reda n zadovoljava svojstvo da se donja
Ica u stupcu ¢iji je redni broj j+ 1 nalazi ispod gornje 1ce u stupcu ¢iji je redni broj j za svaki

Jj<n.

2.2.1. Rekurzivna struktura matrica familije ¢

U Odjeljku 2.1 pokazana je rekurzivna struktura familije .. Matrice familije % takoder imaju
rekurzivnu strukturu. Za n = 1 jedina ¢-matrica je jedini¢na matrica. Za matricu M = [m; ;]
reda n+ 1, n € N, razlikuju se dva slucaja ovisno o rednom broju k+ 1, k € {0,1,...,n— 1},
retka u kojem se nalazi 1ca u prvom stupcu matrice. Na Slici 2.10 prikazana su dva tipa, [ 1 II,
koja odgovaraju dvama slucajevima; prvi sluCaj se odnosi na k = 0, to jest ako je m; 1 =1, a
drugi slucaj je kada je my41 1 =1zak e {1,...,n—1}. Kod tipa I, matrica M, je €-matrica
reda n, a kod tipa I, M u (k+ 1)-om retku ima —1Icu, Mj1 n—k+1 = — 1, 1 dvije podmatrice,
My € Gx1 1 My— € 6k, dok su preostali elementi matrice jednaki 0. Ovaj postupak ¢uva
oba svojstva Definicije 2.2.1 i na ovaj nacin se dobiju sve matrice s alternirajuéim predznakom

koje pripadaju familiji €. O tome govori Teorem 2.2.7.

Teorem 2.2.7. Neka su n i1 k prirodni brojevi, k < n. Matrica s alterniraju¢im predznakom
M reda n+ 1 je ¥-matrica ako i samo ako je nastala rekurzijom: za red 1 jedina matrica je

jedini¢na matrica, a za matrice viSeg reda vrijedi da im oblik odgovara jednom od tipova I ili II.
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Tip 1 Tip I

Slika 2.10: Dva tipa % -matrica.

Dokaz. Neka je matrica s alterniraju¢im predznakom M reda n+ 1 dobivena rekurzijom jednim
od tipova I ili II, pri ¢emu su podmatrice M,,, My i M,,_; € -matrice ¢iji jered n, k+1in—k,
redom. Buduci da je svaka %’-matrica istovremeno i .¥’-matrica, iz Teorema 2.1.4 slijedi da su
matrice dobivene rekurzijom tipa I i II prikazanih na Slici 2.10 sigurno matrice s alterniraju¢im
predznakom koje izbjegavaju permutaciju (213). Treba jo§ pokazati da matrica M zadovoljava
svojstvo (ii) Definicije 2.2.1. Za matricu tipa I svojstvo vrijedi buduéi da vrijedi i u podmatrici
M,. Ako je M matrica tipa II, budu¢i da su podmatrice My, i M,,_; ¢ -matrice, svi parovi
susjednih redaka ¢iji su redni brojevi elementi jednog od skupova {1,....k+1}i{k+2,...,n+
1} zadovoljavaju svojstvo (ii) Definicije 2.2.1. Jedino se u paru redaka rednih brojeva k+ 1 i
k 4+ 2 svojstvo (ii) ne nasljeduje iz podmatrica My | i M,,_;. Medutim, bududi da se lijeva lca
u (k+ 1)-om retku nalazi u prvom stupcu, sigurno joj se desna lca u (k + 2)-om retku nalazi
zdesna. Time je pokazano da je svaka matrica tipa I ili Il ¥’-matrica reda n+ 1.

Pretpostavimo da je matrica M € %, proizvoljno odabrana. Treba pokazati da ima oblik
jednog od tipova I ili II sa Slike 2.10. Budu¢i da je M .#-matrica, iz Teorema 2.1.4 slijedi da
M mora biti jednog od tipova I, II, III ili IV sa Slike 2.2. Dokaz se dijeli na dva slucaja ovisno

o rednom broju k + 1 retka u kojem se nalazi 1ca u prvom stupcu.

ck+1=1

M je .-matrica tipa I sa Slike 2.2 koja zadovoljava i svojstvo (ii) Definicije 2.2.1. Dakle,

podmatrica M,, je ¢ -matrica reda n. Slijedi da je M matrica tipa I sa Slike 2.10.

e l<k+1<n+1

M je .”-matrica jednog od tipova II, III ili I'V sa Slike 2.2. Za matricu tipa II ili IIT svojstvo

(ii) Definicije 2.2.1 nije zadovoljeno u paru redaka rednog broja n i n+ 1, odnosno & i
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k+ 1. Za matricu tipa IV vrijedi da je svojstvo (ii) zadovoljeno ukoliko je zadovoljeno

kod podmatrica My, 1 M,_;. Dakle, matrica M je matrica tipa II sa Slike 2.10.

Time je pokazano da je svaka ¢ -matrica reda n+ 1 dobivena rekurzijom jednim od tipova I

ili I1. [
Primjer 7. Postoje jedinstvene matrice familije ¢ reda 1,

(1)

ireda 2,

Dvije su ¢ -matrice reda 3

Znajudi da su to sve € -matrice redova 1, 2 i 3 rekurzija (Teorem 2.2.7) daje sljedece matrice

reda 4,

1 1 1 1 1

Prve dvije dobivene matrice reda 4 su matrice tipa I, a ostale su tipa II. Treca matrica dobivena je
iz jedinstvene % -matrice reda 2. Postoje dvije moguénosti za popuniti gornji desni dio matrice

dvjema % -matrica reda 3.

Korolar 2.2.8. Neka je M %-matrica. Svi specijalni elementi u matrici M nalaze se ili na

sporednoj dijagonali ili ispod nje.

Dokaz. Za matrice tipa I oCito je da ako vrijedi za matrice niZeg reda, mora vrijediti i za matricu
viSeg reda. Takoder, ako promotrimo strukturu matrica nastalih rekurzijom tipa II lako se vidi

da se svojstvo nasljeduje s matrica niZeg reda. [

Neka je s E, oznacen broj matrica familije 6, E, = |%4,|. ProuCavajudi rekurziju kojom se
dobivaju matrice, moZe se dobiti enumerativna formula za broj %-matrica danog reda. To je

poznata konvolucija predstavljena u sljedecem korolaru,
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Korolar 2.2.9. Neka je n nenegativan cijeli broj. Broj E,.| %-matrica reda n+ 1 jednak je
n-tom Catalanovom broju C,,,

EI’H—I - Cn

Dokaz. Broj matrica reda n+ 1 u skupu % tipa I jednak je broju svih %-matrica reda n, E,,.
Broj matrica reda n+ 1 koje su tipa II jednak je ZZ;{ ErE,_i+1 po produktnom pravilu. Bududéi

da je E1 =1 vrijedi
~1

n n
Eny1 =En+ Y EEq_ 1= Y, EEp_jq1.
k=1 k=1

Formula za raCunanje broja %’-matrica reda n+ 1 jednaka je fundamentalnoj rekurziji za defini-

ciju Catalanovih brojeva

n—1
Co=) GCpi- 2.1)
k=0
Vrijedi i da je E; = Cp. Slijedi
En+1 - Cn

2.2.2. Profinjene enumeracije

Statistika po poziciji 1ce u prvom retku

Iz rekurzivne strukture % -matrica vidljivo je da lca u prvom retku matrice moZe biti u svakom
stupcu osim zadnjeg. Neka je n prirodan broj. Promotrimo koliko je % -matrica koje u prvom
retku imaju lcu u k-tom stupcu, 1 < k < n. Neka je broj % -matrica reda n koje u prvom retku
imaju lcu u k-tom stupcu oznacen s E, ;. Iz Primjera 7 se vididaje E, 1 =1, E3 1 =1, E3, =1
te E41 =2,E4p=11E43 =2. Stovise, uvidom u matrice familija %, zan € {1,2,...,7} dode

se do trokutaste matrice brojeva E,, 4,

1
1 1
2 1 2
5 2 2 5
14 5 4 5 14

42 14 10 10 14 42
132 42 28 25 28 42 132
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Teorem 2.2 daje eksplicitnu formulu za E), ;. U dokazu se Koristi eksplicitna formula
1 (2
Cr=——
¢ k+1(k>

Teorem 2.2.10. Neka su 7 i k prirodni brojevi, k < n. Tada je broj E, ; ¢-matrica reda n koje

za raCunanje Catalanovih brojeva.

u prvom retku imaju lcu u k-tom stupcu jednak

1 (2(k=1) (2(n—k—1)
l%*:km—k)(k;ﬁ )( n—k—1>' 2

Dokaz. U slucaju k = 1 relacija (2.2) enumerira % -matrice tipa 1. Broj 4’-matrice tipa I reda

n jednak je broju svih %-matrica reda n — 1. Iz Korolara 2.2.9 slijedi da je taj broj jednak

(n —2)-om Catalanovom broju C,,_5,

E,1i = GCi—

1 (-4
 n—1\n-2/)

Neka je 1 < k < n. Bududi da je familija ¢ invarijantna na transponiranje, broj E, ; ¢ -

matrica koje u prvom retku imaju lcu u k-tom stupcu jednak je broju % -matrica koje u prvom
stupcu imaju lcu u k-tom retku. Iz strukture matrica tipa I slijedi da je broj E,, ; jednak umno-

Sku broja Ej svih ¢ -matrica reda k s brojem E,_; svih ¢’-matrica reda n — k,

E,p = G-1Chi—k—

| B 1 2(k—1)\ (2(n—k—1)
 k(n—k)\ k-1 n—k—1 )

Statistika po broju specijalnih elemenata

U Primjeru 7 moZe se vidjeti da se specijalni element prvi put pojavljuje u jednoj od % -matrica
reda 3. Kod % -matrica reda 4 jedna matrica nema niti jednu — lcu, tri matrice imaju po jednu i
jedna matrica ima dvije —1ce. Neka je n prirodan broj,n > 110 <k <n—1. Neka jes E, oz
nacen broj % -matrica reda n koje imaju k specijalnih elemenata. Ispitujuéi broj ¢ -matrica reda

n koje imaju k specijalnih elemenata za n € {2,3,...,7} dobije se trokutasta matrica brojeva
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E-

n.k’
1
1 1
1 3 1
1 6 6 1
1 10 20 10 1
1 15 50 50 15 1
Poznato je da Narayanovi brojevi N(n,k), n € N, k € {1,...,n} formiraju trokutastu matricu

prirodnih brojeva Ciji se pocetak podudara s poCetkom gornje trokutaste matrice. Narayanovi

brojevi se pojavljuju u mnogim problemima prebrojavanja. Eksplicitna formula Narayanovih

1/n—1 n
N("’k):%<k—1) (k—l)'

Teorem 2.2.11. Broj E,, matrica familije ¢, koje imaju k elemenata jednakih —1 jednak je

brojeva je

Narayanovom broju N(n—1,k+ 1), gdjejen >2ik=0,1,...,n—2,

E =Nn-1k+1).

n

Dokaz. Poznata je rekurzija za Narayanove brojeve
n—1lk=1
N(nk)=Nn—1,k)+ Y. Y N(i,j))N(n—i—1,k— j) (2.3)
i=1 j=1
zan >0, 1 <k <n,spocetnim vrijednostima N(n,k) =0zak >n,n#0iN(0,1) =N(n,1) =
N(n,n) = 1 (M. Zabrocki, 2004, see OEIS). Dakle, moZe se vidjeti da se element N(0,1) u
trokutu Narayanovih brojeva podudara s brojem E 10 matrica reda 1 kojima niti jedan element
nije jednak —1, N(0,1) = E 0= 1. Kao §to smo ve¢ ustanovili, pocetak trokuta brojeva E,, i
podudara se s poCetkom trokuta Narayanovih brojeva. Sada ¢emo pokazati da brojevi E ik
slijede istu rekurziju kao i Narayanovi brojevi, tj. relaciju (2.3). Iz Teorema 2.2.7 izravno slijedi
da broj elemenata jednakih —1 unutar ¢-matrice reda n moze biti najviSe n —2,tj. 0 <k <n—1.
Za matricu reda n dobivenu rekurzijom tipa I, broj elemenata jednakih —1 jednak je broju takvih
elemenata u podmatrici reda n — 1 koja se nalazi u donjem desnom kutu, En__hk. Za matricu
M tipa II vrijedi da je broj specijalnih elemenata za jedan veéi od ukupnog broja specijalnih
elemenata dviju podmatrica iz kojih je M rekurzivno dobivena. Slijedi da je broj En_ , matrica

reda n s k specijalnih elemenata dobiven zbrajanjem
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* broja svih matrica reda n — 1 s k elemenata jednakih —1, i

* sume produkata broja svih matrica reda i s j specijalnih elemenata s brojem svih matrica

redan—isk—1— jspecijalnih elemenata, i =2,...,n—1, j=0,...,k—1, to jest

n—1k—1
ZZELJ n—ik—1—j-
i=2 j=0
Dakle, slijedi
En_,k = n1k+ZZZEl]nlk1j
i=2 j=0

Bududi da iz (2.3) slijedi

n—1k—1
Nin—1,k+1)=N(n—-2,k+1)+ Y Y Ni—1,j+1)N(n—i—1,k—j),
i=2 j=0

tada vrijedi

E =Nn-1k+1),
gdjejen>2,0 <k <n—1,atime je tvrdnja dokazana. ]
Vrijedi

n—2
E, = Z E,
k=0

B 1 n—1\(n—-1
kT -1\ Kk k—1)

2.2.3. Dijagonalno simetri¢ne 4 -matrice

gdje je

U ovom odijeljku promatramo matrice podskupa familije € koje zadovoljavaju dodatno svoj-

stvo, simetricne su obzirom na glavnu dijagonalu.

Definicija 2.2.12. Neka je n prirodan broj. Matrice s alternirajuéim predznakom reda n koje

zadovoljavaju svojstva da
(i) izbjegavaju permutaciju (213),

(ii) desna Icau (i+ 1)-om retku matrice nalazi se zdesna lijeve lce ui-tomretku, i € {1,...,n}

i
(ii1) simetri¢na je obzirom na glavnu dijagonalu
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nazivaju se ¢g-matrice reda n. Skup svih ¢»-matrica reda n oznacen je s ¢,,.

Sa €4 je oznaCen skup svih €»-matrica,

€y ={M € 6p, :n € N}.

Rekurzivna struktura

Buduci da je € podskup familije €, rekurzija kojom se izgraduju €¢»-matrice bit ée podije-
ljena na dva slucaja; prvi sluc¢aj odnosi se na % -matrice tipa I i drugi na %’-matrice tipa II.
Neka je n prirodan broj i M dijagonalno simetri¢na % -matrica reda n+ 1 tipa I. Izostavlja-
njem prvog retka i stupca dobije se dijagonalno simetri¢na %-matrica reda n. Za dijagonalno
simetri¢nu 4’-matricu tipa I re¢i ¢emo da je €»-matrica tipa I. Na Slici 2.12 slijeve strane nalazi
se Gg-matrica reda n+ 1 tipa I, pri cemu je M, € €y,,.
U drugom slucaju M je dijagonalno simetri¢na % -matrica reda n+ 1 tipa II. Struktura ma-

trice M prikazana je na Slici 2.11 pri ¢emu su podmatrice M| i M, €’-matrice.

Slika 2.11: Struktura matrice M.

Bududi da su podmatrice M? 1 Mg nul-matrice 1 M je simetri¢na, mora vrijediti da se 1ca u
prvom stupcu ne nalazi u nekom od redaka 1,2,..., (”%21 — 1, to jest, za red k + 1 matrice M,
na Slici 2.11 vrijedi

ktle {[%111} 2.4)

Podmatrica M,,_j sa Slike 2.10 je reda n — k, pa zbog (2.4) slijedi da je red podmatrice My | za
barem 1 veéi od reda matrice M,,_. Iz toga slijedi da M,,_; ne prelazi iznad glavne dijagonale,
pa na njenom mjestu moZe biti proizvoljno odabrana matrica familije %,,_;. Zbog simetri¢nosti,

matrica M| uvjetovana je matricom M,,_; pa u gornjem desnom kutu ima podmatricu
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Dakle, M;_ | ima oblik

M,

pri ¢emu je M| €g-matrica reda 2k —n+ 1. Slijedi da M ima oblik tipa II sa Slike 2.12.
Na Slici 2.12 su prikazana dva tipa matrica familije €, pri Cemu je matrica M| € €y
proizvoljno odabrana matrica Ciji je red kod tipa I jednak n 1 kod tipa Il 2k —n+ 1. Matrica

M, _; € 6, je takoder proizvoljno odabrana.

Tip1 Tip II

Slika 2.12: Dva tipa € »-matrica reda n+ 1.

Eksplicitna formula

Neka je n prirodan broj i neka je s Ep, oznacen broj 6»-matrica reda n.
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Teorem 2.2.13. Neka je n prirodan broj. Broj Ep, ., ¢»-matricareda n+ 1 jednak je

(1)

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po redu matrice n. 1z Primjera 7 vidi se da tvrdnja vrijedi

zan € {1,2,3,4}. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki m, m < n, to jest da je broj €y-

£ _(m—l)
P\t )

Broj ¢»-matrica reda n+ 1 tipa I jednak broju svih ¢»-matrica reda n, Ep,. Dakle, po

matrica reda m

pretpostavci indukcije jednak je (L'f, ! J)

U matrici tipa II na poziciju podmatrice M,_; moze doéi svaka matrica familije %,,_, a
takvih je po Teoremu 2.2.9 ukupno C,,_;_. Za svaku od njih, na poziciju M; moze do¢i svaka
matrica familije ¢, .. Po pretpostavci indukcije, ukupan broj takvih matrica je (|-2k2 n J) Iz

toga slijedi da je ukupan broj é»-matrica tipa Il reda n + 1 jednak

ol 2(n—k—1))<2k—n)
k—Z’[g]”_k< n—k—1 szz_nJ

E (n—1)+"_1 1 (Z(n k—l)(
Dn n—
+ LTIJ T n—k—1

Pretpostavimo da je n + 1 neparan. Tada je

e () B
_ <Z—1)+§_1L<2k)<2(ng—l—k))
i) T Ekr I\ k) -k

N. Batir, H.Kii¢iik i S.Sorgan su u [30] 2021. dokazali identitet

no1 (26 (2(—K)\ 1{2(n+1)
,;)m(k)( n—k >_§( n+1 >’ 2.6)

1 kada se 2.6 primjeni na jednakost 2.5 dobije se

n—1 1/(n
2 2

paje

(2.5)
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Dakle, tvrdnja vrijedi kada je n+ 1 neparan broj.

Neka je n+ 1 paran broj. Tada je

n—1 b (2n—k—1)\ (2k—n
Eppt1 = (n_ )+ ( )( —n—>
nd k_Zan—k n—k—1 =g

2 2.7)

Bududi da za binomne koeficijente vrijedi

) - () G)(C) ) e

uvrStavanjem 2.8 u jednakost 2.7 dobije se

[ n—1 n—1
i1\ o1 20\ [ (205 -1k ("5 —1—k)
Epwii= (g )+ ¥ — +
Pl <n21) k=0 k+1(k)<< i1k -1k

Bududi da za Catalanove brojeve C,, vrijedi

C, = (2"> - ( 2n ) (2.10)
n n—1

ako se na jednakost 2.9 primjene identiteti 2.10 1 2.6, dobije se

s = (5)4(5)4(5)
2 2 2
_TZ 1 (Zk) <2(% —1 —k))
S k+ (" —1—k+1)\ K -1k

n-l_q
n—1 n—1 2
- <ﬂ)+<ﬂ>_ Z Ckc”;zl—l—k
2 2 k=0

Dakle, tvrdnja teorema vrijedi i za slucaj kada je n+ 1 paran. |
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Profinjene enumeracije

Neka je n prirodan broj i k € {1,2,...,n}. Neka je s Ep,, oznaCen broj ¢g-matrica reda n

¢ija se lca u prvom retku nalazi u k-tom stupcu. Promotrajuci matrice familije ¢y, za prvih

nekoliko redova

e Zan=1
e zan=2
e zan=23
e zan=4
e zan=>5

1 00
010
0 01

(1)

1
0

Y

0
1
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moZe se vidjeti da trokutasta matrica brojeva Ep,, zapocinje s

Iz rekurzivne strukture slijedi da je broj Ep,, jednak broju €’»-matrica tipa I, Ep, . U slu€aju

kada je k > 1 zbog (2.4) vrijedi da je broj Ep,, =0 za

ke{;a”w{”;zw—{}

{n—i—Z
2

Neka je

nggn. @2.11)

Vrijedi da je 1ca u prvom retku matrice M 1ca Ciji polozaj nuzno odreduje red podmatrice
MnT_  matrice tipa II na Slici 2.12. Buduci da Slika 2.12 prikazuje matrice reda n+ 1 dok se
ovdje promatraju matrice reda n ocito je da ako se lca u prvom retku nalazi u k-tom stupcu,
podmatrica oznacena s M nuzno je reda 2k — n i na tu poziciju moZze doc¢i proizvoljno odabrana
‘¢ g-matrica. Na poziciju matrice MnT_  moZe doci proizvoljno odabrana matrica familije €, .
Iz toga slijedi da je ukupan broj matrica familije €, koje u prvom retku imaju lcu u k-tom

stupcu jednak E, yEp,, , to jest

. — 1 (2(n—k—1)\(2k—n—1
Pre = n—k\ n—k-1 J\ |2

pri Cemu vrijedi (2.11).

Time je dokazan Teorem 2.2.14.

Teorem 2.2.14. Neka su n i k prirodni brojevi, k < n. Broj Ep, , matrica familije €, kojima

se 1ca u prvom retku nalazi u k-tom stupcu jednak je

()

n.k =
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2.2.4. Medusobno simetricne familije

Budu¢i da su matrice s alternirajuéim predznakom invarijantne na zrcalnu simetriju, definirat

¢emo novu podfamiliju sa svojstvima simetri¢nim svojstvima familije %,.

Definicija 2.2.15. Neka je n prirodan broj. Matrice s alternirajuéim predznakom reda n koje

zadovoljavaju svojstva da
(i) izbjegavaju permutaciju (231) i
(i1) lijeva lca uretku i+ 1 > 2 nalazi se slijeva desnoj 1ci u i-tom retku, i < n,
nazivaju se ¢’2- matrice reda n. Skup svih %2- matrica reda n oznaden je sa €.
Sa €7 je oznaten skup €%-matrica bilo kojeg reda,
¢*:={Mc€?:ncN}.

Na isti na¢in definiraju se i sljedeée dvije familije, € i €*. Matrica s alternirajué¢im predz-
nakom M reda n pripada familiji %> ako izbjegava permutaciju o = (312) i zadovoljava svojstvo
(ii) Definicije 2.2.15. Matrica s alternirajuéim predznakom M reda n pripada familiji €+ ako

izbjegava permutaciju ¢ = (132) i zadovoljava svojstvo (ii) Definicije 2.2.1.

| 1
| — 1 1 - |
| | |
1 — 1 | -1
|
| | |
|
___________ _|____________
|
1 | 1
|
-1 | -1
| |
| — 1 1 - |
| |

Slika 2.13: Osne i centralna simetrija medu % -familijama matrica.

66



Matrice s alterniraju¢im predznakom
uvjetovane permutacijskim uzorkom  Matrice s alternirajucim predznakom familije €

Slika 2.13 prikazuje &etiri matrice koje pripadaju familijama €5 i €X, k € {2,3,4} i nalaze
se u drugom, prvom, treCem i Cetvrtom kvadrantu, redom. Na ovom primjeru se vidi vertkalna
i horizontalna, te centralna simetrija izmedu odgovarajuéih matrica. Svojstva matrica sa slike

vrijede i opéenito:

Propozicija 2.2.16. Neka je n prirodan broj. Matrica M’ koja je vertikalno simetri¢na matrici
M € €, pripada familiji €>. Matrica M" koja je horizontalno simetri¢na matrici M pripada
familiji €7 i na posliijetku, matrica M" koja je centralno simetri¢na matrici M pripada familiji

6.

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje kontradikcijom. Iz Propozicije 1.0.5 slijedi da su matrice M’,
M" i M"" takoder matrice s alterniraju¢im predznakom. Ako matrica M’ sadrZi permutaciju
o = (231) po onda postoje

mi j/ = mi/,j” = mi”,j = 1

gdje je
i<i<i’ i j<j<j"

pa u matrici M postoje elementi takvi da vrijedi

Mjp—jipl =Mt gy =M p_jyg =1

gdje je
n—j"+l<n—j+l<n—j+1,i i<i<i.
Po Propoziciji 2.0.3 slijedi da matrica M sadrzi permutaciju ¢ = (213). To je u kontradikciji s
Cinjenicom da je M % -matrica. Dakle, M’ izbjegava permutaciju o = (231).
Na sli¢an nafin se dokaZe da matrice M” i M" izbjegavaju permutacije 6 = (312) i 0 =
(132), redom.

Pretpostavimo da matrica M’ ne zadovoljava svojstvo (ii) Definicije 2.2.15, to jest da u

/

matrici M’ postoji i € {1,...,n— 1} takav da je m;; ;

lijeva 1-ica u retku i da je m;,jz desna
l-ica u retku, pri Cemu je j; > jp. Tada u matrici M vrjedi da je m; 1, j,+1 desna 1-ica u retku
1m;,_j,+1 lijeva 1-ica u retku. Buduci da je j; > j; slijedi da matrica M ne zadovoljava uvjet
(ii) Definicije 2.2.1 $to je u suprotnosti s pretpostavkom da je M € %),. Na analogan nacin moze
se pokazati da matrica M” zadovoljava svojstvo (ii) Definicije 2.2.15 i matrica M" zadovoljava

svojstvo (ii) Definicije 2.2.1. |
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Korolar 2.2.17. Matrice familije %> centralno su simetri¢ne matricama familije %, i horizon-
talno simetri¢ne matricama familije €. Matrice familija %7 i %} medusobno su vertikalno

simetricne.

Dakle, na temelju matrica samo jedne od Cetiri familije, mogu se generirati matrice ostalih

familija koristeci vertikalnu, horizontalnu i centralnu simetriju.
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2.3. DIJAGONALNO SIMETRICNE .¥-MATRICE

U ovom odjeljku promatrat ¢emo podskup matrica s alterniraju¢im predznakom koje izbjega-
vaju permutaciju o = (213) imaju i dodatno svojstvo, simetri¢ne su obzirom na glavnu dijago-

nalu.

Definicija 2.3.1. Neka je n prirodan broj. Matrice s alterniraju¢im predznakom reda n koje

zadovoljavaju svojstva da
(i) izbjegavaju permutaciju (213) i
(i1) simetri¢ne su obzirom na glavnu dijagonalu
nazivaju se - matrice reda n. Skup svih - matrica reda n oznacen je sa Z,,.

Skup svih Z-matrica oznacen je s Z,

2 :={M e 9,:neN}

2.3.1. Rekurzivna struktura matrica familije &

Z-matrice imaju rekurzivnu strukturu. Slika 2.14 prikazuje Cetiri tipa matrica skupa & i u
nastavku je dan opis za svaki od tipova.

Za matricu M = [m; ;] reda n+ 1 tipa I vrijedi da je m;; = 1 i podmatrica M; je Z-matrica
reda n.

Ako je M matrica tipa II, onda je m, 11 = mj ,+1 = 1 1 podmatrica M; je Z-matrica reda
n—1.

Kod tipa III vrijedi da je my 11 =mypp1 =1,k € {Vziq ,...,n—1},1da su svi preostali
elementi u (k+ 1)-om retku i (k+ 1)-om stupcu jednaki nuli. Podmatrica M, je Z-matrica reda
2k—n—11M,; je .-matrica reda n — k. Ostali elementi matrice M u ovom slucaju jednaki su
nuli.

Za matrice tipa IV vrijedi da je mg 11 =mi =1L ke {[5],...,n— 1} impyipii1 =
My_k+1 k+1 = —1. Podmatrica M; je Z-matrica reda 2k — n+ 1 koja na pozicijama (2k —n +
1,1)i(1,2k—n+ 1) ima nulu, to jest M| je Z-matrica jednog od tipova I, III ili IV. Podmatrica
M, je .“-matrica reda n — k i ostali elementi matrice M jednaki su nuli.

Z-matrica reda 1 je jedini¢na matrica, a - matrice viSeg reda imaju oblik jednog od Cetriri

tipa sa Slike 2.14. U nastavku se dokazuje rekurzivna struktura &-matrica.
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Tip 1 Tip II
1 1
M, M
1
Tip III Tip IV
1 1
M3 M7
M M,
1 .
1
M, M,

Slika 2.14: Cetiri tipa Z-matrica reda n+ 1.

Teorem 2.3.2. Neka n prirodan broj. Matrica M je dijagonalno simetri¢na matrica s alternira-
juc¢im predznakom reda n+ 1 koja izbjegava permutaciju o = (213) ako i samo ako je dobivena
rekurzijom: za red n+ 1 = 1 jediniCna matrica 1 za n+ 1 > 1 vrijedi da joj oblik odgovara

jednom od tipova I, II, III ili I'V.

Dokaz. Neka je M; -matricai M, .¥’-matrica takve da za svaki od tipova I, II, IIT i IV na Slici
2.14 zadovoljavaju svojstva navedena u opisu za Sliku 2.14. Tada je svaka matrica dobivena
jednim od Cetiri navedena tipa simetri¢na matrica s alterniraju¢im predznakom. Zbog poloZaja
podmatrica My, M, 1 MzT kod svakog od tipova I, II, IIT i IV, te Cinjenice da svaka od njih
izbjegava permutaciju o, matrice dobivene na ovaj nacin takoder izbjegavaju permutaciju G.
Dakle, svaka matrica reda n+ 1, n € N, dobivena rekurzijom jednim od Cetiri tipa sa Slike 2.14
je Y-matrica redan—+ 1.

Neka je M = [m; ;| Z-matrica reda n+ 1. Svaka Z-matrica ujedno je i ./-matrica pa M
mora imati oblik jednog od Cetiri tipa prikazana na Slici 2.2.

Ako je matrica M .¥’-matrica tipa I onda je simetri¢na ako i samo ako je podmatrica koja je

na Slici 2.2 oznacena s M,, Z-matrica reda n. Tada je matrica M Z-matrica tipa I prikazanog
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na Slici 2.14.
Za matricu M koja je .¥’-matrica tipa II, vrijedi da je simetri¢na ako i samo ako podmatrica

koja je na Slici 2.2 oznacena s M,,, ima oblik

pri ¢emu je podmatrica M| &-matrica reda n — 1. Tada je matrica M tipa II prikazanog na
Slici 2.14.
Neka je M .’-matrica tipa III. M je simetri¢na ako i samo ako podmatrica M sa Slike 2.2

ima oblik

M3

pri ¢emu M, odgovara podmatrici M,y i M| je Z-matrica reda 2k —n — 1. Matrica M je
tipa III sa Slike 2.14.
U slucaju da je M .%’-matrica tipa IV, M je simetri¢na ako i samo ako vrijedi da podmatrica

koja je na Slici 2.2 oznacCena s My ima oblik
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pri ¢emu je matrica M, jednaka podmatrici M,_;. Podmatrica M| je Z-matrica reda 2k —
n—+ 1 koja na pozicijama (2k —n+1,1) i (1,2k —n+ 1) nema lcu. Dakle, M| ne moZe biti
Z-matrica tipa II. U tom je slucaju M tipa IV sa Slike 2.14. Time je dokazana tvrdnja. |

Primjer 8. Jedina Z-matrica reda 1 je jedini¢na matrica (1) Rekurzijom se dobiju dvije

9-matrice reda 2, redom,

1 1

prva je matrica tipa I i druga je matrica tipa II. Nadalje, iz dviju matrica reda 2 rekurzijom se

dobiju dvije matrice tipa I reda 3,

1 1

1 1

1 1

1 1

Analognim postupkom dobiju se Cetiri Z-matrice tipa I reda 4, dvije Z-matrice tipa Il i po

jedna matrica tipa III 1 IV,

1 1 1 1
1 | | |
| 1| - 1| |
1 1 1 1
1 1 | 1
1 1 1] -1
| 1 "ol o PR
1 1 1 1

Neka je n prirodan broj i neka je s D, oznacen broj dijagonalno simetricnih matrica s alter-

niraju¢im predznakom koje izbjegavaju permutaciju (213), D), := |Z,|.
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Teorem 2.3.3. Neka je n prirodan broj. Za broj D, dijagonalno simetricnih matrica s alter-
niraju¢im predznakom koje izbjegavaju permutaciju (213) vrijedi rekurzivna formula
[*51]-2

Dyy1 =Dy+Dy 1+ Z D2k+15[%'| ok (2.12)
k=0

pri ¢emu je n > 1, S, n-ti Schréderov broj 1

1, zanparan
2, zanneparan.

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom. Broj D; Z-matrica reda 1 jednak je 1, a za red 2 postoje

dvije matrice, D, = 2. Vrijedi
D3s=D)+D{+DiSo=2+1+1-1=4.

Neka je n proizvoljno odabran prirodan broj. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodan

broj manji od n, to jest

Dyi1=Dp+ Dy + Z DZk-‘:—iSI_LH-‘ 2k
k=0 ’

za svaki prirodan broj m < n. Broj dijagonalno simetri¢nih matrica s alternirajuéim predznakom
reda n+ 1 koje izbjegavaju permutaciju (213) jednak je zbroju brojeva matrica tipa I, IT, IIT i IV
sa Slike 2.14.

Broj matrica tipa I jednak je broju svih Z-matrica reda n, D,,. Broj matrica tipa II jednak je
broju svih Z-matricaredan—1, D,,_;.

Za matrice tipa III i IV enumeraciju dijelimo na dva slu¢aja, obzirom na parnost brojan—+1.

* n+1 je paran broj

Broj Z-matrica tipa III dobije se mnoZenjem ukupnog broja Z-matrica M reda 2k —n —
1, Dy;_,—1, s ukupnim brojem .’-matrica M, reda n —k, S,,_;_1 i sumiranjem umnoZaka
za svaki k. U ovom slu¢aju mora vrijediti da je k € {”+1 "H +1,. —1}. U suprotnom
bi red podmatrice M; bio jednak

n+1

2k—n—1<2- —n—1=0

a to nije moguce. Dakle, ukupan broj Z-matrica tipa IIl reda n + 1 jednak je

-1 ——l
Z Dok—n—18Sn—k—1= Z DSzt gy

k= rl+l
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Za slucaj kada je matrica M tipa IV parnog reda n+ 1 vrijedi da je podmatrica M| parnog
reda 2k —n+1 > 2. Naime, ako bi bilo da je red matrice M; jednak nuli, tada bi matrica

M imala strukturu

a to nije moguce jer ovakva matrica nije matrica s alternirajué¢im predznakom. Broj -
matrica tipa IV dobije se tako da se pomnoZi broj svih Z-matrica M| reda 2k —n+ 1
koje na pozicijama (2k —n+1,1) i (1,2k—n+ 1) nemaju lcu, Dy;_yi1 — Dog—pn—1, S
ukupnim brojem svih .%’-matrica M, reda n — k, S,,_;_1, te umnoske sumiramo za svaki
k. 1z strukture matrica tipa IV takoder slijedi da je k € {”TH, ”—;1 +1,...,n—1}. Naime,

ako bi vrijedilo da je k < ”—;1 tada bi red podmatrice M; bio

|
2k—n+1<2-%—n+1:2,

a to nije moguce. Dakle, ukupan broj Z-matrica tipa IV reda n+ 1 kada je n+ 1 paran
broj jednak je

n—1
71

n—1
Y, (Dok—ni1 —Dok—n-1)Sn—k—1 =Y, (Dok—Dop—2)Su-1__y.
k=t3t k=0 i

Slijedi da je ukupan broj Z-matrica reda n+ 1 jednak

n-l_1 n—l_1

2

Dy = Dp+Dy i+ Y, DySui_y_4+ ) (D2 = Dok)Sui gy
k=0 k=0
g

2

= Dn+Dn—1+ Z D2k+25";21_1_k
k=0
o

= Dy+Dyp 1+ Z D2k+2Sﬁ21_2_k-
k=0

Time je tvrdnja dokazana za slucaj kada je n+ 1 paran broj.

* n+1 je neparan broj
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Kada je n+ 1 neparan, broj Z-matrica tipa III dobije se na analogan nacin kao i u slucaju
zan+1 paran, s razlikom da je k € {%, ”—JZFZ +1,...,n—1}, dok je red 2k —n— 1 matrice
M, ovog puta neparan broj veci ili jednak 1. Dakle, ukupan broj Z-matrica reda n + 1
tipa III jednak je

2

n—1 "5

Y DynoiSnkor =
2

= =

Dop18Sn2_y.
1 2

Neka je D, = 0 za svaki n < 0. Tada se moZe pisati da je broj Z-matrica neparnog reda

n+ 1 tipa III jednak

T
[ 8]

gl

Dog—18n2_y.
2

~
Il

0

Broj Z-matrica tipa I'V takoder se dobije na analogan nacin kao i u parnom slucaju,

n—2
n—1 o
Z (Dok—n+1—Dog—n—1)Sn—k—1 = Z(D2k+1 _D2k—l)S%_k-
k=12 k=0

Dakle, ukupan broj Z-matrica neparnog reda n + 1 jednak je

n—=2 n—2

2 2
Dpy1 = Dn+Dn—1+ZDzk—1S%_k+ Z(D2k+1_D2k—1)S%_k
k=0 k=0

n—2
2

= Dn‘f’Dn—l"_ZDZk—O—lS%_k
k=0
22

= Dy+Dyp 1+ Z DZk-HS%_z_k-
k=0

Time je tvrdnja dokazana za slucaj kada je n+ 1 neparan broj.
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2.4. FAMILIJA FUSS - CATALANOVIH MATRICA S

ALTERNIRAJUCIM PREDZNAKOM

U ovom odjeljku prouc¢avamo familiju matrica s alterniraju¢im predznakom reda n = 2r + 1,
r € Ny, koja naslijeduje definicijske uvjete familije %, i ima dodatni uvjet; da se svi specijalni

elementi koji se pojavljuju nuZno nalaze u stupcima Ciji je redni broj neparan.

Definicija 2.4.1. Neka je n prirodan broj i M = [m; j| €-matrica reda n. Element m; ; = 1
matrice M naziva se jugoistocna 1ca, (JI 1ca), matrice M ako je desna i nije lijeva u i-tom retku
ili ako je i = n.

Primjerice, u matrici

istaknute 1ce su JI 1ce.

Definicija 2.4.2. Neka je r nenegativan cijeli broj i neka je n = 2r+- 1. Matrice s alternirajuéim

predznakom reda n koje zadovoljavaju svojstva da
(i) izbjegavaju permutaciju (213),
(i1) desna lca u retku i+ 1 > 2 nalazi se zdesna lijevoj 1ci u i-tom retku, i < n i
(iii) za svaku jugoisto¢nu lcum; ; = 1 vrijedi daje 1 = (j mod 2)
nazivaju se .# - matrice reda n. Skup svih .% - matrica reda n oznacen je sa .%,,.
Sa .% je oznacen skup svih .# -matrica
F ={M € Fp,y :r e N}

Propozicija 2.4.3. Neka je r nenegativan cijeli broj i neka je n = 2r + 1. %- matrica M reda
n zadovoljava svojstvo (iii) Definicije 2.4.2 ako i samo ako se svaka —1ca u M nalazi u stupcu

¢iji je redni broj neparan.
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Dokaz. Neka je M = [m; ;] proizvoljno odabrana ¢-matrica reda n koja zadovoljava svojstvo
(iii) Definicije 2.4.2. Neka je m; ; = —1 proizvoljno odabrana —1ca matrice M. Elementu m; ;
pripadajuca lca m;, ; ispod, nuzno je JI lca. Naime, ako je my;, ; lijeva u svom retku, buduci
da nije gornja u j-tom stupcu, po Propoziciji 2.2.2 slijedi da je i; = n, to jest, m;, ; je JI 1ca. S
druge strane, ako nije lijeva, nuzno je desna, pa je tada po definiciji JI 1ca. Dakle, svaka —1ca
nalazi se u stupcu jugoistocne lce, dakle u stupcu ¢iji je redni broj neparan.

Neka se svaka —Ica ¥ -matrice M reda n = 2r -+ 1 nalazi u stupcu ¢iji je redni broj neparan.
Svaka jugoistoCna lca nalazi se ispod —1ce ili u n-tom stupcu. Naime, ako se JI Ica m; ; ne
nalazi ispod —1ce, ona je gornja u svom stupcu. Ako je i =n, po Lemi 2.2.3 M je jedini¢na
matrica i jedina JI Ica jest my,,. Dakle, JI lca se nalazi u n-tom stupcu. Ako je i < n, po
definiciji slijedi da m; ; nije lijeva. Po Lemi 2.2.4 slijedi da je j = n, to jest, JI 1ca se nalazi
n-tom stupcu. Dakle, JI 1ca nalazi se ispod —1ce ili u n-tom stupcu. Buduci da je n neparan i
da se svaka —lca nalazi u stupcu neparnog rednog broja slijedi da M zadovoljava svojstvo (iii)

Definicije 2.4.2. ]

Primjer 9. Moze se lako vidjeti da familija .% nije invarijantna na transponiranje. Naime,

matrica M” transponirana .% -matrici M

ne pripada familiji .Z jer je u 9. retku jugoisto¢na lca u stupcu 8 i 1 # (8 mod 2).
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2.4.1. Rekurzivna struktura

Slika 2.15 prikazuje oblik matrica dobivenih rekurzijom na Cetiri razli¢ita nacina, tipom I, 1I,
IIT i IV. Neka je r nenegativan cijeli broj i n = 2r+ 1. Matrica M = [m; ;] reda n+ 2 dobivena
rekurzijom tipom I ima 1ce m; | = my > = 1 i % -matricu M, reda n u donjem desnom kutu.

Matrica tipa Il ima lce my, | =my, 112 =1,k € {3,5,...,n},1dvije oznaCene podmatrice,
Z -matricu M, reda ky i .%-matricu M,,_, 1 redan—ky + 1.

Matrica koja ima oblik tipa Il ima lce my; =my,» =1,k € {3,5,...,n}, i dvije oznaCene
podmatrice, .% -matricu My, reda ky i .% -matricu M,,_4, 1 redan—ky + 1.

Kod tipa IV, matrica ima Ice my, | =my, 11,0 =1,k € {3,5,....n =2}, ko € {3,5,...,n+
1 —k;}, i tri podmatrice, .% -matrice My,, My, i My, reda ki, ky 1 k3, redom. Vrijedi da je
ks=n+2—ky —k;.

Svaka .# -matrica dobivena je nekim od navedenih tipova i svaka matrica dobivena nekim

od ova Cetiri tipa je nuzno .# -matrica. O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 2.4.4. Neka je n > —1 naparan broj. Matrica s alterniraju¢im predznakom M reda
n+2 zadovoljava uvjete (i), (i) i (iii) Definicije 2.4.2 ako i samo ako je nastala rekurzijom: za

red 1 jedina matrica je jedini¢na matrica, a za viSe redova M ima jedan od oblika I, II, IIT ili I'V.
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Tip 1 Tip II
1
1
My,
1 .
M, 1
My, 11
Tip III Tip IV
1
My,
My, 1 _
1 - | _M"2
My, iy 1 My,

Slika 2.15: Cetiri tipa matrica .%;, 5.

Dokaz. Neka je M = [m; ;| matrica s alterniarju¢im predznakom reda n + 2 koja ima oblik
jednog od tipova I, II, III ili IV sa Slike 2.15. Budu¢i da je svaka od oznacenih podmatrica
My, My,, My,, My, My_g, 11, My_k,+1 % -matrica, nuzno je i ¢-matrica. Tip i III sa Slike
2.15 ujedno si i tip I familije €. Takoder, Tip I1 i IV sa Slike 2.15 ujedno su i tip II familije €.
Slijedi da je M ¢ -matrica. Preostalo je dokazati da M zadovoljava svojstvo (iii) Definicije 2.4.2.
Vrijedi da je svaka od istaknutih podmatrica M,,, My, My,, My, My,_i, 11, M,,_i,+1 neparnog
reda i da je pomaknuta za paran broj stupaca u desno u odnosu na stupce matrice M. Slijedi da
za svaki stupac, osim prvog, u matrici M vrijedi da mu je redni broj neparan ako i samo ako je
naparan i u nekoj od podmatrica. Buduéi da podmatrice zadovoljavaju svojstvo (iii) Definicije

2.4.2, matrica M zadovoljava isto svojstvo.
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Neka je M = [m; j| € F2,11. Zbog svojstva (iii) Definicije 2.4.2, ne postoji —Ica u drugom
stupcu. Neka sum;, | =11im;, 2> =1 Ice u prva dva stupca matrice M. Buduci da je M € €, po

Korolaru 2.2.6 mora biti i; < ip. Ovisno o ij i i, razlikujemo Cetiri slucaja:
o i1 =11 i2 =2

Izostavljanjem prva dva retka i prva dva stupca dobije se matrica reda n koja zadovoljava

sva tri svojstva Definicije 2.4.2. Dakle, M je matrica tipa .
e i1 >1lib=i;+1

Niti jedan element jednak 1 u retcima 1,2,...,i; — 1,i; ne smije se nalaziti slijeva niti
jednom elementu jednakom 1 u retcima iy +1,i; +2,...,n+ 1,n+2, jer bi u suprotnom
zajedno s jednom lcom iz jednog od prva dva stupca Cinile relativne pozicije permutacije
o = (213). Ocito je m;, 1 1ca koja se nalazi slijeva lijevoj 1ci u retku i; — 1 pa u retku i
mora postojati element m;, ; = —1 i desna lca m;, j/, koja se nalazi zdesna lijevoj Ici u
retku i — 1. Nuzno je da u j-tom stupcu postoje elementi m; j = 1 1 my ; = 1 koji se nalaze
iznad, odnosno ispod ij-tog retka. 1z toga slijedi da su svi elementi koji se istovremeno
nalaze iznad i|-tog retka i slijeva j-tom stupcu jednaki nuli. Takoder, svi elementi koji su
istovremeno ispod i;-tog retka i zdesna j-tom stupcu su jednaki nuli i relativni poloZaj tih

elemenata prikazan je na Slici 2.16.

i
i

Slika 2.16: Konstrukcija .% -matrice tipa II.
Budu¢i da svaki redak 1,2,...,n+2 ima sumu elemenata jednaku 1, slijedi daje n+2 —

j+1>ij,tojestdaje j <n+3—ij. S druge strane, kako i retci ispod i;-tog retka imaju
sumu jednaku 1, morabiti j—2>n+2—(i;+1),t. j >n+3—i;. Dakle, j=n+3—i.
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Dvije podmatrice, prva u gornjem desnom kutu i druga ispod -tog retka, svojstva (i), (ii)
i (iii) Definicije 2.4.2 naslijeduju iz matrice M.
cii=1ii>2

U ovom sludaju, izostavljanjem prvog retka i prvog stupca dobije se matrica M’ reda
n+ 1 koja zadovoljava svojstva (i), (i) Definicije 2.4.2, to jest Definicije 2.2.1. lca u
prvom stupcu matrice M’ nalazi se u njenom (i; — 1)-tom retku pri ¢emu je i — 1 > 1. Po
Teoremu 2.2.7, matrica M’ je matrica tipa II familije 4. Podmatrice od kojih je izgradena
po istom Teoremu zadovoljavaju svojstva (i), (i) Definicije 2.4.2. Svaki stupac neparnog
rednog broja podmatrice oznaCene s M,,_, 1 na Slici 2.15 nuzno je 1 neparnog rednog
broja u matrici M, pa podmatrica M,_,1 zadovoljava i svojstvo (iii) Definicije 2.4.2,
to jest M, _y,+1 je .#-matrica. Takoder, —Ica u kp-tom retku nalazi se u istom stupcu
u kojem je smjeSten prvi stupac podmatrice My,, pa slijedi da je svaki stupac neparnog
rednog broja u matrici M takoder neparnog rednog broja i u matrici My,. Dakle, 1 M,

zadovoljava i svojstvo (iii) Definicije 2.4.2, to jest My, je . -matrica.

e i1 >1lib>ij+1

Na sli¢an nacin kao u drugom slucaju vrijedi da niti jedan element 1 u retcima 1,2,...,i;
ne smije biti slijeva niti jednom elementu jednakom 1 u retcima i; +1,...,ip, dok oni ne
smiju biti slijeva niti jednom elementu 1 u preostalim retcima i» + 1,...,n+2. Analogno

vrijedi i da elementi m;, 1 1 m;, » ne mogu biti desne lce u svojim retcima, pa moraju
postojati m;, j, = —1 1 m;, j, = —1 Cije su pripadajuce gornja i donja lca u jednom od

redaka 1,2,...,i;1i;+1,...,ip, redom, odnosno i; +1,...,i1ip+1,...,n+ 2, redom.

Zbog svojstva da svaki redak mora imati sumu elemenata jednaku 1, mora biti j; =n+
2—i1+11 jp=n+2—1i; —i>+2. Bududi da tri podmatrice od kojih je M izgradena
na ovaj nacin svojstva (i), (ii) i (iif) Definicije 2.4.2 naslijeduju iz matrice M, M ima

strukturu tipa I'V.
Time je dokazan teorem. n

Primjer 10. Jedine matrice familije .# reda 1 i 3 jesu jedini¢ne matrice <1> i

1

81



Matrice s alterniraju¢im predznakomFamilija Fuss - Catalanovih matrica s alterniraju-
uvjetovane permutacijskim uzorkom  ¢im predznakom

dok koriste¢i rekurziju opisanu u Teoremu 2.4.4 dobiju se tri matrice reda 5:

Na osnovu matrica konstruiranih u Primjeru 10, Teoram 2.4.4 daje svih 12 .% -matrica reda

7, kako slijedi.
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IV.

1
1
1 —
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 —
— 1
1

Ovdje su tri matrice tipa I, Cetiri matrice tipa II, Cetiri matrice tipa III i jedna matrica tipa
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Za pozitivne cijele brojeve n i k s C,, x 0znacen je broj podjela konveksnog (kn + 2)-kuta na
regije koje su (k+2)-kuti. Brojevi C,, x nazivaju se Fuss-Catalanovi brojevi i njihova eksplicitna

formula je

Cok ! <<k+ 1)”). (2.13)

:kn+1 n

Posebno, kada je k = 1 relacija (2.13) generira niz Catalanovih brojeva. Za k = 2 formula

1 3n
C,o=
2 2n+1<n>

daje niz ¢iji je poCetak 1,1,3,12,55,273,1428,7752,43263 ... Poznata je rekurzija Fuss-Catalanovih

brojeva G, 2,

n n—i

Coi2=Y, Y, Ci2Ci2Cui—j2 (2.14)
i=0 j=0

(D.Callan, [9]).
Neka je n neparan prirodan broj. Neka je s F;, oznacen kardinalni broj skupa .%,, F,, := |.%,|.
Iz Primjera 10 moZe se vidjeti dada je F1 = 1, F3 = 1 i F5 = 3. Sljedeci teorem daje eksplicitnu

formulu za raCunanje broja F», | % -matricaredan = 2r+ 1.

Teorem 2.4.5. Neka je r nenegativan prirodan broj. Broj F», | matrica familije %5, jednak

je r-tom Fuss-Catalanovom broju, C;.5.

Dokaz. Bududi da red matrice M € %, i redovi podmatrica od kojih je M sastavljena, kao $to

se moZe vidjeti na Slici 2.15, jesu neparni brojevi, moZe se pisati

n+2 = 2(r+1)+1

ki = 2rn+1
ky = 2rn+1
ks = 2r3+1,

gdjesury,rp€{l,....r}ir3=2(r—r; —ry)+ 1. Kardinalni broj F,, skupa .%,, dobije se

zbrajanjem broja svih matrica reda n+2 tipa I, II, Il i IV, a oni su jednaki

Fy,

ZFlen+1—k17
ki
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ZszFn+1—k2
ko

Z Z Flekan+2—k1 —kz
ki kp<n+1—ky

redom. Ako se ove jednakosti izraze varijablama r, r1 1 r» umjesto n, k; and k, dobije se

r r
Bt = FBri+ Y BBt + Y, PPy

ri=1 r=1
r—1 r—r

+ Z Z F2r1—|—lF2r2+1F2(r—r1—rz)—|—l'

ri=1rn=1
Zbog jednakosti F] =1 slijedi da je

r r—rp
B = Y, Y, Br1FPr1Fprr ) 41- (2.15)
r1=0r=0

Buduc¢ida je F; = Cp, tadaiz (2.15) 1 (2.14) slijedi Fj, 2 = C,41 > Cime je tvrdnja dokazana.
[ ]
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3. BIJEKCIJE

U ovom poglavlju prikazujemo dvije bijekcije izmedu matrica s alternirajuéim predznakom i
drugih objekata. Dokazujemo da su ¢ -matrice s alterniraju¢im predznakom reda n u 1:1 kores-
pondenciji s izbjegavajucim permutacijama duljine (n — 1). Nakon pomoénih lema, koje govore
o specifi¢nim poloZajima elemenata u matrici, ovaj rezultat je dokazan u Teoremu 3.1.13.
Nakon prethodno prikazanih enumeracijskih rezultata, postavila se slutnja o postojanju iz-
ravne bijekcije izmedu %’-matrica i Dyckovih puteva. Zaista je takva 1:1 korespondencija us-
postavljena. Definira se preslikavanje iz skupa Dyckovih puteva duljine 2n — 2 u skup ¢-
matrica reda n, dok ¥ danoj % -matrici pridruzuje Dyckov put. U Teoremu 3.2.6 je dokazano da

su ta preslikavanja inverzna jedna drugome.

3.1. PERMUTACIJE KOJE IZBJEGAVAJU UZORAK

DULJINE 3

Definicija 3.1.1. Neka je n prirodan broj. Permutaciju 7 € S, za koju vrijedi da izbjegava
permutacijski uzorak ¢ = (2,1,3) nazivamo 213-izbjegavajuca permutacija. Skup svih 213-

izbjegavajuéih permutacija duljine n oznacen je s S,(213).

Neka je T 213-izbjegavajuéa permutacija. Njoj pripadajuc¢a permutacijska matrica M*, spe-
cijalan je slu¢aj matrice s alterniraju¢im predznakom koja izbjegava permutaciju o = (2,1, 3).
Poznato je da permutacije koje izbjegavaju uzorak duljine 3 enumeriraju Catalanovi brojevi

paje |S,(213)| = C,.
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3.1.1. Korespondencija izmedu matrica s alternirajuim predznakom i izbjega-
vajuih permutacija

Definicija 3.1.2. Neka je n prirodan broj i M % -matrica reda n. Element 1 na mjestu (i, j)

matrice M naziva se sjeverozapadna 1ca, (SZ 1ca), ako je lijeva u svom retku i ako je i < n.

Neka je s NW oznacen skup svih pozicija (i, j) u matrici M na kojima se nalaze sjeveroza-

padne Ice,
NW (M) ={(i,j) :m;j=1je SZ lcaumatrici M = [m; ;] € € } . (3.1)

Primjer 11. Primjerice, u matrici M,

istaknute 1ce su sjeverozapadne i skup svih pozicija SZ Ica za ovu matricu je
NW (M) ={(1,8),(2,3),(3,4),(4,5),(5,7),(6,6),(7,1),(8,2) }.
Iz Definicija 3.1.2 1 2.4.1 slijedi da su skupovi SZ 1ca i JI 1ca disjunktni i u uniji daju skup
svih 1ca matrice M.

Propozicija 3.1.3. Neka je n prirodan broj i M % -matrica reda n. Broj sjeverozapadnih 1ca u
matrici M jednak je n — 1.

Dokaz. Po Korolaru 1.0.3 vrijedi da je ukupan broj lca N* (M), za n veéi od ukupnog broja
—1ca, N~ (M), u matrici M. Jugoistocne lce su sve lce koje su desne i nisu lijeve i 1ca u n-tom
retku. Broj lca koje su desne i nisu lijeve u matrici M jednak je broju —lca u M, N~ (M).
Dakle, broj JI 1ca jednak je N~ (M) + 1. Bududéi da su skupovi SZ 1ca i JI lca disjunktni i u

uniji daju skup svih 1ca matrice M, broj SZ 1ca jednak je
Nt M)—(N"(M)+1)=n—1,
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¢ime je tvrdnja dokazana. ]

Propozicija 3.1.4. Neka je n prirodan broj i M %-matrica reda n. Tada lca u n-tom stupcu

nije sjeverozapadna.

Dokaz. Dokaz se provodi kontradikcijom. Neka je M = [m; ;] € €, i m;, =1 SZ lca u n-
tom stupcu matrice M. Iz Definicije 3.1.2 slijedi da je m;, lijeva Ica i da je i < n. Desna
Ica u (i + 1)-om retku mora se nalaziti zdesna lce m;,, a to nije moguce. Time je tvrdnja

dokazana. [ |

Propozicija 3.1.5. Neka je n prirodan broj i M %’-matrica reda n. Neka je redak i < n pro-
izvoljno odabran. Vrijedi da i-ti redak matrice M sadrZi najviSe jednu sjeverozapadnu 1cu.

Analogno, u j-tom stupcu ne mogu biti dvije ili viSe SZ 1ce, za j < n.

Dokaz. Neka je M = [m; j] € €, i i-ti redak sadrZi dvije SZ Ice, m; j, i m; j,, j1 < jo. Tada
izmedu njih mora biti smjeStena —lca. Dakle, 1ca m; j, je desna i nije lijeva, to jest m; j,
je JI 1ca. Dobivena je kontradikcija, pa je tvrdnja za retke dokazana. Bududi da je skup %,

invarijantan na transponiranje, tvrdnja mora vrijediti i za stupce. |

Neka je n prirodan broj. Neka je s it oznaceno preslikavanje iz skupa %, u skup S,,_1(213),
W:%G, — Sy—1(213) (3.2)

koje svakoj ¢ -matrici M reda n pridruzi permutaciju 7, u(M) = 1, za koju vrijedi da je T(i) = j
ako i samo ako je (i, j) e NW(M), i,j € {1,2,...,n—1}.

Iz Propozicija 3.1.3, 3.1.4 1 3.1.5 slijedi da za proizvoljno odabranu %’-matricu reda n vrijedi
da je tocno n — 1 sjeverozapadna lca smjestena u prvih n — 1 redaka i stupaca, pri ¢emu u niti
jednom retku ili stupcu ne moze biti viSe od jedne SZ lce. Dakle, SZ Ice su smjeStene tako
da je tocno jedna lca u svakom od n — 1 redaka i u svakom od n — 1 stupaca. Preslikavanje
i — j ako i samo ako je (i,j) € NW(M), i,j € {1,2,...,n— 1}, je bijekcija. 1z ovoga slijedi
da je p(M) = 7 permutacija duljine n — 1. Za permutacijsku matricu M = [m/ ;| permutacije
7 vrijedi da je m; ; = 1 ako i samo ako je (i) = J, to jest ako i samo ako je (i, j) € NW (M),
i,j€{1,2,...,n—1}. Buduéi da matrica M izbjegava permutaciju o = (2, 1,3) i M ju takoder

izbjegava. Slijedi da je preslikavanje u dobro definirano.
Primjer 12. Matrici M iz Primjera 11 preslikavanje y pridruZuje permutaciju
T=u(M)=(8,3,4,5,7,6,1,2),
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¢ija je permutacijska matrica

1

Definicija 3.1.6. Neka je 7 = (7(1),7(2),...,7(n)) permutacija duljine n. Za par elemenata

(t(k),7(l)) kaZe se da je inverzija u permutaciji T ako je
k<lit(k)>t(i).
Za inverziju (t(k),7(l)) kaZe se da je susjedna u permutaciji T ako je [ sljdbenik broja k.
Za svaku permutaciju 7 € S, neka je N(7),
N(t):={l:7(l)<t(l—-1)}, (3.3)

svih pozicija permutacije T na kojima se nalazi element koji sa svojim prethodnikom cini su-
sjednu inverziju. Ovako definirani skup N(7) sadrzi i redne brojeve i redaka permutacijske
matrice M® u kojima se element jednak 1 nalazi slijeva 1ciu (i — 1)-om retku, 1 < i <n.

Neka je s v oznaceno preslikavanje iz skupa S,,—1(213) u skup %,
VS 1(213) = %, (3.4)

koje svakoj 213-izbjegavajucoj permutaciji T = (7(1),7(2),...,t(n)) pridruzi €-matricu M =

[m; ;] reda n postupkom u Cetiri koraka korespodencije u nastavku.

1. korak

Zasvakiie {1,2,...,n—1} m; j =1 ako i samo ako je 7(i) = j.

2. korak
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U drugom koraku definiraju se pozicije svih —1ca matrice M. Element m; ; = —1 ako i
samo ako je
i€N(1)
i
j:min{ 10 ka/_l} (3.5)

to jest j je redni broj stupca koji se nalazi zdesna 7(i)-tog stupca i kojemu je parcijalna
suma u i-tom retku jednaka 1, takav da se svi ostali stupci s istim svojstvom nalaze njemu
zdesna. Za svaki i € N(7) vrijedi da je barem t(i—1) € {j: j' > ©(i), Yi_ymyj=1}.
Dakle, za svaki i € N(7) postoji j takav da je m; j = —1.

3. korak

Nekaje |N(T)‘ =mi <i17j1)7(i27j2)7"'
raku. Tadam;, ;, , =1zasvakike {1,2,...

(im, jm) skup pozicija —lca definiranih u 2. ko-

,m~+ 1}, pri emu je iy, 1 = jo =n.
4. korak
Preostali elementi matrice M jednaki su nuli.

Primjerice, (213)-izbjegavajuca permutacija T = (1243),

Mz

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
0

1

0
0
1
0

prema definiciji preslikavanja v daje ove strukture na kraju opisanih koraka

1 1 1 1 00 0O
010 0O
1 1 000 T1O0
— I — 1 001 — 1
1 000 T1O0
1. korak 2. korak 3. korak 4. korak

U ovom sluéaju N(7) = {4}, 7(4) = 3 pa je u skupu u kojem se traZi minimum samo broj 4,

j =4. To prema 2. koraku znaci da ovdje postoji samo jedan specijalni element 1 taj se nalazi

na mjestu (i, j) = (4,4), gdje je i € N(7). Po tre¢em koraku (i1, jo)

to su mjesta 1ca. Preostali elementi jednaki su nuli.
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Lema 3.1.7. Neka je n prirodan broj i T 213-izbjegavajuca permutacija duljine n — 1. Neka je
M = [m; ;] matrica dobivena iz T pridruzivanjem v opisanim iznad. Ako su (iy, j1), (i2, j2),- - - (im, jm)
pozicije —I1ca smjeStenih u M u 2. koraku i ako je ij < ip < --- < i;y, onda vrijedi da je

Jm < jm—1 < ---<Ij.

Dokaz. Dokaz se provodi kontradikcijom. Neka postoje k, k' € {1,2,...,m}, k < k', takvi da je
Jk < jw- Bududi daje i < iy ii,ipy € N(T), u permutacijskoj matrici M; permutacije T postoje

. uretcima

leem;  w-1im;,  u_juretcimaix_jiiy_inalazesezdesna lcamam, xim, i
k ’ k'

ik—1,J 1] J
i 1y, redom.

Mora vrijediti da se 1ca m -1 U ix_1-om retku nalazi zdesna Icim, wu iy-om retku.
k'

ik*l 7jk

U suprotnom bi 1ce m;

e My m, Cinile relativne pozicije permutacije o.

U retcima iznad i-tog retka ne postoji 1ca &iji je redni broj stupca j takav da je j* < j < jk/_1
jer bita lca zajedno s lcama m; i 1 m, ¥ Cinila relativne pozicije permutacije ©.

Dakle, zdesna stupca j¥, stupac s najmanjim rednim brojem j; kojemu je parcijalna suma
do i;-tog retka jednaka 1, nalazi se zdesna stupcu s rednim brojem jk/_l, Jk > jk/_l. Bududi da
je jK-1e { i > g, zjk; my = 1} slijedi da jeji < j¥~1. Dakle, vrijedi da je ji < ji.

Time je dobivena kontradikcija. Na Slici 3.1 prikazan je relativni polozaj —Ica m;, j, i m;,

7jk/ °
jk jk/ jk’ jk/—l jk jk—l
Ik—1 1
Ik 1 -
Ik—1 1
iy 1 -

Slika 3.1: Relativni polozaj 1ca i —Ica u matrici M = v(7) .

Lema 3.1.8. Neka je n prirodan broj i T 213-izbjegavajuca permutacija duljine n — 1. Neka je
M = [m; j] matrica dobivena iz permutacije T pridruZivanjem v opisanim iznad. Matrica M je

matrica s alterniraju¢im predznakom reda n.
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Dokaz. Neka je T € S,_1(213) proizvoljno odabrana permutacija. Elementi matrice M dobi-
vene na iznad opisani nacin elementi su skupa {—1,0,1}. Bududi da je T permutacija duljine
n—1, M iman—1 lcu smjeStenu u 1. koraku tako da je svaka od njih smjeStena u to¢no jedan
od prvih n — 1 redaka i u tocno jedan od n — 1 prvih stupaca. 1z 2. koraka slijedi da svaka
—1ca m;, j, ima pripadajuce lce slijeva i iznad, a iz 3. koraka da ima pripadajuce 1 zdesna i
ispod. Takoder, 3. korak osigurava postojanje 1ca u n-tom retku i n-tom stupcu. Slijedi da je M

matrica s alterniraju¢im predznakom reda n. ]

Lema 3.1.9. Neka je n prirodan broj i T 213-izbjegavajuca permutacija duljine n — 1. Neka
je M = [m; j| matrica dobivena iz permutacije 7 pridruZivanjem v opisanim iznad. Matrica M

izbjegava permutaciju 6 = (2, 1,3), to jest M je .¥’-matrica.

Dokaz. Neka je T € S,,_1(213) proizvoljno odabrana permutacija. Bududi da je 7 permutacija
duljine n — 1 koja izbjegava uzorak 6 = (2, 1,3), za lce smjeStene u 1. koraku vrijedi da njihove
relativne pozicije ne ¢ine permutaciju 6. Dakle, ako postoje my ; = m; y = my i» = 1 takve da
je

i<i<i"ij<j<j", (3.6)

barem jedna od Icamy ;, m; y i my » mora biti 1ca dodana u 3. koraku. Buduc¢i da je 1ca my

W "
ispod i zdesna objema lcama, my ; i m; y, po Lemi 3.1.7 slijedi da sigurno Ice my ;i my jn ne
mogu istovremeno biti lce iz 3. koraka. Analogno, za 1ce m; j i my j» slijedi da istovremeno

ne mogu biti Ice iz 3. koraka. Dakle, preostaju slucajevi da je
* lIcamy j» dodana u 1. koraku 1 barem jedna od 1camy ;im; y dodana u 3. koraku i

e Ice my jim; y sudodane u 1. koraku i m; j» je dodana u 3. koraku.

Neka je Ica m;» j» dodana u 1. koraku. Ako je my ; dodana u 3. koraku, postoji —Ica my ;-

koja se nalazi u -tom retku slijeva 1ce my ;. Buduéida je j~ < j” i <", dvije 1ce koje se

nalaze slijeva i iznad —lce my -, zajedno s lcom m;»_» Cine relativne pozicije permutacije o,

J70 3J

a sve su dodane u 1. koraku. To nije moguce, pa slijedi da Ica my ; nije dodana u 3. koraku. Na
Slici 3.2 prikazan je relativni poloZaj permutacije o kojeg Cine 1ce dodane u 1. koraku za ovaj

slucaj.
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J J JooJ
I 1
1
i 1 — 1
i’ 1

Slika 3.2: Relativni polozaj 1ca i —Ica u matrici M = v(7) .

Na analogan nacin se pokaze da ako je my j» dodana u 1. koraku, 1ca m; y ne moZe biti
dodana u 3. koraku.

Pretpostavimo da je su lce my ;i m; y dodane u 1. koraku i m;» j» 1ca dodana u 3. koraku.
Buduéidaje t(i') = jit(i) = j priemu je i < i i j < j/, mora postojati barem jedna susjedna
inverzija izmedu i-te i (i’ + 1)-e pozicije u permutaciji 7. Dakle, postoji i~ € {i,i+1,...,i/ —
1,i'} takav da u i~ -tom retku matrice M postoji — Ica. Neka je redni broj stupca te 1ce oznacen s
Jj—. —lcau 2. koraku smijeSta se u stupac koji osim Sto zadovoljava svojstvo da mu je parcijalna
suma jednaka 1, jo§ mora biti takav s najmanjim rednim brojem. U ovom slucaju vrijedi da je

parcijalna suma j’-tog stupca jednaka 1 u i~ -tom retku, slijedi da je j~ manji ili jednak j’,
o< (3.7)

Nadalje, m;» j» je 1ca dodana u 3. koraku pa postoji —lca u i”-tom retku i neka je s j'~ oznacen
redni broj stupca u koji je smjestena. Vrijedi da je j/~ < j”. StoviSe, po Lemi 3.1.7 mora biti
j'~ < j~.Po 3. koraku i Lemi 3.1.7 slijedi da svaka l1ca dodana u 3. koraku mora biti slijeva ili
u istom stupcu kao —Ica koja se nalazi u nekom od redaka iznad. Iz toga slijedi daje j~ > j”, a

to je u kontradikceiji s 3.6 1 3.7. Na Slici 3.3 prikazan je relativni poloZaj lca my ;, m; jy 1 my i

J? ,J"

—1ca m;— g 1 millyj/f .
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J J J J J
I 1
l'— p—
i 1
/! _ 1

Slika 3.3: Relativni polozaj 1ca i —Ica u matrici M = v(7) .

Slijedi da ne postoje 1ce u matrici M koje Cine relativne pozicije permutacije ¢. Dakle, M

je - -matrica. [ |

Lema 3.1.10. Neka je n prirodan broj i T 213-izbjegavajuéa permutacija duljine n — 1. Neka
je M = [m; ;] matrica dobivena iz permutacije 7 pridruZivanjem v opisanim iznad. Matrica M
zadovoljava svojstvo (ii) iz Definicije 2.2.1, to jest desna lca u retku i+ 1 > 2 nalazi se zdesna

lijevoj 1ci u i-tom retku, i < n.

Dokaz. Dokaz se provodi kontradikcijom. Neka je m; ; = 1 desna Icau i-tomretkuim;_q y =1
lijeva Icau (i — 1)-om retku pri ¢emu je j < j'. Sve lce, osim 1ce u n-tom retku, koje su dodane
u 3. koraku, su desne i nisu lijeve. Budu¢i da je i — 1 <n, lcam;_; ; je dodana u 1. koraku.
Slijedida je j/ <n—1.

Ako je i m; j dodana u 1. koraku, vrijedi da je (j, ;') susjedna inverzija u 7, to jest i € N(7)
pa je u 2. koraku smjeStena —Ica u i-ti redak zdesna 1ci m; ;. Dakle, m; ; nije desna lca.

Ako je 1ca m; j dodana u 3. koraku. Tada postoji —Ica m; ;- slijeva lce m; j 1 njoj pripada-
juce lce m; jn slijeva i my ;- iznad koje su smjestene u matricu M u 1. koraku. U j-tom stupcu,
ispod i-tog retka, ne postoji 1ca dodana u 1. koraku. Naime, ako bi postojala, zajedno s 1cama
m; 1 my ;- iz 1. koraka bi Cinila relativne pozicije permutacije 6. Takoder, element m;_; ;
jednak je nuli jer je 1ca m;_; j lijeva u svom retku. Nadalje, u j-tom stupcu, iznad (i —1)-og
retka moraju biti svi elementi jednaki 0. U suprotnom bi postojala —1ca my ; Cije bi pripadajuce
lce slijeva i iznad bile jedinice dodane u 1. koraku i zajedno s 1com m;_; j bi Cinile relativne

pozicije permutacije 0. Dakle, u j-tom stupcu ne postoji 1ca dodana u 1. koraku. Budu¢i da je

j < j' <n—1, dobivena je kontradikcija. |
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Korolar 3.1.11. Neka je n prirodan broj. Preslikavanje v : S,_1(213) — %, (3.4) koje sva-
koj permutaciji koja izbjegava permutacijski uzorak ¢ = (2, 1,3) pridruzi %-matricu dobro je

definirano.

Dokaz. 1z Lema 3.1.8,3.1.91 3.1.10 slijedi da je svaka matrica M = v(7) matrica s alterniraju-
¢im predznakom koja zadovoljava svojstva (i) i (if) iz Definicije 2.2.1. Dakle, M je € -matrica.

Korolar 3.1.12. Neka je n prirodan broj i T 213-izbjegavajuca permutacija duljine n — 1. Neka
je M = [m; ;] = v(t) €¢-matrica. Tada su lce u matrici M dobivene u 1. koraku preslikavanja
v ako i samo ako su sjeverozapadne. Analogno, lce u matrici M su dobivene u 3. koraku

preslikavanja v ako i samo ako su jugoistocne.

Dokaz. Sve —I1ce dodane u 2. koraku smjeStene 1cama dodanim u 1. koraku zdesna. Dakle,
svaka lca dodana u 1. koraku je lijjeva i ne nalazi se u n-tom retku. Slijedi da je svaka lca
dodana u 1. koraku sjeverozapadna lca. S druge strane, neka je m; ; = 1 sjeverozapadna lca
matrice M. Ako je m; ;j smjeStena u matricu M u 3. koraku, sigurno joj se slijeva nalazi —1ca
ili je i = n. Dakle, m; ; je jugoistoCna lca. Time je dobivena kontradikcija. Slijedi da je m; ;
smjeStena u matricu M u 1. koraku.

Iz ovoga slijedi 1 drugi dio tvrdnje korolara, da je svaka Ica smjeStena u matricu M u 3.

koraku jugoistocna i da je svaka jugoistona 1ca matrice M smjeStena 3. korakom. [

Teorem 3.1.13. Neka je n prirodan broj i neka su p i v preslikavanja definirana na pocetku
ovog odjeljka, i : 6, — S,—1(213) i v : S,-1(213) — %,. Preslikavanje v je bijekcija i vrijedi
1

dajev " =p.

Dokaz. Neka su 1; i 7p dvije razlicite 213-izbjegavajuce permutacije i M} = v(11) i My = v(12)
dvije ¢-matrice. Ako vrijedi da je M| = M, onda je NW (M) = NW (M;). 1z toga slijedi da je
T1(i) = 1(i) za svakii € {1,2,...,n— 1}. Time je dobivena kontradikacija s ¢injenicom da je
T| # Tp. Iz toga slijedi da je v injekcija. Bududi da vrijedi da je |S,_1(213)| =C,—1 = E,, V je
bijekcija.

Neka je 7 proizvoljno odabrana 213-izbjegavajuéa permutacija. Buduci da preslikavanje u
¢ -matrici pridruzi permutaciju 7 za koju vrijedi da je 7(i) = j ako i samo ako je m; ; sjeveroza-
padna lca matrice M i s druge strane, v permutaciji T pridruzi matricu M takvu da je m; ; njena

sjeverozapadna Ica ako i samo ako vrijedi da je t(i) = J, slijedi da je

pv(r) =
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Dakle, v ! = u. [ |
Time je dobivena bijekcija izmedu skupova S,_1(213) i G,,.

Primjer 13. Svakoj permutacijskoj matrici M; 213-izbjegavajuca permutacije T duljine 4 pri-

druZena je ¥-matrica reda 5:

1
1 1
1 1
1 1
1 1
\% = 1 |, Vv = 1 — 1
1 1
1 — 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
\% = 1 — 1}, Vv = 1
1 1
1 — 1 1 — 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
\% = 1 - 1], V = 1 - 1
1 1
1 — 1 1 — 1
1 1
1 1
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<

1 1
1
1 -1 1 —
1
- 1 , vV = 1
1
1 1 — 1
1
1 1
1 1
1
1 1 -
1
=11 — 1|, Vv =11 - 1
1
1 1
1
1 1
1 1
1
1 -1 1 —
1
= 1 , vV = 1 — 1
1
1 — 1 1 — 1
1
1 1
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3.2. DYCKOVI PUTOVI

Neka je n prirodan broj. Standardni Dyckov put &2 duljine 2n je put u reSetki Z x Z koji
koracima (1,1) i (1,—1) poveZe pocetnu tocku (0,0) s krajem (2n,0) pri cemu ne prelazi ispod
apscise. Broj standardnih Dyckovih putova duljine 2n jednak je n-tom Catalanovom broju.
Tocke u kojima se smjer Dyckovog puta mijenja iz koraka (1,1) u korak (1,—1) nazivaju se
vrhovima, a toCke u kojima se smjer mijenja iz koraka (1,—1) u (1, 1) nazivaju se dolinama.

Na Slici 3.4 prikazan je Dyckov put duljine 16.

Slika 3.4: Dyckov put duljine 16.

Jednostavnom bijekcijom

Xty x—y)

Dyckove putove moze se preslikati u putove u cjelobrojnoj mrezi koji pocetnu tocku (0,0) po-
vezu s krajnjom to¢kom (n,n) koracima (1,0) i (0,1) i pri tom ne prelaze iznad pravca y = x.
Ponekad se i ove putove naziva Dyckovima, te ¢e se u ovom poglavlju Koristiti ta indetifikacija.
U ovakvom obliku, vrhovi su tocke u kojima se iz koraka (1,0) prelazi u korak (0, 1), a obr-
nutom promjenom koraka dobiju se doline. Neka je s P, oznacCen skup svih Dyckovih putova
duljine 2n.

Zbog jednostavnosti u nastavku ¢e se Dyckov put poistovijetiti sa skupom svih cjelobrojnih
toCaka reSetke kojima prolazi. Neka je n prirodan broj i {(x1,y1), (x2,¥2), ..., (X2n+1,Y20+1) } C

7 x Z skup svih cjelobrojnih tocaka Dyckovog puta & € P,. Pisemo

P = {(Xl»)’l)7 (Xz»)’2>» SRR (X2n+17)’2n+1)}-
Vrijedi da je (x1,y1) = (0,0) i (x2011,y2041) = (1, 1).

Propozicija 3.2.1. Neka su (x,,,yy,) i (xy..,,v.,,) dva susjedna vrha Dyckovog puta & takvi
da vrijedi x,, <x,,_ ,. Tada je y, < yy,, 1 vrijedi da su uredeni parovi prirodnih brojeva

(kavyvk + 1)7 cety (kavyvk+1)7 (ka + 17)’vk+1)» R (ka+1 - layvk+1) tOéke DkaOVOg puta'
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Dokaz. Buduéi da je (x,,,y,,) vrth Dyckovog puta, u toj tocki iz koraka (1,0) prelazi se u korak
(0,1) pa je sljedeca tocka koju put & sadrzi (x,,,yy, )+ (0,1) = (xy,,yy, + 1). Put se nastavlja
istim korakom (0, 1) sve dok ne dode do doline (x,,,y). U dolini se mjenja korak u (1,0) i
istim korakom prolazi sve do sljedeceg vrha (x,,,,,yy,.,) Dyckovog puta. Iz toga slijedi da
je druga koordinata doline (x,,,y) jednaka drugoj koordinati sljedeceg vrha, y = y,, . Dakle,
tocke (xy,, ¥y, +1),-.., (Xy,Yv,,,) su sadrzane u Dyckovom putu & od vrha (x,,,y,,) do doline
(Xv;s ¥y, )- Uzastopnim dodavanjem koraka (1,0) pocevsi od doline (xy,,yy,,,) do sljedeceg

vrha, dobiju se tocke (x,, +1,yy,,,),---, (X, — Lywe,)- [ ]

Propozicija 3.2.2. Neka je n prirodan broji & = {(x1,y1), (x2,¥2)s- -+, (X2n+1,Y2m+1) }» (x1,¥1) =
(0,0) i (x2n+1,Y20+1) = (n,n). & je Dyckov put duljine 2n ako i samo ako za svaka dva su-

sjedna uredena para (xi, Vi), (Xer1,Ver1) € &2 vrijede sljedeéa svojstva:
(D) Yk < xps
(1) Xk +yi = X1+ Y1 — 11
(i) X < X1 1Yk < Vit
ke{l,2,...,2n}.
Dokaz. Neka je &2 = {(x1,y1),(x2,¥2),--,(x2n+1,Y2n+1)} Dyckov put. Buduc¢i da & ne pre-

lazi iznad pravca y = x, slijedi svojstvo (i). Za svake dvije susjedne cjelobrojne tocke (xy,yx)
i (Xk+1,Yk+1) Dyckovog puta vrijedi da je (xxi1,Y%+1) = (,3x) + (1,0) ili (Xeq1,%01) =
(xk,yx) + (0, 1) pa iz toga slijede sljedeca dva svojstva, (i) i (iii).

S druge strane, neka za skup tocaka {(x1,y1), (x2,¥2),-- -, (X2n+1,Y2n+1) } cjelobrojne mreze
vrijede navedena tri svojstva, (i), (if) i (iif). Iz svojstva (i) slijedi da tocke ne prelaze iznad
pravca y = x. Bududi da su svi x; i y cijeli brojevi, iz svojstava (if) i(iii) slijedi da se susjedne

tocke razlikuju za uredeni par (1,0) ili (0,1). Dakle, & je Dyckov put. [

3.2.1. Korespondencija izmedu matrica s alterniraju¢im predznakom i Dykovih

puteva

Neka je n prirodan broj i M = [m; j| proizvoljno odabrana %-matrica reda n koja ima m — 1
specijalnih elemenata, m < n— 1. Neka je {m;, j : k € {1,2,...,m}} skup jugoisto¢nih Ica i

{mi, j., k€ {1,2,...,m—1}} skup svih —1ca matrice M. Bez smanjenja opCenitosti moZe
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se pretpostaviti da je i < ix_1 za svaki k € {2,3,...,m}. Iz 3. koraka pridruZivanja ¢-matrice
213-permutaciji 1 po Korolaru 3.1.12 sljjedi da je j1 < jo < -+ < ju—1 < Jm 101 = Jm = n.
Dodatno, neka je i1 = jo = 1.

Neka je s x oznaceno preslikavanje iz skupa %, u skup P,_,
X 6, — Py

tako da svakoj ¢’-matrici M = [m; ;] reda n pridruzen Dyckov put & duljine 2n—2, (M) = &,
za koji vrijedi da su tocke (x,y) cjelobrojne mreZe elementi puta & ako je mj,_y ;1 element

matrice M za koji vrijedi jedno od Cetiri slucaja:
(1) my_yx11 Je jugoistocna Ica,
(i1) my_y 11 je specijalni element,
(iii) mu—y 41 je nula u stupcu ji i retku i za koji vrijedi da je iy < i <igy1, k€ {1,2,...,m}},
(iv) mu—yx+1 je nulauretku i i stupcu j za koji vrijedi da je jr—1 < j<ji,ke€{l,2...,m}}.

Dakle, svakoj matrici pridruZen je put na sljedeéi nain: poziciji (n,1) u matrici pridruZena
je tocka (0,0) cjelobrojne mreze, a poziciji (1,n) tocka (n,n). Bududi da element jednak 1 u
zadnjem retku matrice M zbog svojstva (ii) Definicije 2.2.1 sigurno nije u prvom stupcu, put
pocinje korakom (1,0) i nastavlja istim dok ne dode do prve jugoistocne lce m;, j,. U svakoj JI
1-ici mijenja korak iz (1,0) u (0,1) i u svakoj —l-ici obratno, iz (0,1) u (1,0). U nulama, put
ne mijenja smjer kretanja. Buduci da, po Korolaru 2.2.8, za svaku % -matricu vrijedi da su svi
elementi jednaki —1 ispod ili na sporednoj dijagonali, iz Cinjenice da je svaka jugoisto¢na 1ca
zdesna ili ispod —1ce, slijedi da put dobiven preslikavanjem ) iz matrice M ne prelazi iznad
pravca y = x. Dakle, put & = y (M) je Dyckov put pa je preslikavanje ) dobro definirano.

Neka je s o oznaceno preslikavanje iz skupa P,_; u skup 6, ,
0:P_1—%,

tako da je svakom Dyckovom putu & = {(x1,y1),...,(x24—1,Y2n—-1)} € P,—1 duljine 2n— 2

pridruZena ¢-matrica M = [m; ;] reda n postupkom u Cetiri koraka korespodencije u nastavku.

1. korak

Element m; ; matrice M jednak je jednom od elemenata skupa {—1,0,1} ovisno koji
korak Dyckovog puta & prethodi i koji slijedi iza tocke (j — 1,n — i) cjelobrojne mreZe.

Na Slici 3.5 prikazano je pravilo pridruZivanja u ovom koraku.
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DR R

-1

Slika 3.5: PridruZivanje elemenata matrice M to¢kama Dyckovog puta.

2. korak
Neka je m jednak broju Ica smjeStenih u matricu M 1. korakom. Neka je
SE = {(ilvjl)v (i27j2>7 ce (lmvjm)}

skup svih pozicija 1ca smjeStenih u 1. koraku, pri ¢emu su koordinate i; indeksirane tako
daje iy > x4 za svaki k € {1,2,...,m— 1}. Zbog svojstava Dyckovog puta i ¢injenice
da je tocki (j — 1,n— i) pridruZen element m; ; matrice M, slijedi da je ji > ji—1 za svaki

ke{2,3,....,m}.
3. korak
Zasvaki k € {1,2,...,m} definira se skup
NWk :{(iklvjkl)a(ikzvjkz)a' (l ’k Jie I’kak jkfl)}

pozicija matrice M takav da je jo = 11 jy, = jx —1, te ix, = max{fi\{ ir, : ' <1}} gdje je

m
I, = {ik_laik_z»---yik_ Y el = Gk — - 1}\ U &
k/

k+1 —k+1

skup svih rednih brojeva redaka pozicija skupa NW;. Neka je
={k— Lk =2, jk— Uk — Jk-1)}
skup svih rednih brojeva stupaca pozicija skupa NW;.

4. korak

U matricu M na pozicije iz skupa NWj, za svaki k € {1,...,m}, smjeste se lce a na

preostale pozicije matrice M smjeste se nule.
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Iz korespodencije moze se vidjeti da je (i, jx) pozicija k-te po redu od ukupno m 1-ica
dobivenih iz Dyckovog puta u 2. koraku, polazeci od pozicije (n, 1) u matrici. Prva 1-ica nalazi

se u retku 7 i posljednja se nalazi u stupcu n, to jest vrijedi
i1 = jm=n.
Iz definicije za iy, i ji, u 3. koraku, [ € {1,...,|I|}, slijedi da je
e >l > gy > . > ikvk\ L Jk > g > kg > e > jkllk\' (3.8)

Drugim rije¢ima, poCevsi od posljednje 1ce smjeStene u 2. koraku, m;, ;. , svakoj 1-icim;_j, di-
jagonalno gore-lijevo se smijestaju lce Mi ey ’mik\lk\ iy pocevsi od najblizeg stupca slijeva
sve do (ukljucivo) stupca u kojem se nalazi najbliza —1-ica slijeva, pri cemu se preskoce retci u
kojima se ve¢ nalazi lijeva 1-ica. Time je zavrSeno popunjavanje matrice M nenul-elementima
1 svi preostali elementi matrice jednaki su nuli.

Slika 3.6 prikazuje 1. korak pridruzivanja matrice M Dyckovom putu & u kojem su dobi-

vene Cetiri 1-ice Cije su pozicije

SE ={(9,3),(7,7),(6,8),(2,9)}.

o o O

Slika 3.6: 1-ice pridruZene vrhovima i —1-ice pridruZene dolinama Dyckovog puta.
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Slika 3.7 prikazuje dodavanje 1-ica Ciji su skupovi pozicija
NW = {(8,2

NW, = {(6,6
NwWs = {(5,7
(

NWy = {

na koje su smjestene 1-ice u 4. koraku.

Slika 3.7: 1-ice dobivene u drugom koraku.

Propozicija 3.2.3. Neka je n prirodan broj i & Dyckov put reda 2n — 2. Neka je M matrica
reda n dobivena pridruZivanjem o, o(d) = M. Neka su I; i Ji, k € {1,...,m}, skupovi rednih
brojeva redaka i stupaca matrice M definirani u 3. koraku korespodencije. Vrijede sljedece

tvrdnje:
() |Ix| = |Jk| za svaki k € {1,...,m}
(ii) Skupovi {I1,0,..., I} 1{J1,J2,...,Jm} su dvije particije skupa {1,...,n—1}.
(iii) Akosuk,k’ € {1,...,m}, takvi da je k < k" onda su ispunjene sljedece tvrdnje

s <y, ako 1 samo ako je iy, < lkfz;(\’

C g > ik;, ako 1 samo ako je iy, > iy 1
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: jk] <jk;,
zasvakil € {1,....||}il' e {1,....|ly|}.
S druge strane, ako postoje [ € {1,..., ||} il € {1,...,|Iy|} takvi da je ji, < jk;/ onda
jek <K.

Dokaz. (i) Iz 3. koraka korespodencije lako se vidi da je |Jy| = jix — jk—1. Takoder, jasno je
idaje |Iy| = jm — jm—1. Dakle, za k = m tvrdnja vrijedi. Lako se vidi daje I NIy = 0 za

svaki k # k’. 1z te ¢injenice i Cinjenice da je

m m
U Qm:{n—le—L“wQ— zl\QJ—QM—jFQ}

Wtrl K =k+1
slijedi
m m
Ll = {ik—l,ik—Z,--.,ik— ) Vk'|—(jk—jk—1)}'— U
k' =k+1 K=k+1
m m
= Z | + (k= Jx—1) — Z |
K =k+1 k'=k+1
= Jk— Jk-1-

(ii) Po definiciji za Ji, k € {1,2,...,m}, lako se vidi da je
m
Uk=A{1.....n—1}
k=1

iJiNJy =0 zasvaki k # K, k,k' € {1,2,...,m}.

Bududi da je Iy NI = 0 i za svaki I vrijedi da je |Ii| = ji — jr—1 vrijedi da je

m
U
k=1

[
1=
=

~
I
_

I
(ngE

(k= Jk=1) =Jjm—Jjo=n—1

~
I
-

Takoder, za svaki k € {1,2,...,m} I, C {1,...,n— 1}, pa slijedi tvrdnja.

(iii) Nekasuk,k’ € {1,...,m} takvidaje k <k’. Vrijedi daje iy > ip. Nekasul € {1,..., ||}
il' e{l1,...,|Iy|} proizvoljno odabrani takvi da je i, < ik;/. Iz definicije skupova I i Iy
slijedi da je iy, ili manji ili veci od svih elemenata skupa I;. Budu¢i da je manji od ik;/,

nuzno je manjii od ik‘/ " Zbog istih argumenata vrijedi i drugi smjer tvrdnje.
1
k
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Ako je iy, > iy , tada je iy, veci od svih elemenata skupa [;;. Buduci da je iy — 1 = max Jy,
I
vrijedi da je iy, > ip. S druge strane, ako je iy, > iy, onda je i, veci od svih elemenata

skupa [/ jer je iy > max [y .

Iz definicije skupova Ji lako se vidi da je k < k" ako i samo ako je ji, < jk;/.

Zbog svojstva (ii) Propozicije 3.2.3 slijedi da se u svaki redak i stupac matrice u drugom
koraku nuzno upise to¢no jedna 1. U svojstvu (iii) Propozicije 3.2.3 stoji da su svi stupci
pozicija skupa Jj slijeva svih stupaca pozicija u skupu J; kad je k < K, dok za retke vrijedi da
dio redaka pozicija I mora biti ispod svih redaka pozicija skupa I}, a dio moZe biti iznad svih
redaka pozicija 1.

Vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 3.2.4. Neka je n prirodan broj i &2 Dyckov put reda 2n — 2. Neka je M matrica

reda n dobivena pridruzivanjem o, o(d) = M. Matrica M je ¢ -matrica.

Dokaz. Neka je matrica M dobivena iz Dyckovog puta duljine 2n — 2 korespodencijom. Po-
trebno je pokazati da je M matrica s alterniraju¢im predznakom koja zadovoljava svojstva (i)
i (if) Definicije 2.2.1. OCito je da su svi elementi matrice M jednaki 1, —1 ili 0. Oblik Dyc-
kovog puta i nacin na koji se smijeStaju elementi u matricu u 1. koraku osigurava da se ispod

1 zdesna svake —1-ice sigurno nalazi tocno jedna 1-ica. Po Propoziciji 3.2.3 slijedi da retci s

rednim brojevima 1,2,...,n— 1 imaju to¢no jednu Icu i to tako da su lce u retcima rednih bro-
jevaip,is,..., iy slijeva —lcama dodanim u 1. koraku korespodencije. Takoder, 1ce u stupcima
rednih brojeva ji, ja,..., jm—1 smjeStene su iznad —1ca dodanih u 1. koraku korespodencije.

Iz toga slijedi da nenul elementi matrice M alterniraju u predznaku i da je suma svakog retka i
svakog stupca jednaka 1. Dakle, M je matrica s alterniraju¢im predznakom.
Ako matrica M sadrZi permutaciju (213) tada postoje i',i2,i3, j', 2, /> € {1,2,...,n} takvi

da je

i'<iP<P, << i mpp=mpp=ma =1 (3.9)
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]2 jl ]3
1 il
1 i
1 P

Elementi smjeSteni jugoistocno od 1-ica dobivenih u 1. koraku korespodencije su jednaki

3 MOZE

nuli. Prema tome, vrijedi da sum; ;1 imp » nuzno l-ice smjestene u 4. koraku. lcam; ;

J J
biti smjeStena u matricu M i u 1. i 4. koraku korespodencije. Pozicija svake od 1ca smjeStenih
u 4. koraku pripada jednom od skupova NW;, k € {1,2,...,m}. Neka je skup pozicija matrice

M kojem pripada pozicija Ice m; ;i oznaen s NWy 1 skup kojem pripada pozicija lce mp

J 7

s NWyr. Ako je lca mys, 7 smjeStena u 4. koraku, neka je skup pozicija kojima pripada njena

pozicija oznacen s NWyn. Ako je m; 3 smjeStena u 1. koraku, neka je njena nova oznaka
myn_m Buduéi da je i' <i?1i j* < j! iz (3.8) slijedi da je k' # K", StoviSe, zbog svojstva (iii)
Propozicije 3.2.3 vrijedi i da je K/ < k’. Nejednakost (3.9) osigurava k' < k" and k" < k"
Slijedi da je k" < k' < k. Takoder, buduci da su iy, iy, i retci 1ca smjestenih u 1. koraku,

nuzno je
ik”’ < ik’ < ik//. (310)

Zbog svojstva iii) Propozicije 3.2.3, Cinjenica da je i' < i i nejednakost (3.10) impliciraju
i? > iy. S druge strane i2 < 3 i k" < k" paje i < i? < iyn. Dakle, vrijedi iy < i> < i} §tojeu
kontradikciji s (3.10). Slijedi da matrica M izbjegava permutaciju o = (213).

Preostalo je pokazati svojstvo ii) Definicije 2.2.1. Kao i u prethodnom slucaju, tvrdnja se
dokazuje kontradikcijom. Neka je 1ca na poziciji (i+ 1, j;) desna 1-ica u i+ 1-om retku i takva
da se nalazi slijeva lijeve jedinice lce u retku iznad, preciznije, na poziciji (i, j), pri Cemu je

J1<]J.
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(i, J)
1
1

(l+ lvjl)

Bududi da svaka lca matrice M smjeStena 1. korakom u svom retku nuzno ima —Icu i
lcu slijeva, lca na poziciji (,j) mora biti smjeStena u matricu M u 4. koraku. Iz toga slijedi
da postoji 1ca na poziciji (i1, j+ 1) pri ¢emu je i1 > i. Ako je i =i+ 1, tada 1ca na poziciji
(i+1, /1) nije desna u (i+ 1)-om retku, a to je u suprotnosti s pretpostavkom. Ako je ij > i+2
tada matrica M sadrzi permutaciju 6 = (213), a to nije moguce. Dakle, M zadovoljava svojstvo
(if) Definicije 2.2.1.

Time je dokazano da je M ¢-matrica. |
Iz Propozicije 3.2.4 slijedi korolar,

Korolar 3.2.5. Neka je n prirodan broj. Tada je preslikavanje o : P,_; — %, opisano kores-

podencijom, dobro definirano.

Elementi matrice M jednaki 1 dobiveni u 1. koraku korespodencije su jugoistocne lce

matrice M, a Ice smjeStene u 4. koraku su sjeverozapadne 1ce.

Teorem 3.2.6. Neka je n prirodan broj. Preslikavanje o : P,_| — %, je bijekcija skupova svih

Dyckovih putova duljine 21 — 2 i svih €-matrica reda n. Vrijedi daje o~ ! = y.

Dokaz. Bududi da se za dva razliCita Dyckova puta & i &7, nuzno dobiju dvije razliCite € -

matrice M i M slijedi da je o injekcija. Vrijedi i |P,—| = C,—1 = E,. Dakle, o je bijekcija.
Budu¢i da se u 1. koraku korespodencije tockama (j — 1,n — i) Dyckovog puta pridruze

jugoistocne lce i —lce m; ; €-matrice, a preslikavanje x jugoisto¢nim Icama i —lcama m; ;

pridruzi tocke Dyckovog puta (j — 1,n—i) slijedi da je
o =x.
]

Iz ove bijekcije moZe se vidjeti da doline Dyckovog puta & odgovaraju elementima jed-
nakim —1 u pridruzenoj matrici M = o(d). Kako je dokazano u Odjeljku 2.2.2, broj matrica
M € %, s k elemenata jednakih —1 enumeriraju Narayanovi brojevi N(n — 1,k + 1), a poznato
je da isti brojevi enumeriraju broj Dyckovih putova duljine 2n — 2 s k dolina. Iz ovoga slijedi

da bijekcija o Cuva svojstva strukture 4’ -matrica i Dyckovih putova.
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4. REALIZACIJE KONVEKSNIH POLITOPA

Vektorski prostor svih uredenih n-torki (xy,xy,...,x,) realnih brojeva, za dani prirodni broj n
nazivamo realan vektorski prostor i oznacavamo s R". Elemente tog prostora interpretiramo
geometrijski kao tocke u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru.

Za prirodni broj n, T = (x1,x2,...,X,) je tocka euklidskog prostora R” s i-tom koordinatom
xi, T[i] = x;.

Za prirodni broj k neka je S = {T1,T5,...,T;} skup toaka u euklidskom prostoru R". Ko-
nveksna ljuska skupa S, u oznaci [S] je skup svih toaka euklidskog prostora R” koje su linearna
kombinacija tocaka skupa S sa sumom koeficijenata jednakom 1,

k
[S]: {O{lTl—l—OCsz—l—...—l—OCkaZZOCi:1,06,'>0}.
=1

1=

Konveksna ljuska kona¢no mnogo tocaka u euklidskom prostoru R” naziva se V-politop.
io; >0zasvakii€ {1,2,... k}.

Hiperravnina H u prostoru R" je skup toc¢aka u prostoru definiran na nacin

H= {(xl,...,xn) : ZK}')C,':A} .
i=1

gdje su A i K; realni brojevi, i € {1,2,...,n}, pri ¢emu je barem jedan k; razli¢it od nule.
Poluprostor euklidskog prostora R” je dio prostora omeden hiperravninom H, tj. skup svih
tocaka T = (x1,x2,...,%,) € R" kojima je suma koordinata veca ili jednaka A, x; +xy+ ...+

xp > A.

4.1. EUKLIDSKI PROSTOR R" ! I MATRICE

FAMILIJE %,

Neka je n prirodan broj. Svakoj familiji ), pridruzuje se politop koji ima E, = |%,| vrhova na

nacin da se svakoj €-matrici M pridruZi tocka T (M) € R* 1,
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Neka je n prirodan broj i M = [m; ;] ¢-matrica reda n. Neka je s j; oznacen redni broj stupca
u kojem se nalazi lijeva lca u i-tom retku, i € {1,...,n— 1}. Dakle, j; je redni broj stupca u
kojem se nalazi sjeverozapadna lca i-tog retka. U Poglavlju 3 je pokazano da u svakom od
prvih n — 1 redaka %’-matrice postoji jedinstvena sjeverozapadna lca. Neka je s W; oznacen
skup svih rednih brojeva redaka Cija se sjeverozapadna 1ca nalazi slijeva sjeverozapadnoj 1ci u

i-tom retku matrice M,
W, = {ieN:imy;=1jeSZlca,j< j}.
Neka su s U; 1 V; oznaCeni skupovi

Ui={i' eW;:i <i}u{o}, 4.1)

Vi={ieW:i<i}u{n}.
Skup U; sadrzi sve redne brojeve redaka skupa W; koji su manji od i, a V; sve redne brojeve

redaka koji su veéi od i.

Definicija 4.1.1. Neka je n prirodan brojii € {1,...,n—1}. Neka je M = [m; ;] €-matrica
reda n i U; 1 V; skupovi definirani s relacijom 4.1. Reci ¢emo da je maxU; gornji rub i minV;

donji rub za i-ti redak. Koriste se oznake 1y, := maxU; i ty, := minV,.

BuduéidajeO € U;in €V, vrijedidajeU; #0iV; # 0 zasvakii € {1,...,n— 1}. Dakle,
prirodni brojevi 1y, i ty; su dobro definirani i elementi su skupa {0, 1,...,n}.

Matrici M pridruzuje se toka T € R"~! &ija je i-ta koordinata jednaka

T[i] = (i — w,)(w, — ).

Posljedi¢no, koordinate tocke T pridruzene matrici M su prirodni brojevi.

Dana je ¢-matrica M,
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Skupovi U; i V;, i vrijednosti 1y, i ty,, i € {1,2,3,4}, matrice M su

Ui ={0},Vi ={2,3,4,5}, w, =0, w, =2,
UZ:{O}7V2:{5}7 lezoa lV2:57
U3:{072}7V3:{475}7 lU3:27 lV3:47

U4:{O,2},V4:{5}, ly, =2, ly, =35.

Tocka T (M) € R"~! pridruzuje se matrici M na sljedeéi nacin

T[] =(1-0)2—1)=1,
T[2]=(2-0)(5-2) =6,
TR]=(3-2)4-3)=1,

T(M)=(1,6,1,2).

Primjer 14. Za 5 ¥-matrica reda 4 sljedeée tocke su dobivene gore opisanim pridruzivanjem,

1 1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1 — 1
1 ’ 1 — 1| 1 A S R T I [ TR |
1 1 1 1 1
(3,2,1) (3,1,2) (1,4,1) (2,1,3) (1,2,3)

U nastavku se dokazuje da tocke pridruZene % ’-matricama na gore opisani nacin pripadaju

odredenim hiperravninama. Neka je s H,, oznacena hiperravnina u prostoru R”, definirana na

Hn::{xl, X i n+l)}.

nacin

Teorem 4.1.2. Neka je n prirodan broj, M ¢ -matricaredan i T (M) = (x1,x2,...,x,—1) tocka

prostora R~ ! pridruzena matrici M. Toka T (M) pripada hiperravnini H,_.

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po redu n matrice M = [m; ;] € 6,,. Za potrebu dokaza

propozicije najprije se dokazuje pomoc¢na tvrdnja PT,
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Realizacije konveksnih politopa Euklidski prostor R"™1 i matrice familije €,

PT: Ako je matrica M %-matrica reda n tipa I onda je j-ta koordinata njoj pridruZene
tocke T'(M)
) n—1, zaj=1
T(M)]j] = . R
T(My)j—1], zaj>1
gdje je M,,_1 podmatrica reda n — 1 u donjem desnom kutu, iz koje je M nastala rekurzi-

jom.
Ako je M ¢-matrica reda n tipa I onda je j-ta koordinata njoj pridruzene tocke T'(M)
T(Mi)[j], za j <k

TM)[jl=1< jn—)), zaj=k .
T(M,_i)[j—k], zaj>k

gdje su My 1 M, podmatrice reda k i n — k, redom, iz kojih je M nastala rekurzijom.

Dokaz (PT): U prvom slucaju, budu¢i da je 1-ica m;; = 1 u prvom retku matrice sjeve-
rozapadna 1ca koja se nalazi u prvom stupcu, ne postoji redak ni iznad ni ispod prvog
retka takav da je mu je sjeverozapadna 1ca slijeva 1cim ;. Slijedidaje 1y, =011y, =n.
Dakle, T(M)[1]=(1-0)(n—1)=n—1.

Za (j—1)-ukoordinatu T'(M,_)[j— 1], j € {2,3,...,n}, tocke T (M,,_) pridruZene pod-

matrici M, vrijedi

T(Mn—l)[j_ 1] = (]_ 1— lUjfl)(lefl - (]_ 1))

Buduc¢i da je redni broj svakog retka matrice M,_; za 1 manji od tog istog retka unutar
matrice M ida je 1ca m;; SZ lca koja se nalazi slijeva svim ostalim SZ 1cama matrice

M, vrijedi da je
TM)]j] = (= (., + D) (W, +1) = j) =T (M) [j = 1].
U drugom slu¢aju SZ 1ca u prvom stupcu nalazi se u k-tom retku, my ; =1, k€ {2,3,...,n—

1}. Dakle, ne postoji SZ 1ca u matrici M koja se nalazi slijeva lci my ; = 1. Slijedi da je

ly, = 01 ly, =n, dakle,
T(M)[K] = (k—0)(n—k) = k(n— k).

Za SZ 1-icu matrice M koja se nalazi u retku j € {1,...,k— 1} vrijedi da je i SZ lca

podmatrice My u j-tom retku. Vrijednost iy, jednaka je unutar obiju matrica, M 1 M. Isto
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vrijedi i za vrijednost ty; jer podmatrica My zavrSava s k-tim retkom, a matrica M u k-tom

retku ima SZ 1cu my | koja se nalazi slijeva svim ostalim SZ Icama.

Neka je m; | SZ 1ca matrice M u j-tom retku, j € {k+1,...,n—1}. Vrijedi da je m;
SZ 1ca podmatrice M,,_j u (j — k)-tom retku. Neka je ly; = maxU; 1 ly, = maxV; za
Jj-ti redak matrice M. Budu¢i da je redni broj svakog retka u matrici M,,_; za k manji od

rednog broja istog retka u matrici M, vrijedi

T(M>[]] = (]_ lUj71>(le71 _])
= ((j_k)_(lUjfl _k))((lvjfl _k)_(j_k))
= T(M,1)[j— k.

Time je dokazana pomoc¢na tvrdnja PT.

Za n = 2 tvrdnja ocigledno vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki m < n, tj. za
proizvoljnu matricu M € %, pridruZena to¢ka T = (x1,...,x,_1) € R™! pripada hiperravnini

Hm—l,

m—1
m—1)m
Z X;i = (T)
i=1
Neka je matrica M proizvoljna % -matrica reda n+ 1. Matrica M moZe biti tipa [ ili /1. Ako je M
tipa I onda po Teoremu 2.2.7 sadrZi podmatricu M’ € €, u donjem desnom kutu. Po pomo¢noj
tvrdnji PT za to¢ku T = (xy,...,x,) pridruzenu matrici M vrijedi da je T = (n,x},...,x, ),

gdje je x; = T'[j] j-ta koordinata tocke 7" pridruZene matrici M’. Vrijedi da je

n n—1

—1 1
E xi:n—i—E x§:n+(n )n:n(n+ )
i=1 i=1 2 2

Druga jednakost slijedi po pretpostavci indukcije.
Ako je M tipa II tada po Teoremu 2.2.7 sadrZi dvije podmatrice M’ i M” familija 6} i

%p_i, redom. Po pomoénoj tvrdnji PT slijedi da je
T = (Xl,. . 7xn> = (xllv ce ,x;(,k(l’l - k)ax/{’ e ’x;zl—k—1>7

gdje je x; j-ta koordinata tocke T" pridruzene podmatrici M’, j € {1,...,k},ix] j-ta koordinata

to¢ke T" pridruzene podmatrici M”, j € {1,...,n—k—1}. Vrijedi

< k n—k—1

;xi = ;x;—l—(k—i—l)(n—kﬂ_ ; X!
GO AR (R
_n(n+1)
= .
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Druga jednakost slijedi po pretpostavci indukcije.

Time je dokazana tvrdnja. [

Zbog rekurzivne strukture matrice M svaka sjeverozapadna lca dodana je u jednom od
koraka rekurzije iz koje je M nastala. Primjerice, SZ 1ca u (n — 1)-om stupcu nastala je u

prvom koraku rekurzije kada je od ¢’ -matrice <1> reda 1 nastala 4’-matrica

reda 2; SZ lca u (n —2)-om stupcu nastala je u drugom koraku kada je iz ¥ -matrice reda 2

nastala jedna od dvije ¢’-matrice reda 3 itd.

Propozicija4.1.3. Neka je n prirodan broj, M = [m; ;] €-matricaredaniT (M) = (x,x2,...,X,—1)
tocka prostora R"~! pridruZena matrici M. Neka je k € {2,3,...,n — 1} proizvoljno odabran i
neka je s i; oznacCen redak u kojemu se nalazi sjeverozapana lca u k-tom stupcu. Tada vrijedi

da je

. —1
! (w,, — 1, — D(w, —1w,)
Y %= -

2

J=t, +1

Dokaz. Neka je n prirodan broj i k € {2,3,...,n— 1} proizvoljno odabran. Neka je m;, i sje-
verozapadna 1ca matrice M. Vrijedi da je m;, ; dodana u jednom od koraka rekurzije pri Cemu
spaja dvije podmatrice zdesna i m; _; se nalazi u prvom stupcu podmatrice nastale tim kora-
kom. Neka je tako nastala podmatrica oznacena s M. Buduci da se sve lce iz M) nalaze
zdesna Ici m;, i, jedna od podmatrica koje Cine My, nalazi se ispod i;-tog retka i zavrSava u
ly, -tom retku, a druga pocinje u W, + I-om retku i zavrSava u ii-tom. Dakle, podmatrica M;
pocinje u y;, + 1-om retku 1 zavrSava u ly, -tom retku, te poCinje u k-tom stupcu i zavrSava
u (k+ (l"ik — lUik) — 1)-om stupcu matrice M. Vrijedi primjetiti, ako je podmatrica M tipa I,
postoji samo spomenuta podmatrica ispod i;-tog retka, a w, + 1-i redak se poklapa s i;-tim.

ly. —1 . v . .
'k prldruzena matrici Mk 0z-

Matrica M; je ¢-matrica. Neka je tocka prostora R"i ™
nacena s Ty := T(My). Zbog pomocne tvrdnje PT u dokazu Teorema 4.1.2 tocka T(M) na-
sljeduje svih 1, — 1y, — 1 koordinata tocke 7y, to jest T(M)[j] = Tx[j — 1, ] za svaki j €
{w, +Lw, +2,...,w, —1}.

S druge strane, bududi da je M) €-matrica reda W, — ;- PO Teoremu 4.1.2 tocka Tj pripada

hiperravnini H,, —,, 1, to jest, za koordinate Tj[j — lUik]’ jE {lUik +Lw, +2,...,, — 1}
Ik k
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toCke Tj vrijedi

- —1
Vi , (w, — 1w, — D, —w,)
Y Tli—w,]= 5
j:lUik+1

Budu¢i da je x; = T(M)[j] = Ti[j — w, | slijedi tvrdnja.

Primjer 15. Tocka pridruZana matrici

jeT(M)=(1,2,9,1,2,12,77,1,18,4,1,2,3,5,18,2,1). Promotrimo podmatricu M; matrice M

nastalu korakom rekurzije u kojem je dodana SZ 1ca koja se u matrici M nalazi u stupcu rednog
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Realizacije konveksnih politopa Euklidski prostor R"™1 i matrice familije €,

broja k =6,

Za k = 6 u matrici M vrijedi da je ig = 14. Nadalje, vrijednosti W, i 7 jednake su 91 15,
redom. Red podmatrice Mg jednak je W, — W, = 15 —9 = 6. Tocka pridruZzena matrici Mg
nalazi se u prostoru R i jednaka je Ts = (4,1,2,3,5). Vidi se da je T(M)[j] = Ts[j — w, | za
svaki j € {w, + 1,1, +2,...,1y, —1}.

Moze se provjeriti kako se koordinate tocke T'(M) nasljeduju iz koordinata tocke T}, pridru-

Zene podmatrici My, za svaki k € {2,3,...,17}.

Zaskup Q = {@y, mn,...,a}, Q C N, takav da je @; = o) + (i — 1) kaZe se da je interval

prirodnih brojeva. Neka je s Hy oznacena hiperravanina u prostoru R”,
Hqo = {(xl,...,xn) : ii; Xi = @},
|

pri ¢emu je Q = {w;,@,...,a} C{1,2,...,n} interval prirodnih brojeva.

Neka je M = [m; j| ¢-matrica reda n i za svaki redak rednog broja i neka je s &; oznacen
interval prirodnih brojeva, Q; = {1y, +1,...,1y, — 1}, pri ¢emu je 1y, gornji rub i 1y, donji rub za
i-ti redak. Iz Propozicije 4.1.3 slijedi da tocka T'(M), pridruZena % -matrici M, pripada svakoj

hiperravnini Hg, i € {1,2,...,n—1}.

Korolar 4.1.4. Neka je n prirodan broj i M proizvoljno odabrana % -matrica reda n. Neka je
za svaki stupac j € {2,3,...,n— 1} sai; oznacen redak u kojem se nalazi sjeverozapadna Icau

J-tom stupcu. Tocka T (M) € R"~! pridruZena matrici M nalazi se u presjeku

H, ﬁHQl.2 ﬂHQl.3 n--- ﬁHgi’Fl ,

pri Cemu je Q;, = {lUij +1..., le—l} te w;, i W, gornji, odnosno donji rub za i -ti redak.

Propozicija4.1.5. Neka je n prirodan broj, M = [m; j| ¢-matricaredaniT (M) = (x1,x2,...,X,—1)

to¢ka prostora R"~! pridruZena matrici M. Neka je Q = {®y, @, . .., @} interval prirodnih bro-

jeva, Q C {1,2,...,n— 1}. Tada vrijedi
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k

k(k+1
o2 D
j=1

Dokaz. Ako postoji redak s rednim brojem i za kojeg vrijedi da je 0 = 1y, +11 o = 1y, — 1,

po Propoziciji 4.1.3 slijedi jednakost,

i k(k+1)
Xw; — .
= 2

Neka za svaki i € {1,2,...,n— 1} vrijedi da je zadovoljena barem jedna od sljedecih dviju

nejednakosti,
(i) o) #,+1ili

(i) oy # 1y, — 1.

U ovom slucaju vrijedi da je

k
Y xw, > k(k; 1). (4.2)
j=1

Tvrdnja 4.2 se dokazuje indukcijom po k, k = |Q)|.
Neka je k = 1. Po definiciji tocke T (M) pridruzene matrici M slijedi da je
Xo, = (01 =, ) (v, —@1).

Bududi da je Wiy, < O1, ly, > O 1 vrijedi barem jedna od nejednakosti (i) i (ii), slijedi da je

I-(1+1
xwl>1:ﬁ'

2

Pretpostavimo da za svaki m < k tvrdnja vrijedi,

i m(m+1)
Z xa,j > T
=1

Neka je m = k+11i € Q redni broj retka matrice M ¢ija se SZ 1ca nalazi slijeva svim SZ
lcama u retcima ¢iji su redni brojevi u skupu Q\ {i}. Vrijedi da je x; = (i —1y;)(1y, — i) pri

demu je
ly, < 0 i ly, > W 1. 4.3)

Po pretpostavci indukcije vrijedi da je

il — o) (i— ) +1
TR 1>(12 1) (4.4)

J=o;
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D Wy —i)( @y —i+1
y x,~>( k1 — D) (@1 —i+ )' 4.5)
j=itl 2
Vrijedi
k+1 W41 i—o)i—w +1 Oy —i) (@ —i+1
Y o = ij>( 1)(2 1 )+xz'+< k-1 )(2k+1 )
J=a
(i—o)(i—w+1) (@1 — i) (@1 —i+1)

= > + (i —w,) (v, — i) +

2
Zbog relacije 4.3 vrijedi da je (i —1y,)(ty, —i) > (i— (01 — 1)) (@441 + 1) — 1). Slijedi

kiij S U= wl)(iz_ D i (= 1) (@11 + 1) — )+ 251 _i)((;"“ —i+])

_ (i—w1)2+(i—w1)+(a)k+1—l) ((Dk+1—i)+(,-_wl+1)(wk+1—i+l)

2
— <i_w1)2+(i_wl)+(2wk+l_l)2+(wk+l_i) +(i— 1) (01 — 1) + (1 — i)+ (i— 1)+ 1
_ (i— )+ (i— o)+ (o — i)+ . (wk+1—i)+2(i—a’1)(a)k+1—i)+wk+1_wl+1
_ (i—a)1+0)k+l_i)22+i_w1+wk+l_i+wk+1_wl+1
_ k22+k+k+1: (k+1)(k+2)

Time je dokazana tvrdnja.

Korolar 4.1.6. Neka je n prirodan broj i {T1,73,...,T¢, ,} C R"~! skup tocaka pridruZenih
matricma familije %,. Niti jedna tocka 7; ne moze se prikazati kao konveksna kombinacija

preostalih toCaka,Ty,...T;_1, T4 ..., Ic, |
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4.2. REALIZACIJA 3-DIMENZIONALNOG POLITOPA

U ovom odjeljku proucit ¢emo svojstva politopa ¢iji su vrhovi tocke pridruzene 4’-matricama
reda 5. Bududi da je takvih matrica 14, politop ima 14 vrhova. Bridovi politopa povezuju tocke

Cije su pripadajuée matrice povezane u incidencijskoj strukturi definiranoj u Odjeljku 4.4.

Definicija 4.2.1. Neka je n prirodan broj i ay,ay,...,a, konacan niz duljine n. Neka je n —2
para zagrada smjeSteno izmedu elemenata niza aj,as,...,a, tako da svaki par zagrada zatvara
dva elementa, pri ¢emu se dva elementa unutar para zagrada takoder smatra jednim elemen-
tom. Niz elemenata a;, i € {1,2,...,n}, sa zagradama smjeStenima na opisani nacin naziva se

grupiranje duljine n.

Za prirodan broj n, asociedar (Stasheffov politop) K" =2 je (n — 2)-dimenzionalni konveksni

politop ¢ijim su vrhovima pridruZena grupiranja duljine .

Definicija 4.2.2. Neka je n prirodan broj. Tamarijeva resetka reda n — 1 je parcijalno ureden
skup Ciji su elementi sva grupiranja duljine n pri ¢emu je B < A ako se B moZe iz A dobiti
pomicanjem jednog ili viSe parova zagrada za jedan element u lijevo. Ako je B maksimalan

element s tim svojstvom, re¢i ¢emo da su grupiranja A i B incidentna.

Ocito su dva grupiranja A 1 B incidentna ako se B iz A moZe dobiti pomicanjem para zagrada
za jedno mjesto u lijevo ili u desno. U prvom slucaju, vrijedi B < A, a u drugom A < B.

Za asociedar vrijedi da su dva vrha povezana bridom ako i samo ako su njima pridruZena
grupiranja incidentna u Tamarijevoj resetci.

U Odijeljku 4.4 je pokazana bijekcija izmedu %-matrica reda n i grupiranja duljine n i
parcijalni uredaj na skupu %,. Na Slici 4.1 prikazana je Tamarijeva reSetka za % -matrice reda 5

koja odgovara bijekciji iz Teorema 4.4.4.
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Slika 4.1: Tamarijeva reSetka reda 4 sa ¢’-matricama.
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Po Teoremu 4.1.2 sve tocke pridruZene %-matricima reda 5 pripadaju hiperravnini
Hy = {(x1,%2,x3,%4) : X1 +x2 +x3 +x4 = 10}

u prostoru R*. Stovise, po Korolaru 4.1.4, svaka to¢ka je presjek ravnine Hy s trima hiperrav-
ninama Hgq , Hg, i Hg,, koje su odredene intervalima prirodnih brojeva Q1, £ i Q3, za svaku
pojedinu matricu. U tablici 4.1 se mogu vidjeti sve tocke pridruZene %-matricama reda 5. Pore-
dak tocaka u tablici odgovara poretku matrica na Slici 4.1 od gore prema dolje i slijeva na desno.
U svakom retku tablice smjeSteni su pripadajuéi intervali prirodnih brojeva Q;, i € {1,2,3} takvi

da je tocka u istom retku presjek njima odgovarajucih hiperravnina Hg, s hiperravninom Hy.

Tablica 4.1: Vrhovi politopa i pripadajuci intervali.

T(M) Q Q) Q3
4,3,2,1) | {2,3,4} | {3,4} {4}
4,3.1,2) | {2,3,4} {3} {3,4}
1,6,2,1 {1} {3,4} {4}
4,1,4,1 {2} {2,3,4} {4}
4,2,1,3 {2,3} {3} {2,3,4}
4,1,2,3 {2} {2,3} | {2,3,4}
1,6,1,2 {1} {3} {3,4}
2,1,6,1 {1,2} {2} {4}
3,2,1,4) | {1,2,3} | {2,3} {3}
3,1,2,4) | {1,2,3} {2} {2,3}
1,4,1,4 {1} {1,2,3} {3}
1,2,6,1 {1} {1,2} {4}
2,1,3,4 {1,2} {2} {1,2,3}
1,2,3,4 {1} {1,2} | {1,2,3}

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

Iz tablice 4.1 i Slike 4.1 lako se vidi da dvije tocke T' (M) i T(M>) imaju to¢no dva za-
jednicka intervala ako i samo ako su njima odgovarajuce % -matrice incidentne u Tamarijevoj
reSetci. To znaci da su svake dvije tocke krajevi istog brida u politopu ako i samo ako su njima
odgovarajuée %-matrice incidentne u Tamarijevoj reSetci. Slijedi da je politop Ciji su vrhovi
pridruZeni % -matricama reda 5 asociedar. Lako se moZe provjeriti da isto vrijedi i za %-matrice

reda2,31i4.

120



Realizacije konveksnih politopa Realizacija 3-dimenzionalnog politopa

Slika 4.2 prikazuje politop ¢iji su vrhovi tocke pridruZene %’-matricama reda 5.

(1,2,6,1) (1,6,2,1)

p (1,6,1,2)
(2,1,6,1) p

(1,2,3,4) ,

(4,1,2,3) (4,2,1,3)

Slika 4.2: Asociedar K3.
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4.3. PAROVI PARALELNIH STRANA

Neka je n prirodan broj i S = {73, T»,...,T¢c, ,} C R"=! skup svih to¢aka pridruzenih matricma
familije 6. Po Propoziciji 4.1.5 sve toCke pripadaju istim zatvorenim poluprostorima odrede-

nima hiperravninama

Hgp = {(xl,...,xn_l): % X; = k(k;—l)}’

=0
za intervale prirodnih brojeva Q = {@, ,,..., o} C {1,2,...,n}. Stovise, po Propoziciji 4.3.1
slijedi da za svaki interval prirodnih brojeva € postoji to¢ka skupa S koja pripada hiperravnini

Ho.

Propozicija 4.3.1. Neka je n prirodan broji S = {T1,T5,...,T¢, ,} C R~ skup svih tocaka
pridruZenih matricma familije . Za svaki interval prirodnih brojeva Q = {®;, @, ..., @} C

{1,2,...,n} postoji to¢ka T € S takvadaje T € Hg.

Dokaz. Nekaje Q={w;,m,...,a} C{1,2,...,n— 1} proizvoljno odabran interval prirodnih
brojeva i Hg hiperravnina odredena intervalom Q.

Neka je @) > 11 @, <n—1. Buduci da po Korolaru 3.1.12 slijedi da sjeverozapadne 1ce Cine
213-izbjegavajucu permutacijsku matricu reda n — 1 postoji barem jedna €-matrica M = [m; ]
reda n takva da je mg, 1,1 = mg,+12 = 1. OCito su sve SZ 1ce u retcima i € L zdesna 1cama
M, —1,1 1 Mg, 1172. Dakle, za SZ 1cu ¢iji je redni broj stupca najmanji a nalazi se u jednom od
redaka Ciji je redni broj i € Q, vrijedi da su pripadajuéi gornji i donji rub jednaki @ i @y, redom.
Po Propoziciji 4.1.3 slijedi da to¢ka T'(M) pripada hiperravnini Hg. Dakle, postoji barem jedna
toCka pridruZena % -matricama, koja pripada hiperravnini Hg.

Neka je w; = 1. Postoji ¥ -matrica M za koju vrijedi da je sjeverozapadna lca u prvom
stupcu ujedno i u (@ + 1)-om retku. Stovise, po Teoremu 2.2.10 postoji toéno CyC,_i_» takvih
matrica. U svim retcima rednog broja iz skupa €2, SZ 1ce nalaze se zdesna 1cimg, 1 1. Neka je
u i-tom retku SZ 1ca ¢Ciji je redni broj stupca najmanji od svih SZ 1ca iz preostalih redaka ¢iji su
redni brojevi iz skupa Q. Tada vrijedi da su 0 i @y gornji, odnosno donji rub za redak i. Dakle,
T (M) pripada hiperravnini Hg,. Na anlogan nacin se odredi matrica u sluéaju da je y =n — 1.

Ako je wy =11 @, =n—1, tada je Hy = H,_1, 1 ovoj hiperravnini pripadaju sve tocke

pridruZene % -matricama reda n. |
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Propozicija 4.3.2. Neka je n prirodan broj i k € {1,2,...,n—1}. Neka su Q; = {1,...,k} i
Q, = {k+1,...,n} intervali prirodnih brojeva. Ravnine Ho, N H, i Hq, N H, su paralelne u

hiperravnini H,.

Dokaz. Ako postoji tocka T' = (x1,...,x,) u presjeku ravnina Ho NH, i Ho, NH,, T € Hg, N
Hgq, N H,, tada vrijedi da je

i=k+1

§ - )

Bududi da je
k(k+1)+(n—k)(n—k+1):n2+n—2nk+2k2 “46)
2 2 2
izasvakik € {1,2,...,n— 1} vrijedi da je
n?+n—2nk+2k*>  n(n+1) @.7)

2 2

slijedi da ravnine Hgo, N H, i Ho, N H, nemaju zajednicku toCku u hiperravnini H,. Buduci da
se te ravnine nalaze u hiperravnini H,, i dimenzija im je za 1 manja, Ho, NH, i Ho, N H), su

hiperravnine koje nemaju zajednickih tocaka, dakle paralelne su u potprostoru H,,. |

Korolar 4.3.3. Neka je n prirodan broj i H,, potprostor prostora R". Postoji n — 1 par paralelnih
hiperravnina Hg i Hey u H, koje su odredene intervalima prirodnih brojeva Q = {1,... k} i

Q={k+1,...,n},zasvakik € {1,2,....n—1}.

Propozicija 4.3.4. Politop Ciji su vrhovi tocke pridruZzene %-matricama reda 5 ima tri para

paralelnih strana.

Dokaz. Bududi da sve tocke pridruZene % -matricama reda 5 pripadaju potprostoru Hy, po Ko-
rolaru 4.3.3 postoje 3 para paralelnih hiperravnina, odredenih intervalima Q i Q' definiranima
u Korolaru 4.3.3, u Hy. To su parovi Hyy 1 Hyp 3.4y, Hyy 2y 1 Hyz 4y 1 tre€i par je Hyy 531 1 Hygy.

Iz tablice 4.1 vidi se da su ¥-matricama
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pridruzene tocke (1,6,2,1), (1,6,1,2), (1,2,6,1), (1,4,1,4) i (1,2,3,4) koje pripradaju

ravnini Hyjy N Hy. ¢-matricama

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

pridruzene su tocke (4,3,2,1), (4,3,1,2), (4,2,1,3), (4,1,4,1) i (4,1,2,3) koje pripradaju
ravnini Hy, 3 4y M Hy. Dakle, dvije strane politopa leZe u paralelnim ravininama Hyjy N Hy 1
Hy3.4) N Ha.

Analogno, strana politopa ¢iji su vrhovi tocke (2,1,6,1), (1,2,6,1), (2,1,3,4)1 (1,2,3,4)
pripada ravnini Hy 5y N Hy i strana Ciji su vrhovi tocke (4,3,2,1), (4,3,1,2), (1,6,2,1) i
(1,6,1,2) pripada ravnini H{3 4y N Hy koja je njoj paralelna.

Treci par paralelnih strana leZe u ravninama Hyy 53y M Hy 1 Hyyy N Hy. ToCke (3,2,1,4),
(3,1,2,4), (1,4,1,4), (2,1,3,4) i (1,2,3,4) pripadaju ravnini Hy; 5 3y N Ha, a tocke (4,3,2,1),
(4,1,4,1), (1,6,2,1), (2,1,6,1) i (1,2,6,1) ravnini Hy4) N Hy. [
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4.4. BIJEKCIJA IZMEDU % -MATRICA 1

GRUPIRANIJA.

Neka je n prirodan broj i A grupiranje duljine n. Za pojedinacni element a; grupiranja A kazemo
da je osnovni element, i € {1,2,...,n}.

Neka je s G, oznacen skup svih grupiranja duljine n,
Gy :={A : A je grupiranje duljine n}.

Broj razlicitih grupiranja duljine n jednak je (n — 1)-om Catalanovom broju, C,,_;. Svako grupi-
ranje jedinstveno je odredeno poloZajem zatvorenih zagrada. Reéi ¢emo da se zatvorena zagrada
nalazi iza k-tog osnovnog elementa ako se nalazi izmedu k-tog i (k+ 1)-og osnovnog elementa.
Analogno, otvorena zagrada nalazi se ispred k-tog osnovnog elementa ako se nalazi izmedu
(k—1)-og i k-tog osnovnog elementa. Prva zatvorena zagrada moze se nalaziti iza drugog os-
novnog elementa ili bilo kojeg s ve¢im rednim brojem, ukljucujuéi i iza n-tog. U slucaju da
se prva zatvorena zagrada nalazi iza n-tog osnovnog elementa govorimo o desnom grupiranju.
Analogno, (n — 2)-ga otvorena zagrada moZe se nalaziti ispred (n — 1)-og osnovnog elementa
ay—1, ili bilo kojeg prethodnog, ukljucujuéi i prvi. Grupiranje u kojem je (n — 2)-a otvorena

zagrada smjeStena ispred prvog osnovnog elementa, naziva se lijevo grupiranje. Primjerice,
(((ara2)az)as)as

je lijevo, i
ai(az(az(asas)))

je desno grupiranje zan = 5.
Lijevo grupiranje je minimum Tamarijeve resetke, i desno grupiranje je maksimum. Slika

4.3 prikazuje Tamarijevu reSetku grupiranja, reda 4.
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ay(az(az(asas)))

ai(ax((azas)as))  (araz)(az(asas))

(a1a2)((azaq)as)

(a1(az(azas)))as

; (a1((a2a3)as))as  ((araz)(azaq))as

((a1a2)az)(asas) ((a1(azaz))as)as

(((a1a2)az)aq)as

Slika 4.3: Tamarijeva reSetka reda 4.

Neka je n prirodan broj i M = [m; ;] €-matrica reda n. Neka je SP(M) = {(i,j) : m; ; =
—1} skup pozicija specijalnih elemenata matrice M. Buduéi da iz korespodencije 4 -matrica
s 213-izbjegavaju¢im permutacijama slijedi da su mjestima specijalnih elemenata jedinstveno

odredena mjesta jugoistoCnih 1ca, a iz korespodencije s Dyckovim putovima slijedi da su mjesta
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sjeverozapadnih 1ca jedinstveno odredena mjestima JI 1ca, vrijedi Korolar 4.4.1.

Korolar 4.4.1. Neka je n prirodan broj i M %-matrica reda n. Matrica M jedinstveno je odre-
dena polozajima specijalnih elemenata.
Propozicija 4.4.2. Neka je n prirodan broj. Neka SP = {(i,j):2<i<n—1,2<i<n-—1}

skup koji ima m < n— 2 elemenata. Ako za svaki uredeni par (i, j) € SP vrijedi da je
i+j>n+1 (4.8)
i za svaka dva uredena para (i1, j1) i (i2, j2) vrijedi i1 # ia, j1 # jo 1
i <iy <= j1> ]2,
onda postoji jedinstvena % -matrica M takva da je SP skup mijesta specijalnih elemenata matrice
M.

Dokaz. ¢-matrica reda n moZe imati najvise n — 2 specijalna elementa. Bududi da je |[SP| <
n—2, to je zadovoljeno. Takoder, bududi da su i,j € {2,3,...,n— 1} sigurno se —lce nece
nalaziti u prvom ili n-tom retku ili stupcu. Nadalje, niti jedan redak ili stupac ne mogu imati
viSe od jedne —1ce zbog Cinjenice da za svaka dva uredena para (i1, ji) i (i2, j2) vrijedi i] # i3,
J1 # j2. Svojstvo da je i} < ip <= j| > jo, osigurava da vrijedi nuzan poredak —1ca dokazan
u Lemi 3.1.7. Nejednakost 4.8 osigurava de se svi specijalni elementi nalazei na sporednoj
dijagonali ili ispod nje. Dakle, skup SP zadovoljava sva svojstva koja mora zadovoljavati skup
pozicija specijalnih elemenata 4’-matrice reda n. Budu¢i da je pa Korolaru 4.4.1 % -matrica

jedinstveno odredena pozicijama svojih specijalnih elemenata, tvrdnja je dokazana. [ ]

Neka je n prirodan broj i A grupiranje duljine n. Neka je skup svih uredenih parova (k,1),
2<k<n,1<1<n-2,takvih da se [-ta po redu zatvorena zagrada nalazi iza k-tog osnovnog

elementa a; u grupiranju A, oznaen sa Z(A),
Z(A) = {(k,l) : I-ta zatvorena zagrada nalazi se iza a; u grupiranju A }. (4.9)

Ocito vrijedidaje2 <k <n, 1 <I<n—-2i|Z(A)|=n-2.
Neka je za svaki redni broj

i€f{k:(kl)eZ(A),2<k<n}, (4.10)

osnovnog elementa a; iza kojeg se nalazi zatvorena zagrada u grupiranju A, s j; oznacen redni

broj zadnje zatvorene zagrade koja se nalazi iza a;,
Ji=max{l:(i,l) € Z(A)}. (4.11)
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Propozicija 4.4.3. Neka je n prirodan broj i A grupiranje duljine n. Neka je N := {k: (k,l) €
Z(A),2 <k <n}izasvakii€ N neka je N;:={l: (i,]) € Z(A)}. Tada za skup {(i,n— j;) :
i € N,j; = maxN;} vrijedi da postoji jedinstvena % -matrica reda n ¢iji su specijalni elementi

smjesteni na pozicije (i,n— j;).

Dokaz. Nekaje skup {(i,n—j;):i € N, j;=maxN;} oznalen s SP, SP:={(i,n— j;):i €N, ji =
max N; }. Potrebno je dokazati da skup SP zadovoljava svojstva Propozicije 4.4.2.

Bududi da je [N| <n—21izasvakii € N postoji jedinstveni j; € N;, vrijedi da je |[SP| <n—2.
Nadalje, ocito je i € {2,3,...,n— 1} ikako je redni broj zatvorene zagrade j; € N; element skupa
{1,2,...,n—2} vrijedidajen— j; € {2,3,...,n—1}.

Za grupiranje A vrijedi da iza i-tog osnovnog elementa a; mogu biti smjeStene zatvorene
zagrade s rednim brojem [ € {1,2,...,i— 1}, pa je broj n — j; element skupa {n —i+ 1, n—i+
2,...,n—1}.Slijedidajei+ (n—j;) <i+(n—i+1) =n+ 1. Time je dokazan izraz 4.8.

Neka su i1,ip €N, j;, = maxN;, i j;, = maxN;,. Zbog svojstava grupiranja vrijedi da je
i1 < <= Jji < Ji-
Iz toga slijedi da je
i1 <lp <= n—jj >n—j.
Takoder, iz definicije skupa N 1 elementa j; za i € N, slijedi da za svaka dva uredena para

(il,l’l—j1> i (iz,l’l—jz) skupa SP Vl‘ijedi i 75 izil’l—jl #l’l—jz.

Time je pokazana tvrdnja. |

Teorem 4.4.4. Neka je n prirodan broj. Preslikavanje v : G, — %, koje svakom grupiranju
A € G, pridruzi ¥-matricu M tako da je skup SP := {(i,n— j;) : i € N,j; = maxN;}, gdje
je N:={k: (k) €Z(A),2<k<n}iN;:={l:(i,l) € Z(A)} za svaki i € N, skup pozicija

specijalnih elemenata matrice M, je bijekcija.

Dokaz. Buduéi da je |G,| = C,—1 = |%,|, i po Propoziciji 4.4.3 slijedi da za svako grupiranje
A postoji jedinstvena %-matrica M takva da je skup SP skup pozicija specijalnih elemenata

matrice M, slijedi tvrdnja. [ ]

Definicija 4.4.5. Neka je n priodan broj. Neka je < parcijalni uredaj na skupu %, takav da je
Mp < My ako je W(A) =My i y(B) =MpiB <A, pri ¢emu su A i B grupiranja duljine n.

Ocito su matrice My 1 Mp incidentne ako su grupiranja A i B incidentna.
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4.5. REALIZACIJE POLITOPA VISIH DIMENZIJA

Za potrebe opisa svojstava politopa pridruzenih familijama % -matrica viSih redova potrebni su
pojmovi definirani u nastavku.

Neka je G = (V,E, h) graf. Stupanj vrha v u grafu G je broj bridova koji su incidentni v. Za
graf G kazemo da je nepovezan ako skup V mozemo podijeliti u dva disjunktna skupa V; i V,
takva da ne postoji brid kojemu je jedna krajnja tocka u skupu V; 1 druga u V. U suprotnom,
graf je povezan. Ciklus je niz vrhova v{,v,,...,v, 1 bridova ey, e3,...,e,, n > 3, takav da su
krajnje toCke brida e; vrhovi v; i vi4 zasvakii=1,2,...,n—11ih(e,) = {vy,v1}. Stablo je graf
bez ciklusa. Vrhovi stabla mogu biti unutarnji vrhovi ili listovi. List je vrh stupnja 1. Ravninsko
stablo je stablo u kojem je svakom vrhu zadan poredak bridova koji izlaze iz tog vrha.

Ravninsko binarno stablo je ravninsko stablo u kojemu je stupanj jednog unutarnjeg vrha
v jednak 2 1 stupanj svih ostalih unutarnjih vrhova jednak 3. U ovom slu¢aju vrh v nazivamo
korijenom stabla. Broj ravninskih binarnih stabala s n unutarnjih vrhova jednak je n-tom Cata-
lanovim broju C,,.

Neka je s ¥, oznaCen skup svih ravninskih binarnih stabala s n unutarnjih vrhova. Primjerice,

Yo={ .} le{/\}i YZ:{/\’ /X}

su prva tri skupa ¥,,.

J.L. Loday je u svom radu [27] 2002. godine pridruZio koordinate asociedra ravninskim
binarnim stablima.

Neka je n prirodan broj i1 ¥, skup svih binarnih ravninskih stabala s n» unutarnjih vrhova.
Neka je t € ¥, 1 neka je s i — 1 oznacen i-ti po redu list stabla r pocevsi slijeva na desno,
i € {1,2,...,n+ 1}. Nadalje, neka je s i oznacen unutarnji vrh koji se nalazi izmedu listova
oznacenih s (i — 1) i i. Tocka T (¢) € R" pridruZena stablu ¢ ima i-tu koordinatu jednaku a;b;
pri cemu je a; jednak broju listova slijeve strane i-tog unutarnjeg vrha, a b; broju listova zdesne

strane i-tog unutarnjeg vrha.

Primjer 16. Stablu
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pridruZena je tocka (1,2,12,2,1,3) € RS.

Neka je n prirodan broj i neka je {T'(M) : M € 6, } skup svih totaka T (M) pridruzenih -
matricama reda n i {T'(t) : t € ¥,_} skup svih tocaka T (¢) pridruZenih ravninskim binarnim

stablima s » listova. Stablu

-\

1 matrici

pridruZena je tocka 1 € R. To jest
{TM):MeG}={T(t):teY} ={1}.

Pretpostavimo da za svaki m < n vrijedi daje {T(M): M € 6,,} ={T(t) :t € Y;,_1} i neka
jeT € {T(M) : M € 6,41} proizvoljno odabrana tocka. Postoji ¢-matrica M reda n+ 1 takva
daje T =T(M).

Ako je matrica M ¢’-matrica tipa I onda vrijedi da je T = (n,xy,...,x,_1) pri ¢emu je tocka
T(M;) = (x1,...,X,—1) pridruzena podmatrici M| reda n matrice M, koja se nalazi u donjem
desnom kutu. Po pretpostavci za sve m < n, vrijedi da je T(M;) € {T(¢) :t € Y,_1}. Dakle,
postoji stablo #; € Y, takvo da je T(f;) = (x1,...,x,—1). Slijedi da je to¢ka T'(¢) pridruzena

stablu 7 koji je nastao tako da je korjen stabla #; smjeSten u desni list jedinog stabla skupa Y71,

______

jednaka (n,xi,...,x,—1), to jest, jednaka je T'.

Ako je €-matrica M tipa II i neka se lca u prvom stupcu matrice nalazi u k-tom retku.
Pretpostavimo da su M, i M, podmatrice od kojih je M nastala rekurzijom opisanom u Odjeljku
2.2.1, pri ¢emu je M, gornja i red joj je jednak k, a M, donja i reda je n+ 1.k. 1z dokaza
Teorema 4.1.2 slijedi da je tocka T(M) = (xl,...,x{ | ,k(n+1—k),x3,...,x2_,), pri Cemu
je T(My) = (x1,...,x} )i T(Ma) = (x3,...,x>_,). Po pretpostavci indukcije postoje stabla
t1€E{Yr1}in e{Y, «}takvadaje T(¢t;) =T (M,)iT () = T(M,). Tada je toCka pridruZena

stablu ¢ koje je nastalo tako da se jedinom stablu skupa Y| na lijevi list smjesti korjen stabla ¢ i
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na desni list korjen stabla 7,,

____________

jednaka T'(t) = (x},...,xt_,k(n+1—k),x3,...,x2_,).
Dakle, za proizvoljno odabranu to¢ku skupa {T'(M) : M € %,} dokazano je da pripada i

skupu {7'(¢) : t € ¥,_ }. Bududi da oba skupa imaju jednak broj elemenata, slijedi da je
{TM)Me6,} ={T(t):t€Y,_1}

za svaki prirodan broj n.
Time je dokazano da konveksna ljuska to¢aka pridruZenih %4 -matricama reda n ¢ini asoci-

edar za svaku n € N.

Korolar 4.5.1. Neka je n prirodan broj. Konveksna ljuska to¢aka T (M) pridruZenih €y-

matricama M, k € {1,2, s (L'Z;}J) }, reda n &ini politop s
2
(n_1>
"5

Korolar 4.5.2. Neka je r prirodan broj. Konveksna ljuska tocaka T (M) pridruZenih .7 -

vrhova u prostoru R~ !,

matricama My, k € {1,2,. L (3r) }, reda 2r + 1 &ini politop s

271 r
1 3r
2r+1\ r

vrhova u prostoru R%".
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ZAKLJUCAK

U radu smo se bavili proucavanjem svojstava i enumeracijom matrica s alternirajuéim predz-
nakom koje posjeduju odredena kombinatorna i algebarska svojstva, uspostavljenjem korespo-
dencije s nekim algebarskim i kombinatornim strukturama i realizacijom konveksnih politopa u
euklidskom prostoru.

Proucavali smo familije matrica koje izbjegavaju uzorak permutacije (2,1, 3). Pokazali smo
rekurzivnu strukturu i enumeraciju ove familije. Buduéi da matrice s alterniraju¢im predznakom
u prvom retku imaju samo jedan nenul element 1 i ostalo su nule, promatrali smo i pokazali
profinjenu enumeraciju obzirom na poloZaj 1ce u prvom retku.

Takoder, proucavali smo podfamilije koje osim izbjegavanja permutacijskog uzorka posje-
duju dodatna svojstva. Time smo dobili familije matrica koje imaju odreden relativni poloZaj
Ica u susjednim retcima, zatim familije Cije matrice su simetri¢ne obzirom na glavnu dijago-
nalu i matrice u kojima je odreden poloZaj specijalnih elemenata. Za svaku od podfamilija je
pronadena rekurzivna struktura, enumeracija i profinjena enumeracija obzirom na poloZzaj 1ce
u prvom retku ili obzirom na broj specijalnih elemenata u matrici.

Pronadene su bijekcije izmedu podfamilija matrica s alternirajuéim predznakom 1 213-
izbjegavajucih permutacija, te Dyckovih putova.

Pridruzivanjem toCaka euklidskog prostora matricama s alternirajuéim predznakom, realizi-

rani su politopi s posebnim svojstvima.
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