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Uvod

U ovom diplomskom radu opisat ¢e se matematicka pozadina i rezultati koji se koriste u
modeliranju Zonglerskih trikova po uzoru na knjigu The Mathematics of Juggling autora
Burkard Polstera.

U radu se koristi slobodan prijevod engleskih izraza vezanih za matematiku Zongliranja.

U prvom poglavlju upoznajemo Zongliranje i Zonglersku terminologiju. Takoder je
dan primjer nekih osnovnih Zonglerskih trikova. Zongliranje ima matemati¢ku pozadinu,
te Zonglerske trikove moZemo opisati pomocéu Zonglerskih dijagrama toka, Zonglerskih
nizova, ali i pomocu Zonglerskih funkcija.

U drugom poglavlju opisujemo neke transformacije Zonglerskih nizova. Neke od tran-
sformacija mijenjaju osnovna svojstva zonglerskog trika, dok druge stvaraju nove Zonglerske
trikove. Koristimo teoreme teorije brojeva i kombinatorike da bi pokazali teoreme o Zongliranju.

U tre¢em poglavlju istraZzujemo broj Zonglerskih nizova, te u zadnjem poglavlju dajemo
vezu izmedu Zongliranja, matematike i svijeta oko nas.



Poglavlje 1

Uvod u Zongliranje

1.1 Povijest Zongliranja

Covjetanstvo je oduvijek bilo zainteresirano za neku vrstu Zongliranja. To je vrsta jednos-
tavne zabave, a ljudi povijesno vole zabavu joS od antickih vremena i starogrckih tragedija.
Danas Zongliranje vole svi, pa tako i matematicari, a matematicari takoder vole 1 definicije,
pa krenimo onda s definicijom Zongliranja.

Definicija 1.1.1 (Zongliranje). Zongliranje je bacanje u zrak, ponovno hvatanje, medusobno
dodavanje, te vjesto manipuliranje: loptica, palica, prstenova, dijabola, ¢unjeva, voca i
povréa, pa Cak i plamteéih objekata. Osoba koja Zonglira zove se Zongler. Zongler izvodi
trikove.

Rijec ,,Zongliranje* vuce svoje korijene iz starofrancuskog, srednjeengleskog i staro-
latinskog jezika. U starofrancuskom jeziku nalazi se rijec ,,jangler®, u engleskom jeziku
rijeC ,,jogelen‘ koja znaci zabavljati izvodenjem trikova, a u latinskom je rijec ,,ioculari‘
koja znaci ,,saliti se*. U 15. stoljecu javilo se 1 drugo znacenje rijeci; ,,prevariti, zacarati*.

U hrvatskom rjecniku uz rije¢ ,,Zonglirati* dolaze sljede¢a znaCenja: vjesto baratati
predmetima, izvoditi Zonglerske vjestine, sport; vjesto baratati loptom (u nogometu, kosarci
i sl.) 1 pren. vjesto iskoristavati okolnosti, snalaziti se u svakoj situaciji.

Povijesni dokazi koji upucuju na Zongliranje predmeta se javljaju u mnogim civilizaci-
jama od Europe, Starog Egipta, preko Tihog oceana do Juzne Amerike i Meksika, pa ¢ak
1 Kine i Japana. Prve slike koje prikazuju Zongliranje stare su oko 4000 godina i dolaze iz
Egipta. Stari Egipéani su na zidovima grobnica crtali ljude koji bacaju kuglice.

Kroz povijest se Zongliranje Cesto spominje zajedno s dvorskim ludama, magicarima i
klaunovima. U Europske se zemlje Zongliranje prosirilo nakon S$to je kretanje stanovniStva
postalo dostupnije u srednjem vijeku i renesansi, te su trgovci i putujuéi zabavljaci naucili
nove trikove na svojim putovanjima. Uli¢ni zabavljaci su dodali Zonglerske trikove u svoje
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priredbe kako bi zadovoljili potrebe tadasnjeg plemstva za zabavom. Tada je postalo popu-
larno uli¢no Zongliranje kojeg danas moZemo vidjeti na raskrizjima velikih gradova.

Zongliranje je postalo vrsni trik u cirkusima u drugoj polovici 18. stolje¢a. Ubrzo
se progirilo i u Sjedinjene Ameri¢ke Drzave. Zongleri su umjesto zabavljanja plemstva,
poceli zabavljati publiku tijekom stanki u kazaliSnim predstavama. Sve do kasnog 19.
stoljeca, Zonglerski aktovi su bili neizostavni dio vodvilja (franc. Vaudeville); francuske
komedije proSarane $aljivim monolozima i prizorima u kojima se izvode popularne pjesme.
Dolaskom filmova i televizije, stanovniStvo je sve manje bilo zainteresirano za vodvilj,
no zongliranje nije postalo zaboravljeno, te se danas njime ne bave samo profesionalni
akrobati, nego 1 laici.

Matematiku Zongliranja je nezavisno razvilo viSe matematiara oko 1985. godine. Naj-
znacajniji su Bengt Magnusson i Bruce ,,Boppo* Tiemann u Los Angelesu, Paul Klimak u
Santa Cruzu i Adam Chalcraft, Mike Day i Colin Wright u Cambridgeu. Claude Shannon
je svoj rad, koji sadrzi dijagrame toka zZonglerskog trika i neke od jednostavnijih Sablona,
napisao 1981. godine, no njegov rad je objavljen tek nakon 1990. godine. Shannon je
takoder poznat i po svojim teoremima o Zongliranju.

Arthur Lewbel je prvi objavio radove koji su sistematski povezali sve dosadasnje objav-
ljene radove. Nakon njega, Burkard Polster je nastavio sistematizaciju radova, te 2003. go-
dine objavio knjigu na kojoj se zasnivaju svi noviji radovi o matematici Zongliranja. Steve
Butler je autor internet stranice Jugglingcounts na kojoj su objavljeni najnoviji rezulatati
matematike Zongliranja.

U vrijeme pisanja ovog diplomskog rada u Hrvatskoj je objavljeno nekoliko ¢lanaka
zainteresiranih stranaka i diplomskih radova studenata matematike.

1.2 Uvod u matematiku zongliranja

Definirajmo pojmove koji su potrebni za daljnji opis matematicke pozadine i rezultata ve-
zanih za Zongliranje.

Napomena 1.2.1. Za sve primjere koji slijede, neka je dan Zongler koji, bez smanjenja
opcenitosti, Zonglira s lotpicama.

Definicija 1.2.2 (Jednostavno Zongliranje). Zongliranje koje zadovoljava sljedeca svojstva
naziva se jednostavno Zongliranje.

(J1) Loptice se Zongliraju u konstantnom ritmu, to jest bacanja se dogadaju u diskretnim
Jjednako udaljenim trenutcima.

(J2) Zonglerski trik je periodican, te pretpostavljamo da Zongler Zonglira oduvijek i za-
uvijek.
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(J3) Najvise jedna loptica je bacena ili uhvacena na svaki otkucaj. Ako je loptica uhvacena,
onda mora biti i bacena.

Zonglerski trikovi koje éemo spomenuti e biti jednostavni Zonglerski trikovi, to jest za-
dovoljavat ¢e svojstva (J1), (J2) 1 (J3). Naravno, svojstvo (J3) nije zadovoljeno u slozenim
trikovima gdje jedna ruka rukuje s viSe od jedne loptice.

Definicija 1.2.3 (Otkucaj). Vremenski period izmedu dva bacanja loptice zovemo otkucaj.

Definicija 1.2.4 (Visina bacanja). Neka je h € Ny. Bacanje koje traje h otkucaja nazivamo
h-bacanje ili bacanje visine h.

Primjetimo sljedece:

1. O-bacanje je bacanje u kojem niti jedna ruka nije bacila ili primila lopticu na taj
otkucaj. Zonglerova ruka je prazna.

2. 1-bacanje je bacanje u kojem jedna ruka baci lopticu prema drugoj ruci u ravnoj
liniji, a druga ruka je odmah uhvati.

3. 2-bacanje je teoretsko bacanje u kojem jedna ruka baci lopticu u visokom luku i
odmah je uhvati. No, u prakticnom triku Zongleri izvrSavaju 2-bacanje tako da drze
lopticu u ruci dva otkucaja.

4. Neka je n € N. (2n)-bacanje je uvijek bacanje u visinu, te loptica ¢e biti uhvacena
istom rukom kojom je bacena, dok je (2n + 1)-bacanje, bacanje koje mijenja ruku.

Zongleri mogu Zonglirati zbilja zapanjujuce trikove, no ukoliko Zongler Zeli zabiljeziti
novi trik, treba mu jednostavan naCin na koji to moZe napraviti. Najjednostavniji nacin za
biljezenje je dijagram toka Zonglerskog trika.

Definicija 1.2.5 (Dijagram toka Zonglerskog trika). Dijagram toka Zonglerskog trika je
graficki prikaz uzorka. Dijagram pokazuje poloZaj loptice u ovisnosti o visini bacanja h
i otkucajima bacanja. Lukovi koje oznacuju kretanje loptice nazivamo orbite. Dijagram
toka Zonglerskog trika je periodican s periodom p.

Dijagram toka crtamo tako da parne i neparne otkucaje bacanja ozna¢imo praznim i
ispunjenim kruzi¢ima, §to pak odgovara prikazu lijeve i desne ruke koja bacaju loptice.
Poznata nam je visina h; i-tog bacanja, te kruzi¢, koji oznaCava i—ti otkucaj te visine,
spojimo lukom s kruzi¢em koji je udaljen za h;.

Dijagrami kojima se stvarni Zongleri koriste nisu crtani u mjeri, ve¢ se koriste kako
bi se prikazala suStina trika. Neki Zonglerski trikovi mogu imati jednak dijagram toka.
Primjer takvog trika je fontana s 4 loptice i klipovi s 4 loptice.
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evive

teswap).

Definicija 1.2.6 (Zonglerski niz). Konacan niz' nenegativnih cijelih brojeva koji opisuje
uzorak Zonglerskog trika nazivamo Zonglerski niz. Clanove Zonglerskog niza nabrajamo
bez zareza.

Definicija 1.2.7 (Period bacanja). Duljina Zonglerskog niza je period p Zonglerskog dija-
grama toka.

Propozicija 1.2.8. Svi Zonglerski nizovi istog trika perioda p su ciklicke permutacije tog
niza. Nadalje, postoji najvise p Zonglerskih nizova za jedan trik.

Neka je dan neki Zonglerski trik i njegov dijagram toka (Slika 1.1). Zonglerski niz
danog trika je 23127 jer se bacanja 2, 3, 1, 2 1 7 periodicki ponavaljaju 1 ne dolazi do
preklapanja.

Na Slici 1.1 dijagram toka pocinje s bacanjem visine 7. Bacanje visine 7 traje 7 ot-
kucaja, te ¢e pasti na otkucaj koji je 7 kruzi¢a udaljen od pocetnog. To bacanje pada na
otkucaj na kojem pocinje bacanje visine 3. To bacanje traje 3 otkucaja i pada na otkucaj
na kojem zapocinje bacanje visine 7. To bacanje visine 7 se dalje ponaSa isto kao bacanje
visine 7 s kojim smo poceli. Periodi¢no se izmjenjuju bacanja visine 7 i 3.

Takoder, nakon okucaja s kojim pocinje bacanja visine 7, je bacanje visine 2. Ono
zavrSava 2 otkucaja kasnije na otkucaju s kojim pocinje bacanje visine 1. To bacanje
zavrSava u sljedecem otkucaju. U tom otkucaju zapocinje joS jedno bacanje visine 2 koje
zavrSava u bacanju visine 2 nakon dva otkucaja. To bacanje visine 2 se ponasa isto kao
bacanje visine 2 s kojim smo poceli. U ovom slucaju se periodi¢no izmjenjuju bacanja
visine 2, 11 2.

Ni u jednom otkucaju se nije dogodilo da dva bacanja padaju na isti otkucaj, to jest,
nije bilo preklapanja.

Y S ATV AT
7 2 3 1 2 7 2 3 1 2 7 2 3 1 2 7

Slika 1.1: Primjer dijagrama toka Zonglerskog trika

Dani Zonglerski niz je 23127. Zonglerski nizovi su periodi¢ni, pa ako zapiSemo vise
Clanova istog niza dobivamo ...72312723127231.... Iz ovog niza mozZemo iSCitati sljedece

"Funkciju a : N — § zovemo niz u skupu S. i-ti ¢lan niza se ozna¢ava a;.
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zonglerske nizove: 23127, 723127, 27231, 12723 i 31272. Uoclimo da su oni cikli¢ne
permutacije pocetnog niza.

Znamo da je dijagram toka periodi€an, te ima neki period p. Tada su bacanja i,i +
P, ...,i + kp za neki k € N kongruentna® modulo p. Dijagram prikazuje bacanja i otkucaje,
te polozaj otkucaja mozemo shvatiti kao da su smjeSteni na brojevnom pravcu. Tada taj
brojevni pravac moZemo namotati na kruZnicu tako da se sva bacanja koja su ekvivalentna
poklapaju (Slika 1.2 1 Slika 1.3).

PAYAYEN S

Slika 1.2: Namotavanje pravca na kruznicu

Slika 1.3: Kruznica

Propozicija 1.2.9. Neka je dan Zonglerski trik i njegov dijagram toka. Dana su bacanja i i
Jjtakva da i # j, te njihove visine h; i h;. Zonglerski niz se moZe Zonglirati ako i samo ako
Jje dijagram toka ispravan, to jest ako i samo ako vrijedi:

i+ j=>i+h # j+h;

Slika 1.4: Primjer dijagrama toka Zonglerskog trika s bacanjima 5; i h;

2Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, kaZemo da je a kongruentan b modulo m i piSemo a = b
(mod m). U protivnhom, kaZemo da a nije kongruentan b modulo m i piSmo a # b (mod m).
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Ukoliko bi bacanja h; 1 h; sletjela na isti otkucaj, jedna ruka bi trebala uhvatiti obje
loptice, a zbog svojstva jednostavnog Zongliranja (J3) to nije moguce.

Iz dijagrama toka Zonglerskog trika moZemo procitati koliko loptica nam treba za
zongliranje trika. Radimo vertikalni test. Povlacimo okomiti pravac izmedu bilo koja
dva kruzica, te gledamo u koliko tocaka taj pravac sijee orbite. Broj orbita oznacuje broj
loptica potreban za Zongliranje trika.

Slika 1.5: Primjer dijagrama toka Zonglerskog trika

Primjer 1.2.10. Promotrimo dijagram na Slici 1.5.

Slika prikazuje dva dijagrama. Ispunjeni i prazni kruZici prikazuju ruke kojima se baca.
Prvi dijagram je Zonglerski trik koji se moZe izvesti jer svaka ruka rukuje jednom lopticom
u svakom otkucaju.

Vidimo da dijagram toka prikazuje 3 orbite koje se ponavljaju. Zbog preglednosti te
orbite su oznacene crvenom bojom. Radimo vertikalni test, to jest povlacimo okomiti pra-
vac izmedu bilo koja dva kruZica, te gledamo u koliko tocaka taj pravac sijece orbite. Iz
toga moZemo zakljuciti da se ovaj trik Zonglira pomocu tri loptice.

Slijedi, niz prikazanog Zonglerskog trika je 441. Uocimo da je period 3, te elementi
koji se ponavljaju su 4, 4i 1.

Drugi dijagram prikazuje Zonglerski trik koji se ne moze Zonglirati jer u jednom od
sljedecih otkucaja jedna od ruka prihvaca barem dvije loptice, te dijagram nije ispravan.
To je niz 432. Svi nizovi oblika n(n—1)(n—2)... zan > 3 nisu Zonglerski nizovi jer Zonglerski
dijagram toka nije ispravan. Naime, za bacanje visine 4 u otkucaju 1 i bacanje visine 3 u
otkucaju 2 vrijedi 1 + 4 = 2 + 3. Da bi dijagram toka bio ispravan njihov zbroj ne smije
biti jednak.
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1.3 Prikaz Zonglerskog trika pomocu funkcije

Otkrivanje trikova u Zongliranju je zabavno u praksi, no moramo se pitati postoji li neki
egzaktan nacin na koji bi mogli izraunati koliko loptica nam treba za neki trik i moZe li to
biti beskonacno ili moZe li se neka kombinacija uopce Zonglirati bez da fizi¢ki probamo.

Iz definicije jednostavnog Zongliranja slijedi da Zongler Zonglira uvijek i zauvijek.
Odaberimo tada neki otkucaj kao nulti otkucaj. Sad svim otkucajima moZemo pridruZiti
cijele brojeve. Svakom bacanju je priduzen i € Z i zovemo ga i-to bacanje. Takoder, znamo
da svako bacanje ima svoju visinu 4;, gdje h; € Ny. Tada mozemo definirati sljedecu funk-
ciju:
Definicija 1.3.1 (Zonglerska funkcija). Dan je neki Zonglerski trik. Dana su bacanja i,i €
Z, te visina h;, h; € Ny, tih bacanja. Neka je za svaki i najvise jedna loptica bacena ili
uhvacena.

Neka je j: Z — N funkcija definirana s j(i) = h;.

Ako je j. : Z — Z bijekcija definirana s j.(i) = i + j(i), tada tako definiranu funkciju j
nazivamo Zongerska funckija.

Iz ¢injenice da je funkcija j, bijekcija, slijedi sljedeci korolar.

Korolar 1.3.2. Niz (j(i)) l.zol Jje Zonglerski niz perioda p dobiven pomocu Zonglerske funk-

cije j.

Zonglerske trikove sad znamo precizno opisati pomoc¢u zonglerskih funkcija. One
su prirodna generalizacija Zonglerskih nizova. Zonglerske nizove konstruiramo pomocu
zonglerskih funkcija.

Propozicija 1.3.3. Neka je s = (ak)f:_é konacan niz nenegativnih cijelih brojeva. Niz s je
Zonglerski niz perioda p ako i samo ako je funkcija f : Z — Ny definirana s f(i) = a; mod p)
Zonglerska funkcija.

Kako je s = (ak)f;é zonglerski niz, tada postoji neka funkcija j : Z — N, koja odreduje
Clanove niza. Konstruirajmo funkciju na sljedeci nacin: j(i) = a; (mod p), Vi € Z. To je
funkcija koju smo trazili. Obrnuto, neka je f(i) = a@; (mod py ZOnglerska funkcija. Slika
funkcije Imy = {a; € Ny : a; = f(i),zai € Z}. Kako je funkcija definirana s modulo
P, ukupno ima p elementata slike. Tada je niz konstruiran s tom Zonglerskom funkcijom
Zonglerski niz perioda p.

Slijedi primjer funkcije koja nije Zonglerska funkcija.

Primjer 1.3.4. Neka je dana funkcija j : Z — Ny definirana s
. 0 zai=0
Jj@ = {

2TO+1 ipade
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gdje je T(i) najvisa potencija broja 2 koja djeli i.
Prikazan je dijagram toka na Slici 1.6.

8

i -8 6 7
i 4 2 16

7 -6-5 -4-3-2-1
jiy162 4 28 2

4 2

[oNe]

123 45
2 4282

Slika 1.6: Primjer dijagrama toka

Primjetimo da za razliku od dijagrama toka koji su dobiveni pomocu Zonglerskih ni-
zova, ovaj dijagram toka nije periodican, te visine bacanja nisu ogranicene. Niz dobiven
pomocu ove funkcije nije periodican. Iz svega navedenoga zakljucujemo da niz dobiven
ovom funkcijom nije Zonglerski niz.

1.4 Osnovni Zonglerski trikovi

Postoje tri osnovna Zonglerska trika: kaskada s b loptica, fontana s b loptica 1 pljusak s b
loptica.

Kaskada s b loptica (eng. b-ball cascade)

Prvi trik je kaskada s b loptica, gdje je b neparnan prirodan broj. Kaskada se izvodi pomocu
neparnog broja loptica, te kaskadu nije moguce izvesti pomocu parnog broja loptica. Pri-
mjer kaskade je prikazan na Slici 1.7.

Dijagram toka kaskade s 5 loptica je prikazan na Slici 1.8. Svaki otkucaj ima bacanje
visine 5. Da bismo nacrtali dijagram toka moramo spojiti svaki otkucaj s otkucajem koji je
udaljen za 5 otkucaja. ZakljuCujemo da je niz koji opisuje trik, 55555, s periodom 1, te je
zonglerski niz 5.

Primjer 1.4.1. Neka je dan Zonglerski trik kaskada s b loptica. Pronadimo Zonglersku
SJunkciju.

RjeSenje: Svako bacanje je iste visine. Visina bacanja mora biti neparan broj. Neka
jen € N takav da je b = 2n — 1 gdje je b broj loptica potreban za Zongliranje. Tada je
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Zonglerska funkcija konstantna, te je definirana s
j@)=2n-1,VieZ

za nekin € N.

Y

5 5 5 5 5 35 5

Slika 1.8: Dijagram kasade s 5 loptica

Slika 1.7: Kaskada s 5 loptica

Fontana s b loptica (eng. b-ball fountain)

Sljededi trik je fontana s b loptica, gdje je b paran prirodan broj. Fontana se izvodi pomocu
parnog broja loptica (Slika 1.9), te ju je nemoguce izvesti pomocu neparnog broja loptica.

FYYYYY

4 4 4 4 4 4 4 4 4

Slika 1.10: Dijagram fontane s 4 loptice

Slika 1.9: Fontana s 4 loptice

Dijagram toka fontane s 4 loptice je prikazan na Slici 1.10. Svako bacanje je visine
4, te je svaki otkucaj spojen s otkucajem koji je udaljen za 4 otkucaja od pocetnog. Za-
klju¢ujemo da je Zonglerski niz fontane s 4 loptice 4.

Zanimljivo je primjetiti da se parna bacanja odvijaju na istoj strani na kojoj su bacena,
to jest loptica u triku fontana bacena s desnom rukom ¢e biti uhvacena s desnom rukom.
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Kod neparnih bacanja loptica mijenja stranu, to jest loptica bacena u triku kaskada s lijevom
rukom Ce biti uhvacena s desnom rukom i obrnuto.

Primjer 1.4.2. Neka je dan Zonglerski trik fontana s b loptica. Pronadimo Zonglersku
Sfunkciju.

Rjesenje: Svako bacanje je iste visine. Visina bacanja mora biti paran broj. Neka je
n € N takav da je b = 2n gdje je b broj loptica potreban za Zongliranje.Tada je Zonglerska
funkcija konstantna, te je definirana s

j@) =2nVieZ
za nekin € N.

Pljusak s b loptica (eng. b-ball shower)

Pljusak s b loptica, gdje je b € N, je zonglerski trik u kojem Zongler rukuje s bilo kojim
brojem loptica, te ih baca u krug. Primjer trika je prikazan na Slikama 1.111 1.12.

&

Slika 1.11: Pljusak s 3 loptice
Slika 1.12: Pljusak s 4 loptice

Slika 1.13: Dijagram pljuska s 3 loptice

Dijagram toka pljuska S 3 i 4 loptice je prikazan na Slikama 1.13 i 1.14. Zakljucujemo
da je zonglerski niz pljuska s 3 loptice 51, dok je Zonglerski niz pljuska s 4 loptice 71.
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1717171 7171717171

Slika 1.14: Dijagram pljuska s 4 loptice

Primjer 1.4.3. Neka je dan Zonglerski trik pljusak s b loptica. Pronadimo Zonglersku
Sfunkciju.

Rjesenje: Pljusak s 2 loptice ima Zonglerski niz 31, pljusak s 3 loptice ima niz 51, dok
pljusak s 4 loptice ima niz 71. Zakljucujemo da pljusak ima dva bacanja; jedna ruka baca
(2n — 1)-bacanje, dok druga baca 1-bacanje.

Tada je Zonglerska funkcija definirana s

. 2b -1 zaiparan, b broj loptica
J@) =

1 za i neparan

Upoznali smo se s osnovnim Zonglerskim trikovima i vidjeli smo njihov prikaz pomocéu
dijagrama i Zonglerskog niza. Dedukcijom smo pronasli Zonglerske funkcije koje odgova-
raju tim Zonglerskim trikovima.

1.5 Prvi teorem o Zongliranju

U prijasnjem poglavlju smo naveli da broj loptica potreban za neki trik mozemo odrediti
tako da prebrojimo orbite u dijagramu toka, no to nije uvijek moguce, pogotovo ako je
zonglerski niz dugacak. Slijedi algebarski nacin za odredivanje broja loptica potrebnih za
zongliranje trika.

Teorem 1.5.1 (Teorem o prosjeku). Neka je s = (ak)f;é Zonglerski niz perioda p. Tada je
broj loptica potreban za Zongliranje trika jednak aritmetickoj sredini elemenata niza.
aptap+..+ap

P

B=3=

Dokaz. Aritmeticka sredina p elemenata niza je prirodan broj ako je zbroj elemenata dije-
ljiv s p. Tada, da bismo dokazali ovaj teorem, prvo je potrebno pokazati

apg+a;+..+a,; =0 (mod p).
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Zbrojimo visine svih bacanja. Tada, jer je s Zonglerski niz, vrijedi:

ag+ar+..+a, 1 =0+ap+1+a+2+a+..+p-—1+a,,,-(1+2+...+p-1)

razli¢iti otkucaji kad loptice padnu, to jest =i (mod p)
=0,1,...,p—-1-(1,2,...,p—1) (mod p)
=0 (mod p)

Dokazali smo da je zbroj visina Zonglerskog niza kongruentan s 0 modulo p, te tada slijedi
da je aritmeticka sredina niza s prirodan broj.

Neka je B broj loptica potreban za Zongliranje. U jednom periodu imamo p bacanja i
to su bacanja visina ay, ..., a,-1, te ¢emo lopticu baciti jednom za svako bacanje. Tada, kad
zbrojimo sva bacanja, lopticu smo bacili B - p puta.

Tada imamo:

apta+..+ta,.1=B-p
agtap+..+ap

P

B =

Prirodna posljedica ovog teorema je sljedeci korolar.

Korolar 1.5.2 (Test prosjeka). Neka je s = (ak)f;(; konacan niz cijelih brojeva. Ako arit-
meticka sredina danog niza nije prirodan broj, onda niz nije Zonglerski niz.

Ovaj korolar nam daje dobar nacin da provjerimo je li neki niz Zonglerski niz. No,
obrat ne vrijedi. Ako je aritmeticka sredina nekog niza prirodan broj, to ne mora znaciti da
je niz Zonglerski niz.

Primjer 1.5.3. Dan je niz 243. Koristeci test prosjeka, provjerit cemo je li niz Zonglerski.

RjeSenje: Njegova aritmeticka sredina je 3, no niz nije Zonglerski niz kao sto moZemo
vidjeti iz dijagrama na Slici 1.15. Dijagram toka nije ispravan jer vise bacanja zavrsSava u
istom otkucaju.

2 4 3 2 4 3 2 4

Slika 1.15: Dijagram toka za niz 243
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Teorem 1.5.4 (Permutacijski test). Neka je s = (ak)l’:é konacan niz nenegativnih cije-
lih brojeva i neka je P = {0, 1, ..., p — 1} reducirani sustav ostataka modulo p. Niz s je
Zonglerski niz perioda p ako i samo ako je funkcija ¢ : P — P definirana s:

¢s(i) =i+a; (mod p)
bijekcija na skupu P.

Dokaz. Neka je s zonglerski niz. On je periodi¢an s periodom p. Visina i-tog bacanja je
a;,¥i € P. Znamo da je i = i + a; (mod p) zbog periodi¢nosti Zonglerskog niza. Tada
slijedi tvrdnja. O

Definicija 1.5.5 (Test-vektor). Vektor

(05(0), ¢s(1), ..., ds(p = 1))

nazivamo test-vektor funkcije ¢,.

Lema 1.5.6. Funkcija ¢, je bijekcija ako i samo ako test-vektor

(65(0), ¢5(1), ..., ds(p = 1))

sadrZi sve elemente skupa P.

Primjer 1.5.7. Dana su dva niza, niz 47823 i 441. Provjerit cemo jesu li dani nizovi
Zonglerski pomocu permutacijskog testa.

Rjesenje: Period prvog niza je 5. Tada da bismo dobili test-vektor, vektoru cije su
komponente c¢lanovi niza s, (ay,a;,as,as,as), dodajemo vektor (0,1,2,3,4) i gledamo
ostatak pri djeljenju s 5. Period drugog niza je 3 i da bismo dobili drugi test-vektor zbrojit
cemo vektor Cije komponente cCine ¢lanovi niza s;, (by, by, by), i vektor (0,1,2), te gledati
ostatak pri djeljenju s 3.

Nacrtat ¢emo tablice.

Zonglerski niz s, 4 8 3 zonglerski niz s; 4 4 1
i 0 2 4 i 0 1 2
¢, ()=i+a, (modS5) 4 3 0 0 2 ¢,())=i+b; (mod3) 1 2 O

7 2
1 3

Tablica 1.1: Tablice rjeSenja za Primjer 1.5.7

Niz 47823 nije Zonglerski niz jer se u test-vektoru dva puta pojavljuje 0, dok niz 441
jest jer test-vektor sadrZi sve elemente reduciranog sustava ostataka modulo 3.



Poglavlje 2

Novi zonglerski nizovi

U prvom poglavlju, nakon Sto smo upoznali Zonglerske nizove, spomenuli smo da su
ciklicke permutacije Zonglerskih nizova opet Zonglerski nizovi. MoZemo se pitati pos-
toje li joS neke operacije Zonglerskih nizova koje transformiraju nizove, ali ne mijenjaju
njihovo svojstvo Zonglirabilnosti.

2.1 Zamjena mjesta (eng. site swap)

Prva transformacija Zonglerskog niza koju ¢emo spomenuti je zamjena mjesta. To je ope-
racija kojom mijenjamo otkucaje na koje hvatamo loptice da bi promjenili Zonglerski niz
trika.

Zamislimo da Zongliramo neki trik, te na jednom od otkucaja zelimo promjeniti koji
trik Zongliramo, to jest umjesto bacanja visine 4;, mi Zelimo baciti lopticu tako da traje
h, otkucaja. Tada moramo promjeniti nacin na koji Zongliramo, to jest zapoceti Zonglirati
novi trik bez da prestanemo Zonglirati. Iako se to ¢ini kao teZak problem, postoji algoritam
koji nam omogucava izracunati kako napraviti promjene u Zonglerskom nizu.

Definicija 2.1.1 (Zamjena mjesta). Neka je s = (ak),’:;é niz p, p = 2, nenegativnih cijelih
brojeva. Neka sui,j € Ny takvida 0 <i < j< p-1ij—i < a. Nekajes;;nizp
nenegativnih cijelih brojeva takav da:

ag zak #1,j
(Sije=1a;+(j—i) zak=i
a;i—(j—1i) zak=]j

Transformacija niza s u niz s; j nazivamo zamjena mjesta otkucaja i i j niza s.

Propozicija 2.1.2. Za zamjenu mjesta vrijede sljedeca svojstva:

15
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(Z1) Niz s je Zonglerski niz ako i samo ako je s; j Zonglerski niz.
(Z2) Aritmeticka sredina niza s je jednaka aritmetickoj sredini niza s ;.

(Z3) Ako je s Zonglerski niz, onda je je broj loptica potreban za Zongliranje B jednak
broju loptica By, za Zongliranje niza s, ;.

Razmislimo kako zamjena mjesta utjeCe na niz i promotrimo Sliku 2.1 koja prikazuje
dijagram Zonglerskog niza, te zamjenu mjesta otkucaja i i i + 2 u nekim Zonglerskim ni-
zovima. Zamjena mjesta mijenja pozicije na koje ¢e loptica pasti, to jest mijenja lokaciju
orbita. Orbite loptica se mijenjaju, no ne mijenja se njihov broj. Dijagram toka niza s; ; je
ispravan i niz se moze Zonglirati.

N
B~
B~
S
w
=
[S¥]
=
-~
(8]
=
[38]
=
[S¥]
S

N

N

(]

i i+2 i i+2 i i+2 i i+2
Slika 2.1: Dijagram toka za zamjenu mjesta otkucajaiii + 2

Tada mozemo zakljuciti da ukoliko se niz s; ; moZe Zonglrati, tada se moZe i niz s.
IzraCunajmo aritmeticku sredinu niza s; ; 1 niza s:

a+..+ap_ + aj +ajyq... + a,- +o..+ta, Y akf;é
p p
Pokazali smo da je njihova aritmeticka sredina ista. Iz toga takoder zakljucujemo da
¢emo u svakom trenutku imati isti broj loptica prema teoremu o prosjeku.

Pogledajmo kako operacija zamjene mjesta utjeCe na Zonglersku funkciju u sljede¢em
primjeru.

Sij = =S

Primjer 2.1.3. Neka je j Zonglerska funkcija. Neka je I C Z skup otkucaja. Odaberimo
neki otkucaj k € I tako da je j(k) > 1. Odaberimo neki kasniji otkucaj k + d tako da je
d < j(k). Tada moZemo konstruirati novu Zonglersku funkciju j’ na sljedeci nacin:

() zai £ k. k+d
JO=Rji+d)+d zai=k
i) —d zai=k+dViel

Transformacija funkcije ju j' je operacija zamjene mjesta.
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Napomena 2.1.4. Ukoliko iskoristimo operaciju zamjene mjesta na novonastaloj funkciji
J' dobit ¢emo pocetnu funkciju j.

Pogledajmo primjer operacije zamjene mjesta na Zonglerskim nizovima.

. . .y . . —1 cve v . . .
Primjer 2.1.5. Dan je Zonglerski niz s = (ar),_,. Raspisimo ¢lanove niza i promotrimo
jedan od mnogo parova otkucaja koji odgovaraju ¢lanovima a; i a;.y. Tada imamo:

aopa -~-ai—1ai+1 -'-ai+d—lai+d+1 «lp-1

Ako je 0 < d < a;, onda moZemo koristiti zamjenu mjesta da bi transformirali funkciju
J kojoj je pridruZen Zonglerski niz u bilo kojem paru otkucaja a; i a;.4. Naravno, moramo
transformirati sve parove koji dolaze zbog periodicnosti Zonglerskog niza.

Novonastali niz je:

apay...aj1| Qivqg + d ai+1~~ai+d—1ai+d+1~~ap—1

Primjer 2.1.6. Dan je niz 4413. Transforirajmo niz koristec¢i zamjenu mjesta.

RjeSenje: Promotrimo niz 4413 koji cemo transformirali u niz 4233 zamjenom otkucaja
2i3.

a=4a3=1,d=j-i=1Tadajea,=a3;+1 =1+1=2,tea,=a,—-1=4-1=3.
Novi niz je: 4233.

4la][1]3]—[4]1+1]4-1[3] —[4]2]3]3] —[4]3+1]2-1]3]—[4]4]1]3

Niz 4233 moZemo ponovnom zamjenom 2. i 3. otkucaja transformirati u pocetni niz.
ay=2,a3=3,d=j—i=1Tadajea, =a3+1=3+1=4,tea;,=a-1=2-1=1
Novi niz je pocetni niz 4413.

2.2 Ciklicki pomak (eng. cyclic shift)

Sljedeca transformacija koju ¢emo spomenuti je posljedica Cinjenice da su Zonglerski ni-
zovi dobiveni cikli¢kim permutacijama opet Zonglerski nizovi.

Definicija 2.2.1. Neka je s = (ak)f;é niz p, p > 2 nenegativnih cijelih brojeva. Neka je
S, = dp-100a;...a,- niz. Operaciju koja transformira s u s_, nazivamo ciklicki pomak.

Propozicija 2.2.2. Za ciklicki pomak vrijede sljedeéa svojstva:

(C1) Niz s je Zonglerski niz ako i samo ako je s_, Zonglerski niz.
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(C2) Aritmeticka sredina niza s je jednaka aritmetickoj sredini niza s_,.

(C3) Ako je s Zonglerski niz, onda je je broj loptica potreban za Zongliranje By jednak
broju loptica B,_, za Zongliranje niza s_,.

Zbog periodi¢nosti Zonglerskih nizova vrijede svojstva (C1), (C2) i (C3).

2.3 Algoritam poravnanja zonglerskog niza
Sljedeci algoritam je otkrio matematicar Allen Knutson. Algoritam uzima neki niz
s = (a0}

koji se sastoji od p > 1 nenegativnih cijelih brojeva. Niz s se transformira u konstantni niz
perioda p.
Slijedi algoritam za poravnanje:

1. Ako je s konstantan niz, ispiSi s. Inace;

2. Koristi cikli¢ki pomak na elementima od s tako da element maksimalne visine e bude
na otkucaju 0O i1 element visine f, f < e, bude na otkucaju 0. Ako se e i f razlikuju
za 1, ispiSi novi niz. Inace;

3. Koristi zamjenu mjesta na otkucajima 0 1 1. Nazovi dobiveni niz s 1 vrati se na korak
1.

Kad algoritam koristi zamjenu mjesta otkucaja, smanjuje visinu bacanja otkucaja u tre-
nutnom nizu. 1z toga slijedi da ¢e algoritam zavrsSiti u kona¢no mnogo koraka. Iz svojstva
(Z1) 1 (C1) slijedi da niz koji dobijemo je Zonglerski niz ako i samo ako je pocetni niz s
zonglerski niz. Iz toga slijedi da ukoliko je s Zonglerski niz, algoritam nikad nece stati
na drugom koraku jer ¢e se visine e 1 f sigurno razlikovati za barem 2. Niz ne moZe biti
Zonglerski 1 imati razliku 1 (Slika 1.5).

Svojstva (Z2) 1 (C2) osiguravaju da Ce izlazni niz s biti konstantan niz b s periodom
p ukoliko je aritmeti¢ka sredina ulaznog niza s jednaka b i njegov period je p. Ukoliko
niz s nije Zonglerski niz, algoritam e stati na drugom koraku i izlazni niz ¢e biti oblika
e(e—1)....

Kako je svaka operacija zamjene mjesta otkucaja i ciklickog pomaka reverzibilna, al-
goritam poravnanja ima jako vaznu posljedicu.

Teorem 2.3.1. Neka je dan konstantan niz b perioda p. Niz b se moZe transformirati u bilo
koji Zonglerskih niz perioda p koji se Zonglira s b loptica koristec¢i samo operacije zamjene
mjesta orbita i ciklicke pomake. Obratno, ako imamo neki Zonglerski niz s perioda p, on se
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moZe transformirati u konstantan niz b perioda p koriste¢i samo operacije zamjene mjesta
orbita i ciklicke pomake.

Primjer 2.3.2. Koristeci algoritam poravnanja, transformirajmo niz 67741 u konstantan
niz.

Rjesenje: Krenimo od niza 67741 i koristimo operacije ciklickih pomaka i zamjene
mjesta otkucaja.

67741 P 6774 P 4677 SR g4 67 BN 56167 PO
75616 22, :”pm; 66616 —»fl ‘I’)I: 66661 —>11‘:1 ‘; ™, 16666 —>‘1‘:1 ‘;‘:1 61666 ™, “;”JE
25666 T 56662 T 66625 < 66256~ 62566~

35566 p—> 55663 p—> 56635 —> 66355 p—> 63556 ——— zamd. .

45556 ——— 55564 —— 55645 < pom., 56455 — 05 64555 —— %, 55555

Primjer 2.3.3. Koristeci algoritam poravnanja, transformirajmo niz 514 u konstantan niz.
zamj. mj. cikl. pom. zamj. mj. cikl. pom.

Rjesenje: 514 244 424 334 433
Niz 433 nije Zonglerski jer bacanja 4 i 3 padaju na isti otkucayj.

Ukupno ima 37 Zonglerskih nizova koji se mogu dobiti algoritmom poravnanja niza
trikova s 3 loptice perioda 3 i njih 13 do na cikli¢ki pomak. Slike 2.2 i 2.3 prikazuju
grafove! zamjene mjesta orbita za trikove s 3 loptice perioda 2 i 3.

Slika 2.2: Graf zamjene mjesta orbita

U grafu su nizovi koji se razlikuju samo za ciklicki pomak spojeni u jedan vrh. Kako
bi pretvorili jedan od vrhova u Zonglerski niz, odaberemo jedan vrh grafa i pratimo smjer

!Jednostavni graf G je objekt u teoriji grafova koji se sastoji od nepraznog konaénog skupa skupa V(G)
¢ije elemente zovemo vrhovi i kona¢nog skupa B(G) razliditih parova elemenata V(G) koje zovemo bridovi.



POGLAVLIJE 2. NOVI ZONGLERSKI NIZOVI 20

60 31 42

o
L

Slika 2.3: Graf zamjene mjesta orbita

strelice u pozitivnom smjeru. Dva niza u vrhovima su povezani bridovima ukoliko se jedan
moze dobiti od drugoga koriste¢i zamjenu mjesta otkucaja za susjedne otkucaje.

Na primjer, iz Zonglerskog niza 333 zamjenom mjesta 1. i 2. otkucaja dobivamo niz
342. Tada ponovom zamjenom mjesta 1. 1 2. otkucaja dobivamo niz 522. Nakon zamjene
mjesta 1. 1 3. otkucaja dobivamo niz 126, zamjenom mjesta 2. i 3. otkucaja dobivamo niz
171. Zamjenom mjesta 1. i 2. otkucaja dobivamo niz 801. Na nizu 801 koristimo ciklicki
pomak da bismo dobili niz 081, te tada moZemo koristiti zamjenu mjesta 2. i 3. otkucaja
da bi dobili zadnji niz 009.

Za svaki zonglerski niz moZemo nacrtati graf zamjene mjesta orbita. Za p = 1 taj graf
ima jedan vrh. Za p > 1 graf ima dva vrha. Za p > 2 grafovi imaju dvije glave, to jest
vrhove koji su konstantni b niz i niz »00...0.

Lema 2.3.4. Neka je dan Zonglerski niz b00...0 perioda p za b € N. Algoritam poravnanja
Ce transformirati niz u konstantan b niz u b(p — 1) koraka.

2.4 Vertikalni pomak (eng. vertical shift)
Sljedeéa operacija na Zonglerskim nizovima je operacija koja mijenja svojstva niza.

Definicija 2.4.1 (Vertikalni pomak). Neka je s = (ak)f:_(; niz p nenegativnih cijelih brojeva.
Neka je d € Z,d > —min{ag,a,...,a,_1}. Neka je s’ = (ar + d),f:_é. Operaciju koja
transformira niz s u s’ nazivamo vertikalni pomak.

Primjetimo, ako je niz s Zonglerski niz, onda je i niz s” Zonglerski niz.

Primjer 2.4.2. Neka je dan Zonglerski niz 423. Konstruirajmo novi niz koristeci vertikalni
pomak.

RjeSenje: Koristeci vertikalni pomak moZemo dobiti novi niz 312 tako da od svakog
Clana oduzmemo 1 ili niz 645 tako da svakom c¢lanu dodamo 2.

Do sad smo naveli operacije na Zonglerskim nizovima koje nisu mjenjale broj loptica
potrebnih za Zongliranje trika koji niz opisuje, no vertikalni pomak nije jedna od njih.

Propozicija 2.4.3. Neka je s = (ak)f;é Zonglerski niz perioda p, te s’ Zonglersk niz koji smo
dobili pomocu vertikalnog pomaka za d € Z,d > — min{ay, a, ..., a,_1}. Ako je broj loptica
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potreban za Zongliranje niza s jednak B, tada je broj loptica potreban za Zongliranje niza
s’ jednak B + d.

Neka je broj loptica B aritmeticka sredina niza s.

— aqt+d+a+d+..+a+d+..+a,.1+d _ d-
i : L =5+ P _ By
p p

2.5 Dodavanje perioda

Postoji poseban slucaj vertikalnog pomaka koji djeluje na samo jedan otkucaj.

Propozicija 2.5.1. Neka je s = (ak)f;é Zonglerski niz perioda p. Konstruirajmo niz s” tako
da nizu s zamijenimo barem jedan clan. Za svaku promjenu a; u a; + kp gdje je k € Z
vrijedi da se broj loptica B promjenio za k.

Broj loptica B je aritmeticka sredina niza s. Tada svaka promjena visine otkucaja a; za
k - p mijenja aritmetiCku sredinu za k.

apg+ar+..+a;+kp+..+a, _ k-
Ui P 545 P gk
p p

=

Primjer 2.5.2. Dan je niz 441. Izracunajmo broj loptica potreban za Zongliranje trika
nakon dodavanja perioda.

Rjesenje: Potrebno nam je 3 loptice za Zongliranje tog trika jer je aritmeticka sredina
niza 3. Ako dodamo 3 jednom od otkucaja, na primjer prvom, imat éemo niz 741. Njegova
aritmeticka sredina je 4, te nam trebaju 4 loptice za Zonglirati. Ako ipak oduzmemo 3
jednom od otkucaja, na primjer drugom, dobit cemo niz 411, te je njegova aritmeticka
sredina 2 i trebaju nam 2 loptice za Zongliranje.

2.6 Obrat teorema o prosjeku

Jedan od vaznih teorema je Teorem o prosjeku (Teorem 1.5.1) koji nam daje broj loptica
B potreban za Zongliranje nekog niza koji smo spomenuli u prethodnom poglavlju. Sada
¢emo iskazati i dokazati njegov obrat. Obrat su dokazali matematicari u internetskoj grupi
rec.juggling. Zanimljivo je da je rec.juggling jedan od nastarijih aktivnih internetskih fo-
ruma.

Teorem 2.6.1 (Obrat teorema o prosjeku). Neka je s = (ak)f;é konacan niz nenegativnih
cijelih brojeva Cija je aritmeticka sredina prirodan broj. Tada postoji permutacija tog niza
koja je Zonglerski niz.
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Dokaz obrata teorema o prosjeku se zasniva na sljedecoj lemi.

Lema 2.6.2. Neka je dan konacan niz s = (ak)f;(; od p nenegativnih cijelih brojeva cija je
aritmeticka sredina prirodan broj, te koji se moZze presloZiti u Zonglerski niz. Konstruirajmo
novi niz na sljedeci nacin; zamijenimo bilo koja dva elementa niza tako da njihova suma
modulo p ostaje jednaka. Tada se i novi niz moZe presloZiti u Zonglerski niz.

Lema 2.6.2 implicira obrat Teorema o prosjeku zato Sto zamjena dva elemenata niza na
ovaj nacin ne mijenja njegovu aritmeticku sredinu.

Neka je dan konacan niz s = (ak)f;é p nenegativnih cijelih brojeva Cija je aritmeticka
sredina prirodan broj. Tada slijedi Zf{:& a, =0 (mod p).

Pokazat ¢emo da lema vrijedi za neki Zonglerski niz fiksiranog perioda p. Dokaz je
konstruktivni, pa ¢emo koristiti Zonglerski niz 53053630 perioda 8 kao primjer.

Napravimo tablicu na sljede¢i nacin: prvi redak su prirodni brojevi od 0 do p, drugi
redak su bacanja a, do a,, te tre¢i redak je njihova suma modulo p.

Tablica za Zonglerski niz 53053630 perioda 8 je dana niZe (Tablica 2.1).

k 012 34 567
ay 5 3000 5126 30
k+a, (mod8) 5 4 2 0 6 3 1 7

Tablica 2.1: Pocetna tablica

Algoritam se provodi po stupcima. Prvi korak je odabrati neka dva ¢lana niza i njih
zamijeniti s prirodnim brojevima koji ¢e u zbroju biti kongruentna s istim brojem modulo
p. Nove Clanove zapisujemo sa strane i ispod njih zapisujemo i elemente iz redtka k + ay.

Zamijenit ¢emo elemente 0 i 2 u drugom redtku. Primjetimo da je

0+2=2 (mod 8).

Trazimo zbroj dva prirodna broja koja e biti kongruentna s 2 modulo 8. Tosu 11 1.
Sljedeca tablica (Tablica 2.2) prikazuje elemente koje Zelimo zamijeniti napisane sa strane.

k 01 (2] 3 [4] 5 6 7
ay 53 - 5- 630
k+a (mod8 5 4 - 0 - 3 1 7 [2] [6]

Tablica 2.2: Postupak transformacije niza

Pogledajmo zaokruZene elemente. Elemente prvog retka oznacimo s x;, elemente dru-
gog retka s y;, te elemente treeg retka s z;, za indeks i € N.
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Tadaje X1 = 2,X2 = 4,y1 = 1,y2 = I,Z] = 2,Z2 = 6.
Takoder, mora vrijediti sljedeca jednakost,

Xi+XxXa+y1+y=z1+2 (mod p) (2.1)

Jednakost u primjeru vrijedi jer je 2+ 4 + 1 + 1 = &, Sto je kongruentnos 2+ 6 = 8
modulo 8.

Sljedeci korak je provijeriti je li jedna od suma x; + y; i x; + y, kongruentna sa z; ili
7, modulo p. U slucaju da je na primjer x; + y, = z; (mod p) tada iz izraza (2.1) slijedi
Xy +y1 =z (mod p). Tada novi Zonglerski niz dobivamo zamjenom mjesta elementa x; s
Y2, te X, s y;. Analogno za ostale slucajeve.

U slucaju da prvom promjenom nismo uspjeli napraviti novi niz, sljede¢i korak je na-
praviti novu tablicu (Tablica 2.3), gdje je w = z; — y; (mod p) indeks elementa kojeg
mjenjamo.

WL e WL
y3 .. vyl y2 ~ ooyl y3 2
73 .. z1 22 Lozl 2 3

Tablica 2.3: Tablica transformacije niza

Primjetimo da je w + y; = z; (mod p).
Takoder,

Xi+X0+ys+ty=x+x+y1+y2+y; -y (mod p)
=z1+22+y;—y1 (mod p)
=n+y;+z1—y1 (mod p)
=2 +y;+w (mod p)
=2+y;+z3—y; (mod p)
=72+273 (mod p)

Tada slijedi da je izraz 2.1 tocCan i za novu tablicu.
U naSem primjeru, sume ne odgovaraju, te moramo provoditi algoritam dalje. Tada
imamo,
w=2-1 (mod8) =1 (mod 8),

te je nova tablica prikazana ispod (Tablica 2.4). Zamjenili smo elemente 3 i 6 sa starim
elementima 11 2.
Redefiniramo oznake y; = 3,y, = 1,21 = 6,2, = 4. x1, x> 1 y, se nisu mijenjali.
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3 45 6 7
ax 5 -5 -6 30
k+a; (mod8) 5 [2] - 0 - 3 1 7 [6]
Tablica 2.4: Tablica transformacije niza

Ponavljamo postupak. Provjeravamo jesu li sume jednake, ako jesu imamo novi niz,
ako nisu, onda racunamo novi w. Postupak se zavrSava u kona¢no mnogo koraka jer je

svaki w razli€it, to jest poprima jednu od p — 1 vrijednosti.
Nastavimo s primjerom; raunamo novi w, te je,

w=z1—y; (mod8 =6-3 (mod8) =3 (mod 8)

Radimo novu tablicu (Tablica 2.5)

k 01 2 [3 4567
ay 51 - [3 -6 30
k+a; (mod8) 5 2 - -3 1 7 4] [o]

ransformacije niza

=

Tablica 2.5: Tablica

Ponovo redefiniramo oznake, imamow =4 — 5 (mod 8) = 7 (mod 8), te radimo novu
tablicu (Tablica 2.6)

k 0123456 [7]
a 51 -3 -6 3 [5 o] [1]
k+a (mod8) 5 2 - 6 - 3 1 [4 [o] [7]

Tablica 2.6: Tablica transformacije niza

Ponovo redefiniramo oznake, imamo w = 0 (mod 8), te radimo novu tablicu (Tablica 2.7)
k 0] 1 2 3 4 5 6 7
ay o] 1 - 3 - 6 35
k+a; (mod8) [0] 2 - 6 - 3 1 4

Tablica 2.7: Tablica transformacije niza

Ponovo redefiniramo oznake, te napokon imamo;

xX1+y1=2+5 (mod 8 =7 (mod 8) =z
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Xx+y=4+1 (mod 8 =5 (mod8) =2

Da bi dobili trazeni niz moramo zamijeniti mjesta elemenata, to jest y; = 5 pomaknuti
u drugi stupac, te y, = 1 u Cetvrti stupac. Novi Zonglerski niz ¢itamo iz drugog redka
zadnje tablice. To je niz 01531635.

2.7 Rastrkani Zonglerski nizovi

Obrat teorema o prosjeku povlaci da se svaki niz moze transformirati u Zonglerski niz ako
mu je aritmeti¢ka sredina prirodan broj. No, takoder postoje Zonglerski nizovi koji ostaju
zonglerski bez obzira na operacije nad njegovim elementima.

Definicija 2.7.1 (RasStrkani Zonglerski niz). Zonglerski niz oblika (ay. - p + c)f;é,

se naziva rastrkani Zonglerski niz.

zac €N

Propozicija 2.7.2. Zonglerski niz s perioda p je rastrkani Zonglerski niz ako i samo ako
ga moZemo transformirati u konstantni niz b.

RaStrkane Zonglerske nizove je lako karakterizirati pomoc¢u konstantnih b nizova peri-
oda p. Koriste¢i permutacijski test, uvjerit ¢emo se da elementima niza mozZemo dodavati
viSekratnike broja p i da ¢e novi niz takoder biti Zonglerski.

Obratno, ako imamo neki Zonglerski niz, njega moZemo svesti na konstantni Zonglerski
niz. Tada, ukoliko nismo dobili konstatni niz b, onda postoje dva elementa tog niza a i b
takvi da @ > b. RaStrkajmo niz tako da je a 0-to bacanje, a b (a — b)-to bacanje. Tada
pomocu permutacijskog testa dolazimo do sljedece kontradikcije: a + 0 = b + (a — b)
(mod p). Tada slijedi da ne mogu postojati takvi a i b, te je na$ niz sigurno konstantni b
niz.

Primjer 2.7.3. Neka je dan Zonglerski niz 471. PokaZimo da su nizovi 147, 714, 741, 174
i 417 takoder Zonglerski.

RjeSenje: PrikaZimo rjesSenje u tablici radi preglednosti. Provjeravamo jesu li nizovi
Zonglerski pomocu permutacijskog testa. Test-vektor je ispravan, te moZemo zakljuciti da
su svi nizovi Zongleski.

niz 1,47 7,1,4) (74,1) (1,74) 4,1,7)
0,1,2) (0,1,2) (0,1,2) (0,1,2) (0,1,2)
test-vektor | (1,2,0) (1,2,0) (1,2,0) (1,2,0) (1,2,0)

Tablica 2.8: Tablica rjeSenja za Primjer 2.7.3
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Napomena 2.7.4. Svaki niz perioda 1 ili 2 je rastrkani niz. Postoje nizovi koji nisu
rastrkani perioda p > 2.

2.8 Magicni Zonglerski nizovi

Magic¢ni kvadrat dimenzije n je kvardat ispunjenim razli¢itim cijelim brojevima iz skupa
{1,2,...,n?} tako da svaki stupac, red ili dijagonala pri zbrajanju daju isti iznos. Na sli¢an
nacin, moZemo definirati i magicni Zonglerski niz.

Definicija 2.8.1. Magicni Zonglerski niz perioda p je Zonglerski niz koji sadrZi svaki broj
od 0 do p — 1 samo jednom.

Propozicija 2.8.2. Neka su p i g prirodni brojevi takvi da je p neparan broj, g > 11 p je
relativno prost s q i ¢ — 1. Tada, niz oblika ((g— 1)k (mod p))f;é Je magicni Zonglerski niz.

Aritmeti¢ka sredina niza oblika ((g — 1)k (mod p))f:_(; je:

-1
lf:ok:l?—l

p 2

Ocito, p je neparan broj. Tada po obratu teorema o prosjeku slijedi da je niz Zonglerski ako
je neka njegova permutacija Zonglerski niz. Primjetimo da je svaka ciklicka permutacija
magicnog niza je takoder magicni niz.

Primjer 2.8.3. Neka jeq=2ip =1,3,5,7. U Tablici 2.9 su prikazani svi magicni nizovi
do na ciklicki pomak.

Rjesenje:
broj gl | 2 3
loptica
0123456 0246135 0362514 0461253
songlerski 01234 | 0135264 0245163 0413562 0512463
iz 0] 012 | 02413 | 0142635 0263145 0415263 0526134
03142 | 0236415 0315246 0416235 0531642
0241536 0346152 0425613

Tablica 2.9: Magic¢ni Zonglerski nizovi do perioda 7
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2.9 Grafovi zonglerskih stanja

Zongliranje ima ritam, to jest loptice bacamo i hvatamo u nekom konstantnom ritmu.
Mozemo se zapitati kako zapisati taj ritam. Naravno, to ¢e biti s nulama i jedinicama.

Neka nam je dan dijagram toka Zonglerskog trika na Slici 2.4. Prikazani su neki otku-
caji i bacanja nekih visina.

3 4 6 3 3 4 6 33 4 6 3 3 46 3 3
11 0

Slika 2.4: Dijagram toka za niz 3463

Postavljamo si pitanje, Sto se dogada u to¢no odredenom otkucaju? Ono $to moZemo
procitati iz dijagrama toka je sljedece; na primjer, odaberimo otkucaj koji nas zanima i u
tom otkucaju prestanemo Zonglirati. Neka je to nakon treeg otkucaja visine 6. U tom
trenutku 4 loptice su u zraku jer pravac vertikalnog testa sijece 4 orbite. Sad se pitamo, $to
¢e se dogoditi u sljede¢em otkucaju?

Naravno, 4 loptice koje su u zraku moraju sletjeti. Na prvom sljedecem otkucaju ¢e
sletjeti jedna loptica. Na otkucaju poslije jos jedna. Tri otkucaja kasnije Ce sletjeti joS
jedna, no na Cetvrtom otkucaju nakon prestanka Zongliranja nece sletjeti niti jedna loptica
koja je bila u zraku kad smo stali Zonglirati. Zadnja loptica nece sletjeti ni na otkucaju
nakon toga. Zadnja loptica Ce sletjeti tek na Sestom otkucaju nakon prestanka Zongliranja.

Stanje loptica u odredenom otkucaju zabiljeZavamo pomocu niza nula i jedinica. U
naSem primjeru to je 111001. Opcenito, stanje se zabiljeZava kao niz nula i jedinica gdje
je 1 na i-to mjestu ako e loptica sletjeti u i otkucaja, a 0 ako nece.

Definicija 2.9.1 (Zonglersko stanje). Neka nam je dan dijagram toka Zonglerskog trika.
Pracenje otkucaja kada loptice trebaju sletjeti nazivamo Zonglersko stanje. Zonglersko
stanje b loptica visine h kada je 0 < b < hi h > 1 je niz b jedinica i h nula.

Iz pocetnog primjera mozemo iscitati vise od jednog Zonglerskih stanja. To su stanja:
111001, 11101, 1111 1 1111. Kako je Zonglerski dijagram toka periodi€an, Zonglerska
stanja moZemo zamisliti kao da su na pokretnoj traci i stalno se vrte u krug.
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Jedan Zonglerski niz ima viSe stanja koja su povezana jer mozemo stati Zonglirati na
bilo kojem otkucaju. MoZemo zakljuciti da iz jednog Zongleskog stanja moZemo preéi u
drugo.

Propozicija 2.9.2. Neka su dana dva Zonglerska stanja S i S,. Tada:

(S1) Iz stanja S| moZemo preci u stanje S, ako i samo ako je za svaki i > 2 i-ti unos od
S jednak 1ii— 1-iunos od S, jednak 1.

(S2) Iz stanja S i S, moZemo odrediti visinu bacanja, ako je prvi unos stanja S| = 0 ili
ako je i-ti unos stanja S, = 1 i i + 1-i unos stanja S| = 0 za neki i.

Primjer 2.9.3. Neka je S| = 1100101117 S, = 10010111. Odredimo bacanje.
Rjesenje:

Tablica 2.10: Tablica rjeSenja za Primjer 2.9.3

(Tablica 2.10.) Stanje S, dobijemo tako da stanje S| pomaknemo za jedan unos kao
na pokretnoj traci. Sve unose jedinica nasljedujemo. Nakon $to smo odredili koje jedinice
smo naslijedili, pogledamo koji unos ne odgovara prethodnom. Unos u drugom otkucaju
nismo naslijedili, te iz toga zakljucujemo da je loptica pala na drugi otkucayj, te je promjena
stanja S| u S, bacanje visine 2.

Primjer 2.9.4. Dana su povezana Zonglerska stanja. Pronadimo Zonglerski niz kojeg opi-
suju.

RjesSenje: (Tablica 2.11.) Promotrimo stanja S, ...,S¢ i koje promjene su se dogodile
u nizu. Promjena S| u S, ima novi unos jedinice na sedmom otkucaju, pa slijedi da je to
bacanje visine 7. Promjena S, u S 3 ima novi unos jedinice na petom otkucaju, pa slijedi
da je to bacanje visine 5. Promjena S; u S 4 ima novi unos jedinice na sedmom otkucaju,
pa slijedi da je to bacanje visine 7. Promjena S4 u S5 ima novi unos jedinice na osmom
otkucaju, pa slijedi da je to bacanje visine 8. Promjena S s u S ¢ nema novih unosa jedinica,
pa slijedi da je to bacanje visine 0. To smo takoder mogli zakljuciti jer S s zapocinje nulom.
Promjena S¢ u S| ima novi unos jedinice na trecem otkucaju, pa slijedi da je to bacanje
visine 3. Tada slijedi da je Zonglerski niz 7573803.

Propozicija 2.9.5. Neka je dano neko Zonglersko stanje za neki trik maksimalne visine
bacanja h koji se Zonglira s b loptica. Neka je 0 < b < hih > 1. Ako je prvi unos jednak 0,
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i1 2 3 4 5 6 7 8
S, 1 1 1 1 0 1
/ / / v
S, 1 1 1 0 1 0
/ / / /
Sy 1 1 0 1 1
/ / / /
Sy 1 0 1 1 1 0
/ / / /
Ss [0] 1 1 1 0 1 0
/ / / / /
Se 1 1 1 0 1 1 1
e e 4 /

S (D (1) (1) (1) 0) (1)
Tablica 2.11: Tablica rjeSenja za Primjer 2.9.4

tada iz tog stanja moZemo preci u samo jedno stanje, te je tada to bacanje, bacanje visine
0. Ako je prvi unos jednak 1, tada iz stog stanja moZemo preci u h — b stanja.

Zonglerska stanja moZemo bolje predoéiti pomoéu usmjerenih grafova?.

Definicija 2.9.6 (Graf Zonglerskih stanja). Graf kojem su vrhovi moguca Zonglerska stanja,
te bridovi bacanja izmedu neka dva stanja nazivamo graf Zonglerskih stanja.

Broj vrhova u grafu je broj loptica potrebnih za Zongliranje trika koji je odreden sta-
njima.

Propozicija 2.9.7. Neka je dan Zonglerski niz s b loptica maksimalne visine h. Neka je
0 < b < hih > 1. Dani Zonglerski niz odgovara zatvorenoj Setnji® u usmjerenom grafu
ako sadrZi barem jedan vrh i barem jedan brid.

Kako u grafu moZemo imati neograni¢en broj loptica i bacanja neograniene visine,
ukoliko ograni¢imo broj loptica i visinu bacanja, broj vrhova moZemo izraCunati pomocu
formule.

2Usmjereni graf je graf u kojem svaki brid ima smjer od pocetka prema kraju. Usmjereni graf ima
orijentirane bridove, koje prikazujemo strelicama.

3Setnja u grafu G je niz &ji ¢lanovi su naizmjeni&no vrhovi i bridovi tako da su krajevi brida vrhovi.
Setnja je zatvorena ako se pocetak i kraj podudaraju.
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Lema 2.9.8. Ukoliko ogranic¢imo broj loptica i visinu bacanja, broj vrhova je dan formu-

lom: N "
V) = (b) ~ bl(h - b)!

Primjer 2.9.9. Dan je graf Zonglerskih stanja trika koji se Zonglira s 3 loptice maksimalne
visine bacanja 5 na Slici 2.5.

3

7 1
0
5—»{01101) l 1

Slika 2.5: Graf Zonglerskih stanja

RjesSenje: Broj loptica je b = 3, visina bacanja je h = 5. Broj vrhova u grafu je:

5 5!
V<3>:(3):ﬂ:1

U grafu stvarno ima 10 vrhova. Bridovi izmedu dva vrha predstavljaju trazicije izmedu
dva stanja, to jest visine bacanja koje su odredene na nacin iz prijasnjeg primjera. Na
primjer, ako Setnju zapocnemo u vrhu odreden stanjem 1101 i prodemo kroz vrhove sa
stanjima 10101, 0111, 111 i vratimo se u 1101, ta Setnja odreduje Zonglerski niz 5314.



Poglavlje 3

Postoji i limit ili je samo nebo granica?

U prethodnom poglavlju smo koristili transformacije nad Zonglerskim nizovima da bi do-
bili nove Zonglerske nizove. U ovom poglavlju ¢emo predstaviti metode na pomocu kojih
se mogu kreirati novi Zonglerski nizovi.

3.1 Konstrukcija Zzonglerskih nizova

Permutacijski test nam daje algoritam za konstrukciju svih Zonglerskih nizova s B loptica

perioda p. Neka je s = (ak)f;é zonglerski niz, neka je P = {0, 1, ..., p — 1} reducirani sustav

ostataka modulo p, te neka je ¢, funkcija ¢, : P — P, definirana s ¢,(i) =i + @; (mod p).
Slijedi algoritam za konstrukciju Zonglerskog niza:

1. IspiSimo sve permutacije F test vektora funkcije ¢;. Ima ih p!.

2. IzraCunamo sve Zonglerske nizove koji odgovaraju svakom od vektora. Racunamo:
F' =(F-(0,1,..,p—1)) (mod p).

3. Izratunamo A = B — F".
4. IspiSemo sve mogucnosti za vektor C Ciji je zbroj komponenti jednak A.
5. TraZeni Zonglerski nizovi su oblika: F’ + pC.

Promotrimo korak 2 algoritma za kreairanje Zonglerskih nizova. Algoritam zahtjeva
da je aritmetic¢ka sredina od F” prirodan broj. Naime, vektor F”’ je dobiven oduzimanjem
komponenata dvaju vektora. Vektor F je test-vektor, te su njegove komponente ¢(i) = i+a;
(mod p) za i € P. Suma njegovih komponenata modulo p je sljedeca: Zf:_ol os() =i+a;
(mod p). Kad od komponenata oduzmemo Zf:_oli (mod p), imamo Zf:_ol a; (mod p), te
znamo da Zf:_ol a; =0 (mod p). Tada slijedi da F’ ima cjelobrojnu aritmeticku sredinu.

31
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Primjer 3.1.1. Konstruirajmo sve Zonglerske nizove s 3 loptice perioda 3.

RjeSenje:

F 0,1,2) [ 2,0,D) [ (1,2,0) [ (0.2,1) [ (1,0.2) [ (2,1,0)
F'=(F-(0,1,2) (mod3) |(0,00)|@222)|(1L1]|(0,12) ] 120 | 20,1
A=B-F 3 I 2 2 7 2

(3,0,0)
Eg,g,g; (2,0,0) | (2,0,0) | (2,0,0) | (2,0,0)
(1,2,0) 100 (0,2,0) | (0,2,0) | (0,2,0) | (0,2,0)
Cnosti 1 0 10,0.2) | 0,02) | (0,0.2) | (0.0.2)
mogucnosd zaveltor | QAT SO no) | (.00 | (1,100 | (1,10)
@O OOD T 011y | 0.1.1) | 0.1 | O.LI)
(2,1,0) aob | o | aon | o
(07251) > > ki sy

(1,0,2)

900
838 711 612 720 801
360 | 500 | 170 | 072 | 180 | 261
Z i nizovi obli 117 018 126 207
Zonglerski nizovi oblika F” + 3C | 036 252 441 13 450 3
22(3) 2 144 045 153 234
063 414 | 315 | 423 | 504

306

Tablica 3.1: Primjer svih nizova perioda 3 Zongliranih s 3 loptice

U tablici 3.1 moZemo vidjeti svih 36 Zonglerskih nizova perioda 3 koji se Zongliraju s
3 loptice.

3.2 Topovska teorija u Zongliranju

Jedna konstrukcija Zonglerskih nizova je pomocu matrica i topovske teorije. Neka je dan
Zonglerski niz perioda p. Neka nam je dana p X p matrica Ciji je element i-tog retka i j-tog
stupca jednak a; ; = j—i (mod p).

Primjetimo da su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki O, te su elementi takoder
jednaki na svim ostalim diagonalama paralelnim s glavhom dijagonalom.
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0O ... p—-1

I ... O

Retke matrice shvacamo kao vrijeme u kojem smo bacili lopticu modulo p, a stupce
kao vijeme u kojem smo uhvatili lopticu modulo p. Tada je element a; ; minimalno bacanje
koje je baceno na otkucaj i 1 uhvaéeno na otkucaj j.

Matricu moZemo shvatiti kao $ahovsku plo¢u i pisati je kao tablicu. Zonglerske nizove
konstruiramo tako da biramo mjesta na tablici na koja éemo staviti svoje topove'. Elemente
niza biramo tako da u svakom retku 1 stupcu bude to¢no jedan top.

Neka je a; element kojeg smo odabraliuretkuk+1zak=0,...,p—1.

Propozicija 3.2.1. Tako dobiveni niz (ak)f;é je Zonglerski niz.

Dana je px p matricaiQ < i, j < p—1. Elementi matrice su oblikaa; ; = j—i (mod p).
Ako krenemo po retcima i i dodajmo i — 1 svakom elementu u i-tom retku, dobit cemo

elemente matrice @; ; = j — 1 (mod p). Tada su svi elementi u svakom stupcu jednaki.
Imamo novu matricu

01 ... p—-1
01 ... p—-1
01 ... p—-1

Elemente niza, za kojeg provjeravamo da je Zonglerski, smo birali tako da je element a;
element k + 1-og stupca za k = 0,...,p — 1. Test-vektor permutacijskog testa je oblika
(ap+0 (mod p),a; +1 (mod p),...,a,_1 +p—1 (mod p)). Kako smo elemente niza birali
u pocetnoj matrici, a nova matrica ima jednake elemente u svakom stupcu, test vektor
sadrzava svaki prirodan broj 0, ..., p — 1 samo jednom. Tada slijedi da je niz Zonglerski.

Primjer 3.2.2. Konstruirajmo Zonglerski niz perioda 6.

Prvo nacrtamo matricu 6 X 6 u tablicnom obliku. Onda biramo neke elemente iz stu-
paca. Elemente onglerskog niza ¢itamo po retcima, od 1. do 6. retka. Konstruirani niz
je 114255. Uvjerimo se da je dobiveni niz Zonglerski. Koristimo permutacijski test. Test-
vektorje O+ 1,1 +1,2+4,3+2,4+5,5+5)=(1,2,0,5,3,4). Test-vektor sadrZi svaki
prirodan broj iz reduciranog skupa ostataka modulo 6 samo jednom, te tada slijedi da je
niz 114255 Zongerski niz.

RjeSenje je prikazano u Tablici 3.2.

Propozicija 3.2.3. Zonglerski niz perioda p ovom metodom moZemo konstruirati na p!
nacina.

Top ili kula je figura u $ahu koja se moZe micati jedino lijevo i desno do kraja retka ili stupca.
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0lO[2[3[4]5
5/ol@|2]3]4
@50 1]2]3
314(5[0]1 @
23401
1231460

Tablica 3.2: Tablica rjeSenja za Primjer 3.2.2

Razmislimo kako biramo elemente niza. Prvi element niza biramo na p nacina, drugi
na p — 1 jer je jedan redak i stupac zauzet. U treCem koraku biramo jedan od p — 2 mjesta,
te tako sve do zadnjeg kojeg ¢emo morati odabrati na samo jedan nacin. Ukupno ima
p-(p—1)-(p—2)-...-1 = p! nacina za konstruirati Zonglerski niz.

No, ovom metodom necemo konstruirati sve zZonglerske nizove. Konstruirati ¢emo
samo nizove C¢ije su visine bacanja 0 < h < p.

Propozicija 3.2.4. Neka je dan Zonglerski niz konstruiran pomocu tablice. Broj loptica
potreban za Zongliranje niza je jednak broju topova ispod glavne dijagonale.

Primjer 3.2.5. Predocimo Propoziciju 3.2.4 na primjeru. Neka nam je dana tablica za
konstrukciju nizova perioda 5. Odaberimo nekoliko nizova i izracunajmo broj loptica po-
treban za Zongliranje trika, te pogledajmo koliko ima topova ispod glavne dijagonale.

L1[2]3]4]s
101|234
2 al0(1]2]3
3(3(4/0[1]2
2 2(3[4]0]1
51(2(3(4]0

Pomocu topova smo odabrali Zongleski niz 14014. Broj loptica potreban za Zongliranje
je
B l+4+1+4 10_2
= s =5 =
sto je jednako broju topova ispod glavne dijagonale.

Takoder, za niz 34440 odabran pomocu topova, broj loptica potreban za Zonglranje je
B 3+4+4+4 15
= < =5 =

Sto je takoder jednako broju topova ispod glavne dijagonale.

3
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3.3 Zonglerske karte

Dosad smo u poglavljima 3.1 i 3.2 opisali kako na dva nac¢ina moZemo konstruirati Zonglerske
nizove s b loptica, perioda p. U ovom poglavlju ¢emo pokazati jos jedan nacin; pomocu
zonglerskih karata.

Sjetimo se dijagrama toka Zonglerskog trika. Crtali smo ga tako da svaki otkucaj pri-
druZimo kruZicu, te smo spajali otkucaje lukovima. Dijagram toka Zonglerskog trika raz-
dvojimo na dijelove tako da je jedan otkucaj na jednoj kartici.

Neka je dan dijagram zonglerskog trika koji se Zonglira s b loptica. Tada postoji b + 1
razlicitih karta u oznaci Cy, ..., Cp. Skup od b + 1 karte se moze koristi za konstrukciju svih
nizova koji se mogu Zonglirati s b loptica. (Vidi Sliku 3.1.)

Svaka od karata ima jedan kruZzi¢ koji sluZi kao otkucaj, te linije koje sluZe kao orbite
bacanja. Raspored Zonglerskih karata je takoder bitan. Lnije koje predstavljaju orbite
najvisih bacanja se naralaze pri vrhu karata. To jest, ukoliko je raspored karata ispravan,
linije e se podizati prema vrhu karte prije nego padnu u kruzi¢ otkucaja.

Slika 3.1 prikazuje razli¢ite Zonglerske karte trika koji se Zonglira s 3 loptice.

Al

Slika 3.1: Primjer Zonglerskih karata Cy, Cy, C5 1 C3

Primjer 3.3.1. Prikazimo Zonglerski niz 4512 pomocu Zonglerskih karata.
Rjesenje:

— L —

v

5 1 2 4 i5i1 i2:i4 5 1 2 4 5

Slika 3.2: Primjer Zonglerskog dijagrama toka za niz 4512

Dijagram crtamo pomocu Zonglerskih karata na sljedeci nacin. Prvo nacrtamo Zonglerski
dijagram toka za niz 4512, te promotrimo koje karte moZemo koristiti za kreiranje niza
pomocu karata.
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Vidimo da bacanje visine 4 ima dvije orbite koje prolaze iznad otkucaja, jedna dolazi u
kruZic¢ i jedna odlazi iz kruZica. Sve orbite se medusobno sijeku u dvije tocke. Tom stanju
odgovara karta Cs jer ta karta ima linije koje se sijeku u dvije tocke.

Bacanje visine 5 ima dvije orbite koje prolaze iznad kruZica, ali one se medusobno
sijeku samo u jednoj tocki. Tom stanju odgovara karta C,.

Bacanje visine 1 ima dvije orbite koja prolaze iznad kruZica i jednu orbitu koji sijece
druge dvije u dvije tocke. Od ponudenih karata, karta C3 odgovara toj situaciji.

Bacanje visine 2 nema orbite koji se sijeku, no jedna orbita dolazi u kruZi¢ i jedna
orbita odlazi iz kruZica, te tom stanju odgovara karta C,.

T T

4 5 1 2 4 5 1 2 4 5 1 2

Slika 3.3: Primjer Zonglerskih karata za niz 4512

3.4 Broj zonglerskih nizova

Upoznali smo transformacije Zonglerskih nizova, te smo se uvjerili da moZemo konstruirati
nove Zonglerske nizove. U ovom poglavlju éemo dati nacine za prebrojavanje Zonglerskih
nizova.

Teorem 3.4.1 (Teorem o broju nizova). Ukupan broj svih Zonglerskih nizova je:

(N1) Broj svih Zonglerskih nizova perioda p koji se Zongliraju s najvise b loptica S (b, p)
je:
Sb,p)=b+1P
(N2) Broj svih Zonglerskih nizova perioda p koji se Zongliraju s tocno b loptica S*(b, p)
je:
S*b,p)=Sb,p)-Sb-1,p)=0b+ 1)’ =>b"
(N3) Broj svih Zonglerskih nizova minimalnog perioda p koji se Zongliraju s b > 1 loptica
je:
1 3 )
MS(b,p)=— > udIb+1)7 - bi]
d dijeli p
gdje je u Mobiusova funkcija, a d djelitelj od p. Broj MS (b, p) ne sadrZi Zonglerske
nizove koji se dobiju ciklickim pomacima.
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Definiraymo Md&biusovu funkciju i Mobiusovu inverziju.

0 ako p?|n za p prost
pn) = ;
(-1} akomn=p;-..-p;

Ako su f i g funkcije definirane za svaki prirodan broj p takav da je

=) @

d dijeli p

onda je

_ r
sy = ) uCf).

d dijeli p

Slijedi dokaz teorema.

Dokaz. Dokazat cemo formule za broj Zonglerskih nizova.

(N1)

(N2)

(N3)

Ukoliko imamo niz perioda p koji se Zonglira s najvise b loptica, ukupno imamo b+ 1
razli¢itih bacanja loptica (jer u jednom od otkucaja se ne mora dogoditi bacanje).
Tada ukupno svih varijacija ima (b + 1)”.

Broj S*(b, p) sadrzi sve ciklicke permutacije Zonglerskih nizova 1 one su brojane
kao drugaciji niz, te takoder sve nizove koji nisu minimalnog perioda. Da bismo
izracunali to¢an broj Zonglerskih nizova s to¢no b loptica perioda p, moramo od
S (b, p) oduzeti broj ciklickih permutacija Zonglerskih nizova.

S*(b, p) broj svih Zonglerskih trikova s tocno b loptica perioda p. Neka je MS (b, p)
broj svih Zonglerskih trikova s b loptica i minimalnog perioda p. U tom slucaju 333
nece biti brojan kao trik perioda 3.

Tada je
S*(b,p) = (b+ 1)P —b" = Z d-MSb,d),
d dijeli p
gdje sumiramo po svim djeliteljima d od p.

Tada, koriste¢i Mobiusevu inverziju imamo

p-MSb.p)= Y uds k.
d dijeli p
Znamo da je S*(b, p) = (b + 1) = b?, tada
p-MSb,p)= > u@dIh+1)i - bi]

d dijeli p
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QOdnosno, 1
MS(b,p)=— > u(di(b+1)7 - bi]

d dijeli p
O
Primjer 3.4.2. Izracunajmo koliko ima Zonglerskih trikova minimalnog perioda 3 s 3 lop-

tice.
Rjesenje:

1 3 3
MS(3.3)= 3 ) p(@I(3+ i - 37]
dl3

1
= 5(#(1)(43 -3 +u3)@' -3h)

= %(64 — 27+ (=14 +3))
1
=337-1)=12

U primjeru 3.1.1 ispisali smo svih 36 nizova, no njih 12 je s minimalnim periodom 3, i
dodajemo niz 333, tada ukupno imamo 13 nizova, kao Sto smo vidjeli u prikazali na Slici
2.2.

Primjer 3.4.3. Izracunajmo koliko ima Zonglerskih trikova minimalnog perioda 4 s 8 lop-
tica.
RjeSenje: Za razliku od prijasnjeg primjera, ovaj primjer nije optimalno brojati pjeske.

1 4 4
MS(8.4) = 7 > (I8 +1)i ~ 8]

dl4

= SO = 8+ HIO* - 8+ )9~ 8)
= 1(6361 - 4096 + (~1)' (81 — 64) + 0-(9  8)
= %(2465 —-17) =612

Ukupno ima 612 Zonglerskih trikova.
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Zongleri i matematika

Netko tko ne voli matematiku moze vidjeti ovaj rad 1 pomisliti da matematiCari sve pokvare.
Uzeli su neSto zabavno poput Zongliranja i poceli su izmiSljati svoju matematiku koju nitko
osim njih ne razumije. Je li to zaista tako? Jesu li matematicari stvarno samo zakomplicirali
Zongliranje?

Matematicar kojeg smo ve¢ spomenuli, Colin Wright, 1 njegova grupa kolega su za-
pravo dali veliki doprinos Zongliranju, a ne samo matematici. Oni su otkrili nove Zonglerske
trikove koriste¢i zamjenu mjesta. Najpoznatiji od njih je 441.

Jedna od zanimljivih tema Zonglerima nematemati¢arima bi bila koliko ima Zonglerskih
trikova. U ovom smo radu dali odgovor na to. Takoder smo pokazali viSe nacina na koje
mozemo konstruirati nove Zonglerske nizove.

4.1 Kako nam matematika mozZe pomoci bolje Zonglirati?

Ako netko zeli nauditi Zonglirati, najbolje bi bilo upoznati Zonglera i njega pitati za savjete.
No, ukoliko to nije moguce, mozZemo koristiti raCunalne programe.

Vecina programa je besplatna i kompatibilni su s razliitim operativnimm sustavima i
uredajima. Neki od njih su:

1. Juggling Lab: besplatni racunalni program koji se lako koristi i ima intuitivno ko-
risnicko sucelje

2. Juggling Library: besplatna aplikacija za android stvorena u suradnji s libraryofjug-
gling.com

3. Razli¢iti online simulatori, na primjer Siteswap animator!

Thttps://www.jugglingedge.com/help/siteswapanimator.php?Pattern=441

39
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g}j Juggling Lab = DG

(o] =
File Window Help o4y 441 (=] X
| Pattern entry " Transitions r Generator | File View Window Help

Pattern 441

Beats per second
Dwell beats 1.3 .
Hand movement default :

Body movement default :
Prop type ball :

Manual settings

‘ Defaults || Juggle |

Slika 4.1: Zongliranje niza 441 u programu Juggling Lab

g}j Juggling Lab = X 3 67363 s = X

File Window Hel b i i
ile indow Help &S\'(eswap patterns | File View Window Help
| Pattern entry r/ Transiti r/ |

File Window Help

Balls 5 | Max. throw|7 | Period5s | | sssss | ‘.
Jugglers Find 64555 |
1 : ground state patterns 9aG 1 :
66355
Rhythm excited state patterns | -
® async [[] transition throws 66625 i
O syne [ pattern rotations 66661 &
[ juggler permutations 66724 [ ]
connected patterns only I
. 67345 2
[] symmetric patterns only e
Composit ipiexing ] 67525
® all ‘

simultaneous throws 67561 2]
O non-obvious no simultaneous catches 67723 L] O
© none (prime only) [ no clustered throws 67741
74455
74464
Exclude these expressions 74635
Include these expressions 74662

Passing communication delay "

[ true multiplexing only

L
Defaults

Slika 4.2: Zongliranje niza 67363 u programu Juggling Lab
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4.2 Zongliranje u nastavi matematike

Kreativnost je teSko definirati, ali jedna Cinjenica s kojom se slaZzu svi znanstvenici je da
je kreativnost moguénost pojedinca da poveze naizgled nepovezive objekte. Zongliranje
je fizi¢ka vjestina koja je Cesto povezana s rekreacijom i kao takva nas mozda neée od-
mah podsjetiti na nastavu matematike. U proSlim smo poglavljima ipak pokazali da u
Zongliranju postoji matematicka podloga.

U nastojanju da potaknu studente da razmisljaju o matematici na drugaciji nacin, pro-
fesori Sveucilista Montclair u New Yerseyu u Sjedinjenim Americkim Drzavama su im-
plementirali kolegij za istraZivanje veze matematike i Zongliranja u suradnji s NSF?-om. U
svom istrazivackom radu su predstavili rezultate.

U projektu su sudjelovali studenti koji ne studiraju matematicke predmete, isto kao 1
studenti koji studiraju u matemati¢ko-prirodoslovnom podrucju. Studenti su sudjelovali u
radionicama Zongliranja gdje su ucili Zonglirati i u isto vrijeme razmiSljali o matematici.
U konacnici, studenti su uspostavljali vezu matematike 1 drugih podrucja, smislili svoje
zonglerske trikove, razumjeli matematiku i naucili kako biti ustrajni, fleksibilni i kako se
usredotociti na proces, te su naucili preispitivati norme.

Kolegij je poticao studente da uoce matematicke pravilnosti kako u zZongliranju, tako i
u svijetu oko sebe. Studenti fizike su iz svojih razmiSljanja razvili fizicke modele.

Reakcije studenata nakon zavrSetka kolegija su bile pozitivne. Vecina studenata je
mislila da je kolegij Sala, no bili su dovoljno znatiZeljni da ga upiSu.

U drugom istraZivanju provedenom u osnovnim Skolama u Nizozemskoj, znanstvenici
su istrazivali kako ¢e Zongliranje tijekom nastave matematike utjecati na ucenje i pamcenje
tablice mnoZenja. Odabrali su Zongliranje kao vrstu tjelesne aktivnosti jer su prijasnja is-
trazivanja pokazala da tjelesna aktivnost utjece na razvoj motoriclih i kognitivnih funkcija
djece. Njihovo istrazivanje je pokazalo da ne postoji veza izmedu Zongliranja i ucenja
tablice mnozenja, no viSe od 70% ucenika se izjasnilo da bi radije pohadali nastavu mate-
matike sa Zongliranjem.

Zadatak za mlade matematicare

Slijedi zagonetka.

Da bi dovrsio isporuku streljiva, covjek koji teZi 68 kg mora proci visoki klimavi most
koji moZe izdrZati samo 70 kg. U rukama nosi 3 topovske lopte i svaka je teska 1 kg. Ima
vremena da prode most samo jednom. Kako covjek moZe prec¢i most i isporuciti sve kugle?

Rjesenje: Covijek ce zonglirati neki zonglerski trik s 3 kugle da bi preSao most.

ZNational Science Foundation; Nacionalna znanstvena zaklada



Bibliografija

[9]

B. Polster, The Mathematics of Juggling, Springer-Verlag, New York, 2003

B. Polster, The Mathematics of Juggling, https://www.qgedcat.com/articles/
juggling_survey.pdf (kolovoz 2023.)

J. Buhler, D. Eisenbud, R. Graham, C. Wright, Juggling Drops and Descents,
Canadian Mathematical Society, Broj 20, 1997., https://mathweb.ucsd.edu/
~ronspubs/94_01a_juggling.pdf (kolovoz 2023.)

E. Banaian, S. Butler, C. Cox, J. Davis, J. Landgraf, S. Ponce, A generalization of
Eulerian numbers via rook placements, Involve, Broj 10, 2017, https://arxiv.
org/abs/1508.03673v2 (kolovoz 2023.)

M. Jager, How to juggle the proof for every theorem, zavrsni rad, Universite-
teit Utrecht, 2020., https://studenttheses.uu.nl/handle/20.500.12932/
36303 (kolovoz 2023.)

L. Prasnjak, Matematika Zongliranja, zavrsni rad, Preddiplomski studij Matematika,
Odjel za matematiku, SveucilisSte u Rijeci, 2011. https://hrcak.srce.hr/file/
354221 (kolovoz 2023.)

C. Monahan, M. Munakata, A. Vaidya, S. Gandini, Inspiring Mathematical Creativity
through Juggling, Journal of Humanistic Mathematics, Broj 10-2, 291.-314., 2020.,
https://scholarship.claremont.edu/jhm/vol10/iss2/14 (kolovoz 2023.)

V. van den Berg, A. S. Singh, A. Komen, C. Hazelebach, I. van Hilvoorde, M. J.
M. Chinapaw, Integrating Juggling with Math Lessons: A Randomized Controlled
Trial Assessing Effects of Physically Active Learning on Maths Performance and
Enjoyment in Primary School Children, Int. J. Environ. Res. Public Health, Broj 16,
2019., https://doi.org/10.3390/1ijerph16142452 (kolovoz 2023.)

Juggling Counts, https://www. jugglingcounts.org/ (kolovoz 2023.)

42



[10] Library of Juggling, https://libraryofjuggling.com/ (kolovoz 2023.)

[11] Juggling Edge siteswap simulator, https://www.jugglingedge.com/help/
siteswapanimator.php?Pattern=441 (kolovoz 2023.)

[12] A. Lewbel, History of Juggling, https://sites.google.com/bc.edu/
arthur-lewbel/history-of-juggling?authuser=0 (kolovoz 2023.)



Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznajemo matematicku pozadinu Zonglerskih trikova. Zonglerski
trikovi su povezani s zonglerskim nizovima, te se modeliraju pomocu Zonglerskih funkcija.
Opisujemo kako promjene na Zonglerskim nizovima utjeu na svojstva zonglerskih trikova,
te donosimo broj Zonglerskih trikova koji se mogu zZonglirati s odredenim brojem predmeta.
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Summary

In this thesis we get to know the mathematical background of juggling. Juggling patterns
are associated with juggling sequences and are modeled using juggling functions. We
describe how changes to the juggling sequences affect the properties of juggling tricks
and we provide the total number of juggling patterns that can be juggled with a specified
number of juggling props.
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