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Uvod

Integralne transformacije imaju Siroku primjenu u brojnim znanstvenim podrucjima,
a ponajviSe u matematici i fizici. Prvi se put spominju u 18. stolje¢u u radovima
Svicarskog matematicara Leonarda Eulera (1707.-1783.) koji ih je smatrao kljuénim
alatom za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi. Njegovim stopama nastavio je i fran-
cuski matematicar i astronom Pierre-Simone Laplace (1749.-1827.), koji je u svom po-
znatom djelu Théorie analytique des probabilités (1812.) pri rjesavanju diferencijalnih
jednadzbi koristio jednu integralnu transformaciju. Ona je kasnije, njemu u cast, dobila
naziv Laplaceova transformacija.

Laplaceova transformacija je linearni operator koji predstavlja preslikavanje funk-
cija realne varijable u drugi skup funkcija koje mogu biti realne ili kompleksne varijable.
Zbog njezine linearnosti njome ne mogu rjesavati opc¢enite diferencijalne jednadzbe, veé¢
samo linearne, no u primjenama se to pokazuje i vise nego dovoljnim. Osim toga, La-
placeova transformacija se koristi u mnogim zada¢ama iz elektrotehnike, hidrodinamike
i mehanike, kao sto su analiza strujnih krugova, titranje tijela na opruzi, radioaktivni
raspad, uvijanje greda uslijed optere¢enja i mnoge druge. Ona se u tim slucajevima
tumaci kao transformacija iz vremenske domene t u frekvencijsku domenu s. Ipak, mi
¢emo se u ovom radu ogranic¢iti na njezinu primjenu u rjesavanju jednadzbi, a osnovna
ideja je da se dana diferencijalna jednadzba djelovanjem ove transformacije svede na
algebarsku jednadzbu koja je znatno laksa za rjesavanje od pocetne.

Uslijed sve cesceg koristenja Laplaceove transformacije, doslo je do odredene “le-
zernosti” prilikom upotrebe iste. Drugim rijecima, zna se dogoditi da se ona koristi
olako, bez mnogo razmatranja o valjanosti odredenih matematickih pretpostavki. Cilj
ovoga rada jest precizno definirati i prouciti Laplaceovu transformaciju te njezina svoj-
stva. Razjasnit ¢emo kada i na kakve funkcije ju je moguce primijeniti te ¢emo navesti
svojstva koja ¢e nam omoguéiti njezino brze izracunavanje, Sto ¢emo i prikazati na
konkretnim primjerima. Laplaceovom transformacijom diferencijalne jednadzbe pre-
vodimo u algebarske, no, da bi se od rjesenja algebarske jednadzbe dobilo rjesenje
polaznog problema, odnosno pocetne diferencijalne jednadzbe, trebamo znati odrediti
njezin inverz. U tu svrhu bavit ¢emo se i pitanjem postojanja i metodama odredivanja
inverza Laplaceove transformacije. Na kraju ¢emo sve navedeno iskoristiti pri rjeSavanju
nekih tipova obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.



1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju ¢emo se, kao Sto smo i najavili, upoznati s pojmom Laplaceove
transformacije te s osnovnim svojstvima koja posjeduje.

1.1 Definicija i egzistencija Laplaceove transformacije

Laplaceova transformacija jedna je od poznatijih integralnih transformacija. Integralne
transformacije su izrazi oblika

B
F(s) = / K(s,t)f(t) dt, (1.1)

gdjesus € C,t € Ria < . Pritom funkciju f nazivamo originalom, funkciju F' slikom,
a funkciju K jezgrom integralne transformacije. Oblik i karakter transformacije ovise
o0 izboru granica integracije o i 8 te o funkciji K. Stavimo liu (1.1) a =0, f = o0 i
K(s,t) = e, dobivamo

/Ooo e S f(t) dt. (1.2)

Time dolazimo do definicije Laplaceove transformacije:

Definicija 1.1. Neka je f realna ili kompleksna funkcija realne varijable t € [0, +00)
te s realan ili kompleksan parametar. Laplaceova transformacija funkcije f je funkcija
F realne ili kompleksne varijable s definirana kao

F(s) = /000 e St f(t) dt

= lim [ e *'f(t)dt.
a—00 0

Kazemo da je funkcija F' Laplaceov transformat funkcije f i pisemo F(s) = L{f(t)},
ili krace, bez oznake nezavisne varijable, F' = L{f}.

Laplaceova transformacija funkcije f postoji ako integral (1.2), kojega jo§ nazivamo
Laplaceovim integralom, konvergira. To znaci da funkcija f, tj. original, mora ispunja-
vati odredene uvjete koji osiguravaju egzistenciju toga integrala, a iste ¢emo razmatrati
u nastavku ovoga rada. U slucaju kada Laplaceov integral divergira, kazemo da Lapla-
ceova transformacija funkcije f ne postoji.

Napomena 1.2. U definicigi 1.1 rijec¢ je bila o jednostranoj Laplaceovoj transforma-
ciji, no, Sireé¢i granice integrala po cijelo] realnoj osi, mozemo definirati i dvostranu
Laplaceovu transformaciju kao

+oo
F(s) = / e "t f(t) dt.

[e.o]
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Mi ¢emo se u nastavku ovoga rada posvetiti jednostranoj Laplaceovoj transformaciji,
koju ¢emo krace nazivati Laplaceovom ili L-transformacijom.

Spomenuli smo kako je s fiksirani parametar ¢ija vrijednost moze biti realan ili
kompleksan broj. U slozenijim primjenama Laplaceove transformacije, o kojima ¢emo
re¢i vise nesto kasnije, parametar s ¢esto poprima kompleksne vrijednosti (u tom
slucaju, pisemo s = x +iy), pa je tada F' funkcija kompleksne varijable. Prije negoli se
krenemo baviti pitanjem egzistencije Laplaceovog integrala, dokazimo jedan koristan
rezultat.

Propozicija 1.3. Za svaki n € Ny vrijedi

L") = ! (seR, s>0). (1.3)

Sn+l

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom po n.

Baza indukcije. Zan =0 je f(t) =1, pa iz definicije Laplaceove transformacije slijedi

5(1):/ e 1dt
0

a

= lim e st 1 dt

a—r o0 O
t a
) e’
= lim
a—00 —8
0

= lim + -
a—o0 —S S

— L (ser s>0).

S

Bududi da je 0! = 1, baza indukcije je provjerena.
Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da za neki n € Ny vrijedi

n!
Sn+1

L(t") = (seR, s>0).

Korak indukcije. Dokazimo da i za n + 1 vrijedi ista zakonitost, to jest da je

L") = (n+ 1! (seR, s>0).

Sn+2



Iz definicije Laplaceove transformacije i parcijalnim integriranjem, dobivamo rekurziju
E(tn+1) :/ efst thrl dt
0

a

=lim [ e " dt

a— 00 0

u=t""" du=(n+1)t"dt
= 1
dv=etdt v=—=—e"
s
n+1 a 1) 7

= lim | — e St + / Me_“ dt)

a—00 S 0 0 S

n+1 a
. _ +1 _
—hm(—a esa—l—n /t"e”dt)
a— 00 S S 0

= n+1£(t") (seR, s>0).

S

Sada, primjenom uocene rekurzije i prepostavke indukcije, imamo

n+1_, . n+1 nl (n+1)!
Tﬁ(t >: s ’ Sn—i—l = Sn—i—?

L") = (seR, s>0),

Sto smo i zeljeli dobiti. Stoga, prema aksiomu matematicke indukcije, za svaki n € Ny
vrijedi

n!
5n+1

L(t") = (s€R, s>0). O

Napomena 1.4. Primijetimo da smo jednakost (1.3) dokazali samo za s € R, s > 0.

Za s <0 je
. (65a 1)
lim + -] = o0,
a— 00 —S S

pa integral divergira i Laplaceova transformacija funkcije ne postoji.

Pogledajmo sada Sto bi se dogodilo u slucaju da je s bila kompleksna varija-
bla. Pokazimo najprije da smo u ra¢unu provedenom u propoziciji 1.3, integral mogli
tumaciti na isti nac¢in kao da je s € C. U tu svrhu nam je potrebna svima dobro
poznata Eulerova formula

e = cosh +isinh, 6eR,

i ¢injenica da je |e?| = 1. Ono $to Zelimo je da i za s € C, s # 0, vrijedi

st
/eSt dt =< (1.4)

S



Zbog Eulerove formule, za s = x + iy, =, y € R, integral s lijeve strane jednakosti (1.4)
mozemo zapisati kao

/6St dt — /e(m+zy)t dt
= / e te™t dt

= /e”t(cosyt—i-z'sinyt) dt

= /ext cosyt dt + 1 / " sinyt dt,
pa primjenjujuéi dvostruku parcijalnu integraciju na oba integrala, dobivamo
xt
st € . . .
e dt = —( xcosyt + ysinyt) + ¢(xsinyt — y cos t).
/ x2+y2(yyy)(yyy)

Desnu stranu jednakosti (1.4) sada mozemo zapisati kao

oSt elztiy)t

S T+ 1y
_e™(cosyt +isinyt)(x — iy)
B x? 4 y?
. ((zcosyt + ysingt) + i(wsinyt 0)
“ai gy zcosyt + ysinyt) + i(zsinyt — y cosyt) ),

¢ime smo dobili izraz jednak lijevoj strani te jednakosti, pa (1.4) slijedi.

Dakle, u ra¢unu provedenom u propoziciji 1.3, a i opéenito, integral mozemo tumaciti
na isti na¢in kao da je s € C. Nadalje, rezultat (1.3) takoder vrijedi i za s € C, ukoliko
uzmemo s takav da je Re(s) = 2 > 0. Znamo da za s € C vrijedi

le®] = |e®(cosy +isiny)| = e* = eRe(S), (1.5)
pa je
lim [e™*| = lim e ™ =0,
a—r o0 a—r o0

za x > (0. Stoga bismo, analognim racunom kao i u propoziciji 1.3, opet dobili (1.3).

Napomena 1.5. Jednakost (1.3) vrijedi i za sve s € C za koje je Re(s) > 0, odnosno

n!
Sn+1

L(t") = (s € C, Re(s) > 0), (1.6)

za svaki n € Ny.



U nastavku ¢emo se baviti pitanjem za koje sve funkcije postoji Laplaceova trans-
formacija, odnosno koje uvjete funkcije moraju ispunjavati kako bi Laplaceov integral

konvergirao. Naime, postoje funkcije za koje on divergira.
Primjer 1.6. Pokazimo da Laplaceova transformacija funkcije f dane s f(t) = et ne
postogi.

Rjesenje. Primjenom definicije Laplaceove transformacije, slijedi da je

a a

. — 4 . _ 4
F(s) = lim e e’ dt = lim e S dt = oo,
a—r o0 a—r o0
0 0

za bilo koji izbor varijable s, budué¢i da vrijednost integrala neograniceno raste kako
a — O0.

Uvedimo sada pojmove dvaju posebnih tipova konvergencije Laplaceovog integrala.

Definicija 1.7. Laplaceov integral kovergira apsolutno ako postoji

lim /0 Clemt ()] dt.

a— 00

Definicija 1.8. Laplaceov integral konvergira uniformmno po varijabli s na ) C C
ako za svaki € > 0 postoji ag takav da je

/a h e St f(t) dt

<e,

za svaki a > ag te za svaki s € §).

Prije negoli iskazemo teorem koji nam daje (dovoljne) uvjete pod kojima Laplaceov
integral konvergira, definirajmo obiljezja funkcije koja ¢e to osigurati.

Definicija 1.9. Za funkciju f kaZemo da ima prekid prve vrste u tocki ty ako limesi

Lm f(t) = f(te") i lim f(t) = f(to")

t—to™ t—toT
postoje (kao konacni brojevi) i vrijedi f(to™) # f(to™).
Definicija 1.10. Funkcija f je po dijelovima neprekidna na [0, 00) ako:

(i) lim f(t) = f(0T) postoji,

t—0t

(ii) f je neprekidna na svakom konacnom intervalu (0,b) osim, eventualno, u konacéno
mnogo toc¢aka T, Ta, ..., Ty 12 (0,0) u kojima ima prekid prve vrste.



Vazna posljedica neprekidnosti funkcije po dijelovima jest ta da je na svakom pod-
intervalu (7;, 7;41),7 = 1,2,...,n — 1, funkcija f takoder omedena, odnosno vrijedi

’f(t)‘ <M, 7m<t<Tiy, 1=12...,n—1,

za neke konstante M;. Usto, funkcija f je i neprekidna na svakom tom podintervalu,
pa je njezin integral jednak

Lff@%ﬁ:iAﬁf@)ﬁ4:Lff@)ﬁ4ﬂ.H+jzf@)ﬁ'

Nadalje, funkcije s dobro definiranom Laplaceovom transformacijom imaju i sljedece
svojstvo.

Definicija 1.11. Funkcija [ je eksponencijalnog rasta reda o ako postoji konstan-
ta M > 0 takva da za neki tg > 0 vrijeds

[f(t)] < Me™, t >t (1.7)

Uoc¢imo da ako je f eksponencijalnog rasta reda «, onda je i eksponencijalnog rasta
reda 3, za svaki § > «. Nadalje, definicija 1.11 nam intuitivno govori da funkcije
eksponencijalnog rasta po apsolutnoj vrijednosti ne mogu “rasti brze” od funkcije Me.
Takve su, primjerice, eksponencijalna funkcija, trigonometrijske funkcije i polinomi.
Eksponencijalna funkcija e je eksponencijalnog rasta reda o = a, a ogranicene funk-
cije, poput trigonometrijskih, su eksponencijalnog rasta reda o = 0. Funkcija " je
eksponencijalnog rasta reda « za bilo koji @ > 0 i za bilo koji n € N. Primijetimo da
se i u primjeru 1.6 ve¢ dalo naslutiti da ¢e biti potrebno na neki nacin “mjeriti” brzinu
rasta funkcije te traziti da je ona ogranic¢ena u okolini tocke prekida.

Sada je moguce iskazati teorem koji kaze da zaista postoji jedna velika klasa funkcija
koja posjeduje Laplaceovu transformaciju, odnosno daje (dovoljne) uvjete pod kojima
Laplaceov integral konvergira.

Teorem 1.12 (O egzistenciji). Neka je f po dijelovima neprekidna funkcija na [0, 00)
i eksponencijalnog rasta reda «. Tada Laplaceova transformacija L{f} postoji za svaki
s € C za koji je Re(s) > « te pripadni Laplaceov integral konvergira apsolutno.

Dokaz. Bududi da je f eksponencijalnog rasta reda «, postoje konstanta M; > 0 i
to > 0 takvi da je
|f()] < Mye™, t >t

Nadalje, kako je f po dijelovima neprekidna na [0,%] pa time i omedena na tom se-
gmentu, slijedi
[F()] < Mz, 0<t<ty,

pri ¢emu za M, uzimamo najve¢u medu nad svim podintervalima.



Buduéi da je vrijednost minimuma funkcije e pozitivna na [0, #], mozemo izabrati
dovoljno veliku konstantu M takvu da vrijedi

lf(t)] < Me™, t>0.

Stoga, uz pretpostavku da je s =z 4+ 1y i © > «, vrijedi

/ le 5t f(t)| dt < / e " Me™ dt
0 0

1 [t
0
Me—(m—a)t T

—(z —a) |,

M Me (@t

r—« r—«

Pustajuéi 7 — oo, imamo

‘Amﬁeﬁf@ﬂdtg M (1.8)

r—

Stoga, za Re(s) = x > « Laplaceov integral konvergira apsolutno te smo time dokazali
da Laplaceova transformacija L£{f} postoji. O]

Stovise, uz pretpostavke iz teorema 1.12, Laplaceov integral konvergira i uniformno
za sve s € C za koje je Re(s) = x > a. Bududi da je f eksponencijalnog rasta reda «,
postoje konstanta M > 01ty > 0 takvi da je

[f(t)] < Me™, t>t.

Tada vrijedi

< [ s a

to

<M / e~ @t gt
to
M (z—a)t

‘ /too e S f(t) dt

e (@)t |
T —@-a),
Me—(E—a)to
- r —



Uzimajuéi x > x¢ > a dobivamo gornju medu dobivenog izraza:

Me~(#=eto M
<

< e~ (@0=to, (1.9)
r—« To— Q

Izaberemo 1i ty dovoljno velik, izraz s desne strane nejednakosti (1.9) mozemo uéiniti
proizvoljno malim. Drugim rijec¢ima, za svaki € > 0 postoji 7' > 0 takav da je

| /t :o e S f(t) dt

za sve s € C za koje je Re(s) > xp > «, §to je upravo definicija uniformne konvergen-
cije Laplaceovog integrala. Sljedec¢i teorem govori nam $to se dogada u slucaju kada
Re(s) — oo.

<eg, toZT,

Teorem 1.13. Ako je f po dijelovima neprekidna funkcija na [0, 00) i eksponencijalnog
rasta reda o, tada

F(s) = L{f(t)} =0
za Re(s) — oo.

Dokaz. Zbog svojstva nejednakosti trokuta i (1.8), za Re(s) = x > « vrijedi

/0 h e S f(t) dt

pa pustajuci x — oo, tvrdnja slijedi. O]

< [Cerora <

r—

Sada kada smo upoznati s uvjetima egzistencije Laplaceovog integrala, rijesimo
nekoliko primjera.

Primjer 1.14. Odredimo Laplaceovu transformaciju funkcije f dane s f(t) = e**, gdje
jew € R.

Rjesenje. Funkcija f je neprekidna na [0, 00) i eksponencijalnog rasta reda w. Stoga
je, primjenom definicije Laplaceove transformacije

/a e St dt = /a e~ (=Wt gy
0 0

1
= — 6_(
S —w

a
s—w)t

0

_ 1 (ef(sfw)a . 1)

S —w




Po teoremu 1.12; integral konvergira (kako a — o0) za sve s € C za koje je Re(s) > w
i u tom slucaju vrijedi

@ 1
lim e st et dt =
a—o0 J S —w
Stoga je
1
L(e") = €eR 1.10
(6 ) S — w’ w 9 ( )

za sve s € C za koje je Re(s) > w.

Napomena 1.15. Na isti nacin se pokazZe da je

£l =

s+w’

w € R, (1.11)
za sve s € C za koje je Re(s) > |w].

Primjer 1.16. Odredimo Laplaceovu transformaciju funkcije f dane s f(t) = te*.

Rjesenje. Funkcija f je neprekidna na [0, 0o) i eksponencijalnog rasta. Stoga, primje-
nom definicije Laplaceove transformacije i parcijalnim integriranjem, dobivamo

/ et te? dt = / te=9)t gt
0 0

u=t du = dt
- dv = e(Z*S)t dt v = L€(2fs)t

2—s
t “ 1 @
_ 6(2_S)t / 6(2—5)15 dt
2—5 o 2—35Jo
_ 4 ) 1 <6<2—s>t)
2—s (2 —s)? 0
2—s (2 —s5)?
2—s)a
_ O @-sa_ e?=9) n 1 '
2—5s (2—29)2  (2—9)?

Po teoremu 1.12, integral konvergira (kako a — 00) za sve s € C za koje je Re(s) > 2'i

u tom slucaju vrijedi
a
1
lim e St te?t dt =
o5 Jy PERE

Stoga je

L(te”) = (2—s)2’

za sve s € C za koje je Re(s) > 2.

10



Primjer 1.17. Odredimo Laplaceovu transformaciju funkcije f ciji je graf prikazan na
slici 1.

O 1 2t
Slika 1: Graf funkcije f

Rjesenje. Funkcija f je neprekidna i zadana po dijelovima. Kao takvu, mozemo ju
zapisati na sljedeé¢i nacin:

t, 0<t<1
flt)=< —t+2, 1<t<2
0, t > 2.

Iz definicije Laplaceove transformacije, sada slijedi

CLF() = / et f(t) di

1 2
:/ e—sttdt+/ et (=t +2)dt
0 1
1 2 2
:/ e_Sttdt—/ e_Sttdt+2/ e st dt
0 1 1

_ u=t du = dt
T dv=e"dt v:—%e_“

te=st|t 1 [t te=st)> 1 [? 2
= — + —/ e "t dt + - - / e tdt — e
s 1y sJo s |, s s L
et 1 " 2e—e 1 PP 2 —e)
- e T e -
s 52 0 s 52 ) s

11



1—2e % +e28
- 2

S

(1 —e%)?
&2

)

za sve s € C za koje je Re(s) > 0.

1.2 Temeljna svojstva

U ovom odjeljku ¢emo iskazati i dokazati neka najvaznija svojstva Laplaceove transfor-
macije koja ¢e nam uvelike koristiti prilikom racunanja iste (slozenija svojstva bit ¢e
obradena u idu¢em poglavlju). Pomoc¢u njih odredit ¢emo transformacije nekih vaznih
funkcija, poput trigonometrijskih. Takoder, naglasimo da ¢emo od sada promatrati
samo funkcije koje zadovoljavaju uvjete teorema 1.12.

Napomena 1.18. Prilikom racunanja s nekim konkretnim funkcijama zbog jasnoce
zapisa, umgjesto oznake L{ f} koristit c¢emo oznaku L{f(t)}, pri cemu f(t) ne predstavija
vrijednost funkcije f u tocki t, ve¢ ovisnost funkcije f o varijabli t.

Sljedec¢i teorem pokazuje da je Laplaceova transformacija linearan operator na
odgovaraju¢im prostorima funkcija. Pri tome domenu ¢ine sve one funkcije koje zado-
voljavaju uvjete teorema 1.12; a kodomenu ¢ine njihovi Laplaceovi transformati.

Teorem 1.19 (Linearnost Laplaceove transformacije). Neka su fi i fo po dijelo-
vima neprekidne funkcije na [0,00) i eksponencijalnog rasta reda «, odnosno 3. Tada
za svaki s € C za koji je Re(s) > max{a, B}, vrijedi

L{afi(t) + bf2(t)} = aL{fi(t)} + bL{fo(D)},
gdje su a i b proizvoljne konstante.

Dokaz. Dokaz se provodi direktno iz definicije Laplaceove transformacije:

L{afi(t) + bfa(t)} = / (afs + b db

= /Oo(afle_St +bfre™") dt

0
= a/ fie st dt + b/ foe 5t dt
0 0

= al{f1(t)} + bL{f2(1)},

gdje za f1 1 fo po pretpostavci vrijedi
|1l < Mie®t i |fo] < Mye
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pa je

|afi+0fs| < lallfi] + [b]].f2]

odakle zakljucujemo da je i funkcija af; + bfs eksponencijalnog rasta.
Odredimo sada Laplaceove transformacije jos nekih vaznih funkcija.
Primjer 1.20. Odredimo L(coswt) i L(sinwt), gdje je w € R.

Rjesenje. Prisjetimo se za pocetak Eulerove formule koja glasi

< (la|M; + |b\M2)emaX{°‘”B}t,

e =cosw +isinw, w € R,

odnosno

e " =cosw —isinw, w € R.

Zbrajanjem (1.12) i (1.13) dobivamo

COsSw =

a oduzimanjem (1.13) od (1.12)

e —e

sinw =

21

eiw + e—iw

—tw

Y

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Sada, primjenom (1.14) i (1.15) te uvazavajuéi linearnost Laplaceove transformacije,

slijedi

iwt —1wt
L(coswt) :£<e e )

2

L(sinwt) = L (e

L(e™)

twt e—iwt
21

Preostaje nam izracunati £(e™"), odnosno £(e~**). Imamo

o0 .
:/ efstezwt dt
0

. 6(zw—s)t
= lim -
a—oo W — S

a

0

. 6(iwfs)a 1
= lim - - -
a—oo W — S mw — s
1
— - R
S —tw
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za sve s € C za koje je Re(s) > 0, bududéi da za s = x + iy, x > 0, zbog (1.5) vrijedi

lim |e(iw—s)a| = lim |€(iw—$—iy)a| = lim e % = (.

a—0o0 a—00 a—r0o0

Na analogan nacin, za s € C i Re(s) > 0, dobivamo i

4 1
E —twt — )
(e ) s+ 1w
Stoga je

1 1 1 S
L t) = - ==
(cos wt) 2<s—iw+s+iw> $2 + w?

1 1 1 w
L(sinwt) = — — ==
(sinwt) 22’<s—iw s+z’w> $2 + w?

za sve s € C za koje je Re(s) > 0.

Primjer 1.21. Odredimo L(chwt) i L(shwt), gdje je w € R.

(1.16)

(1.17)

Rjesenje. Prisjetimo se najprije kako su definirane funkcije ch wt (kosinus hiperboliéni)

i shwt (sinus hiperboliéni):

ewt _|_ e—wt
chwt =
2 ?
6wt _ e—wt
shwt =
2

L(chwt) =

L(shwt) =

Sada, zbog (1.10) i (1.11) vrijedi

1 1 1 S
hwt) = - -
Lichuwt) 2<s—w+s+w> 52 —w?’

L(shwt) =

za sve s € C za koje je Re(s) > |w|.

14
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Primjer 1.22. Odredimo L£(2t + 3t> — 4¢3 + 5sin 4t).

Rjesenje. Zbog linearnosti Laplaceove transformacije i primjenom ve¢ izvedenih for-
mula, dobivamo

L(2t + 3> — 4€* + 5sindt) = 2L(t) + 3L(¢*) — AL(e*) + 5L (sin 4t)
2 6 4 20

23 s—3+32+167

za sve s € C za koje je Re(s) > 3.

Sada ¢emo razmatrati dva izrazito korisna svojstva prilikom odredivanja Laplaceove
transformacije. Prvo svojstvo navodi da ako znamo Laplaceovu transformaciju bilo
koje funkcije, tada transformaciju te funkcije pomnozene s eksponencijalnom mozemo
dobiti odmah, i to s jedinstvenim pomakom u varijabli s. Drugim rijecima, sljedece
svojstvo nam omogucuje lako racunanje Laplaceove transformacije funkcije e® f(t), ako
ve¢ znamo transformaciju funkcije f(t).

Teorem 1.23 (O priguSenju). Neka je F(s) = L{f(t)} za Re(s) > 0 te a € R. Tada
za svaki s € C za koji je Re(s) > a, vrijedi

F(s—a) = L{e"f(t)}.

Dokaz. Za s € C takav da je Re(s) > a, izravnom primjenom definicije Laplaceove
transformacije, vrijedi

F(s—a)= /000 e~ T E (1) dt
= /000 e e f(t) dt
= L{e" f(t)}. O

Pogledajmo sada kako pomocu rezultata teorema 1.23 mozemo odrediti Laplaceove
transformacije nekih funkcija.

Primjer 1.24. Odredimo L(te"), gdje je a € R,
Rjesenje. Stavimo f(t) =t. Za s € C takav da je Re(s) > 0, vrijedi

LU} = F(s) = 5

Stoga, primjenom teorema 1.23 slijedi

1

£(t€at) =F(s—a)= (s——a)Q’

za sve s € C za koje je Re(s) > a.
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Napomena 1.25. Lako se dokaZe © opéeniti zakljucak:

" a n!
L(tre) = g n € No, (1.20)

za sve s € C za koje je Re(s) > a.

Uoc¢imo sada da smo primjer 1.16 mogli jednostavnije rijesiti na ovaj nacin.
Primjer 1.26. Odredimo L (e sin8t).

Rjesenje. Stavimo f(t) = sin8t. Stoga je, zbog (1.17)

8

F(s)=L{f(t)} = 2161

za sve s € C za koje je Re(s) > 0. Primjenom teorema 1.23, sada imamo

8
5t _: t — F _ — -
L(e” sin 8t) (s —5) Go5r<6l
za sve s € C za koje je Re(s) > a = 5.
Napomena 1.27. Generalno, vrijede sljedec¢i rezultati:
L(e™ coswt) = (S_Sa)_ﬁ, Re(s) > a, (1.21)
E(eat sin wt) = ((S_(;;}w, Re(s) > a, (122)
L(e™ coshwt) = e — Re(s) > a (1.23)
(s —a)? —w?’ ’
E(e“t sinh U)t) = m, Re(s) > a, (124)

koji se lako dokazuju (na analogan nacin kao i primgjer 1.26).
Prije negoli iskazemo drugo svojstvo, trebamo uvesti pojam Heavisideove funkcije.

Definicija 1.28. Heavisideovu funkciju ili step funkciju definiramo na sljedeci
nacin

0, t<0

1, t>0.

H(t) = {

Heavisideova funkcija najcesée se koristi pri rjeSsavanju diferencijalnih jednadzbi kod
kojih funkcija smetnje ima prekid, a javlja se i u analizi strujnih krugova ili mehanickih
vibracija. Ime je dobila po Oliveru Heavisideu (1850.-1925.) - samoukom engleskom
inzenjeru, matematicaru i fizicaru.
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Buduéi da je vrijednost H(t) jednaka 1 za t > 0, iz jednakosti (1.6) slijedi da je
1

L{H(t)} = L(1) = —, za sve s € C za koje je Re(s) > 0. Medutim, od veéeg interesa
s

nam je tzv. “odgodena” step funkcija

0, t<a
Ha(t):{l P a>0.

Zovemo ju tako upravo zato sto ona “odgada” preuzimanje konstantne vrijednosti funk-
cije uiznosu 1 do trenutka t = a, a > 0. U tom slucaju reéi ¢emo da se funkcija ukljucila
u trenutku ¢ = a. Takoder, uo¢imo da je H,(t) = H(t — a). Pogledajmo sada grafove
funkcija H i H, prikazanih na slici 2.

v )
1 i .
I ]
0 0 c !
(a) Graf funkcije H (b) Graf funkcije H,

Slika 2: Grafovi step funkcija

Laplaceovu transformaciju funkcije H, (odnosno njezine restrikcije na [0, 4+00)) sada
lako mozemo izracunati:

CLH,(0)} = /0 T e L () dt

_ / o5t gt (1.25)

e—as

)
S

za sve s € C za koje je Re(s) > 0, pri ¢emu smo koristili da je H,(t) =0 (za t < a) i
H,(t)=1 (zat > a).

Sada smo spremni iskazati sljede¢e svojstvo. Dok se prvo odnosilo na pomak u
varijabli s, ovo ¢e se odnositi na pomak u varijabli ¢.
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Teorem 1.29 (O pomaku). Neka je F(s) = L{f(t)} te a > 0. Tada vrijedi
L{H,(t)f(t —a)} =e “F(s).

Dokaz. Izravnom primjenom definicije Laplaceove transformacije, slijedi

L{H,t)f(t —a)} = /OOO H,(t)f(t —a)e™™ dt

= /aoo f(t —a)e™™" dt.

Supstitucijom 7 = t — a, dobivamo dr = dt, pa gornji integral postaje
/ €7S(T+a)f(7') dr = e“s/ e Tf(r)dr
0 0

=e “F(s),
¢ime je tvrdnja dokazana. O]

Jedini uvjet jest taj da je funkcija f eksponencijalnog rasta $to znaci da za t > a
nema singulariteta. Tvrdnja ovog teorema omogucuje nam odredivanje Laplaceove
transformacije funkcije koja se ukljucuje u trenutku ¢t = a.

Primjer 1.30. Koristeci Heavisideovu step funkciju, odredimo Laplaceovu transforma-
ciju funkcige f ciji je graf prikazan na slici 3.

o

. >t
1 2

Slika 3: Graf funkcije f

Rjesenje. Funkcija f je neprekidna i zadana po dijelovima. Kao takvu, mozemo ju
zapisati na sljede¢i nacin:

0, 0<t<1
ft)=< 3(t—1), 1<t<2
3, t> 2.

Kako bismo zapisali funkciju f u terminima Heavisideove funkcije, moramo imati na
umu sljedece:
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e u trenutku ¢ = 0 ukljucuje se funkcija fi;

e u trenutku ¢t = 1 ukljucuje se funkcija f5 te se u istom tom trenutku iskljucuje
funkcija fi;

e u trenutku ¢t = 2 ukljucuje se funkcija f3 te se u istom tom trenutku iskljucuje
funkcija fs.

Stoga, f(t) mozemo zapisati kao
ft) = fi(t) + (fo(t) = fi(1) H(t = 1) + (fs(t) — fo(t)) H(t - 2),
pa, bududi da je fi(t) = 0, fo(t) = 3(t — 1) i fs(t) = 3, slijedi
ft)=3t—-1)H(t—-1)+ (3-3(—1))H(t—2)
= (3t —3)H(t— 1)+ (6 — 3t)H(t — 2).
Zbog linearnosti, Laplaceova transformacija funkcije f sada glasi
L{ft)y = L{(Bt —3)H(t — 1)} + L{(6 — 3t)H(t — 2)}.

Medutim, jos uvijek ne mozemo primijeniti tvrdnju teorema 1.29 jer on vrijedi kada su
argumenti originala jednaki argumentima Heavisideovih funkcija.

Stoga, neka su g i g2 funkcije za koje je g1(t — 1) = 3t — 31 go(t — 2) = 6 — 3t. Tada je
LU} = Lot — VH(E — 1)} + Lgalt — 2)H(E —2)},

pa na ovaj oblik smijemo primijeniti tvrdnju teorema 1.29, po kojemu onda slijedi

L{F®)} = e L{gi(t)} + e > L{ga(1)}.

Prvo trazimo funkciju g; takvu da je g1 (t—1) = 3t—3. Buduéidaje g;(t—1) = 3(t—1),
slijedi da je gy (t) = 3t, pa je

Llo(0) = 5,

za sve s € C za koje je Re(s) > 0. Jo§ moramo pronaci funkciju g, takvu da je
g2(t —2) = 6 — 3t. Bududi da je go(t — 2) = —3(t — 2), slijedi da je g5(t) = —3t, pa je

Lot} = —5,

za sve s € C za koje je Re(s) > 0. Sada kona¢no imamo

L)} = e (;) o ( : >
— _(e—s B 6_25)’

za sve s € C za koje je Re(s) > 0.
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Jos nekim vaznim svojstvima Laplaceove transformacije bavit ¢emo se u idué¢em
poglavlju, nakon §to definiramo inverznu Laplaceovu transformaciju.

1.3 Inverzna Laplaceova transformacija

Inverzna Laplaceova transformacija ima Siroku primjenu u fizikalnim sustavima i kao
takva nam je izuzetno vazna. Nama ¢e ipak najvise koristiti prilikom odredivanja
rjeSenja diferencijalne jednadzbe u trenutku kada dobiveno rjesenje transformirane
jednadzbe trebamo “vratiti” u polazni problem. Iako je (vjerojatno) intuitivno jasno
sto je inverz Laplaceove transformacije, za pocetak ¢emo ga ipak definirati.

Definicija 1.31. Neka je F(s) = L{f(t)}. Inverznu Laplaceovu transformaciju defini-
ramo kao

LTHF(s)} = f(t), t>0.

Da bi inverz postojao, preslikavanje f — L£{f} mora biti injektivno. Stoga se postavlja
pitanje postoje li dvije razlicite funkcije koje se preslikavaju u istu? Moze se pokazati
da postoje.

Primjer 1.32. Odredimo L{h(t)}, gdje je

2, t>0
h(t):{ 1, t=0.

Rjesenje. Otprije ve¢ znamo da za sve s € C za koje je Re(s) > 0, vrijedi

c(e) ==

537

pa je zato i
2
L{hH)} = =,

buduéi da promjena vrijednosti funkcije u nekoj tocki ne utjece na vrijednost Laplace-
ovog (Riemannovog) integrala.

Opcenito govoreci, funkcije cije se vrijednosti razlikuju u konacno mnogo tocaka
imaju jednake Laplaceove transformacije, stoga njihov inverz nije jedinstven. Dakle,
L7 F} nije jedinstven ukoliko promatramo funkcije s prekidima. Taj problem mozemo
izbje¢i promatrajuci samo neprekidne funkcije. O tome nam govori sljedeci teorem, ¢iji
se dokaz moze pronaci u [10, str. 61.].

Teorem 1.33 (Lerchov teorem). Razlicite neprekidne funkcije na [0,+00) imaju
razlicite Laplaceove transformacije.

Osim jedinstvenosti, jos jedno vazno svojstvo inverzne Laplaceove transformacije
jest njezina linearnost.
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Teorem 1.34 (Linearnost inverzne Laplaceove transformacije). Inverzna Lapla-
ceova transformacija je linearno preslikavangje, odnosno za Fi(s) = L{f1(t)} i F(s) =

L{f2(t)} vrijedi
LHaF () 4+ bFy(s)} = alL M {F1(s5)} + L Fy(s)},
gdje su a i b proizvoljne konstante.

Dokaz. U teoremu 1.19 smo dokazali linearnost Laplaceove transformacije, odnosno
da za proizvoljne konstante a i b vrijedi

L{afi(t) +bfa(t)} = aL{fr(1)} + bL{fo(1)}
= aF(s) + bFy(s).
Djelujuéi s £7! na obje strane prethodne jednadzbe, dobivamo
afi(t) +bfa(t) = L7 H{aFi(s) + bF(s)},
a to je ekvivalentno s
al M F(s)} + L HEy(s)} = L7HaF(s) + bFy(s)},
sto smo 1 zeljeli pokazati. Time je teorem dokazan. O]

Napomena 1.35. Opcenito vrijedi da je inverz linearnog operatora linearan operator.

U sljedeé¢im primjerima ¢emo odredivati inverzne Laplaceove transformacije ne-
kih funkcija. Za pocetak direktno iscitajmo inverze koji su se pojavili u prethodnim
racunima. Iz jednakosti (1.6) mozemo zakljuciti da za svaki n € Ny vrijedi

£1(Sf+!1) — " (t>0). (1.26)

Iz primjera 1.20 slijedi da je:

1 S .

L (32 —|—w2) = coswt (w eER, t> O), (1.27)

L ——— ) =sinwt (weR, t>0), (1.28)
s% 4+ w? -

a iz primjera 1.21:

E_l( 5 i 2) = cosh wt (w ER, t> O), (1.29)
s2 —w

£ —"— ) =sinhwt R, t >0 1.30
2 _ 2 ) T omhw (weR, t>0). (1.30)
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Teoreme 1.23 1 1.29, za F(s) = L{f(t)}, takoder mozemo razmatrati i u njihovim
inverznim oblicima:

LYF(s—a)}=e"f(t) (aeR,t>0), (1.31)

L7He™F(s)} = H,(t)f(t—a) (a>0,t>0), (1.32)

redom. Ne zaboravimo spomenuti inverz kojeg dobivamo iz (1.25), a glasi

£1(e—a3) =H,(t) (a>0,t>0), (1.33)

S

gdje je H,(t) Heavisideova step funkcija.

Naravno, postoje i mnoge funkcije za koje ne mozemo odmah prepoznati Laplace-
ovom transformacijom kojih funkcija su one nastale. Ono $to nam nekad zna praviti
problem je to da zapravo ne postoji sustavna metoda odredivanja inverza Laplaceove
transformacije i zato ne mozemo biti sigurni da ¢emo ju uspjeti pronaci. Iz tog ra-
zloga, razvile su se razne metode odredivanja inverza, a neki od alata za kojima ¢esto
posezemo kod racionalnih funkcija su svakako rastav na parcijalne razlomke i nadopuna

do potpunog kvadrata.
1 s +1
s(s—1)2 )

Rjesenje. Rastavimo funkciju na parcijalne razlomke. Trazimo konstante A, B i C'
takve da vrijedi

Primjer 1.36. Odredimo

s +1 _A+ B N C
s(s—1)2 s s—1 (s—1)2%

Prethodna jednakost ekvivalentna je s

s>+ 1=A(s—1)*+ Bs(s — 1)+ Cs,
iz Gega, izjednacavanjem slobodnog ¢lana te koeficijenata uz s i s?, dobivamo:
A=1, B=0,C=2.

Stoga, zbog linearnosti inverza Laplaceove transformacije, vrijedi:

-1 82—+1 — -1 1 L
£ <s(5—1)2> £ <s+(3—1)2>
1 1 1 1
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Iz (1.26) znamo da je

a (1.20) nam daje

-1 1 — tot
L ((5—1)2> t (t>0).

Stoga je trazeni inverz, za t > 0, jednak

2
o s7+1

s
L ——|.
<s2—|—23+5>

Rjesenje. Nazivnik dane funkcije ne moze se faktorizirati, pa ¢emo ga u ovom slucaju
nadopuniti do potpunog kvadrata. Vrijedi:

Primjer 1.37. Odredimo

s B s o (s+1) -1
s24+25+5  (s+1)24+4  (s+1)2+4

Stoga, iz linearnosti inverza Laplaceove transformacije, slijedi:
E_l S _ E_l (S + 1) —1
52425 +5 (s+1)2+4
s+1 1
=LY —— | - —
(3—1—1)2-1—4) ((5—1—1)2—1—4)

_ -1 s+1 Ll 2
=L (s+1)2+4> 2~ <(s+1)2+4'

Sada, zbog (1.27) i (1.31) imamo

1
T P
S

a iz (1.28) i (1.31) slijedi

;C_l (ﬁ) = €_t sin 2t (t 2 O)
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Stoga je trazeni inverz, za t > 0, jednak
LY ) —eteos2t — 1e_t sin 2t
s2+2s+5 2

1
—et (cos 2t — 3 sin 215) .
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2 Svojstva Laplaceove transformacije

U prethodnom poglavlju smo naveli i dokazali osnovna svojstva Laplaceove transfor-
macije, no to nije ni priblizno sve. Ona posjeduje jos mnoga bitna svojstva koja ¢emo
u nastavku detaljno prouciti.

2.1 Deriviranje i integriranje Laplaceove transformacije

U ovom odjeljku pokazat ¢emo ¢emu su jednaki derivacija i integral Laplaceovog trans-
formata F' funkcije f. Svojstvo da Laplaceovu transformaciju mozemo derivirati i
integrirati, te pravilo po kojem to mozemo uciniti, bit ¢e nam od velike koristi pri
rac¢unanju transformacija nekih funkcija, sto ¢emo kasnije i pokazati.

Sljeded¢i teorem govori o deriviranju Laplaceovog transformata kao funkcije realne
varijable s.

Teorem 2.1 (O deriviranju slike). Neka je f po dijelovima neprekidna funkcija na
[0, 4+00) i@ eksponencijalnog rasta reda o, i neka je L{f(t)} = F(s). Tada za svaki s € R
takav da je s > «, vrijeds

dn

dsn

F(s) = £{(~1)""f(#)}, neN, (2.1)

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom po n.

Baza indukcije. Kako bismo dokazali tvrdnju za n = 1, funkciju F', po definiciji jednaku

F(s) = / et dt,

deriviramo po varijabli s, te dobivamo

dF_d [~
ds  ds J,

< d
:/0 ge_“f(t) dt
:/Ooo —te ' f(t) dt

= - /Oo te S f(t) dt
0

e S f(t) dt

=—L{tf)} (seR, s>a),

pri ¢emu smo kod druge jednakosti koristili da za s > « Laplaceov integral konvergira
apsolutno pa derivacija i integral komutiraju. Stoga je
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d
L{tf(t)} = —d—F(s) (s€eR, s>a),
s
¢ime je baza indukcije provjerena.
Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

d’I’L
L{t"f(t)} = (—1)"@F(s) (seR, s>a). (2.2)
Korak indukcije. Dokazimo da i za n + 1 vrijedi ista zakonitost, to jest da je
dn+1

L{" () = (—1)”“WF(5) (seR, s>a).

Deriviranjem obiju strana jednadzbe (2.2) po varijabli s, dobivamo

n+1
ad

d n —
SO} = ()" F(s) (s€R, 5> a).

Bududi da je (opet zbog apsolutne konvergencije Laplaceovog integrala):

d n __jz > n _—st
SLp () =+ / e f(t) dt

0

> d
= —t"e S f(t) dt
| e

= /Oo —t-t"e (L) dt
0

= —/ "l () dt (s €R, s> a),

0
slijedi da je

> n —S8 n dn+1
_/0 t" e st f(t) dt = (—1) danF(s) (seR, s>a),

odnosno
dn+1

oot’l’b-‘r]. —st t dt — _1 TL+].
| e =y s

Dakle, dokazali smo da za n + 1 vrijedi

dn+1

dSn+1

L{" ()} = (1) F(s) (seR, s>a).

Stoga, prema aksiomu matematicke indukcije, za svakin € Nis € R, s > «, vrijedi
n n dn
LU f()y = (=1)" 2 (s). o
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Napomena 2.2. MozZe se pokazati da je Laplaceov transformat i analiticka funkcija
te da jednakost (2.1) vrijedi i za sve s € C za koje je Re(s) > a. Taj se dokaz moze
pronaci u [9, str. 126.].

Napomena 2.3. Jednakost (2.1) se moZe zapisati i u ekvivalentnom obliku

c (j—F()) = (1) £ (), (2.3)

zat> 01 f(t) =L HF(s)}.

Laplaceov transformat mozemo i integrirati, a rezultat je jos jedna Laplaceova trans-
formacija. Sljedeéi teorem govori o integriranju Laplaceovog transformata kao funkcije
realne varijable s.

Teorem 2.4 (O integriranju slike). Neka je f po dijelovima neprekidna funkcija na

t
[0, 4+00) @ eksponencijalnog rasta reda «v takva da lim @ postoji, i neka je L{f(t)} =

t—0t

F(s). Tada za svaki s € R takav da je s > a, vrijedi

/OOF(x) dxzﬁ(@).

Dokaz. Po definiciji Laplaceove transformacije, funkcija F' jednaka je

Flz) = / e p ) dt.

0

Integrirajuéi obje strane prethodne jednakosti po x € R, dobivamo

[ rawi= [ ( [ dt> iz
= lim Sw (/OOO e " f(t) dt> de.

Bududéi da integral / e " f(t) dt konvergira uniformno za a < s < x < w, opravdano

0
je zamijeniti redoslijed integracije, iz cega onda slijedi

/ F(z)dx = lim / e " f(t) dt) dx
s wW—r00 0 s

w

o] a

s

o] efxt

= lim
w—r00 0 —_
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oo] —wt —st

. e e
= lim y | ft) - — f(t)_ dt

) oo} _e—st e—wt i
= lim . | Ft) = — f(?f)_Ol75
:/Ooe“@dt— lim /me“twdt

0 t w—oo fg t

— <@>—lim£(®> (SER s>a)
t w—00 t ’ '

Sada iz teorema 1.13 znamo da je

lim E(m) =0,
w—00 t
/OOF(SL’) dxzﬁ(@),

za sve s € R takve da je s > a. O]

pa je zato

Za kraj ovog dijela, bez dokaza navodimo svojstvo koje govori o integriranju Lapla-
ceovog transformata kao funkcije kompleksne varijable s. Dokaz se moze pronadi u [7,
str. 63.].

f(t)

Teorem 2.5. Neka su f it — = po dijelovima neprekidne funkcije na [0,400) i f
f(t)

eksponencijalnog rasta reda o, a t — e eksponencijalnog rasta reda o. Nadalje,

neka je L{f(t)} = F(s) i neka integral / F(x) dx konvergira za sve s € C za koje je

/OOF(:U) dxzﬁ(%w).

U sljedeca dva primjera pokazat ¢emo kako iskoristiti tvrdnje prethodnih teorema
za racunanje Laplaceovih transformacija.

Re(s) > ay. Tada vrijedi

Primjer 2.6. Odredimo L (te'sin2t).
Rjesenje. 1z (1.22) znamo da je

2

£(€t sin 2t) = m

(s € C, Re(s) > 1).
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Sada primjenjujuéi tvrdnju napomene 2.2, dobivamo

. d 2
,C(tet Sin Qt) == —£ (m)

25 — 2
(s2 —2s5+45)?

4s — 4
= [ (s € C, Re(s) > 1).

Primjer 2.7. Odredimo

3t

Rjesenje. Stavimo f(t) = €3 —e 2. Iz linearnosti Laplaceove transformacije te (1.10)

i (1.11), slijedi
1

L =) = F9) = =5~ 5 (s€C Res) > 3).

Primjenom teorema 2.5, za sve s € C za koje je Re(s) > 3, vrijedi

> 1 1
)
s r—3 x+2

= [log(z — 3) — log(z + 2)]

o0

s

s+2|

Preostaje nam izracunati
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Zbog neprekidnosti logaritamske funkcije na svojoj domeni, limes i logaritam komuti-
raju, pa vrijedi:

. xr—3 ) x—3
g}:f&[log () 10%[3220(x+2> Sl =
Stoga je
et — e f(t) s — s+ 2
_— — —_— :—1 ey
E( t ) E( t ®lst2 o8 31

za sve s € C za koje je Re(s) > 3.

2.2 Laplaceova transformacija derivacije i integrala

U mnogim granama matematike javlja se potreba za rjeSavanjem diferencijalnih
jednadzbi. U sljede¢em poglavlju ovoga rada pokazat ¢emo kako se neke od njih mogu
rijesiti pomoc¢u Laplaceove transformacije. Prije toga, moramo znati ¢emu je jednaka
Laplaceova transformacija derivacije funkcije f, o ¢emu nam govore sljedeéi teoremi.

Teorem 2.8 (O deriviranju originala). Neka je f neprekidna funkcija na (0,00) i
eksponencijalnog rasta reda «, i neka je f' po dijelovima neprekidna funkcija na [0, 00).
Tada za svaki s € C takav da je Re(s) > «, vrijedi

L{f' ()} = sL{f()} = f(07).

Dokaz. Metodom parcijalne integracije, dobivamo:

/ e S f'(t)dt = lim [ e ' f'(t)dt
"4s / e " f(t) dt}
J 5

- (lsi—I>I(1) :B_STf(T) — e Pf(8) + s /{; e f(t) dt}

= li (e
dm e ®
T—00 —

= —f(0+)+s/TeStf(t) dt (s €C, Re(s) >a),

0

pri ¢emu smo koristili da za sve s € C za koje je Re(s) = x > «, vrijedi
|6—s7'f(7_)| < e T MeoT = Me—(a:—a)T -0,
kako 7 — oo. Stoga je

L{f')} = sL{f(B)} = £(07), (2.4)
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za sve s € C za koje je Re(s) > a. Takoder, primijetimo da f(0") postoji buduéi da
f/(ot) = lim+ f'(t) postoji. Nadalje, ako je f neprekidna u ¢t = 0, onda je f(0%) = f(0),
t—0

pa jednakost (2.4) prelazi u
L{f(t)} =sL{f(t)} — f(0) (s €C, Re(s) > a). (2.5)
[

Napomena 2.9. Zanimljiva posljedica teorema 2.8 jest ta da L{ f'(t)} moZemo izracunati
i bez da zahtijevamo eksponencijalni rast funkcije f’.

Napomena 2.10. Primijetimo da se, ako je f(0) =0, jednakost (2.5) moze zapisati i
u ekvivalentnom obliku

L™HsF(s)} = f(t), (2.6)
gdje je F(s) = L{f(t)} it > 0.
Moze se dogoditi da funkcija f ima prekid prve vrste. U tom slucaju vrijedi sljedeci
teorem.

Teorem 2.11. Neka je [ neprekidna funkcija na [0,00), osim u tockit = t; > 0 u
kojoj ima prekid prve vrste i eksponencijalnog rasta reda o, i neka je f' po dijelovima
neprekidna funkcija na [0,00). Tada za svaki s € C takav da je Re(s) > «, vrijedi

LU} = sLLF(0)} = f(0) —e ™ (f(tr") = f(t7))-

Dokaz. Metodom parcijalne integracije i uvazavajuci ¢injenicu da funkcija f ima prekid
u tocki t = t; > 0, dobivamo:

/ h e " f(t) dt

0

= lim [ e *'f'(t)dt

T—00 0

T

+s / ' e f(t) dt}
tt 0

~ lim {e_sh Ft7) = FO) + e f(7) — e (1) + 5 / 0 dt}.

= lim {e“ f(t)‘: +e (1)

T—00

T—00 0
Stoga je

L{F O} = sL{f()} = F(0) — e (f(tr") — f(t17)), (2.7)
za sve s € C za koje je Re(s) > a. Generalno, ako f ima prekid u kona¢no mnogo

tocaka ti,ta,...,t, za koje je 0 < t; <ty < ... < t,, onda vrijedi
L{F WO} = sL{F (O} = £(0) = Y _e ™ (F(t*) = f(tr 7)), (28)

k=1

za sve s € C za koje je Re(s) > a. O
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Napomena 2.12. Ako pretpostavimo da je f' neprekidna na [0,00) i eksponencijalnog
rasta reda o, onda isto vrijedi © za samu funkciju f.

Bududéi da je f’ eksponencijalnog rasta reda a, za t > tg i o # 0, vrijedi
()] < Me.
Takoder je, po osnovnom teoremu integralnog racuna

£(t) = / F(r) dr + f(to).

Stoga, za funkciju f i o #£ 0, vrijedi:

0l-| / ) dr+ (i)

< / £ dr + | £(t)

t
<M / e dr + | (to)]
to

< Ce™,  t>t,.

Za a=0je |f(t)] < C, pa dobiveni rezultat vrijedi i za oo = 0.

U svrhu pronalaska rjesenja diferencijalne jednadzbe, trebat ¢emo racunati i £{f"},
L{f"},... Pretpostavimo da, uz odgovarajuée uvjete, mozemo primijeniti formulu
(2.5). Tada za f” vrijedi sljedece:

L")} = sLLf ()} = f(0)
= s(sL{f(t)} — f(0)) — f'(0)
= s°L{f(t)} — sf(0) — f'(0).
Analogno,
L{" (@)} = sLLf" (@)} = £7(0)
= SSL{f(t)} — s*£(0) — sf'(0) — f"(0).

Uz odredene pretpostavke na glatkocu i brzinu rasta funkcije f, sukcesivnom primjenom
teorema 2.8 dolazimo do izraza za Laplaceovu transformaciju n-te derivacije funkcije f
koji je dan u idu¢em korolaru.
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Korolar 2.13. Neka su f, f/,..., f™V neprekidne funkcije na (0, 00) i eksponencijal-
nog rasta reda o, i neka je f po dijelovima neprekidna funkcija na [0,00). Tada za
svaki s € C takav da je Re(s) > «, vrijedi

L{fM0) = s"L{F(O)) = " F(0) = s"2F(0) — ... = f70(0). (2.9)
Dokaz se provodi matematickom indukcijom po n.

Sljedeci rezultat govori o Laplaceovoj transformaciji odredenog integrala funkcije
f, a koristi se pri rjesavanju odredenih integrala koji se ne mogu odrediti standardnim
metodama integracije.

Teorem 2.14 (O integriranju originala). Neka je f po dijelovima neprekidna funk-
cija na [0,00) i eksponencijalnog rasta reda o, i neka je

:/Otf(u) du

zat > 0. Tada za svaki s € C takav da je Re(s) > «, vrijedi

£lo(0)} = LU0}, (2.10)

Dokaz. Lako se provjeri da je g po dijelovima neprekidna funkcija na [0, 00) i ekspo-
nencijalnog rasta reda «. Naime, za svaki t > t, vrijedi

t)lz‘/otf(U)du S/Otlf(U)ldu

/ Me* du = —e

M M
o a

«

Dakle, Laplaceova transformacija funkcije g postoji. Buduéi da je ¢ = f (osim u
tockama u kojima funkcija f ima prekid), koriste¢i (2.5) imamo

L{g'(8)} = sL{g(t)} — g(0)
— sL{g(t)} - / £(u) du

=sL{g(t)} (s€C, Re(s)>a),

to jest
L{f(t)} =sL{gt)} (s€C, Re(s)>a).
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Dakle, za sve s € C za koje je Re(s) > a, vrijedi

Lig()} = LT}, =

Uoc¢imo da prema svojstvima iz teorema 2.8 i teorema 2.14, Laplaceova transfor-
macija prevodi deriviranje i integriranje funkcije u mnozenje, odnosno dijeljenje sa s.
Zbog toga se, u odredenoj literaturi, ti teoremi nazivaju O mnoZenju, odnosno O dije-
ljenju. Kasnije ¢emo vidjeti kako pomocu toga neke tipove diferencijalnih jednadzbi
svesti na algebarske. Zasad rijesimo dva primjera u kojima ¢emo ih iskoristiti kako
bismo pronasli Laplaceovu transformaciju dane funkcije.

Primjer 2.15. Odredimo E(Sin2 wt) 7 E(cos2 wt), w € R.

RjeSenje. Za f(t) = sin® wt je f'(t) = 2wsinwt coswt = wsin2wt. Koristedi (2.5),
sada imamo

L(wsin2wt) = sL(sin® wt) —sin* 0 = sL(sin® wt) (s € C, Re(s) > 0).
Stoga je, zbog (1.17)

L (sin2 wt) = % L (w sin 2wt)

_ v L’(sin 2wt)
S

W 2w

s 82 4+ dw?

2
- (s € C, Re(s) > 0).

$3 + 4sw?

Nadalje, za g(t) = cos® wt je f'(t) = —2wsinwt coswt = —w sin 2wt. Koristeéi (2.5),
sada imamo

E( — wsin Zwt) = sl <C082 wt) —cos?0

=sL(cos®wt) =1 (s € C, Re(s) > 0).
Stoga je, zbog (1.16)

2oy Lo 1
E(cos wt) =3 ,C( wsm2wt) + .

w . 1
= E(sm?wt) + =

S

w 2w +1

s 24+4w? s
5% + 2w?

= m (S S (C, RG<S) > 0)
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Primjer 2.16. Odredimo

E(/Ot(sin27'+e_37) dT>.

¢

RjeSenje. Stavimo f(t) =sin2t +e 3" i g(t) = / f(7) dr. 1z linearnosti Laplaceove
0

transformacije te (1.17) i (1.11), slijedi

2 n 1
s24+4 s+3

L(sin2t+ e %) = F(s) = (s € C, Re(s) > 3).

Stoga je, zbog (2.10)

E(/t (sin27 +e7°7) d7'> = é F(s)

1 2 1
§<32—|—4+s+3> (s € C, Re(s) > 3).

2.3 Granicne vrijednosti

Kao sto je ve¢ naglaseno, vazan alat za rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi
je upravo Laplaceova transformacija. Nakon pronalaska rjeSenja transformirane je-
dnadzbe, inverznim postupkom dolazimo do rjesenja pocetne jednadzbe. Prilikom
toga, nerijetko se javljaju teskoée u odredivanju spomenutog inverza. Srec¢om, uvid u
ponasanje rjesenja mozemo dobiti i bez rjesavanja diferencijalne jednadzbe ispitivanjem
ponasanja funkcije f za jako velike, odnosno jako male vrijednosti realne varijable t.
Drugim rijecima, pokazat ¢emo da je ponekad moguce odrediti grani¢no ponasanje
funkcije f kada t — 0 ili ¢ — oo ¢ak i ako nam funkcija f nije eksplicitno zadana.
Sljedeca dva teorema nam govore o tome.

Teorem 2.17 (O pocetnim vrijednostima). Pretpostavimo da funkcije f i f' zado-
voljavaju uwvjete teorema 2.8, i neka je F(s) = L{f(t)}. Tada vrijedi

f(0) =lim f(t) = lim sF(s). (2.11)

t—0 Re(s)—o0

Dokaz. Prema teoremu 2.8 imamo

L{f'()} = sF(s) = £(0),

za sve s € C za koje je Re(s) > a. Nadalje, iz teorema 1.13 slijedi

lim L{F(0} = Jim (sF(s) = £(0)) = 0.

Re(s)—o0 )—00
odakle je
f(0)=_Tlim sF(s). O

Re(s)—o0
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Teorem 2.18 (O krajnjim vrijednostima). Pretpostavimo da funkcije f i f' zado-
voljavaju uvjete teorema 2.8, i neka je F(s) = L{f(t)}. Nadalje, neka limes tlim f(t)
— 00

postoji (kao konacan broj). Tada za svaki s € C takav da je Re(s) > 0, vrijedi

lim f(t) = lim sF(s).

t—o0 Re(s)—0

Dokaz. Uocimo da postojanje limesa tlim f(t) govori da je funkcija f omedena. Stoga,
—00

njezin eksponencijalni red jednak je 0. Prema teoremu 2.8, vrijedi

L{f'()} = sF(s) = £(0),

za sve s € C za koje je Re(s) > 0. Pustimo li na obje strane gornje jednakosti da
Re(s) — 0, dobivamo

lim L£{f'(t)} = lim sF(s)— f(0). (2.12)

Re(s)—0 Re(s)—0

Takoder je

lim L£{f'(t)} = lim h e " f(t) dt

Re(s)—0 Re(s)—0 Jg

_ /Ooo £(t) dt

= lim Tf’(t) dt

T—=00 J
= lim f(r) = £(0)
— lim f(t) ~ (0),

iz ¢ega, izjednacavanjem s (2.12), slijedi

lim f(t) = lim sF(s),

t—o0 Re(s)—0

za sve s € C za koje je Re(s) > 0. O
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2.4 Konvolucija

Neka je H Laplaceova transformacija neke funkcije te neka su f i g originali. Ako je
F=L{f}, G=L{g} te H=F -G, postavlja se pitanje je li funkcija H dobivena kao
Laplaceova transformacija produkta f-g, odnosno vrijedili £L{f-g} = L{f}-L{g}. Lako
se pokaze da to opcenito ne vrijedi. Iz tog razloga, uvodimo poseban oblik mnozenja
funkcija kojega ¢emo nazivati konvolucija.

Konvolucija dviju funkcija f i g definiranih za ¢t > 0, jedan je od oblika integralne
transformacije. Buduéi da se Laplaceova transformacija primjenjuje pri rjeSavanju in-
tegralnih jednadzbi konvolucijskog tipa, u nastavku ¢emo se upoznati s konvolucijom i
njezinim svojstvima.

Definicija 2.19. Konvolucija funkcija f,g:[0,00) — R, u oznaci f*g, je funkcija
dana s

(ﬂ@@zlfmw—ﬂﬁ (2.13)

Konvolucijski integral (2.13) postoji ukoliko su f i g po dijelovima neprekidne funkcije.
Takoder, ¢esto se pojavljuje i u fizici gdje ima primjenu u opisivanju fizikalnih sustava
kod kojih ponasanje sustava ne ovisi samo o stanju sustava u trenutku ¢, ve¢ i o stanju
sustava prije tog trenutka.

Za pocetak navedimo temeljna svojstva konvolucije koja se lako mogu dokazati
jednostavnim integralnim racunom. Za po dijelovima neprekidne funkcije f,g,h :
[0, 00) — R, vrijedi:

(i) kvaziasocijativnost
o(fxg)=cfrg=[xcg cER,

(7i) komutativnost
frg=gx/,

(7i) asocijativnost
frlgxh)=(f*g)h,

(iv) distributivnost
fx(g+h)=fxg+ f=h.

Vidimo da konvolucija ima neka zajednicka svojstva s obi¢nim mnozenjem, ali postoje
svojstva mnozenja koja ne vrijede za konvoluciju.

Primjer 2.20. PokazZimo da opéenito ne vrigedi fx1 = f.

Rjesenje. Po (2.13), lako se vidi da je
(10 = [ £)-1ar £ £
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Tako operacija konvolucije nalazi svoju primjenu u raznim podrucjima, nas ¢e ipak
najvise zanimati kako nam ona pomaze u ra¢unanju inverzne Laplaceove transformacije
produkta dviju funkcija, ako znamo inverznu transformaciju svakog od faktora. Konvo-
lucija posjeduje jedno vrlo znacajno svojstvo u vezi s Laplaceovom transformacijom,
a to je da je Laplaceova transformacija konvolucije dviju funkcija jednaka produktu
njihovih Laplaceovih transformacija. O tome nam govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.21 (O konvoluciji). Neka su f i g po dijelovima neprekidne funkcije na
[0,00) i eksponencijalnog rasta reda o, odnosno B. Tada za svaki s € C takav da je
Re(s) > max{a, #}, vrijedi

L{f g} = L{f}- L{g}. (2.14)

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti, pretpostavimo da je a > (. Tada je i funkcija g
eksponencijalnog rasta reda «. Nadalje, neka su

F(s) = L{f(1)} = / T e (r) dr i G(s) = L{g()} = / ey () do,

za s € C, Re(s) > max{«, f}. Tada imamo

F(9)-GGs) = | e () dr / T e g(v) dv

_ /0 ” < /0 e ) £ () g(v) dv) dr.

Supstitucijom ¢t = 7 + v za fiksni 7, dobivamo dt = dv, pa je sada

F(s)-G(s) = /000 (/OO e f(m)g(t — 1) dt) dr. (2.15)

T

Neka je funkcija g definirana tako da je g(t) = 0 za sve t < 0. Onda je g(t —7) = 0 za
sve t < 7, pa (2.15) mozemo zapisati kao

F(s)-G(s) = /0 h /0 T et (gt — 7) di dr.

Buduéi da su, po pretpostavci, f i g po dijelovima neprekidne funkcije na [0, 00) i
eksponencijalnog rasta reda «, njihov Laplaceov integral konvergira apsolutno. Stoga

/OOO /0°° e f(7)g(t — 7)| dt dr

takoder konvergira, Sto nam omogucuje zamjenu redoslijeda integracije. Sada je
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F(s) - G(s) = L{f(t)} - L{g(t)}

_ /OOO /OOO e () g(t — 7) dr dt

:/0 (/Ote_Stf(T)g(t—T) m) dt
:/OooeSt(/Otf(T)g(t—T) dr) dt

= L{(f *g)#)},
za sve s € C za koje je Re(s) > max{a, 5}. O
Napomena 2.22. Jednakost (2.14) se moze zapisati i u ekvivalentnom obliku
L7HE(s) - G(s)} = (f*9)(1), (2.16)
vat >0 f(t) = LHEF(s)), g(t) = L7HG(s)}

U sljede¢em primjeru ¢emo odrediti inverznu Laplaceovu transformaciju funkcije
pomocu jednakosti (2.16).

Primjer 2.23. Koristeéi jednakost (2.16), odredimo

()

Rjesenje. Zapisimo izraz

S
(7 + 1
kao
1 S
52+ 4 s24+4
te stavimo
1 S
F(s) = ——1G(s) = ——.
(S> s24+4 ' <S> s2+4

Stoga je, zbog (1.28) i (1.27), redom

B oo v 12 1
f@)=LH{F(s)} =L <32+4>_§£ <32+4>—§sm2t (t>0)
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_ _ S
g(t) = L HG(s)} =L <s2 +4> =cos2t (t>0).
Sada koristeci (2.16) i (2.13), dobivamo
s 1 [
£ [CEwE = 5/ sin27 cos2(t —7)dr (¢ >0). (2.17)
$ 0
Prisjetimo se sada trigonometrije i jedne od formula pretvorbe zbroja u umnozak koja

glasi
1
sin Acos B = §(sin(A + B) +sin(A — B)).

Stavimo i A =271 B = 2(t — 1), tada jednakost (2.17) postaje

. s I .
L (W) = Z/o sin 2t + sin(4r — 2t) dr

1 "o '
= —| sin2t 7| — —cos(4r — 2t)

4 0 4 0

: (tsin2e L cosat 21))
= — Sin — — |\ COS — COS

4 4

1
= 7 (sin2t (t > 0).

Stoga je trazeni inverz, za t > 0, jednak

S 1
£ —2 ) = Zsinor
((52+4)2> g o
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3 Primjena na rjeSavanje obic¢nih diferencijalnih je-
dnadzbi

U prethodnim poglavljima smo definirali Laplaceovu transformaciju te naveli i dokazali
njezina najvaznija svojstva, a sada je vrijeme da to sve primijenimo na odredenom pro-
blemu. Spomenuli smo kako Laplaceova transformacija ima brojne i vazne moguénosti
primjene u matematici, fizici, elektrotehnici i drugdje. No, kao sto smo prethodno i na-
javili, mi ¢emo se ograni¢iti na jednu njezinu vaznu primjenu u matematici, a odnosi se
na rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Cinjenica da ée Laplaceova transforma-
cija biti zgodan alat za rjesavanje odredenih tipova diferencijalnih jednadzbi zapravo
i ne zacuduje mnogo, budué¢i da smo u prethodnom poglavlju vidjeli da uzimanjem
Laplaceove transformacije derivacije funkcije, derivacija “nestaje”. U ovom poglavlju
¢emo se detaljno posvetiti tome. No, prije toga, dajmo kratak pregled osnovnih pojmo-
va koji ¢e nam ovdje biti potrebni.

Diferencijalne jednadzbe su jednadzbe u kojima se, osim nepoznate funkcije koju
je potrebno odrediti, pojavljuju i njezine derivacije. Ukoliko se radi o funkciji jedne
varijable, govorimo o obi¢nim diferencijalnim jednadzbama i njima ¢emo se u nastavku
detaljnije baviti. U slucaju funkcije vise varijabli, govorimo o parcijalnim diferencijal-
nim jednadzbama. Red diferencijalne jednadzbe jednak je najvisem stupnju derivacije
koja se u njoj pojavljuje. U ovisnosti o redu, dijelimo ih na diferencijalne jednadzbe
prvog ili viseg reda.

Opcenita obi¢na diferencijalna jednadzba n-tog reda je jednadzba oblika
F(ty,y,...,y"™)=0

koja povezuje nezavisnu varijablu ¢, nepoznatu funkciju jedne varijable y(t) i njezine
derivacije v/(t),y"(t),...,y"™(t). F oznacava poznatu funkciju vise varijabli, a cilj je
pronadi funkciju y(t) koja zadovoljava danu diferencijalnu jednadzbu (varijablu ¢ uz y
¢emo u nastavku najcesce izostavljati).

3.1 Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koefici-
jentima

Zbog svojstva linearnosti koje posjeduje Laplaceova transformacija, njome se ne mogu
rjeSavati opc¢enite diferencijalne jednadzbe, na primjer jednadzbu

(y’)3 +y =sint

ne mozemo rijesiti pomoc¢u Laplaceove transformacije. Iz tog razloga nas ¢e posebno
zanimati jednadzbe oblika

an(O)y™ + a1 ()Y + .+ ()Y + ao(t)y = (1), (3.1)

gdje su ay, an_1,...,a1,ay funkcije nezavisne varijable t i ag # 0, a nazivamo ih line-
arnim diferencijalnim jednadzbama. Funkciju f(t) s desne strane jednadzbe (3.1)
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nazivamo funkcijom smetnje. Ako je f(¢t) = 0, kazemo da je linearna diferencijalna
jednadzba homogena. Ako je f(t) # 0, kazemo da je linearna diferencijalna jednadzba
nehomogena. Nadalje, ako su u jednadzbi (3.1) a,,a,_1,...,a1,ao konstantne funk-
cije, tada govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi s konstantnim koefi-
cijentima,

any™ 4 an_1y ™Y + b ayy +agy = f(t). (3.2)

Laplaceova transformacija bit ¢e korisna upravo pri rjesavanju jednadzbi tog oblika.

Napomena 3.1. Opéenito, jednadzba (3.1) ima beskonacno mnogo rjesenja. Pretpo-
stavimo li jos da y zadovoljava pocetne uvjete

y(o) = Yo, y/(O) =Y, -+, y(n_z)(()) = Yn—-2, y(n_l)(o) = Yn—-1, (33)
tada (3.1) zajedno s (3.3) ¢ini Cauchyjevu ili poéetnu zadaéu koja ima jedinstveno

rjesenje.

Promotrimo sada linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda s konstantnim ko-
eficijentima a, b, c € R,
ay” + by’ +cy = f(t),

uz pocetne uvjete y(0) = Aiy/'(0) = B. Pretpostavimo da f zadovoljava uvjete teorema
1.12 (o egzistenciji), a rjesenje y uvjete korolara 2.13. U tom slucaju ima smisla uzeti
Laplaceovu transformaciju lijeve i desne strane dane jednadzbe, pa koristeéi svojstvo
linearnosti, dobivamo

L{ay” + by + ey} = al{y"} + bLLY'} + cL{y} = L{f(1)}.
Na osnovi jednakosti (2.9) i zadanih pocetnih uvjeta, vrijedi:
L{y'} = sL{y} —y(0) = sL{y} — 4,
L{y"} = s L{y} — sy(0) —y'(0) = s°L{y} — sA— B.
Uvrstavanjem dobivenih izraza za £{y'} i £{y"}, sada imamo
a(s*L{y} —sA— B) + b(sL{y} — A) + cL{y} = L{f (D)},

odnosno

(as® +bs+c)L{y} = L{f(t)} + aAs + aB + bA.

Odatle dobivamo Laplaceovu transformaciju trazenog rjeSenja

Ciy} L{f(t)} -I—aAs—I—aB—I—bA'

as® + bs + ¢
Prema tome, rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe dobivamo odredivanjem inverzne
Laplaceove transformacije

Y= £_1{£{f(t)}+aAs+aB—|—bA}‘

as?+bs+c
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Naravno, za linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima reda viseg
od n = 2, racun provodimo analogno.

Napomena 3.2. Postupak rjesavanja linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim
koeficijentima Laplaceovom metodom moZemo saZeti u sljedeca tri koraka.

1. Primijenimo Laplaceovu transformaciju na obje strane jednadzbe. Dobivamo tzv.
transformiranu jednadzbu.

2. Iz algebarske jednadzbe odredimo Laplaceov transformat rjesenja.

3. Odredimo rjesenje polazne jednadzbe primjenom inverzne Laplaceove transforma-
cyje.
Osnovna ideja opisanog ra¢una je da se dana diferencijalna jednadzba djelovanjem
Laplaceove transformacije svede na algebarsku koja je znatno laksa za rjeSsavanje od
pocetne. Ipak, ni to nije uvijek jednostavan posao buduéi da na kraju, kako bismo

dobili rjesenje polazne jednadzbe moramo pronaci inverz Laplaceovog transformata,
Sto zna biti itekako zahtjevno.

Nadalje, uo¢imo da diferencijalne jednadzbe mozemo rjesavati na ovaj nacin samo
ako funkcija smetnje f u jednadzbi (3.2) zadovoljava uvjete teorema 1.12, a rjeSenje
y uvjete korolara 2.13. Primjenu Laplaceove transformacije na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima nam pomaze opravdati sljedeca
¢injenica. Naime, moze se pokazati da ako je f neprekidna i eksponencijalog rasta,
onda je i y takoder neprekidna i eksponencijalnog rasta. O tome nam govori sljedeci
teorem.

Teorem 3.3. Neka je zadana linearna, nehomogena diferencijalna jednadzba n-tog reda
s konstantnim koeficijentima

any™ + an1y" Y + L+ ary + agy = f(1).

Ako je f neprekidna na [0, 00) i eksponencijalnog rasta, onda je iy takoder neprekidna
na [0, 00) i eksponencijalnog rasta.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati za n = 2 bududi da za jednadzbe reda viseg od 2 dokaz
provodimo na slican nacin.

Za jednadzbu
ay’ +by' +cy=f(t) (a,b,ceRa#0),

neka je
yn = Ciyr + Coyp

opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe ay” + by’ + cy = 0, gdje su y; i yo dva
njezina linearno nezavisna rjesenja i C7, Cy konstante. Neka su mq, my € C nultocke
karakteristi¢nog polinoma aA? + b\ + c. Tada su funkcije y; i yo dane s:

(i) ako su my,my € Rimy # msy, onda su y; = €™ i yy = ™2
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(i1) ako su my,my € Rimy =my(=m), onda suy; = e™ iy, = te™;
(111) akosum; = a+Bi,my = a—pi,«, 3 € R, ondasu y; = e* cos St iy, = e sin ft.

Svaka od iznad navedenih funkcija vy, s je eksponencijalnog rasta, pa je i y, takoder
eksponencijalog rasta i neprekidna na [0, co).

Partikularno rjesenje y, polazne jednadzbe mozemo prona¢i metodom varijacije
konstanti. Neka je v, oblika

yp = Cr(t)yr + Ca(t) 1,
gdje funkcije C(t) i Cy(t) odredujemo iz sustava

CY(t)y1 + Cy' (t)y2 = 0
CY' () + C )y = f(1).

Buduéi da su y; iy, linearno nezavisni, determinanta matrice sustava (3.4) (Wronskijan)

(3.4)

W(y1,y2) = ‘yll V2

" y2’ = ylyzl - y1/y2

razli¢ita je od nule, pa u tom slucaju imamo
—y2/(t) : yif(t)
C/'(t)= ——— i GC)t)=——"—.
! ( ) aw(ylay2> ? ( ) aw<ylay2>

U sva tri slucaja (i), (ii), (iii), determinanta W (yy, y2) ¢e biti oblika Me™*, odnosno ta
¢e funkcija biti eksponencijalnog rasta. Buduci da je produkt funkcija eksponencijalnog
rasta takoder eksponencijalnog rasta, zakljuéujemo da su funkcije Cy" i C5" eksponen-
cijalnog rasta i neprekidne na [0,00). Isto vrijedi i za funkcije C; i Cy (napomena
2.12).

Konac¢no, opce rjesenje polazne jednadzbe je funkcija y dana s
Yy=9yn+ Yp-

Vidimo da je ona neprekidna na [0, 00) 1 eksponencijalnog rasta (jer su yp, i v, ekspo-
nencijalnog rasta), a to je upravo ono sto smo zeljeli dokazati. O

Napomena 3.4. PokaZimo da je za n = 2 koristenje Laplaceove transformacije pri
rjesavanju jednadzbe (3.2) zaista opravdano teoremom 3.3. Stovise, ne samo da je
Y = yn + yp neprekidna na [0, 00) i eksponencijalnog rasta, nego to vrijedi i za

Y=y +yp =y + (01’91 + Ciy' + Coya + Czy2/),

pa onda i za
1
y' == () = by —ey).

Pretpostavke korolara 2.13 su ocito zadovoljene, ¢ime smo opravdali primjenu Laplace-
ove transformacije pri rjesavanju jednadzbe (3.2).
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Prema tome, za primjenu Laplaceove transformacije potrebno je jedino da funkcija
smetnje f u jednadzbi (3.2) zadovoljava uvjete teorema 1.12; $to samo po sebi predsta-
vlja prednost u odnosu na ostale metode rjesavanja diferencijalnih jednadzbi.

Napomena 3.5. Uocimo da rjesenje Cauchyjeve zadace y = y(t) dobiveno Laplace-
ovom transformacijom vrijedi za t > 0. Generalno, ono vrijedi i za sve t € R, naravno
pod pretpostavkom da je to domena funkcije f.

Sada kada smo upoznati s postupkom i uvjetima primjene Laplaceove transformacije
pri rjesavanju linearnih diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima, rijesimo
nekoliko primjera. Naglasimo da ¢e u svakom od njih funkcije smetnje zadovoljavati
uvjete teorema 1.12, pa tu ¢injenicu ne¢emo dodatno naglasavati.

Primjer 3.6. Rijesimo Cauchyjevu zadacu
y" + 4y = sint, y(0) =4/(0) = 0.

Rjesenje. Primijenimo Laplaceovu transformaciju na zadanu jednadzbu. Koristeci
svojstvo linearnosti, dobivamo

L{y"} +AL{y} = L{sint}.
Na osnovi jednakosti (2.9) i zadanih pocetnih uvjeta, vrijedi
L{y"} = s*L{y} — sy(0) — y'(0) = s*L{y}.

Uvrstavanjem dobivenog izraza za L£{y"} te primjenjujuéi (1.17), sada imamo

s*L{y} +4L{y} =

?

s2+1

odnosno {

L = :
W= e
Odredili smo Laplaceovu transformaciju trazenog rjesenja. Rjesenje polazne jednadzbe
dobivamo odredivanjem njezinog inverza

1 1
y="~£ ((s2+4)(s2+1)>'

Rastavimo funkciju na parcijalne razlomke. Trazimo konstante A, B, C'i D takve da
vrijedi

1 _As+B+C's+D
(s2+4)(s2+1) s2+4 2417

Prethodna jednakost ekvivalentna je s

1= (As+ B)(s*>+ 1) + (Cs + D)(s* + 4),
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iz Gega, izjednacavanjem slobodnog ¢lana te koeficijenata uz s, s? i s®, dobivamo:

1 1
A=0,B=—-,C=0,D=_.
I 37 ) 3

Stoga, zbog linearnosti inverza Laplaceove transformacije i primjenom (1.28), slijedi

1
o -1
v=r (<52+4><s2+1>>
IEPSYER U EOSTAE
- 3£ (32—1—4>+3£ (32—1—1)
(2 ) e
N 6‘C (52+4>+3£ (52+1>

1. L.
:—ésm2t+§smt (tZU)-

Prema tome, konacno rjesenje polazne jednadzbe je

1. 1.
y:§smt—éstt (tER).

Primjer 3.7. Rijesimo Cauchyjevu zadacu
y'+2y =1y =¢*  y(0)=1,y'(0) =0.

Rjesenje. Primijenimo Laplaceovu transformaciju na zadanu jednadzbu. Na osnovi
jednakosti (2.9) i zadanih pocetnih uvjeta, vrijedi

L{y'} = sL{y} —y(0) = sL{y} — L,
L{y"} = s*L{y} — sy(0) — ¢/ (0) = s°L{y} — 5.

Uvrstavanjem dobivenih izraza za L{y'} i L{y"} te primjenjujudi (1.10), pritom uvazava-
juéi linearnost Laplaceove transformacije, dobivamo

s’ L{y} — s+ 2sL{y} —2 - 15L{y} = é
(s* +2s = 15)L{y} —s—2= 312
(s = 3)(s +5)L{y} = SS __23

s —3

(s—3)(s—2)(s+5)

L{y} =
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Odredili smo Laplaceovu transformaciju trazenog rjesenja. RjeSenje polazne jednadzbe
dobivamo odredivanjem njezinog inverza

1 s —3
y=~ ((5—3)<3_2)(3+5>>'

Rastavimo funkciju na parcijalne razlomke. Trazimo konstante A, B i C' takve da
vrijedi

s2—3 A B C

(s —3)(s —2)(s+5) 5—3+5—2+5+5'

Prethodna jednakost ekvivalentna je s

2 —3=A(s—2)(s+5)+ B(s—3)(s+5)+C(s—3)(s — 2),
iz ¢ega, izjednac¢avanjem slobodnog ¢lana te koeficijenata uz s i s2, dobivamo:

3 1 11
A=-B=——-,C=—.
4’ 7 28
Stoga, zbog linearnosti inverza Laplaceove transformacije i primjenom (1.10) te (1.11),
slijedi

1 s*—3
y==~r ((3—3)(3—2)(s+5)>

3 1 11
= DBt 2y o bt

e (20

Prema tome, konacno rjesenje polazne jednadzbe je

y = §e3t_162t+2675t

1 - 5 (t eR).

Jos jedna prednost Laplaceove metode jest ta da se njome, za razliku od uobicajene
metode rjesavanja diferencijalnih jednadzbi, mogu rjesavati diferencijalne jednadzbe
kod kojih funkcija smetnje f ima prekid. To je ilustrirano na sljede¢em primjeru.

Primjer 3.8. Rijesimo Cauchyjevu zadacu
y'+y =M Hu(t), y(0) =0, y'(0) =1,

gdje je H, Heavisideova step funkcija, a M > 0 konstanta.
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Rjesenje. Primjenom Laplaceove transformacije na obje strane zadane jednadzbe, iz
jednakosti (2.9), zadanih pocetnih uvjeta te (1.25), dobivamo

—as

SL{y} — 1+ L{y}y = M- —
(2 +1)C{y} —1=M- e;
1 67(18

M= M ey

Rjesenje polazne jednadzbe dobivamo odredivanjem inverza

1 670,8
=L M ——-
Y <82+1 * 3(32—|—1)>

Iz (1.28) znamo da je

Kako bismo odredili

£ <3(32 + 1))

primjenjujemo rastav na parcijalne razlomke. Trazimo konstante A, B i C takve da
vrijedi
1 A Bs+C

s(s?+1) 3—'—324—17
sto je ekvivalentno s
1=A(s*+ 1)+ Bs®> + Cs.

Izjednacavanjem slobodnog ¢lana te koeficijenata uz s i s, dobivamo:
A=1, B=-1,C=0.

Uvazavajuéi linearnost inverza Laplaceove transformacije i primjenom (1.27), (1.32) te

(1.33), imamo
—1 e _ pr—1 1 o S —as
£ <3(32+1)>_£ ((s 32+1>6 >
_ —1 e—as _ —1 S —as

= H,(t) — Hy(t)cos(t —a) (¢t >0).
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Prema tome, konacno rjesenje polazne jednadzbe je
y=sint+ M- H,(t)(1 —cos(t —a)) (t€R),
ili drugacije zapisano

- sint, t<a
y= sint + M (1 — cos(t —a)), t>a.

Moze se dogoditi da nam pocetni uvjeti (3.3) jednadzbe (3.2) nisu odredeni. U tom
slucaju, Laplaceovu transformaciju svejedno mozemo iskoristiti kako bismo dobili opce
rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe.

Primjer 3.9. Nadimo rjesenje diferencijalne jednadzbe

y1/+y — e—t

gdje su pocetni uvjeti y(0) = yo iy’ (0) = y1 neodredeni.

Rjesenje. Laplaceova transformacija obje strane gornje jednadzbe nam daje

1
2
L{y} — syo — 1 + L{y} = ——
s“L{y} — syo —y1 + L{y} s+ 1
1
2o DL{yy —syo— 1 = ——
(s* + 1) L{y} — syo — n e
1 SYo U1
(s+1)(32+1)+52+1+s2+1’

L{y} =

gdje smo iskoristili jednakosti (2.9) i (1.11). RjeSenje polazne jednadzbe dobivamo
odredivanjem inverza

- 1 SYo Y1
=Lt
Y ((s+1)(32+1)+82+1+s2+1>

1 S 1
_ 1 —1 —1
=L ((S+1>(s2+1)>+yo£ <82+1>—|—y1£ <s2+1>'

Iz (1.27) znamo da je

a iz (1.28) je




Kako bismo odredili

. 1
£ ((s—i— 1)(s% + 1))

primjenjujemo rastav na parcijalne razlomke. Trazimo konstante A, B i C' takve da
vrijedi
1 A Bs+C

GADEEF+1) s+l 24l

Primjenom veé¢ dobro poznate metode, dobivamo:

1 1

2’ 2

1
2 )
Uvazavajuéi linearnost inverza Laplaceove transformacije i primjenom (1.11), (1.27) te
(1.28), imamo

1 1 1 S 1 1
— —E_l . —E_l —E_l

2 s+1> 2 <32+1>+2 s2+1
= Lt Lot 4 Tsint (t>0)
—26 2cos 2sm >0).

Prema tome, opce rjeSenje polazne jednadzbe je

1 1 1
Y= Ee_t — EcostjL Esint+yocost+ylsint

1 1 1
— 56_t+ (yg — 5) cost + (y1 + 5) sint (¢ € R),

odnosno 1
Yy = §e*t + Cycost+ Cysint (t € R),

za neke realne konstante Cy i C7, bududi da yo i y; mogu poprimiti bilo koje (pro-
izvoljne) vrijednosti.

Sljedeci tip diferencijalne jednadzbe, odnosno problema u ¢ijem nam rjeSavanju
koristi Laplaceova transformacija, je tzv. granic¢ni problem. Grani¢ni problem vrlo je
slican prethodno rjeSsavanoj Cauchyjevoj zadaci, osim Sto su njegovi uvjeti specificirani
u ekstremima (tj. granicama) funkcije smetnje f, odnosno poznate su vrijednosti y(¢) u
dva slucaja - kada je varijabla ¢ jednaka tocki u kojoj f postize svoj minimum i kada je
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ona jednaka tocki u kojoj f postize svoj maksimum. Za razliku od toga, u Cauchyjevoj
zadadi su uvjeti specificirani u istoj vrijednosti nezavisne varijable ¢, a ona je jednaka
donjoj granici domene, odnosno njezinoj pocetnoj vrijednosti (odatle termin pocetna
zadaca). U nastavku donosimo jedan tipi¢ni primjer grani¢nog problema.

Primjer 3.10. Rijesimo granicni problem
" _ . ™\
y" + 9y = cos 2t, y(0) =1, y(g) = —1.

Rjesenje. Buduéi da vrijednost y'(0) nije zadana, stavimo 3/'(0) = a. Laplaceova
transformacija obje strane gornje jednadzbe nam daje

2 e __ 5
s“L{y} — s —a+9L{y} a7
9 B s
(s +9)£{y}—s+a+52+4
s+a S

= a et o

Rjesenje polazne jednadzbe dobivamo odredivanjem inverza

_ s+a+ s
v 249 (s2+9)(s*+4)

1 S a , 4 3 1 S
=L <32+9>+§£ (32+9>+£ ((s2+9)(s2+4))'

Iz (1.27) znamo da je

a iz (1.28) je

Kako bismo odredili

primjenjujemo rastav na parcijalne razlomke. Trazimo konstante A, B, C'i D takve da
vrijedi
s _As+B  Cs+D

(s2+9)(s2+4) s2+49 - 244
Primjenom ve¢ dobro poznate metode, dobivamo:

1
A=—-,B=0,C=
57 )

. D=0.

O] =
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Sada imamo

-1 $ L 38 59
£ (s2+9)(s2+4) =L 52+9+52+4

B 1., s 1.4 S
N 5£ <s2—|—9)+5£ <32+4)

1 1
= —gcos3t+ 5008215 (t > 0)7

pa je
a . 1 1
Yy = cos 3t + —sin3t — — cos 3t + — cos 2t
3 ) 5
(3.5)
“Sin3t+ Lcos2tt scos3t  (t€R)
= —sin — cos — cos .
3 5 5
Preostaje nam izracunati vrijednost a. Iz uvjeta y(g) = —1, uvrstavanjem u (3.5),
dobivamo
a1 12
3 5 5

Prema tome, konacno rjesenje polazne jednadzbe je

4 1 4
Y = gsm3t+50082t—|— 5cos3t (t € ]R).

Laplaceovom metodom mogu se rjesavati i sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi
s konstantnim koeficijentima.

Primjer 3.11. Rijesimo sustav diferencijalnih jednadzbi

Y+ +y+z=1
Y +z=¢, y(0) = —1, 2(0) = 2.

Rjesenje. Primijenimo Laplaceovu transformaciju na zadane jednadzbe. Iz prve jed-
nadzbe dobivamo

1
sC{y} + 1+ sL{z} — 2+ L{y} + L{z} = >
a iz druge

SC{y} + 1+ L{z} = i
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Dobiveni sustav jednadzbi

sC{y}y + 1+ sL{z} — 2+ L{y} + L{z} = é

sC{y} +1+ L{z} = s.—Ll

rjeSavamo metodom supstitucije. Iz druge jednadzbe je

Lizh= - sLiyh -1

pa uvrstavanjem u prvu, slijedi

sﬁ{y}+1+s( 11—s£{y}—1) —2+£{y}+s_%—s£{y}—1:§

s p—
Nakon malo sredivanja i rjesavanja sustava, dobivamo

Lluh = = L=

odnosno, nakon rastava na parcijalne razlomke

E{y}zé_sil—i_(s—ll)? ! E{Z}:sil_(s—ll)Q'

Odredili smo Laplaceove transformacije rjesenja sustava. RjeSenje polaznog sustava
dobivamo odredivanjem njihovih inverza

1 2 1 2 1
_ 1t L -l _
y==~L <s 8—1+(8—1)2> b=kt (3—1 (3—1)2)

Linearnost inverza Laplaceove transformacije i primjena ve¢ poznatih formula nam daje
konaé¢no rjesenje polaznog sustava koje glasi

y=1-2e"+te' 1 z=2¢"—te" (teR).
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3.2 Linearne diferencijalne jednadzbe s nekonstantnim koefi-
cijentima

Do sada smo pokazali kako se pomoc¢u Laplaceove transformacije rjesavaju linearne

jednadzbe s konstantnim koeficijentima. Opcenita metoda za rjeSavanje linearnih je-

dnadzbi s nekonstantnim koeficijentima jos ne postoji. Medutim, postoje specijalni

slucajevi koji se mogu rijesiti primjenom Laplaceove transformacije. U tu svrhu, pri-
sjetimo se jos jednom teorema 2.1 koji kaze sljedece:

Neka je y po dijelovima neprekidna funkcija na [0,400) i eksponencijalnog rasta reda
a, i neka je L{y(t)} = F(s). Tada za svaki s € R takav da je s > «, vrijedi

L F(s) = (L), ne N

Stoga, za n = 1 vrijedi

L{ty(t)} = —F'(s).
Nadalje, pretpostavimo da i funkcija y zadovoljava uvjete teorema 2.1. U tom je slucaju
zan = 1:

/ d /
Lity'(t)} = - Ly (1)} (3.6)
Buduéi da iz jednakosti (2.9) slijedi

L{y' (1)} = sF(s) —y(0),

jednakost (3.6) postaje

LAty (1)) = - (5F(s) — 5(0))

= —F(s) — sF'(s).

(3.7)

Sliéno, za y” (pod istom pretpostavkom) vrijedi

Lty (1)} = L)

i generalno

L{ty™ (1)} = = L™ (#)}



= —ns"'F(s) — s"F'(s) + (n — 1)s"?y(0) + (n — 2)s" >y (0)
+...+y"(0), neN.

Ono $to éemo zapravo pokazati je da nam dobivene formule za L{ty™(t)}, n € N,
nerijetko mogu posluziti za rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi ¢iji su koefi-
cijenti polinomi prvoga stupnja. Njihovom primjenom doé¢i ¢emo do transformirane
jednadzbe koja ¢e takoder biti diferencijalna, ali reda manjeg od onog polazne diferen-
cijalne jednadzbe. To ¢emo najbolje ilustrirati sljede¢im primjerom.

Primjer 3.12. Rijesimo Cauchyjevu zadacu
y' +ty — 2y = 4, y(0) = —1, ¥'(0) = 0.

Rjesenje. Primijenimo Laplaceovu transformaciju na zadanu jednadzbu. Na osnovi
jednakosti (2.9) i zadanih pocetnih uvjeta, vrijedi

L{y"} = s*L{y} — sy(0) — ¢/ (0) = s*L{y} + s = s*F(s) + 5.

Uvrstavanjem dobivenog izraza za L£{y"} te primjenjujuéi jednakost (3.7), sada imamo

SF(s) + 5 — sF'(s) — F(s) — 2F(s) = %
(5 ~ 8)F(s) ~ sF(s) = = — 5
e (4
(C-s)rerrem-1-%

Dakle, dobili smo linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda

Fl(s) + (% _ S)F(S) o2 (3.8)

52
Prije negoli nastavimo dalje rjesavati, prisjetimo se sljedeceg:
Napomena 3.13. Linearna diferencijalna jednadzba prvog reda oblika
y +g(x)y = h(z)

ima integrirajuci faktor p(z) = el 9% i rjesenje

1
v=— [ nta) hia) da
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Stoga, integrirajuci faktor u jednadzbi (3.8) je

a rjeSenje je

1 52 4
F(s) = - /836_2 (1 - —2) ds
s3e™ 7 s
1 32 32
= 5 </S36_2 ds—4/se_2 ds).
s3e” 7

Rijesimo dobivene integrale. Supstitucijom u = 5 dobivamo du = —s ds, pa gornji

integrali prelaze u

52 82
/8362 ds = 2/ue“ du 1 /862 ds = — /e“ du.
Sada imamo

32 S2
/5362 ds—4/se2 ds=2/ueudu+4/e“du
—2(ue“—/e“ du) 4+ 4e*

= 2ue" + 2e" + C

Stoga je

Buduéi da F(s) — 0 kako s — oo (teorem 1.13), moramo imati C' = 0. Tako smo
odredili Laplaceovu transformaciju trazenog rjesenja koja glasi

F(s)=L{y} = —% —i—%.

Rjesenje polazne jednadzbe dobivamo odredivanjem njezinog inverza
1 2
o 12)
s s
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Zbog linearnosti inverza Laplaceove transformacije i primjenom veé¢ poznatih formula,

dobivamo
1 2
y=L" < - -+ —3)
s s

S S
=—1+t* (t>0).

Prema tome, konacno rjesenje polazne jednadzbe je

y=t"—1 (teR).
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Sazetak

Buducdi da je Laplaceova transformacija jedna od najvaznijih integralnih transformacija,
cilj rada je upoznati se s Laplaceovom transformacijom i njezinim osnovnim svojstvima.
Analiziramo na koje funkcije ju mozemo primijeniti i na koji nacin efikasno odrediti
Laplaceovu transformaciju nekih funkcija, te kako nam neka njezina svojstva mogu
u tome pomoci. Takoder, bavimo se i pitanjem postojanja i metodama odredivanja
inverza Laplaceove transformacije. Na samom kraju rada, detaljnije proucavamo jednu
primjenu Laplaceove transformacije u matematici, a odnosi se na rjesavanje linearnih
diferencijalnih jednadzbi.
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Summary

Since the Laplace transform is one of the most important integral transforms, the aim
of this paper is to introduce ourselves with Laplace transform and its basic properties.
We analyze which functions we can apply it on and how to efficiently determine the
Laplace transform of some functions, and how some of its properties can help us. Also,
we deal with the question of existence and methods of determining the inverse of the
Laplace transform. At the end of the paper, we study in more detail one application of
the Laplace transform in mathematics, related to solving linear differential equations.
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