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Uvod

U stvarnom svijetu nas ¢esto zanima promjena odredenih varijabli, poput veli¢ine popula-
cije, broja zaraZenih jedinki nekom boles¢u te kolicine kapitala ili Stednje. Pomocu obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi, kao i sustava diferencijalnih jednadzbi, moZemo modelirati pro-
mjene tih varijabli. U ovom radu promatramo razne slucajeve u kojima mozZzemo mate-
matickim modelima opisati promjene te predvidjeti ponaSanje varijabli.

U ovom radu prouc¢avamo model za kontrolu pasa lutalica, model o razini lijeka u kr-
votoku, model izbijanja gripe te model koji opisuje proizvodnju. Prilikom modeliranja
bilo kojeg od problema, prvo trebamo definirati varijable i parametre te objasniti njihovo
ponasanje i ovisnost o drugim varijablama iz modela. Nakon Sto je model definiran, nje-
njihovu stabilnost.

Psi lutalice predstavljaju veliki problem u mnogim gradovima pa matematickim mode-
liranjem moZemo odrediti koja metoda (sterilizacija ili eutanazija) je u¢inkovitija i isplati-
vija za uklanjanje pasa lutalica s ulica.

Kroz povijest, ali i danas, susretali smo se s mnogim epidemijama koje su izazvale
velik broj smrtnih slu¢ajeva. U ovom radu bavimo se modelom za suzbijanje kolere koji
predvida broj zarazenih i osjetljivih (oni koji nisu preboljeli bolest) pojedinaca. Takoder,
promatramo utjecaj cijepljenja u svrhu smanjenja broja zarazenih.

Obraden je joS jedan model bioloSke prirode, vezan je za koncentraciju lijeka u kr-
votoku. Promatrane su tvari koje sadrzi tableta protiv prehlade te njihovo zadrzavanje u
probavnom traktu, odnosu u krvotoku u ovisnosti o tome jesmo li uzeli jednu ili viSe ta-
bleta.

Diferencijalnim jednadZbama moZemo opisati i financijske modele. Zanima nas kako
proizvodnja ovisi o kapitalu i radnoj snazi.

Osim primjera navedenih u ovom radu, diferencijalne jednadzbe i sustavi mogu se pri-
mijeniti 1 na mnoge druge modele, te se takoder i promatrani modeli mogu proSiriti kako
bismo imali Siru sliku i donijeli preciznije zaklju¢ke o odredenom problemu.

Ovaj rad je pisan prema B. Barnes, G. R. Fulford, Mathematical modelling with case
studies, Using Maple and MATLAB, Third Edition, 2015. [1]



Poglavlje 1

Obicne diferencijalne jednadzbe i
sustavi

U ovom poglavlju, cilj je uvesti definicije i osnovne rezultate vezane uz diferencijalne
jednadzbe koje ¢emo koristiti u modelima u idu¢im poglavljima. Prvo ¢emo definirati Sto
su obi¢ne diferencijalne jednadzbe te njihove podtipove koji se javljaju u ovom radu. Pored
toga, definirat ¢emo njihovo rjeSenje te teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja.

1.1 Obicne diferencijalne jednadzbe

Definicija 1.1.1. Obicna diferencijalna jednadzba n-tog reda je jednadzba oblika
F(x,v,Y,....,y™), gdje je y funkcija u varijabli x. Ako je mogudce, obicnu diferencijalnu
jednadZbu pisemo eksplicitno kao y™ = f(x,v,y’, ...,y V). [4]

Diferencijalne jednadzbe prvog reda

Definicija 1.1.2. Neka je Q C R? otvoren, f € C(Q;R). KaZemo da jey : I — R rjeSenje
jednadzbe y' = f(x,y) (eksplicitni oblik) ako je:

a) I interval u R

b) y € C\(I;R)

¢) TO) = {(x,y(x) : xe [} CQ
d) y = flx,yx),xel

[4]
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Definicija 1.1.3. Neka je Q C R? otvoren, f € C(;R), (x0,y0 € Q). KaZemo da je
vy : I — R rjesenje Cauchyjeve zadace:

Y =[x y(x),
Y(X0) = Yo,
ako je y rjeSenje obicne diferencijalne jednadZbe i xq € I te y(xo) = yo. [4]

Teorem 1.1.4 (Peano, [4]). Neka je Q C R? otvoren, f € C(;R), (xo,y0 € Q). Tada
inicijalna zadaca

Y = f(xy),
y(x0) = Yo,
ima rjesenje cija je domena otvoren skup koji sadrZi x.

Teorem 1.1.5 (Picardov teorem, [4]). Neka je Q C R? otvoren, f € C(Q;R) te f Lipschitz
neprekidna po drugoj varijabli, tj.

@AM >0)  |f(xy) = fOxy2)l < Mlyr = yaf - VX, y1, 2.

Tada inicijalna zadaca
Y =fxy),
y(xo0) = Yo,
ima jedinstveno rjesenje na otvorenom skupu koji sadrZi x.

Dokaz Peanovog i Picardovog teorema, kao i definiciju Lipshitz neprekidnosti po dru-
goj varijabli mozemo naci u [4].

Definicija 1.1.6 (Picardove iteracije, [4]). Neka je dana inicijalna zadacéa u diferencijal-
nom zapisu:

u' = fx,u),
u(xp) = uy. (L.1)
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Definiramo niz funkcija uy, us, ..., uy : I — R na sljedeci nacin
ui(x) = u,

uy(x) = up + f [t u () dt,

uz(x) = ug + f St ux(1)) dt,

ue(x) = uo + f f@t, w (1) dt.

Prema Picardovom teoremu slijedi da niz (uy)ren uniformno konvergira prema u na otvo-
renom intervalu I koji zadovoljava (1.1) te ima sljedeci integralni oblik:

u(x) = up + fx f(t, u(t))dt.

Diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama

RjeSenje ODJ nije uvijek moguce izraziti u eksplicitnom obliku, ali je mozda moguce
u implicitnom obliku, kao ¢(t, x,C) = 0, gdje je C proizvoljna konstanta, ¢ varijabla, a
x = x(t) trazena funkcija. U skladu s time imamo sljedecu definiciju:

Definicija 1.1.7 (Prvi integral diferencijalne zadace, [4]). Neka su Q, Q otvoreni podsku-
poviuR? f € CQ;R)iF € C Y(Q:R) takva da je gradijent razlicit of nul-vektora na
cijelom Q. Kazemo da je F prvi integral diferencijalne jednadzbe x' = f(t, x) ako na skupu
Qo = QN Q vrijedi:

0.F(t,x)+ 0, F(t,x)- f(t,x) = 0.

Promatramo pocetnu zadacu koja dopusta separaciju varijabli funkcije f, odnosno
f(t,x) = g(H)h(x):
d
= = £t ) = gh()
x(%p) = xo. (1.2)

Teorem 1.1.8 (Separabilne jednadZbe, [4]). Neka je g € C({ty—a;, to+B:);R)ih € C({xy—
ay, Xo + B.); R), gdje je h strogo pozitivna (negativna) na {x, — ay, Xxo + Bx). Tada postoji
0 € {0, min{a,, B;}) takav da Cauchyjeva zadaca (1.2) ima jedinstveno rjeSenje na intervalu
(ty — 0, 19 + 0).



POGLAVLIJE 1. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE I SUSTAVI 5

Dokaz navedenog teorema mozemo naci u [4].

Lipschitzovost funkcije f po drugoj varijabli zamijenjena je pretpostavkoma f = g - h
ih > 0ili h < 0. Drugim rijeCima, imamo samo dovoljne uvjete kada je rjeSenje pocetne
zadace jedinstveno.

Vrijedi:

Y = 8(0h0) = 1 = gt / .

Y X
fh() fg(s)ds

prvi integral diferencijalne jednadzbe.

iz Cega slijedi da je

Homogene i nehomogene jednadzbe

Definicija 1.1.9. Kazemo da je funkcija f : R* — R homogena stupnja k ako je f(Ax, 1y) =
A f(x,y), V(x,y) € R%, VA€ R. [4]

Definicija 1.1.10. Obicnu diferencijalnu jednadzbuy’ = f(x,y) nazivamo homogenom ako
je f homogena funkcija (nultog stupnja). Diferencijalnu formu M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
nazivamo homogenom ako su M i N homogene funkcije istog stupnja. [4]

Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Op¢i zapis:
ag(x)y'(x) + ai(x)y(x) = b(x),
gdje je ag, a;, b € C(I;R), pri Cemu je [ interval te ag # 0, Vx € I. Za b = 0 imamo homo-
genu diferencijalnu jednadzbu, a za b # 0 imamo nehomogenu diferencijalnu jednadZbu.
Iz opce teorije znamo da Cauchyjeva zadaca ima jedinstveno rjesenje na cijelom intervalu.
Ceiéi zapis LDJ dan je sa:
b(x)

y(x) + —(X)y( ) = a0

Sto jo§ zapisujemo kao y’ + py = g.

Teorem 1.1.11. Neka je zadana linearna diferencijalna jednadZba u obliku

d
d—y + p(x)y = q(x)
X

gdje su p(x) i q(x) neprekidne funkcije, tj. koeficijenti jednadZbe. Tada su sva njena
rieSenja y = y(x) oblika

¥ = e o

c+fq(x)ef”(x)dxdx]. (1.3)
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[2]

Dokaz. Dokaz ilustrira postupak za rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi. Ako je
y = y(x) rjeSenje linearne diferencijalne jednadZzbe y" + p(x)y = ¢(x), tada Zelimo poka-
zati da to rjeSenje mora imati oblik zadan u iskazu teorema. Prvo jednadZbu mnoZimo sa
multiplikatorom el Px zatim sredujemo lijevu stranu i na kraju integriramo obje strane
jednadzbe:

efp(x)dx;i_y + p(x)efp(x)dxy — q(x)efp(x)dx
X

dx
elr (x)dxy = f q(x)ef POAX Iy + ¢

d
_(e / p(x)dxy) = g(x)el P

y = e_fP(x)dx[f q(x)efp(x)dxdx +c

1.2 Sustav diferencijalnih jednadzbi

U ovom poglavlju, cilj je uvesti definicije i osnovne rezultate vezane uz sustave diferenci-
jalnih jednadzbi koje ¢emo koristiti u modelima u idu¢im poglavljima. Prvo ¢emo defini-
rati Sto je sustav diferencijalnih jednadzbi. Pored toga, definirat cemo njihovo rjesSenje te
teoreme o egzistenciji 1 jedinstvenosti rjeSenja.

Opéi sustav diferencijalnih jednadzbi

Najprije promotrimo opceniti sustav s m jednadzbi i m nepoznatih funkcija:

Fl(-xay],y,l""’y(l‘/l)’yZ,yé’--"y(ZVZ)a""yWZ’y:«n""’ySl/M)) = 0’

o, 31, Y e oo 000 Vs e e s s e s Vs o+ 5 Y)Y = 0,

F / (1) / (2) ’ Vi) =0 14
m(-xayl’yla'-~ay1 9y27y29'-~ay2 9'~~9ym7ym7-~~’ym ) . ( . )

Primijetimo da sustav opisuje vezu izmedu nezavisne varijable x, m funkcija
y1 = y1(X),...,Ym = ym(x) 1 njihovih derivacija. Na vektorsku funkciju F = (Fy,...,F},)
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¢emo u konkretnim situacijama zadavati neki uvjet poput neprekidnosti, diferencijabil-
nosti, Lipschitz-neprekidnosti i sl. U pravilu pretpostavljamo da se radi o barem neprekid-
noj funkciji.

Rjesenje sustava (1.4) je vektorska funkcija y = (yy,...,yn) koja zadovoljava sve jed-
nadZzbe sustava, definirana je na nekom otvorenom intervalu / te je neprekidno diferencija-
bilna na tom intervalu.

Takoder, skup {(x, y1(x), ¥} (), - ., Y0, -+, Y (X), Yu(X), ., Y (x)) : x € I} mora
pripadati domeni funkcije F'.

Definicija 1.2.1. Sustav diferencijalnih jednadzbi je normalnog tipa, ako se moZe zapisati
u obliku

(Vl) vi-1) ’ (v2-1) / Vin— )

fl(x yl$y]a"'ay1 9y25y29“'9y2 s"‘sym’yma""ym

(v1— / (v2=1) / (Vim—1 )

(VZ) ﬁ(x ylvyla"'ayl 7y2’y23"-ay2 ’-"aym’ym’---’ym

Vm) _ v ’ va—1 ’ Vin—
( ) fm(x y17y1"-'7y(11 ,)’2,)72,---,))(22 ),---’Ym,ym,---,y,(n )' (1'5)
[3]

Sada uvodimo supstitucije pomocu kojih ¢emo se rijesiti derivacija na desnoj strani
sustava (1.5). Taj niz supstitucija je zadan na sljedeci nacin:

1

(I)ll :yl’®12:ylla"~aq)lvl y(1V1 )a
’ 1

Dy = y,, Py = Yosoens (Dzvz yé“ ),

(Dml = Ym» (DmZ = )’,’n, cee (Dmvm = y;(1‘1/m )'

Zamjenom funkcija yy,...,y, u sustavu (1.5) s funkcijama ®;

ij » dobivamo sljedeci
sustav:

4

(Dll = Oy,
’

(Dlz = q)IS,

(D’I(vl 1)~ (I)lvl’
1v1 = fl(x (DU, q)lz, ey q)ly19 e ,®m1, q)mz, ey (Dmvm),
(D'21 - (I)ZZ’
D), = D3,



POGLAVLIJE 1. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE I SUSTAVI 8

@5, 1y = Py,
(I);V2 = fo(x, 011, Pi2, ..., Pyypy oo o, P, P2y - .., Py,
(D;rll = Oy,
(D:n2 =Dy,

®I,’I1(Vm—1) = ®mvm’
(Dl/’m/m = fm(x5 qDll’ (D125 ey chVp sy (Dml9 (sz’ DRI (Dmvm)- (1'6)

Ako je dano rjeSenje y = (y1,¥2,...,Yn) sustava (1.5), definirajuci funkcije @;;, kao
Sto je zadano supstitucijama, vidimo da je funkcija ® = (®yy,..., Dy, ..., Dy, .., Dpy,,)
rjeSenje sustava (1.5). Obratno, ako je ® = (®yy,..., Dy, ..., Dpy,..., Dy, ) rjeSenje
sustava (1.5), onda definiramo y = (®y, ®5y,...,D,,;) 1 ocito je da je funkcija y rjeSenje
sustava (1.5). Dakle, svakom rjeSenju sustava (1.5) odgovara jedno rjesenje sustava (1.6) 1
obratno.

Definicija 1.2.2. Sustav diferencijalnih jednadZbi je sustav oblika

Y =fx,y), (1.7)

pri Cemu jey = (yi, ..., yn) vektorska funkcija realnih funkcija y; : I; € R — R, dok je f
vektorska funkcija Ciji su elementi f; : Q € R — R. Na otvorenom skupu €, uz oznake iz
(1.4), je

n

m:EV,-

i=1
Takoder, ako je zadano y(xy) = yo, promatramo pripadne inicijalne probleme. [3]

Egzistencija, jedinstvenost i proSirivost rjesenja inicijalnog problema

Teorem 1.2.3 (Picardov teorem, [3]). Neka je (xy,y?) € R™! te neka su a,b > 0. Zadan
Jje zatvoreni pravokutnik

R={(y) eR™: x—xl<a ly-yYls<b)
i funkcija f : R — R" koja je neprekidna na R i Lipschitz-neprekidna na R po svim y

varijablama. Tada postoji 6 > 0 i jedinstvena neprekidno diferencijabilna funkcija'y :
(xo — 0, xo + 0) = R" takva da vrijedi

Y () =flx,y(x),  x€(xo—6x+0),

y(x0) = y©.
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Pritom se 6 moZe izabrati tako da vrijedi 6 = min{a, %}, gdje je M > 0 takav da je
|V”00,R < M.

Ovaj rezultat jos je poznat kao Picard-Lindelofov teorem. Definiciju
Lipschitz-neprekidnosti, kao i dokaz Picard-Lindelofovog teorema moZemo naci u [3].
Zanima nas Sto moZzemo zaklju€iti o egzistenciji rjesenja inicijalnog problema

y =f(x,y),
y(xo) =y (1.3)

ako je funkcija f samo neprekidna na svojoj domeni, odnosno ako nemamo pretpostavku
Lipschitz-neprekidnosti za funkciju f.

Teorem 1.2.4 (Peanov teorem, [3]). Neka je dan zatvoreni pravokutnik
R={(x,y) eR™: |x—xo|<a, y-y?l<bh, i=1,...,n}

za neke a,b; > 0,i = 1,...,nifunkcija f : R — R" koja je neprekidna na R. Tada postoji
barem jedna neprekidno diferencijabilna funkcijay : (xo — 9, xo + 8) = R", za neko 6 < q,
takva da vrijedi

Y () =flx,y(x), x€(xo—0 x0+9),
y(x0) = y.

Dokaz Peanovog teorma mozemo naci u [3].

U dokazu Picardovog teorema, koristeci zatvoreni pravokutnik R, konstruirali smo
rjeSenje y inicijalnog problema (1.8) na nekom intervalu oko tocke xy, preciznije na [xo —
0, xo + 0]. Naravno, ne mozemo tvrditi da je taj interval najSiri moguci interval egzistencije
rjeSenja.

Postoje neke situacije u kojima se moze zakljuciti da je interval egzistencije maksi-
malno proSiriv, koliko nam dopusta domena funkcije f. Promotrit éemo dvije takve situ-
acije.

Definicija 1.2.5. Neka je Q oblika I x Q, gdje je I C R povezan interval, a Q C R". Ako
postoji rjieSenje inicijalnog problema (1.8) koje je definirano na c¢itavom I, tada to rjesenje
zovemo globalnim rjesSenjem inicijalnog problema.

Teorem 1.2.6. Neka je Q = [xo—a, xo+a] XR" za neki a > 0 (Q je cilindar). Nadalje, neka
jef: Q — R" neprekidna na Q i Lipschitz-neprekidna po svim y varijablama na svakom
zatvorenom pravokutniku u Q te neka je f ogranicena na Q. Tada inicijalni problem (1.8)
ima globalno rjesenje.
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Teorem 1.2.7. Neka je Q = [xo — a, xo + a] X R", f: Q — R" neprekidna na Q. i Lipschitz-
neprekidna po svim y varijablama na citavom . Tada inicijalni problem (1.8) ima glo-
balno rjesenje.

Dokaze gornja dva teorema moZemo naci u [3].

Sustavi linearnih jednadzbi i autonomni sustavi
Definicija 1.2.8. Neka je I C R. Sustav oblika

yi = an(x)y; + anp(x)yz + - + a(x)y, + bi(x),
V5 = ax(X)y1 + an(x)yz + - - - + ax(X)y, + ba(x),

Yy = A (X)Y1 + app(X)y2 + -+ + apa(X)y, + by(x),

nazivamo sustavom linearnih diferencijalnih jednadZzbi, pri cemu su a;;,b; : I — R,i,j =
1,...,n zadane neprekidne funkcije. Ako jos imamo pocetni uvjet y(xo) = yo, dobivamo
Cauchyjevu zadacu za sustav. [3]

Funkcije f;, i = 1,...,n, su definirane s
filx,y) = an(0)y1 + ap(x)y2 + - -+ + aip(x)y, + bi(x).

Uzmimo proizvoljne tocke (X, yi, ..., Yj-1,Yjs Yjts -2 Yn)s (6 V150003 Yje13 Y js Yjslr - - > Vn)
€ [a,b] X R", gdje je [a, b] C I proizvoljan interval. Tada vrijedi

|ﬁ(x’y19 o 9yj—1’.)_)j’yj+19 R 9yn) - ﬁ(x’yb v ’yj—17)~)j’yj+l’ v 7yn)|

= la;j(x)@; = y)I < Mly; — y,l,
gdje je M = max;.”l.zllla,-j||oo,[a,b]. Dakle, funkcija f = (fi,...,f,) : [a,b] X R" — R" je
Lipschitz-neprekidna po svim y varijablama na ¢itavoj svojoj domeni. Stoga primjenom
Picardovog teorema dobivamo jedinstveno lokalno rjeSenje promatranog inicijalnog pro-
blema na nekom intervalu oko x, koje se zatim mozZe proSiriti do Citavog intervala [a, b]

(vidi teorem 1.2.7). Zbog proizvoljnosti intervala [a, b] konano moZemo zakljuciti da
postoji jedinstveno rjeSenje zadanog inicijalnog problema na intervalu 1.

Definicija 1.2.9. Podvrsta klase sustava (1.7) oblika
y =f)

zovemo autonomni sustavi. [3]
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Primijetimo da kod ovih sustava funkcija, desne strane sustava ne ovise o varijabli
x. Pretpostavimo da je funkcija f definirana na Citavom skupu R” te daje f : R — R”
neprekidno diferencijabilna. Uz tu pretpostavku moZemo primijeniti Picardov teorem na
inicijalni problem

y =1y,
y(x0) =y,

za proizvoljne x, € R, y® € R". Inicijalni problem ima jedinstveno rjeSenje na nekom
intervalu oko xy. Naravno, op¢enito nije proSirivo na Citav skup R, odnosno ne dobivamo
uvijek globalno rjesenje.

Definicija 1.2.10. Kriticne tocke sustava (1.2.9) su tocke y, € R" za koje vrijedi f(y,) = 0.
[3]



Poglavlje 2

Primjena obicnih diferencijalnih
jednadzbi

2.1 Rast ovisan o gustoci populacije

U ovom poglavlju razvijamo model koji opisuje rast/pad populacije koji ukljucuje ucinke
ogranicenih resursa. Ako se populacija promatra tijekom duzeg razdoblja, Cesto se Cini da
se rast stabilizira ili da doseZe odredenu granicu.

Kako populacija raste, pojedinci se natjecu za dostupne resurse, Sto znaci da odredeno
okruZenje moze podrzati samo ogranicen broj jedinki. Taj broj se naziva nosivi kapacitet
populacije i u bioloskoj literaturi se oznacava simbolom K. Definiramo ga kao veli¢inu
populacije (ili gustocu) za koju je stopa nataliteta po stanovniku jednaka stopi smrtnosti po
stanovniku, iskljucujuci vanjske ¢imbenike. Takoder, uklju¢ujemo dodatnu stopu smrtnosti
zbog ograniCenih resursa ¢ime omogucéujemo stabilizaciju stanovniStva.

Definiranje diferencijalne jednadzbe modela

Populaciju opisujemo na sljedeci nacin:

stopa promjene _ stopa stopa 2.1)
veli¢ine populacije| ~ |nataliteta smrtnosti | - )
Pretpostavimo da je stopa nataliteta po stanovniku konstantna i oznac¢imo ju sa S:

{ stopa }:ﬁX(t).

nataliteta

Umjesto konstante stope smrtnosti po stanovniku, uzimamo da ona moze rasti s obzi-
rom na rast populacije. Pretpostavimo da stopa smrtnosti po stanovniku linearno ovisi o

12
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velicini populacije:
stopa
smrtnosti =a+vX(1),
po stanovniku

gdje je a pozitivna stopa smrtnosti po stanovniku zbog prirodnog odljeva, a y je pozi-
tivna stopa ovisnosti broja umrlih o veliini stanovniStva. Uoc¢imo da kada X — 0, stopa
smrtnosti po stanovniku teZi prema «, dok s povecanjem veliine populacije ta stopa raste.
Ukupna stopa smrtnosti se dobiva mnoZenjem stope smrtnosti po stanovniku s veli¢inom

stanovniStva X
stopa | _ )
{smrtnosti} = aX(1) +yX"().

Sada jednakost (2.1) mozemo zapisati diferencijalnom jednadzbom

dX

— =BX —aX - yX*.

o —BX—aX-y

Oznacimo r = 8 — a, Sto predstavlja stopu reprodukcije. Dobivamo jednadzbu modela

rasta u ovisnosti o gusto¢i populacije

dXx
— =X -vyXx~ 2.2
XY (2.2)

UvrStavanjem K = § diferencijalna jednadzba (2.2) postaje

dX
Zomx-Lx
dt K
Sto moZemo zapisati sa
dX X
— =rX[1-—=] 2.3
ar " ( K) @3)

Uzimamo r > 01 K > 0, kako bismo osigurali pozitivne vrijednosti veli¢ine populacije.

Bez rjeSavanja diferencijalne jednadZbe, mozemo odrediti ponaSanje rjeSenja. Pretpos-
tavimo da populacija ima pocetnu vrijednost xy. Derivacija % je pozitivna za X < K, pa
populacija raste. Stopa rasta se povecava u pocetku, a zatim usporava kako se populacija
pribliZava nosivom kapacitetu K. Slika 2.1 prikazuje graf rjeSenja jednadzbe, uz pretpos-
tavku da je xyp < K.
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X(t)

Slika 2.1: Graf opceg rjeSenja diferencijalne jednadzbe (2.3)

Interpretacija parametara
Jednadzbu (2.3) mozemo zapisati na sljede¢i nacin

ax _ R(X)X
dr
pri cemu R(X) predstavlja stopu rasta po stanovniku u ovisnosti o broju stanovnika X.

1z jednadZzbe (2.3) vidimo da je R(X) dana sa

R(X) = r(l - %)

Graficki prikaz funkcije R(X) vidimo na slici 2.2. Uocimo da je R(X) linearna funkcija
od X, koja tezi prema 0 kako se veli¢ina populacije pribliZava nosivom kapacitetu K, dok se
R(X) pribliZzava r kako veli¢ina populacije tezi prema 0. Dakle, R(X) je pravac koji prolazi
toCkama (0,r) 1 (K,0). Ako je R < 0, tada je X > K i veli¢ina populacije X opada prema
K.
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R(X)

Slika 2.2: Graf funkcije R(X)

Ravnotezna rjesenja i stabilnost

Ako promatramo izravnavanje populacije tijekom vremena, to povlaci da se stopa promjene
broja stanovnika priblizava 0, to jest, X" — 0. Svaka vrijednost X koja zadovoljava X" = 0
naziva se ravnotezna tocka ili ravnotezno rjeSenje. Za ravnotezna rjeSenja vrijedi da stopa
nataliteta uravnoteZuje stopu smrtnosti. Ravnotezna rjeSenja zadovoljavaju

d—X:O = er—K =0.
dt K

Gornja jednadZba ima dva rjeSenja: X, = 01 X, = K. Zanima nas koje od tih rjeSenja
je stabilno. Neka je f(X) = rX(l - %) Uvjet za lokalnu stabilnost ravnoteznog rjesenja X,

je f'(X,) < 0. Tada je
2rX

f/(X):r—T,

pa vrijedi f/(0) = r > 01 f'(K) = —r < 0, za svaki pozitivan r. Dakle, X, = K je
lokalno stabilno rjeSenje, dok je X, = 0 nestabilno.

Promatrajuéi jednadzbu (2.3), vidimo da ako je X < K, tada je stopa promjene X uvijek
pozitivna. Iz toga slijedi da kako populacija raste, s vremenom se priblizava X = K.
Sli¢no, ako je X > K, tada je ‘Z—f < 0 sto povlaci da se populacija smanjuje prema X = K.
Kada se populacija uvijek pribliZava ravnoteznoj tocki, kazemo da je ravnoteza globalno
stabilna. Obrnuto, ako se odmice od ravnoteze, kazemo da je nestabilna. Zaklju¢ujemo da
je X. = K globalno stabilna ravnoteza. S druge strane, za 0 < X < K vrijedi ‘fl—’f > () 1 stoga
je ravnotezna tocka X, = 0 globalno nestabilna.
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Zakljucujemo da model predvida da se sve populacije priblizavaju ravnoteznoj vrijed-
nosti K, koju smo vec ranije definirali kao nosivi kapacitet populacije.

RjeSenje diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba (2.3) je nelinearna, ali dopusta separaciju,

dX
dt

o

_ FX(I B g) rX(K - X)

K] K
Sto je u obliku X’ = F(X)G(¢), gdje je G(¢) = r. Separacijom varijabli dobivamo

K

—— __dX = rdt,
X(K - X)

uz pretpostavku da je X # 01 X # K. Integriranjem obje strane dobivamo

deX:frdt.
X(K - X)

Za integriranje lijeve strane gornje jednadzbe koristimo parcijalne razlomke

K _a+ b aK-X)+bX aK+(b-a)X
XK-X) X K-X XK-X)  XK-X)

Da bismo odredili konstante a i b moramo rijesiti sljedeéi sustav

aK = K
b-a)X =0.

Iz prve jednadZbe vidimo da je a = 1, dok nam druga jednadzba daje b = a = 1. Sada

imamo X | |
fX(K—X)dx fde+fK—X X frd,

pa integriranjem dobijemo

In|X| — In|K — X| = rt + C;, C je konstanta,

X

- :Cert,
K-X

gdje je C = ¢“'. Pretpostavimo da je 0 < X < K, tada je

X =C(K - X)e". (2.4)
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X0
K-xq

Koristeci pocetni uvjet X(0) = xy, zakljuCujemo da je C =
(2.4) za X dobivamo

i rjeSavanjem jednadZzbe

. K
= Tn’le_" , ngeJe m = X—O - 1. (25)

S druge strane, za 0 < K < X imamo

X =C(X - K)e". (2.6)
Uz poCetni uvjet X(0) = xo, imamo da je C = ¢ i rjeSenje jednadzbe (2.6) za X je
isto kao u (2.5).

2.2 Analiza slucaja: Kontrola pasa lutalica

Psi lutalice su napusteni psi koji sa svojim potomcima Zive u gradskim sredinama. Razma-
tramo kako bi dosada razvijen model za pojedina¢ne populacije mogao doprinijeti osmis-
ljanju prakti¢nog programa za kontrolu pasa lutalica. Modeliramo populaciju pasa lutalica,
koji su poznati da uzrokuju zdravstvene probleme u gradovima i nanose Stetu u ruralnim
podruc¢jima. U ovom poglavlju promatramo kako ugraditi jednu strategiju kontrole - euta-
naziju (koja ukljucuje ubijanje pasa lutalica) u model rasta populacije ovisan o gustodi.
Kasnije (u potpoglavlju 3.3) ¢emo proSiriti ove rezultate na drugu strategiju kontrole - ste-
rilizaciju.

Psi lutalice mogu izazvati niz problema. U mnogim zemljama diljem svijeta postali su
velika opasnost za javno zdravlje. NapuSteni su iz brojnih razloga, ukljucuju¢i financijske
i socijalne. Nakon napustanja, psi se obi¢no grupiraju u ¢opore i razmnoZavaju. SkloniSta
pasa se ¢esto ne mogu nositi s brojnos¢u pasa koji lutaju ulicama. Drugi problem predstav-
ljaju psi lutalice u ruralnim podrucjima, gdje Copori napadaju seoske Zivotinje 1 znacajno
utjeCu na produktivnost.

Eutanazija je najceS¢e koriStena strategija usmjerena na pse lutalice. UtjeCe na stopu
rasta populacije, ali nije moguce potpuno iskorjenjivanje obzirom na kontinuirano napus-
tanje Zivotinja. Ovdje primjenjujemo matematicki model kako bismo utvrdili moZe li euta-
nazija biti u¢inkovita u kontroli ovih Zivotinja.

Model rasta u ovisnosti o gusto¢i populacije dopunjujemo sa stopom smrtnosti popula-
cije zbog eutanazije

. stopa
st‘czpa promyene 1 _ stop a | _ | stopa - smrtnosti : 2.7)
veli¢ine populacije nataliteta smrtnosti .
zbog eutanazije
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Uz pretpostavku da je stopa smrtnosti populacije zbog eutanazije konstanta i iznosi 4,
jednakost (2.7) mozZemo zapisati diferencijalnom jednadZbom

dx X
— =rX|{l-=|-h 2.8
o r( K) , (2.8)

pri ¢emu smo koristili ve¢ izvedenu jednadzbu (2.3).

Neka je N(f) gustoéa populacije, odnosno broj Zivotinja po km?. Pretpostavimo da je u
svakom vremenskom trenutku konstantan udio € pasa lutalica eutanaziran po km?, odnosno
po stopi & = eN(f) po km?. Sada jednadzba (2.8) postaje

dN N
= 1——]|- 2.
" rN( ) €eN, (2.9)

gdje je N = N(t) funkcija u ovisnosti u vremenu ¢, r je stopa reprodukcije te K nosivi
kapacitet populacije. Parametar r moZe se izraziti kao razlika izmedu stope nataliteta a 1
stope smrtnosti b, tako da je r = a — b.

Zapisimo jednadZbu (2.9) na sljedeci nacin

dN Nr €
— = —?[N— K(l - ;)] (2.10)

Ravnotezna rjesenja i stabilnost

RjeSavanjem jednadzbe %’ = 0 dobivamo ravnoteZzne tocke N, =01 N, = K (l - f) Neka
je f(N) = —%’[N— K(l - f)] Tada je

2rN
"(N)=r—€ — —,
FN)=r-e-=

pa vrijedi f/(0) = r — e f’(K(l _ )) —e-r.

Promatrajuéi jednadzbu (2.10), vidimo da ako je N < K (1 - f), tada je ‘%’ > (. Iz toga
slijedi da populacija raste i da ¢e se vremenom priblizavati N = K ( - f) Sli¢no, ako je
X > K(l - f), tada je %’ < 0 Sto povlaci da se populacija smanjuje prema X = K(l - f)
ZakljuCujemo da je X = K (1 - f) globalno stabilna ravnoteza. S druge strane, za 0 < N <

K (1 - f) vrijedi ‘2—1;’ > () 1 stoga je ravnotezZna tocka N = 0 globalno nestabilna.
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2.3 Analiza slucaja: Novac pokrece svijet

Dinamika diferencijalnih jednadzbi i ravnoteZna rjeSenja se mogu primijeniti i u ekono-
miji. U analizi sluc¢aja u nastavku predstavljamo jednostavan model gospodarskog rasta i
razmatramo neke od osnovnih koncepata na kojima se temelje takvi modeli. Promatramo
model proizvodnje temeljen na investicijskom kapitalu i raspoloZivoj radnoj snazi.

Trenutno se gospodarski rast u zapadnim kulturama vidi kao proizvodnja veceg eko-
nomskog viska, koji se moZe iskoristiti za napredak drusStva. Jo§ 1377.godine arapski eko-
nomski mislilac Ibn Khaldun prepoznao je koncept ekonomskog rasta. Primijetio je da se,
s porastom stanovniStva, raspoloZiva radna snaga povecava i proizvodnja napreduje te da se
tako stvoreni viSak bogatstva moZze koristiti za luksuz. Pri tome razlikujemo rad za potrebe
zZivota od viska rada za potrebe luksuza. Medutim, bruto domaci proizvod (BDP) po sta-
novniku se nije znatno mijenjao tijekom veceg dijela ljudske povijesti, sve do industrijske
revolucije 1 masovnog obrazovanja.

Neoklasi¢ni model ekonomskog rasta, tip modela koji ovdje razmatramo, bavi se eko-
nomskim rastom koji je nastao povecanjem zaliha kapitalnih dobara (proizvodnje) koji
ovise o raspolozivoj radnoj snazi i investicijskom kapitalu. Prvi pokusaj dugoro¢nog
predvidanja gospodarskog rasta predstavili su Solow 1 Swan 1950-ih. Jedno od posljedi¢nih
predvidanja bilo je da ¢e gospodarstva posti¢i ravnotezu, u smislu da daljnja kapitalna ula-
ganja i/ili rad neCe povecati ekonomski rast. S druge strane, tehnologija, obrazovanje i
druge promjene u drustvenoj strukturi imaju potencijal promijeniti tu ravnotezu. Podaci
sugeriraju da je svijet polako nastavio poboljSavati svoju stopu rasta, ne uspostavljajuci
fiksnu ravnotezu.

Solowljev model je model proizvodnje temeljen na ulaganju ili kapitalu i raspoloZivom
radu. Zajamcena stopa rasta je termin koji se koristi za profitabilnu stopu ulaganja, od-
nosno rast kapitala, a prirodna stopa rasta je ona koja se koristi za stopu rasta raspoloZive
radne snage. Daljnji pojmovi koji se primjenjuju u ekonomiji su konstantni prinosi na raz-
mjer, Sto implicira da funkcija proizvodnje dviju varijabli K 1 L ima svojstvo homogenosti
F(aK,al) = aF (K, L).

Model

Definiramo proizvodnju Y(#) kao funkciju dva faktora proizvodnje: zalihe kapitala K(¢) 1
raspolozive radne snage L(¢), pri cemu sve tri funkcije ovise o vremenu ¢. Pretpostavimo
da je stopa ustede proizvodnje dio s ukupne proizvodnje Y

dK
dt
u bilo kojem trenutku, s proizvodnom funkcijom Y = F(K, L), gdje je F funkcija s kons-
tantnim prinosom na razmjer. Pretpostavljamo Harrodovu prirodnu stopu rasta (konstanta

sY,
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n), u nedostatku tehnoloskog napretka, tako da je
L(1) = Loe™,

Sto predstavlja krivulju koja opisuje rad. Tada je osnovna jednadzba za akumulaciju kapi-

tala tijekom vremena

dK
—- = SF(K. Lee"). (2.11)

Imamo puno moguénosti za izbor funkcije F, stoga 1 puno mogucih rjeSenja jednadzbe
(2.11). Medutim, zanima nas kvalitativna priroda rjeSenja i moguce ekonomske posljedice.
Kako bismo istraZili te posljedice, pojednostavljujemo analizu kombiniranjem dviju vari-
jabli K i L. Neka je r = % omjer kapitala i rada. Tada je K = rLye”, pa deriviranjem te
jednadZzbe po ¢t imamo

dK dr
== Loe’”a + nrLye”. (2.12)

Kombiniranjem jednadZzbi (2.11) i (2.12) te koriStenjem svojstva homogenosti funkcije
F imamo

d
sF(K, Lye™) = Loe’”d—: + nrLge™

nt K nt dr
= sLoe"'F , 1) = Loe™| — + nr
Loe™ dt

K dr
= sF , 1= — +nr
Loe’” dt
K
= ﬂ =sF|——,1]|—nr.
dt Loe™
Definiramo f(r) = F (% 1) te imamo
d
d—z = Sf(r) = nr. (2.13)

Funkcija f predstavlja ukupnu proizvodnju s obzirom na promjenu kapitala po jedinici
rada. Ekvivalentno tome, f je proizvodnja po radniku kao funkcija kapitala po radniku.
Prema tome, stopa promjene omjera kapitala i1 rada r je razlika izmedu prirasta kapitala 1
prirasta rada. Ova jednadZba ima ravnoteZnu tocku r,, gdje kapital raste po istoj stopi kao
radna snaga, to jest, gdje je % =0.

Donyji grafovi ilustriraju tri razli¢ita slucaja koji se javljaju za razlicite proizvodne funk-
cije f.
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nr

s1(r)

sf(r)

o) r® r®

Slika 2.4: Graficki prikaz rjeSenja sa

Slika 2.3: Graficki prikaz rjeSenja sa jed- dvije stabilne ravnoteZe

nom stabilnom ravnotezom

nr

sfi(r)

sfa(r)

Slika 2.5: Graficki prikaz rjeSenja bez stabilne ravnoteze

Na slici 2.3, r, je stabilna ravnoteza, buduci da za sf(r) > nr vrijedi dd—; > 0, to jest r

raste, dok za sf(r) < nr vrijedi % < 0, odnosno r se smanjuje. Stoga, bez obzira gdje se
pocne s radom i kapitalom, ovaj model predvida da se r priblizava r,.

Iz sli¢nih razloga, na slici 2.4, rgl) 1 rf) su stabilne ravnoteze, dok je rf) nestabilna.
Ovisno o pocetnim uvjetima na r(f) sustav tezi prema jednoj od navedenih ravnoteza.
Uocimo da sf(r) ne prolazi kroz ishodiSte, Sto znaci da pretpostavljamo da je proizvod-
nja moguca bez kapitala.

Slika 2.5 prikazuje situaciju u kojoj ne postoji ravnotezna tocka. Za krivulju sfi(r)
vrijedi sfi(r) > nr, §to znaCi da r(¢) nastavlja rasti s punom zaposlenoscu te kapital i
dohodak rastu brze od ponude rada. Alternativno, za krivulju sf,(r) vrijedi sf>(r) < nr,
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pa se r(¢) nastavlja smanjivati, pribliZavajuéi se nuli, Sto znaci da stalna puna zaposlenost
dovodi do pada proizvodnje.
Kao primjer ove strukture uvodimo Cobb—Douglasovu funkciju proizvodnje

Y=F(LK)=KL"™ a<l. (2.14)
Koristeéi r = %, imamo Y = sf(r) = sr® i jednadzba (2.13) postaje

dr N
— = sr" —nr. 2.15
7 (2.15)
Primijetimo da je f monotono rastuéa funkcija od r. Za male r i @ < 1, pocetni nagib
od sr* je blizu okomice, i tada je sr* > nr. Alternativno, kako r raste, i buduéidaje @ < 1,
nagib od sr® opada sa sr®, za velike vrijednosti r, takve da je sr* < nr. Ovo odgovara slici
2.5 bez obzira na vrijednosti parametara n i1 @, 1 stoga implicira postojanje jedne stabilne

a-1

ravnotezne tocke r, = (%) . Ova vrijednost se povecava s poveCanjem Stednje s, Sto je
ocekivano.

Nadalje, nije jednostavno analiti¢ki rijeSiti jednadzbu (2.15). Medutim, moZemo iz-
ravno uspostaviti odnos izmedu K i L. UvrStavanjem Cobb-Douglasove proizvodne funk-

cijeu (2.11), imamo

dK —a
= = sK*(Loe™)' ™. (2.16)

Separacijom varijabli, gornju jednadzbu mozemo zapisati na sljedeci nacin:
K™°dK = sLy """ dt.

Integriranjem obje strane dobivamo

1 l-a _ 1 ent(l—a) + C,

l-a  n(l-o
gdje je C konstanta.
MnoZenjem sa 1 — a te potenciranjem sa ﬁ dobivamo

s\Ta
K = (—) Loe"’ + Cq,
n
gdje je C1 = (C(1 —a))T.
Neka su Ky 1 Ly pocetne vrijednosti kapitala 1 rada. Konstantu C; moZemo odrediti
uvrStavanjem ¢ = 0 u gornju jednadzbu, iz Cega slijedi

C1 = KO - (E)l_aLoem.
n
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Krajnje rjeSenje jednadzbe (2.16) dano je sa

N N 117
K(I) — [Ké—a _ ;L(l)—(t + ;Lé—ae(l—a)m] ]

I-a

Dakle, prema ovom modelu, kapital raste po stopi (%) Lye™, odnosno po istoj stopi

kao i rad. Iz jednadZbe Cobb-Douglasove proizvodne funkcije, (2.14), dobivamo da je
dohodak po jedinici rada jednak

K\" Y (K\*
Y=|=|L = ==|=]| =
z)r = =3

Jasno je da mnogi ¢imbenici koji nisu uzeti u obzir u ovom modelu imaju izravan utjecaj
na proizvodnju. Na primjer, tehnoloski napredak moZe smanjiti koli¢inu rada i/ili kapitala
potreban za isti u¢inak. Osim utjecaja tehnologije, na predvidanje gospodarskog rasta moze
utjecati i produktivnost radnika (npr. obrazovanje). Stovise, nedavna istraZivanja pokazuju
korelaciju ekonomskog napretka s klimom.

2.4 Asimilacija lijeka u krvi

Istrazujemo dva jednostavna modela asimilacije tableta protiv prehlade u krvotok. U prvom
modelu promatramo jednu tabletu protiv prehlade, a u drugom kontinuiran unos tableta.

Konzumiramo tablete, a da nuzno ne znamo kako se ti lijekovi apsorbiraju u krvotok
ili koliko dugo djeluju na nas. Upozorenja na pakiranju navode neke od ucinaka i imaju za
cilj sigurnost korisnika. U sljedecem primjeru vidimo da se razliciti lijekovi apsorbiraju u
krv i izlu€uju iz nje razli¢itim brzinama.

Lijek se otapa u gastrointestinalnom traktu (GI trakt) i svaki sastojak se prenosi putem
krvotoka do mjesta na kojima djeluju, a iz krvi ih uklanjaju bubrezi i jetra. Do asimilacije
1 uklanjanja moze do¢i po razli€itim stopama za razliCite sastojke iste tablete.

Op¢i model

Promatramo ulazak lijeka u GI trakt, njegov prijenos u krvotok te prelazak u tkiva. Ovaj
zakon ravnoteze daje nam dvije jednadzbe:
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stopa promjene stopa
kolicine lijeka b = { stopa } _ Juklanjanja lijeka
u GI traktu unosa lijeka iz GI trakta
stopa promjene stopa stopa
koli¢ine lijeka ; = {unosa lijeka ; — { uklanjanja lijeka
u krvi u krv 1z krvi

Neka je x(r) kolicina lijeka u probavnom sustavu u trenutku #, a y(¢) koli¢ina u krvotoku
u trenutku 7.

Promatramo obi¢nu prehladu, za koju nema neki odredeni lijek. Medutim, postoje ta-
blete koje se mogu uzeti za ublaZavanje nekih simptoma, kao §to su suzenje ociju i curenje
iz nosa, djelovanjem dekongestiva i antihistaminika. Tablete protiv prehlade koje razma-
tramo u sljedeca dva modela sastoje se od ova dva lijeka.

Model 1: Jedna brzo otapajuéa tableta protiv prehlade

Od trenutka kada progutamo tabletu, smatramo da viSe niSta ne ulazi u probavni trakt
tijekom duljeg vremena. Tableta se brzo otapa i lijek pocinje ulaziti u krvotok.

nom sustavu, koja je stoga proporcionalna koli¢ini lijeka u krvotoku, imamo

dx

dt

gdje je xo koli¢ina lijeka u piluli, tj. nasSe pocetno stanje, a k; je pozitivni koeficijent

proporcionalnosti. Pretpostavljamo da se tableta otapa u trenutku kada ude u GI trakt u
t = 0, tako da je x(0) = xo.

Pocetna kolicina lijeka u krvotoku je nula, pa je y(0) = 0. Razina lijeka u krvotoku

raste kako lijek dolazi iz GI-trakta i opada kako ga bubrezi i jetra uklanjaju. Dakle, imamo

=-kix, x(0) = x, (2.17)

=5 = x—ky. y0) =0, (2.18)

pri ¢emu je k, druga pozitivna konstanta proporcionalnosti. Tableta protiv prehlade sas-
toji se od dekongestiva i antihistaminika, a koeficijenti proporcionalnosti, k; i k,, razliciti
su za razli¢ite komponente lijekova u tableti.

Intuitivno, kako ¢ raste, x 1 y se priblizavaju nuli, iako brzina kojom se to dogada ovisi
o koeficijentima k; i k, povezanim sa svakim lijekom. Neke vrijednosti za dekongestiv i
antihistaminik dane su u tablici 2.1:
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Koeficijenti | Dekongestiv | Antihistaminik
ki 1.386/hr 0.6931/hr
ky 0.1386/hr 0.0231/hr

Tablica 2.1: Tablica koeficijenata k; i k,

25

KoriStenjem ovih vrijednosti jednostavno numericki rjeSavamo diferencijalne jednadz-
be pomoéu MATLAB-a.

0.9
0.8
0.7 H |

06}

xb(g

05} |
el Y0
03} |

02 |\

01F

dekongestiv

antihistaminik | 7

Slika 2.6: Graficki prikaz koli¢ine dekongestiva i antihistaminika u GI traktu

t (u satima)

15
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Slika 2.7: Graficki prikaz koli¢ine dekongestiva i antihistaminika u krvotoku

Slike 2.6 1 2.7 prikazuju koli¢ine dekongestiva i1 antihistaminika tijekom vremena u GI
traktu, odnosno krvotoku za vrijednosti parametara k; i k, dane u tablici 2.1.
Koeficijenti takoder ovise o dobi i zdravlju ukljucene osobe, a koncentracija lijeka moZze

ovisiti 1 o tjelesnoj masi pojedinca.
Diferencijalne jednadZzbe (2.17) i (2.18) nisu povezane, jer je prva jednadzba potpuno

neovisna o y. Dakle, moZemo ju rijesiti neovisno o drugoj jednadzbi. ZapiSimo jednadZbu
(2.17) na sljedeci nacin
1
——dx = dt.
klx o
Integriranjem obje strane dobivamo
1
——Inx=t+C,
1
gdje je C konstanta. Sredivanjem gornjeg izraza dobivamo

x = g hit+O).
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k1

Uvodenjem nove konstante C; = ¢ 1€ imamo

x=Creh,

Uvrstavanjem pocetnog uvjeta, x(0) = xy, slijedi

X0 = C1€O = C].

Dakle, rjesenje prve diferencijalne jednadzbe je

x(t) = xpe X1, (2.19)

Da bismo dobili rjeSenje diferencijalne jednadzbe, dobiveno rjeSenje (2.19) uvrstimo u
(2.18) te imamo:
dy

e kixoe ™11 — kyy.

Ova jednadzba je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda koju rjeSavamo koristeci
teorem 1.1.11.
Uo&imo da ovdje vrijedi p(t) = k, i () = k;xpe ™. Prvo ratunamo

f p(t)dt = f kodt = kyt. (2.20)

k
f g(t)dt = f ki xoe ' dt = %e(kz_k‘)’. 2.21)
2 T R

Izracunajmo sada

Uvrstimo (2.20) i (2.21) u (1.3) i dobivamo

_ k1xo _
1) = e ®I|C + ———eh ],
) =e ( P

KoriStenjem pocetnog uvjeta, y(0) = 0, slijedi

0= eO(C + k1xo O)

o — Ky ©
kixo
0=C+
ky — k;
C = kl)Co

ki =k
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Uvrstavanjem konstante C te sredivanjem dobivenog izraza, slijedi da je rjeSenje jed-
nadzbe (2.18) dano sa

kixo ( ~kat —k t)
t — 20 1
y(1) oo\ e

za k| # k.

Model 2: Nekoliko sporo otapajucih tableta protiv prehlade

U stvarnosti, naro€ito za prehladu, uzimamo vise od jedne tablete. Da bismo ovo modeli-

rali, pretpostavimo da se lijek kontinuirano unosi u GI trakt, Sto je razumno za tablete koje

se sporo otapaju. Stoga pretpostavljamo konstantnu brzinu unosa lijeka, /. Takoder, buduci

da se pilula sporo otapa, pretpostavljamo da u pocetku nema lijeka u GI traktu.
Prilagodavamo nas model iz prethodnog odjeljka te sada imamo

d

d—’; —I—kx,  x(0)=0,

d

d—f =kx—ky,  y(0) =0, (2.22)

gdje je I pozitivna konstanta koja predstavlja brzinu unosa lijeka (u gramima po jedinici
vremena). U ovom modelu je x(0) = 0, dok je u prethodnom bilo x(0) = xy.

Ponovno imamo dvije nezavisne diferencijalne jednadZzbe koje se mogu odvojeno rijesi-
ti. Postupak rjeSavanja je analogan kao u prvom modelu pa navodimo samo rjeSenja.
Rjesenje prve diferencijalne jednadzbe iz (2.22) dano je sa

x(1) = k—lz(l - e_k”).

RjeSenje druge diferencijalne jednadZbe je dano sa

I 1
H=—[1- (k ~at _ g —’Q’).
)’() kz( ki — ko 2€ 1€

1L
ky
y— é Sada crtamo grafove ovih funkcija kako bismo utvrdili akumulirane razine dekon-

gestiva i antihistaminika u GI traktu i krvotoku tijekom vremenskog razdoblja u kojem se
tablete uzimaju svakih sat vremena, a vrijednost / je konstantna.

Kao 1 obi¢no, zanima nas Sto se dogada tijekom vremena. Kada t — oo, tada x — - 1
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Slika 2.8: Graficki prikaz koli¢ine dekongestiva i antihistaminika u GI traktu
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Slika 2.9: Graficki prikaz koli¢ine dekongestiva i antihistaminika u krvotoku

29
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Slike 2.8 1 2.9 prikazuju koli¢ine dekongestiva 1 antihistaminika u GI traktu, odnosno
krvotoku tijekom vremena za vrijednosti parametara k; i k, danih u tablici 2.1.

Nasa pretpostavka o konstanti / vrijedi u slucaju kada se lijekovi otapaju konstantnom
brzinom, $to omogucuje polagano i ravnomjerno oslobadanje lijeka tijekom razdoblja od
nekoliko sati. U stvarnosti se neke tablete brzo otapaju i stoga bi /() trebao biti pulsirajuca
funkcija, koja predstavlja ponovljene doze. Ovdje ne razmatramo te slucajeve, ali ono
Sto je potrebno u modelu je zamjena konstante / s odgovarajuom vremenski zavisnom
funkcijom.



Poglavlje 3

Primjena sustava diferencijalnih
jednadzbi

3.1 Model izbijanja gripe

U ovom poglavlju razvijamo model za opisivanje Sirenja bolesti u populaciji 1 koristimo
ga za opisivanje Sirenja gripe u internatu. Da bi to uinili, stanovniStvo podijelimo u tri
skupine: oni koji su podloZni zarazi, oni koji su zaraZeni i mogu Siriti bolest te oni koji
su se oporavili 1 imuni su. Modeliranje ovih grupa u interakciji dovodi do sustava dviju
povezanih diferencijalnih jednadzbi.

Tijekom stoljeca bilo je dramati¢nih primjera kada su epidemije imale znacajan ucinak
na ljudsku populaciju. Jedna od najpoznatijih je crna smrt u Europi u 14. stolje¢u. Danas
epidemije joS uvijek prevladavaju, a medu najznacajnijim su AIDS, virus ebole te COVID-
19. Ako nam je poznata priroda Sirenja bolesti kroz populaciju, tada ju lakSe mozemo obuz-
dati cijepljenjem ili karantenom. U slucaju bioloske kontrole StetoCina, ponekad Zelimo
odrediti kako povecati Sirenje bolesti (na primjer, miksomatoze ili kalicivirusa kod kunica)
kako bismo pronasli u¢inkovit nacin smanjenja Stetne populacije. NaZalost, i sami ljudi bili
su podvrgnuti ovom nacinu kontrole. U kolonijalnim vremenima Sirenje europskih bolesti,
poput ospica i boginja, imalo je katastrofalan u¢inak na odredene domorodacke populacije
koje nisu imale nikakvu zastitu od njih.

Mnoge bolesti Sire zaraZeni pojedinci u populaciji koji dolaze u bliski kontakt s osjet-
ljivim pojedincima. To ukljucuje gripu, ospice, vodene kozice, Zljezdanu groznicu i AIDS.
S druge strane, bolesti poput malarije se prenose putem domacina, komarca, koji prenosi
bolest s jedinke na jedinku. Odredene su bolesti zaraznije od drugih. Primjerice, ospice
1 gripa su vrlo zarazni, dok je Zljezdana groznica mnogo manje zarazna. Mnoge bolesti,
kao Sto su zauSnjaci i ospice, daju doZivotni imunitet. Dok primjerice, gripa 1 tifus imaju
kratko razdoblje imuniteta, pa je moguce zaraziti se viSe puta.

31
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Uvedimo definicije koje su nam potrebne kako bismo nastavili s modeliranjem. Raz-
doblje inkubacije bolesti je vrijeme izmedu zaraze i pojave vidljivih simptoma. To nije isto
kao latentno razdoblje, koje predstavlja vrijeme izmedu zaraze i mogucnosti da se netko
drugi zarazi. Latentno razdoblje je krace od razdoblja inkubacije, tako da pojedinac moze
Siriti bolest, a da ipak nije svjestan da ju ima. Za ospice, razdoblje inkubacije je otprilike
2 tjedna, a latentno razdoblje je otprilike 1 tjedan. U nastavku razmatramo jednostavan
matemati¢ki model za epidemiju gripe u internatu tijekom razdoblja od oko 15 dana. Za to
razdoblje je razumno pretpostaviti da ne dolazi do ponovne zaraze.

Pretpostavke modela

Kada se razmatra bolest, populacija se moze podijeliti u razli¢ite skupine: osjetljive osobe
S(t) 1 zaraZene osobe I(¢), gdje ¢t oznacCava vrijeme. Osjetljivi su oni koji mogu dobiti
bolest, dok su zaraZeni oni koju ju mogu prenijeti osjetljivima. Postoji i tre¢a skupina, a to
su osobe koje su se oporavile od bolesti i viSe nisu osjetljive.

Za pocetak donosimo neke pretpostavke na temelju kojih gradimo model:

e Pretpostavljamo da je populacija osjetljivih 1 zaraZzenih osoba dovoljna velika, kako
bi se mogle zanemariti slu¢ajne razlike medu pojedincima.

e Zanemarujemo rodenje i smrt te pretpostavljamo da se bolest Siri kontaktom.
e Zanemarujemo latentno razdoblje za bolest, postavljajuci ga na 0.

e Pretpostavljamo da su svi oni koji se oporave od bolesti imuni (barem unutar razma-
tranog vremenskog razdoblja).

e Pretpostavljamo da je u svakom trenutku stanovniStvo homogeno izmijeSano, od-
nosno da su zaraZeni i osjetljivi uvijek nasumicno rasporedeni na podrucju na kojem
Zivi stanovniStvo.

Kao §to je gore spomenuto, pretpostavljamo savrSen imunitet nakon preboljenja. To opce-
nito ne vrijedi za gripu, jer virus mutira i ljudi se mogu ponovno zaraziti iz godine u godinu.
Medutim, vremensko razdoblje koje nas ovdje zanima je oko 15 dana, tako da je savrSen
imunitet razumna pretpostavka.

Definiranje sustava diferencijalnih jednadzbi modela

Kako smo pretpostavili da nema radanja i da nitko od zaraZenih ne moZe ponovo postati
osjetljiv, broj osjetljivih se samo moze smanjiti, u slucaju zaraze istih. Broj zarazenih se
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povecava prilikom zaraze osjetljivih te se smanjuje zbog onih zaraZenih koji umru, postanu
imuni ili su u karanteni.
Brzinu promjene broja osjetljivih i zaraZenih opisujemo na sljedeci nacin:

stopa promjene | _  [stopa osjetljivih koji
broja osjetljivih [ — su se zarazili
stopa promjene| _ [stopa osjetljivih koji|  [stopa zaraZenih koji
broja zaraZenih [ su se zarazili su se oporavili

stopa promjene | _ |stopa zarazenih koji
broja oporavljenih [ — su se oporavili

Moramo uzeti u obzir i one koji su izbaeni iz sustava, u ovom sluc¢aju one koji su se
izlijecili od bolesti. Opcenitije, to mogu biti oni koji su umrli zbog bolesti, oni koji su
postali imuni na bolest 1 oni zaraZeni koji su u karanteni. Broj zaraZenih koji su u karanteni
ne smije ovisiti o broju osjetljivih, ve¢ samo o broju zaraZenih. Pretpostavljamo da je stopa
zarazenih koji su se oporavili proporcionalna broju zarazenih

stopa zarazenih koji
su se oporavili

} = yI(0),

gdje je y pozitivna konstanta proporcionalnosti, koja se naziva stopa oporavka ili stopa
uklanjanja. Stopa 7y je stopa po glavi stanovnika. Njegov recipro¢ni iznos, y~!, moZe
se interpretirati kao srednje vrijeme tijekom kojeg je jedinka zarazna. Za gripu, zarazno
razdoblje je obi¢no od jedan do tri dana.

Za modeliranje ukupne stope osjetljivih koji su se zarazili, prvo uzmimo u obzir osjet-
ljive koji su se zarazili zbog kontakta s jednom zarazenom jedinkom. OCito je da Sto je veéi
broj osjetljivih, to je veci porast broja zarazenih. Dakle, stopa osjetljivih osoba zaraZzenih
od jedne zarazene jedinke je rastuca funkcija broja osjetljivih. Radi jednostavnosti, pret-
postavimo da je ta stopa proporcionalna broju osjetljivih.

Ako broj osjetljivih u trenutku ¢ ozna¢imo sa S (¢), tada je stopa osjetljivih koji su
zarazeni jednaka A(¢)S (f). Medutim, nije razumno tretirati A kao konstantu, ve¢ kao funk-
ciju, jer Sto je viSe zarazenih, to je veéi rizik da Ce se jedna osjetljiva osoba zaraziti. Tada
je stopa osjetljivih koji su zarazeni jednaka

stopa osjetljivih koji
su se zarazili

} = A0S (1).

Kasnije nalazimo odgovarajuéu ovisnost A o broju zarazenih. Clan A(f) nazivamo snaga
zaraze. To je stopa po glavi stanovnika po kojoj osjetljivi pojedinci postaju novozaraZeni.
Mijerna jedinica je vrijeme™'. Takoder, A(f) moZemo interpretirati kao vjerojatnost po jedi-
nici vremena da se jedna osjetljiva osoba zarazi. To nam sada daje sustav diferencijalnih
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jednadzbi

ds

— =-AS

7 (1)

dl

— =A)S -yl
7 S -y
dR

Snaga zaraze, A(t), ovisi o trenutnom broju zaraZenih /() i raste kako se udio zarazenih
u populaciji povecava. Takoder, ovisi o broju kontakata medu pojedincima i vjerojatnosti
da se, prilikom kontakta, osjetljiva jedinka zarazi. Neka je ¢ broj kontakata u jedinici vre-
mena i p vjerojatnost da kontakt rezultira zarazom. Pretpostavljamo da su ¢ i p konstante.
Neka je N(t) ukupna veli¢ina populacije, odnosno N(¢) = S(¢) + I(t) + R(¢). Deriviranjem
prethodne jednadZbe i1 zbrajanjem triju jednadzbi iz (3.1) slijedi da je N(t) = 0, odnosno
da je ukupna veli¢ina populacije konstantna. Neka je §; = cp. Konstanta 5 naziva se
koeficijent prijenosa i ima istu mjernu jedinicu kao i snaga zaraze. Prikladna funkcija za
snagu zaraze dana je sa

1(?)
At) = Br—.
0 =Br~;
Model za Sirenje gripe sada postaje
dS 1
> B.S—
dt Pr N
dl 1
— =6S—=—-vI 32
o TPy Y (3.2)
dR p
ar ="

s pocetnim uvjetima S (0) = so, 1(0) = ip 1 R(0) = 0.

Buduci da su B 1 N konstante, moZemo definirati 5 = ﬁﬁf Parametar § takoder nazi-
vamo koeficijent prijenosa, ali ima razli¢itu mjernu jedinicu od 8. Pojednostavljeni model
je

das

— =-pSI

dt p

dl

— =BS1-vyI 3.3
o BSI—vy (3.3)
dR

— =9I

dt 4

Bududi da se varijabla R ne pojavljuje u prve dvije diferencijale jednadzbe, njih mozZemo
proucavati kao zaseban sustav.



POGLAVLIJE 3. PRIMJENA SUSTAVA DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI 35

Numericko rjesenje sustava

Diferencijalne jednadzbe (3.3) moZemo rijeSiti numeri¢kom metodom. Medutim, prvo
moramo odrediti poCetne uvjete i vrijednosti parametara. Procjena vrijednosti parametara
Cesto je tezak zadatak. Bez to¢nih procjena parametara, model je manje koristan kao alat
za predvidanje.

Jedan pristup za procjenu parametara je izravno mjerenje vrijednosti parametra. Na
primjer, za dani model interpretacija parametra y je da y~! predstavlja vrijeme u kojem je
zarazena osoba zarazna. Na temelju poznavanja gripe znamo da ima infektivno razdoblje
1 — 3 dana, tako da za procjenu mozemo uzeti y = % Izvedivo je izravno mjeriti prosje¢no
razdoblje zaraze, ako se za sve pojedinacne pacijente vode dovoljno detaljni zapisi o vre-
menu pocetka infekcije 1 vremenu oporavka; medutim, rijetko su dostupni potpuni zapisi
ove vrste, a nepotpuni zapisi mogu dati pristranu procjenu.

Procjena parametra 3 je teZa. MoZemo se posluziti definicijom osnovnog reproduk-
o
oy
dva dana dogodile tri nove zaraze, iz Cega dobivamo 8, ~ % = 1.5. Za veliCinu populacije

uzimamo N = 700. Slijedi da je 8 = % % = 0.00214. Za pocetne uvjete pretpostav-
ljamo da je epidemiju zapocela jedna zarazena jedinka u trenutku ¢ = 0, tako da je 1(0) = 1
1 5(0) = 700.

cijskog broja Ry, gdje je Ry = ’BTN 1 stoga je By = yRy. Pretpostavimo da su se u prva

<l

800
S— S()
L my I |

700 4 ®

600 N
o \
‘5 500 F
8 \
= A
o \‘
8 400 \
v %
= \
= 300 \
= \

200 ¥
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Slika 3.1: Graf numerickog rjeSenja
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Graficki prikaz numerickog rjeSenja na slici 3.1 dobiven je koriStenjem gornjih poda-
taka pomo¢u MATLAB-a.
Broj zaraZenih se znacajno povecava tijekom 6 dana, a zatim postupno opada. Ono $to

se dogada je da se broj osjetljivih ”potrosi”’. Stoga, u kasnijim fazama izbijanja bolesti,
postoji puno manja Sansa da bilo koji zarazeni dode u kontakt s nekim tko joS nije zarazen.

Ogranicenja modela

Postoji niz razlicitih varijacija osnovnog modela koje treba razmotriti. Na primjer, ucinak
radanja, koji stalno uvodi sve vise osjetljivih u populaciju, ili bolesti bez imuniteta, gdje
zarazene jedinke ponovno postaju osjetljive nakon preboljenja.

Broj rodenih ¢e osigurati dodatan izvor osjetljivih pojedinaca i to moZe dovesti do
oscilacija broja zaraZenih. Doista, prije izuma cjepiva za bolesti kao $to su ospice, redovite
epidemije javljale su se svake 2 godine u nekim zemljama, a u ostalima svake godine.

Dok neke bolesti stvaraju trajni imunitet (npr. ospice, vodene kozice), mnoge druge to
ne ¢ine (npr. prehlada, gripa). To moZemo modelirati, dopuStajuci da zaraZzeni ponovno
postanu osjetljivi. Ovdje uzimamo u obzir joS jednu pretpostavku, a to je da je stopa novo-
zarazenih proporcionalna umnosku S (#)1(¢). Ako udio zaraZenih u populaciji postane jako
velik, onda e stopa zaraZenih, vjerojatno, doseé¢i maksimum, buduéi da postoji ogranicen
broj kontakata koji se mogu ostvariti u odredenom vremenskom intervalu. Da bismo upot-
punili model s novim pretpostavkama, definiramo S kao funkciju u ovisnosti o veli€ini
populacije (ili gusto¢i naseljenosti), B(N) = # Ovdje c viSe nije konstanta, ve¢ funkcija
koja predstavlja broj kontakata medu pojedincima, u ovisnosti o veli¢ini populacije N, a p
je vjerojatnost zaraze prilikom kontakta.

Osnovni reprodukcijski broj

Iz istrazivanja numerickog rjeSenja uocavamo da dinamika modela ima grani¢no ponasanje.
Ako je pocetni broj osjetljivih, sy, ispod odredenog iznosa, tada se broj zarazenih, (1),
smanjuje. S druge strane, ako je s, veci od praga, tada I(¢) raste prije ponovnog opadanja.
Cini se da je ovo neovisno o potetnom broju zaraZenih jedinki, io. Ovu graniénu veliéinu
mozZemo odrediti definiranjem osnovnog reprodukcijskog broja, koji oznaCavamo s Ry.

Osnovni reprodukcijski broj definiran je kao broj novih sekundarnih zaraza koje su
rezultat jedne zaraZene osobe smjeStene u potpuno osjetljivu populaciju, za vrijeme kada
je ta osoba zarazna.

Ako je Ry < 1, o¢ekujemo da ¢e epidemija izumrijeti, odnosno da e se I(¢) smanjiti. S
druge strane, ako je Ry > 1, tada bi se, u poCetku, broj zaraZenih povecao.

KoriStenjem gornje definicije moZemo odrediti formulu za Ry. Trenutna stopa novih
zaraza za stanovniStvo bila je SS1. Stoga je stopa novih infekcija uzrokovanih jednom
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zarazenom jedinkom Ssg, gdje smo stavili / = 11§ = s9. Da bismo dobili broj novih
zaraza, ovu stopu mnozimo s prosjecnim vremenom u kojem je pojedinac zarazan, y~!.
Stoga mozemo definirati R, kao koli¢inu

_ B%o
ot
Osnovni reprodukcijski broj je brzina Sirenja zarazne bolesti kroz populaciju kada je

Ry > 1. Neke tipic¢ne procjene R, za neke uobiCajene zarazne bolesti (u razdoblju prije

cijepljenja) su: Ry =~ 3 — 4 za gripu, Ry = 16 — 18 za ospice, Ry = 4 za male boginje i

Ry ~ 10 — 12 za vodene kozice. 1z diferencijalne jednadZbe za [ slijedi

Ry (3.4)

dl

S
E:,BSI—yI:yI(ﬁ?—l)

te takoder vidimo da je % pozitivan samo ako je %S > 1, a negativan samo ako je %S < 1.

Iz formule (3.4), to govori da je % >0akojeRy > 11 % < 0 ako je Ry < 1. Dakle, broj

zarazenih se povecava ako je osnovni reprodukcijski broj veéi od 1, a inaCe se smanjuje.

Cijepljenje
U stvarnosti, primjenu osnovnog reprodukcijskog broja koristimo za cijepljenje stanovni-
Stva. Zanima nas koliki bi bio udio iskorjenjivanja zarazne bolesti, pod pretpostavkom da
trenutno moZemo cijepiti samo dio populacije.

Na ovo je lako odgovoriti koriStenjem osnovnog reprodukcijskog broja Ry. 1z Ry = ﬁl%,
ako cijepimo udio P osjetljivih jedinki, tada osnovni reprodukcijski broj postaje

RV:%ﬂl—Pme,

buduéi da sada postoji samo (1 — P)s, osjetljivih osoba koje bi mogle dobiti bolest.
Zaraza se smanjuje kada je osnovni reprodukcijski broj manji od 1, pa je uvjet za iskorje-
njivanje bolesti R, < 1. RjeSavanjem za P, dobivamo formulu

1
P>1-—.

0

Za velike boginje, na primjer, gdje je Ry = 4, dobivamo P ~ 75% populacije, ali za
ospice, u necijepljenim zajednicama, gdje je tipicno Ry = 15, imamo da je P = 93%. 1z
ove racunice je jasno zaSto su velike boginje odabrane kao meta za iskorjenjivanje diljem
svijeta.
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Endemske bolesti

U populaciji i dalje postoje endemske bolesti koje karakterizira izbijanje koje se javlja s
vremena na vrijeme. Mnogo je primjera, ukljucujuéi djecje bolesti kao Sto su ospice i
vodene kozice. Takvi se modeli obi¢no proucavaju na §iroj razini, na primjer, za veli¢inu
populacije uzima se veli€ina grada ili drzave.

Da bismo modelirali endemsku bolest, u model moramo ukljuciti u¢inke prirodnog
radanja i smrti. Sljedeci model je relativno jednostavan za istraZivanje endemske bolesti.

Neka a i b oznaCavaju prirodnu stopu smrtnosti po stanovniku i stopu nataliteta sta-
novniStva, gdje su smrti uzrokovane prirodnim uzrocima. Diferencijalne jednadZzbe su dane
u sljedecem obliku:

ds
L bN—BST—aS

dr psi-a

dl

Y STyl —al 35
7 B Yl —a (3.5)
QR _

_ = _a’

a7

gdje je N(t) = S(¢) + I(¢) + R(t). Ako zbrojimo tri diferencijalne jednadZbe zajedno,
dobit ¢emo diferencijalnu jednadZbu za N(¢),

AN
Y (b-a)N.
a - -

Ako je b = a, broj stanovnika ostaje konstantan. Konstantna populacija je razumna
pretpostavka, pod uvjetom da je vremenski period na koji se model primjenjuje dovoljno
kratak. S druge strane, vremenski period treba biti dovoljno dug da radanja stvore dovoljan
izvor novih osjetljivih osoba.
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Slika 3.2: Graficki prikaz numeric¢kog rjeSenja

Numericko rjeSenje jednadzbi (3.5) je dano na slici 3.2. Pretpostavili smo veli€inu
populacije od 1 milijun (N = 10%), s po&etnim brojem zaraZenih i, = 10, po&etnim brojem
osjetljivih sy = 10° i po&etnim brojem ljudi koji su preboljeli bolest i imuni su ry = N —
io — So. Ovo su tipicne vrijednosti za bolest kao Sto su ospice u gradu srednje veliCine i gdje
je velik dio stanovniStva imun zbog cijepljenja ili preboljenja, dok znacajan udio (10%)
nije imun. Za vrijednosti parametara upotrijebili smo y = 52 godine (y™! = 1 tjedan = &
godine ) i o¢ekivani Zivotni vijek, a~!

52

= 80 godina. Da bismo izracunali 8 pretpostavili smo
da je Ry = 10, §to je tipino za ospice. Ovo dovodi do koeficijenta prijenosa 8 = 5.2 x 10~
buduéi da je ovdje Ry = £~

Broj zaraZenih u poéeﬁm ima sli¢nu dinamiku kao na slici 3.1, ali nakon nekog vre-
mena broj zaraZenih se opet povecava, umjesto da izumire. Ponovljene epidemije javljaju
se svake dvije do tri godine. U pocetku postoji dovoljno osjetljivih jedinki za Sirenje za-
razne bolesti u populaciji (Ry > 1). Nakon nekog vremena, broj osjetljivih pada, pa nema
dovoljno dostupnih osjetljivih za odrZzavanje povecanja zaraze (odnosno, jedna zaraZena
osoba ne moZe zaraziti viSe od jednog osjetljivog) pa 1 broj zaraZenih pocinje padati.
Medutim, zbog radanja novih osjetljivih, doci ¢e trenutak kada ¢e broj osjetljivih ponovno
dosegnuti kriticnu vrijednost pa ¢e broj zaraZzenih ponovno poceti rasti, Sto ée uzrokovati
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novu epidemiju.

U ovom modelu dobivamo prigusene oscilacije, a broj zarazenih teZi stabilnom stanju.
U praksi, prijenosni koeficijent 5 moZe biti sezonski ovisan, §to moZe uzrokovati trajne, a
ne prigusene oscilacije.

Koeficijent prijenosa ovisan o frekvenciji i gustoc¢i

Prisjetimo se da je snaga zaraze umnoZak stope kontakata i vjerojatnosti da ¢e kontakt
osjetljive osobe sa zarazenom dovesti do zaraze. Stopa kontakta (broj kontakata koje
svaki pojedinac ostvari u jedinici vremena) moze ovisiti o veliini ili gustoci populacije.
MoZemo pretpostaviti da je stopa kontakata neovisna o gustoCi naseljenosti ili, alterna-
tivho, mozemo pretpostaviti da je proporcionalna veliini ili gustoci populacije. Dakle,
vece populacije imaju Ces¢e kontakte.

U promatranom modelu gripe pretpostavljamo da je ukupna populacija N konstantna.
Takoder, stopa kontakata je konstantna te su sustavi jednadzbi (3.2) 1 (3.3) ekvivalentni s
B = % Medutim, postoje mnoge okolnosti u kojima stanovniStvo nije konstantno. To
ukljuCuje endemske modele tijekom duZeg vremenskog razdoblja, gdje je stopa nataliteta
po glavi stanovnika veca od stope smrtnosti po glavi stanovnika te bolesti koje uzrokuju
velik broj smrtnih slucajeva $to dovodi do smanjenje ukupne populacije. Zbog toga je
vazno uzeti u obzir vrstu prijenosa. Postoje dvije glavne vrste: prijenos ovisan o frekvenciji
1 prijenos ovisan o gustoci.

Za prijenos ovisan o frekvenciji, pretpostavljamo da je brzina kontakata konstantna,
c¢(N) = c¢¢, a snaga zaraze je tada

1(1) 1(1)
Alt) = pco——= =Br——,
) PCoN(t) ﬁfN(t)
Terminologija ovisno o frekvenciji” dolazi od pretpostavke da stopa kontakata ovisi
samo o ucestalosti kontakata. Za prijenos ovisan o gustoci, pretpostavljamo da je c(N)

proporcionalan s N, odnosno c(N) = kN, a snaga zaraze je tada

1(n)
A(t) = pkN(1) NG - B®), B = pk,

koju zovemo prijenos ovisan o gustoéi jer brzina kontakata ovisi o veli¢ini populacije
(ili gustodi).

Prijenos ovisan o frekvenciji i prijenos ovisan o gustoCi predstavljaju dvije krajnosti.
Obicno je prijenos ovisan o frekvenciji prikladniji za ljudsku populaciju (gdje ljudi obi¢no
imaju fiksan krug drustvenih kontakata, koji je uglavnom neovisan o veli¢ini populacije).
Dok prijenos ovisan o gustoéi moZe biti prikladniji za Zivotinjske populacije, gdje je broj
kontakata po jedinici vremena veci kod gusto naseljenih populacija zbog vjerojatnijih
slu¢ajnih susreta.

Br = pco.
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U praksi, stope kontakata Cesto pokazuju linearnu ovisnost o veliCini populacije, za
manje populacije, i konstantnu ovisnost za velike populacije. Modeliranje se moZze izvoditi

pomocu odgovarajuce Michaelis—Menten funkcije, npr. c¢(N) = I:I:N‘

3.2 Analiza slucaja: Kolera

Kolera je zarazna bolest tankog crijeva koju uzrokuje bakterija Vibrio cholerae. Prenosi se
konzumiranjem zagadene vode ili hrane. U teSkim slucajevima, i bez lijeCenja, Zrtve mogu
umrijeti zbog dehidracije unutar nekoliko sati od zaraze.

Kolera predstavlja stvaran 1 ozbiljan javnozdravstveni problem u zajednicama s loSom
sanitarnom infrastrukturom. Jedan od razloga zaSto se posebna paznja posvecuje Cistoj
pitkoj vodi u kampovima za smjestaj izbjeglica iz ratom razorenih podrucja jest minimizi-
ranje rizika od izbijanja kolere. Do izbijanja kolere moZe doci i nakon prirodnih katastrofa,
kada infrastruktura zakaze i zalihe vode postanu zagadene, kao na primjer na Haitiju nakon
potresa 2010. godine.

Statisticko proucavanje kolere zapocelo je radom lije¢nika Johna Snowa u predgradu
Sohoa u Londonu, 1854. godine. Snow je praenjem mjesta zaraze doSao do pumpe za
vodu koju je koristila veéina stanovnika. Uspio je onesposobiti tu pumpu, ali je to bila
vrlo kontroverzna odluka jer se dogodila puno prije otkri¢a bakterije kao uzro¢nika bolesti.
Istrazivanje J. Snowa smatra se poCetkom znanosti epidemiologije.

Modeliranje moZe pruZiti razumijevanje okolnosti pod kojima moZe do¢i do izbijanja
zaraze. Ovdje definiramo model koji ukljucuje interakciju osjetljive i zarazne populacije.
Medutim, ono Sto se razlikuje od uobiCajenog pristupa jest to Sto ukljucuje prijenos iz
okoline.

Jednadzbe modela

Buduci da kolera ima kratko latentno razdoblje, varijable potrebne za opisivanje Sirenja
kolere u populaciji su S (¢) - osjetljivi pojedinci, i I(¢) - zarazni pojedinci, gdje je ¢ vrijeme.
Pojedinci koji su preboljeli koleru imaju imunitet od ponovne zaraze u trajanju od otprilike
dvije godine. Sve dok je vremensko razdoblje koje nam je od interesa manje od dvije godi-
ne, razumno je pretpostaviti da se zarazene osobe oporave bez da ponovno postanu osjet-
ljive.

Druga vazna varijabla je koncentracija bakterija kolere u opskrbi vodom. To utjece na
lakocu Sirenja kolere na osjetljive osobe prilikom dolaska u kontakt s vodom tijekom pri-
preme hrane ili pijenja. Koristimo varijablu B(f) koja predstavlja koncentraciju bakterija,
a mjeri se kao broj stanica po ml u vodi, stoga ju nazivamo i broj bakterija. Taj broj Ce se
mijenjati s vremenom kako sve viSe bakterija ulazi u vodoopskrbu te sa sve ve¢im brojem
zarazenih koji izluCuju bakterije kolere.
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Diferencijalne jednadZbe ovog modela su

dS

— =-A)S

7 (1)

dl

— =A)S -yl 3.6
7 (NS -y (3.6)
dB T+ ( )B

— =€ n, —my)B,

dt b b

gdje je A(¢r) snaga zaraze, vy stopa oporavka i (n, — mj) neto stopa rasta broja bakterija
po glavi stanovnika u opskrbi vodom.

Populacija bakterija ¢e izumrijeti ako ne dode do uvodenja novih bakterija od strane
zarazenih pojedinaca, tako da je n, — m;, < 0. Parametar € predstavlja brzinu izlu€ivanja
bakterija u vodoopskrbu od jedne zaraZzene osobe, pa je €l(r) ukupna stopa rasta broja
bakterija (mjerena kao jedinica volumena vode po jedinici vremena). U ovom modelu ne
ukljuujemo smrtne slucajeve uzrokovane kolerom, no to se lako moze ukljuciti.

Nadalje pretpostavljamo da se kolera prenosi samo kontaktom s okolinom, a ne kon-
taktom zarazene 1 osjetljive osobe (opcenito nije vazno) ili u doticaju s hranom. Snaga
zaraze A(t) je vjerojatnost da Ce osjetljiva osoba biti zaraZena u jedinici vremena. Dakle,
to je stopa kontakata (¢ kontakata s vodom dnevno) pomnoZena s vjerojatno$éu zaraze,
koja ovisi o koncentraciji bakterija B(¢). Ilako bismo mogli pretpostaviti da je vjerojatnost
proporcionalna s B(¢), realnije je pretpostaviti da je linearna za mali B(¢) te da tezi prema
1 kako B(?) postaje velik. Stoga, za velike koncentracije bakterija kontakt s vodom uvijek
rezultira zarazom. Prikladna funkcija za vjerojatnost zaraze, s obzirom na broj kontakata s
vodom, je p(B) = kso%, gdje konstanta ks, predstavlja koncentraciju bakterija koja dovodi
do 50% Sanse da dode do zaraze. Snaga zaraze dana je sa

At) =cp(B) =c

kso +B
Supstitucijom A(#) u (3.6) dobivamo jednadzbe modela

dS B

—_— = —C

dt kso + B

dl

— = S -yl 3.7
dt Ck5() + B Y S
dB

E = el + (n, — my)B.
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Osnovni reprodukcijski broj

Za zarazne bolesti je od posebnog interesa uspostaviti intervenciju koja bi mogla sprijeciti
izbijanje bolesti. Osnovni reprodukcijski broj, Ry, predvida da bi do izbijanja zaraze moglo
do¢i kada je Ry > 1 te da se zaraza nece dogoditi kada je Ry < 1.

R definiramo kao broj novih zaraza nastalih izravno od strane jedne zaraZene osobe
koja se nalazi u potpuno osjetljivoj populaciji. Za ovaj model, vrijeme kada je zaraZeni
pojedinac zarazan dano je kao reciprocna vrijednost stope izlaska iz odjeljka zaraZenih 1,
%, a stopa novih zaraza na pocetku je jednaka ;fi“}‘;, gdje je so = S (0) pocetni broj osjetljivih.

Pretpostavimo da smo uveli I = 1 zarazenu osobu u osjetljivu populaciju veli€ine sj.
Ta jedna zaraZena osoba Ce izbaciti odredeni broj bakterija u vodoopskrbu. Broj novo-
izbacenih bakterija se odreduje uvrStavanjem / = 1 u jednadZbu ravnoteze za B. Ta jed-
nadZba se dobije uvrStavanjem ‘2—? =0u3.7)

0=€e+ (n, —my)B.
Iz gornje jednadzbe slijedi da je broj novih bakterija jednak

€

B = .
my —nyp
Broj bakterija ¢e biti pozitivan samo ako je stopa smrtnosti bakterija m; veca od stope
nataliteta bakterija n,,.

-4 M . W . . e B,
Sada ra¢unamo stopu novih zaraza iz pocetnog broja osjetljivih sy kao -—2

kso+B*
. . . ... ¢Bs . TR . .
B to ¢e aproksimativno biti ‘k;)o. Broj novozarazenih tijekom vremena, %, u kojem je jedna
zarazena osoba, koja se nalazi medu osjetljivima, zarazna dan je sa

Za male

Iz gornje formule vidimo da povecanje kontakata s vodoopskrbom, ¢, ili povecanje
stope zagadenja vodoopskrbe izlu¢enim bakterijama, €, ili povecanje pocetne veliine po-
pulacije, s¢, doprinosi povecanju Ry. PoveCanje stope oporavka, v, (fj. smanjenje vremena
trajanja infekcije) ili povecanje neto stope smrtnosti bakterija po glavi stanovnika, m,,, do-
vode do smanjenja R,. Uz parametre dane u tablici 3.1 1 sy = 10, izracunata vrijednost za
Ry je priblizno 1.5. Bududi da je Ry > 1, dovodenje jedne zarazene jedinke, u populaciju
osjetljivih jedinki, prouzrokuje viSe od jedne nove zaraze.

Buduéi da Ry ovisi o poCetnom broju osjetljivih, moZemo uzeti Ry = 1 kako bismo
pronasli grani¢nu veli¢inu grada, S, ispod koje nece doci do izbijanja zaraze.
UvrStavanjem Ry = 1 u prethodnu jednadZbu dobivamo

_ Ykso(my, — nyp)
ce )

S, (3.8)
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Parametar | Vrijednost
c 1
kso 10°
0% 0.2
€ 10
(l’lb - mb) 0.33

Tablica 3.1: Tablica vrijednosti parametara modela

Uvrstavanjem vrijednosti parametara danim u tablici 3.1 u jednadzbu (3.8), slijedi da je
grani¢na veli¢ina grada S . = 6600. Za vrijednosti s, iznad grani¢ne vrijednosti S ., dolazi
do izbijanja zaraze.

L 4

Slika 3.3: Graficki prikaz pocetne veliCine populacije sy u odnosu na stopu zagadenja €

Slika 3.3 predstavlja graf jednadZbe (3.8) za parametre dane u tablici 3.1, ali za dvije
razli¢ite vrijednosti brzine kontakata ¢ € {0.5,1}. Formulu za §. moZemo upotrijebiti
za istrazivanje utjecaja mogucih nacina sprjecavanja izbijanja kolere. Slika 3.3 ilustrira
vrijednosti za € (jedini¢na brzina bakterija koje ulaze u izvor vode) za svaki pocetni broj
osjetljivih, sy, tako da je Ry = 1 ili ekvivalentno sy = S.. Ovaj graf ilustrira utjecaj
poboljSanih sanitarnih uvjeta (modeliran smanjenjem vrijednosti parametra zagadenja vode
bakterijama kolere €). Za svaki sy, ako je tocka (e, o) iznad krivulje dolazi do izbijanja,
dok ako je tocka (e, s¢) ispod krivulje tada ne dolazi do izbijanja kolere.

Iako je rezultat intuitivan, gornji graf prikazuje nelinearnu prirodu odnosa i moze in-
formirati o razumijevanju rizika i dizajnu programa kontrole.

Ova analiza pokazuje da kako se populacija povecava, samo mali raspon € (vrlo niske
stope bakterija koje ulaze u izvor vode) moZze sprijeCiti izbijanje zaraze, Sto nije slucaj
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samo za relativno male populacije.

Gornji model je prili¢no jednostavan, a ociti nedostatak je Sto nije ukljucen broj rodenih
i umrlih u populaciji. Mogli bismo ga prosiriti uklju¢ivanjem dopustanja slabljenja imu-
niteta, asimptomatskih slucajeva, cjepiva i prostornih aspekata. Takvi modeli dopustaju
detaljnija istrazivanja intervencije i kontrole te pokazuju da kolera moZze ostati endemi¢na
unutar populacije u kojoj zaraza izbija zbog vremenskih nepogoda. Unato¢ tome, metodo-
logija razvijena za gornji jednostavni model takoder je relevantna za ove sloZenije modele
te pruza informacije za kontrolu bolesti.

3.3 Analiza slucaja: Kontrola pasa lutalica

U odjeljku 2.2 razvili smo model za kontrolu pasa lutalica putem eutanazije. Ovdje uvo-
dimo drugu strategiju kontrole, sterilizaciju te pokazujemo kako upotreba sustava diferen-
cijalnih jednadzbi moze olaksati usporedbu izmedu utjecaja dviju strategija na kontrolu. U
ovom slu¢aju ljudi djeluju kao predatori” na pse lutalice na dva razli¢ita na¢ina. Zelimo
pronaci nacin procjene tih dviju strategija upravljanja te utvrditi okolnosti pod kojima je
jedna strategija bolja od druge.

Psi lutalice mogu uzrokovati brojne probleme u urbanim i ruralnim podrucjima di-
ljem svijeta. Takoder, mogu uzrokovati zdravstvene probleme te predstavljaju prijetnju
domacim Zivotinjama. Prilikom napustanja psi prirodno teze grupiranju u copore i raz-
mnoZavanju. Zbog toga postoji jasna potreba za kontrolom populacije kako bi se Steta
svela na najmanju mogucu. Zanima nas koja je strategija upravljanja najuinkovitija za
kontrolu pasa lutalica. Ovdje primjenjujemo matematicki model za usporedbu strategija
eutanazije i sterilizacije.

Sterilizacija je obi¢no usmjerena na pse u vlasniStvu, a eutanazija na pse lutalice.
Medutim, neki su vlasnici protiv sterilizacije, a programi sterilizacije su osmisljeni tako
da ciljaju i na pse lutalice. Jedan takav program u Bangkoku (Tajland) nije uspio jer je
stopa sterilizacije bila preniska, dok je drugi u Jaipuru (Indija) doveo do stabilnih 70%
steriliziranih Zenki pasa. Ovo sugerira da postoji grani¢na stopa sterilizacije, iznad koje
je vjerojatnije da ¢e program uspjeti. Isto tako, eutanazija e utjecati na stopu rasta po-
pulacije, iako potpuno iskorijenjivanje pasa lutalica nije vjerojatno s obzirom na ucestalo
napustanje pasa.

Eutanazija

Prisjetimo se jednadzbe (2.10) iz odjeljka 2.2, to rezultira diferencijalnom jednadZbom s
udjelom € eutaniziranih pasa po km?*:
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dN Nr €
= —?[N — K(l — ;)] (3.9)

gdje je N = N(¢) funkcija vremena, r je stopa reprodukcije, a K nosivost. Parametar r
moze se izraziti kao razlika izmedu stope nataliteta a i1 stope smrtnosti b, odnosno r = a—b.
Parametar € je udio eutanaziranih pasa po km?, §to predstavlja dodatnu stopu smrtnosti.

Sterilizacija

Prilagodavamo model kako bismo ukljucili sterilizaciju koja se mijenja s viemenom. Pret-
postavljamo da su samo Zenke sterilizirane (kao $to je uobicajeno za takve programe, ali se
moze lako promijeniti) i neka je Q(¢) udio steriliziranih Zenki pasa. Dakle, ako je S (¢) broj
steriliziranih pasa po km?, a v udio Zenki u populaciji, tada imamo

S(1)
1) = ———. 3.10
() NG (3.10)
Diferencijalna jednadzba (3.9) postaje
dN rN N
- = 1 - e 1——1]- . A1
" N(a(1-0Q)-b e rN( K) aNQ (3.11)
Neka je o brzina sterilizacije. Tada,
dsS N
o= (—b—rE)S +0(YN-S) (3.12)

gdje prvi izraz u zagradama ne ukljucuje rodenje od steriliziranih Zivotinja, ve¢ ovisnost
o gusto¢i koju odreduje puna populacija, a drugi izraz je stopa promjene broja steriliziranih
pasa sa samo nesteriliziranim Zenskim psima dostupnim za sterilizaciju (odnosno vN — ).

Da bismo dobili diferencijalnu jednadzbu za Q, deriviramo jednadzbu (3.10) te u nju
uvrstimo jednadzbe (3.11) 1 (3.12). Sada dobivamo

o _ . _
E_(l Q)0 —aQ).

UvrStavanjem % = 0 dobivamo dva ravnotezna rjeSenja: Q, = 11 Q. = 2.

Usporedba

Svrha ove analize je usporediti u¢inkovitost dviju strategija kontrole, ali koli¢ine Q(¢) (udio
svih steriliziranih Zenki) 1 N(¢) (ukupan broj po km?) su vrlo razli¢ite i ne mogu se izravno
usporedivati. Stoga se koristimo povezanim sustavom jednadzbi koje povezuju Q(¢) sa S (¢)
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(broj steriliziranih pasa po km?) i N(f) (ukupan broj pasa po km?). Uvritavanjem Q = % u
jednadzbi (3.11) dolazimo do sustava diferencijalnih jednadzbi

250

200 i\
150 F |
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50 r

)4

(3.13)

——
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30

t (u godinama)

Slika 3.4: Graficki prikaz usporedbe sterilizacije 1 eutanazije za ukupnu gustocu populacije

N tijekom vremena

Slika 3.4 ilustrira rezultate za ukupnu gustocu populacije tijekom vremena, s punim li-
nijama koje prikazuju rezultate za sterilizaciju (sustav (3.13)) i isprekidanim krivuljama za
eutanaziju (jednadzba (3.9)) 1 3 razlicite vrijednosti za udio eutanaziranih pasa € 1 kontrol-
nog parametra za sterilizaciju o (oznaceni sa 3 razliCite boje na grafovima). KoriSteni pa-
rametri su K = 250, a = 0.34, b = 0.12, v = 0.36. Pocetne vrijednosti su N(0) = K = 250
1.5(0) = 0. UoCavamo da je broj pasa dosta niZi s eutanazijom nego sa sterilizacijom. Pod
pretpostavkom da su potrebni napori, za iste stope eutanazije i sterilizacije, usporedivi i da
novac nije problem, eutanazija bi bila preferirana opcija.
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Slika 3.5: Graficki prikaz usporedbe broja steriliziranih S i eutaniziranih E pasa tijekom
vremena

Medutim, korisnija usporedba za donoSenje odluka ukljucuje broj eutanaziranih Zivoti-
nja (E(t) = eN(¢) po km?) i broj steriliziranih (S (¢) po km?), kao $to je prikazano na slici
3.5

Za procjenu najpristupacnije i najucinkovitije strategije, uzimamo u obzir usporedbu
troSka tih strategija po Zivotinji. Pod istim uvjetima (o~ = € za oba grafa), u poc€etku je broj
eutanaziranih Zivotinja znatno veci od onih steriliziranih, iako nakon nekoliko godina broj
Zivotinja koje treba sterilizirati premasuje broj Zivotinja koje treba eutanazirati. Ovo suge-
rira da bi optimalna strategija bila kombinacija eutanazije i sterilizacije. No, za procjenu
najpristupacnije i najuéinkovitije strategije, morali bismo uzeti u obzir usporedbu troska
tih strategija po Zivotinji.

Zaklju€ujemo da ovi jednostavni modeli pruZzaju sredstva za usporedbu strategija kon-
trole na smislen nacin, ¢ak i uz neizvjesnost stope rasta i procjene populacije. Utjecaj
drugih ¢imbenika moZe se lako ukljuciti u model. Kao $to je ranije spomenuto, jedan koji
ovdje nije ukljucen je da se psi kontinuirano napustaju i pridruzuju populaciji pasa luta-
lica. Ovaj pristup modeliranja za usporedbu strategija upravljanja relevantan je za mnoge
druge primjene (na primjer, StetoCine, bolesti, ribolov), osobito kada imamo malo podataka
1 moZe biti vrlo vrijedan alat u dizajnu programa za kontrolu.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu promatrali smo kako diferencijalnim jednadZama i1 sustavima
mozemo modelirati razne probleme. Izveli smo nekoliko modela, pronasli njihova rjeSenja
1 analizirali stabilnost rjeSenja. U prvom poglavlju smo definirali obi¢ne diferencijalne jed-
nadzbe 1 sustave te naveli teoreme o egzistenciji, jedinstvenosti 1 stabilnosti rjeSenja. U
drugom poglavlju smo modelirali i analizirali nekoliko modela koriStenjem obi¢nih dife-
rencijalnih jednadZbi, dok smo u treCem poglavlju isto napravili koriStenjem sustava dife-
rencijalnih jednadzbi. Modelirali smo probleme drustvene, bioloske i financijske prirode.
Promatrali smo kako eutanazijom 1 sterilizacijom kontrolirati pse lutalice, kako kapital 1
radna snaga utjeCu na proizvodnju, vremensko zadrzavanje lijeka u krvotoku te promjenu
broja zaraZenih 1 osjetljivih pojedinaca za gripu i koleru. Vidjeli smo kako diferencijalne
jednadzbe imaju Siroku primjenu u stvarnom svijetu i da su jako koristan alat za modelira-
nje promjena varijabli koje su nam od interesa u odredenom problemu.



Summary

In this thesis, we looked at how we can model various problems with differential equations
and systems. We performed several models, found their solutions and analyzed the stability
of the solutions. In the first chapter, we defined ordinary differential equations and systems,
and stated theorems on the existence, uniqueness and stability of solutions. In the second
chapter we modeled and analyzed several models using ordinary differential equations,
while in the third chapter we did the same using a system of differential equations. We
modeled problems of a social, biological and financial nature. We observed how to control
stray dogs by euthanasia and sterilization, how capital and labor affect production, the time
retention of the drug in the bloodstream, and the change in the number of infected and
susceptible individuals for influenza and cholera. We have seen that differential equations
have wide application in the real world and that they are a very useful tool for modeling
the changes of variables that are of interest to us in a particular problem.
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