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Predgovor

U ovom radu izloZit ¢e se pregled lokalne teorije linearnih geometrijskih valnih jed-
nadzbi, koje se Cesto se pojavljuju u fizici. Napoznatiji primjeri su sustavi Maxwellovih
jednadzbi u elektromagnetizmu, Einsteinove jednadZbe polja u teoriji relativnosti i Klein-
Gordonova jednadZzba u kvantnoj teoriji polja.

U prvom poglavlju razvijamo osnovnu teoriju diferencijalne geometrije koja nam je
potrebna za razvoj teorije geometrijskih valnih jednadZbi s posebnim naglaskom na polu-
riemannove mnogostrukosti. Dodatno, uvodimo osnovne pojmove Lorentzove geometrije
te navodimo osnovne rezultate vezane za njih.

U drugom poglavlju uvodimo pojam linearnog diferencijalnog operatora koji djeluje na
glatkim prerezima vektorskog sveznja. Navodimo osnovne primjere diferencijalnih opera-
tora kao Sto su gradijent, divergencija i d’ Alembertov operator. Uvodimo pojam glavnog
simbola preko kojeg definiramo posebnu vrstu linearnog diferencijalnog operatora preko
kojeg se definira geometrijska valna jednadzba. Takve operatore nazivamo normalno hi-
perboli¢nim operatorima. Takoder, u drugom poglavlju uvodimo pojam distribucije na
mnogostrukosti te pokazujemo osnovna svojstva. Posebno, uvodimo i pojam Rieszovih
distribucija preko kojih se konstruira elementarno rjeSenje geometrijske valne jednadZzbe.

U tre€em poglavlju konstruiramo lokalno elementarno rjeSenje linearne geometrijske
valne jednadzbe te pokazujemo lokalno postojanje rjeSenja Cauchyjeve zadace.

U dodatku uvodimo pojam tenzorskog produkta koji se koristi tijekom cijelog rada.
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Poglavlje 1

Pregled diferencijalne geometrije

1.1 Glatke mnogostrukosti

Definicija 1.1.1. Topoloski prostor M je topoloska n-mnogostrukost (za n € N) ako vrijedi:
i) M je Hausdorffov
1) M ima prebrojivu bazu topologije

ii1) M je lokalno n-euklidski tj. za svaki p € M postoji otvoren skup U € M, p € U i
homeomorfizam ¢ : U — ¢(U) C R".

Par (U, ¢) nazivamo kartom za M, dok je atlas mnogostrukosti M familija karata mno-
gostrukosti M ¢ije domene pokrivaju M. Atlas (U;, ¢)ie; je gladak ako su ¢; o (,O]_.l :
eiU;NUj) = ¢;(U; N U)) glatke funkcije (kad su definirane tj. kad je U; N U; # 0).
Atlas A je maksimalan ako za svaki drugi glatki atlas 8 mnogostrukosti M vrijedi da
A C Bpovlati A = B.

Iskazimo lemu koju ¢emo koristiti kasnije; dokaz se moZze naci u [8, Prop. 1.17.].

Lema 1.1.2. Neka je M topoloSka n-mnogostrukost i neka je A pripadni glatki atlas. Tada
postoji jedinstven maksimalni atlas mnogostrukosti M koji sadrzi A.

Definicija 1.1.3. KaZzemo da je (M, A) glatka n-mnogostrukost, ako je M topoloska n-
mnogostrukost i A maksimalni glatki atlas za M.

Ubuduce ¢emo glatke mnogostrukosti oznacavati samo s M umjesto (M, A).
Primjer 1.1.4. i) Svaki otvoren neprazan skup u R” je glatka n-mnogostrukost.

i1) Plohe su primjer glatkih 2-mnogostrukosti.

1



2 POGLAVLIJE 1. PREGLED DIFERENCIJALNE GEOMETRIJE

ii1) Ukoliko je M glatka m-mnogostrukost i N glatka n-mnogostrukost tada je M X N
glatka (m + n)-mnogostrukost, pri ¢emu na M X N gledamo produktnu topologiju.
Pojedina karta na M X N je oblika (¢, ) : U XV — @(U) X y(V) C R™", gdje su ¢
iy kartena MiN.

Definicija 1.1.5. Neka su M i N glatke mnogostrukostii p € M. Kazemodaje f : M - N
glatka u p, ako postoje karte (U, ¢) 1 (V,¥) iz odgovarajuéih maksimalnih atlasa takve da
jezape U, f(p)eV, f(U)CVigofop!:plU)— (V) glatkau p. Posebno, ako je
N = R", f je glatka u p, ako postoji karta (U, ¢) za M takvadaje fo o™ : o '(U) —» R"
glatka u p. KaZzemo da je f glatka, ako je glatka u svakoj tocki.

Lagano se vidi da ako je o f o ¢! glatka u p za neke karte (U, ¢) i (V, ) iz prethodne
definicije tada je ¥’ o f o ¢'~! glatka u p za proizvoljne karte (U’,¢’) i (V',¥’), za koje
jep e U, f(p) € Vi f(U') C V'. Iz toga se lako zakljuCuje da je kompozicija glatkih
funkcija glatka. Sli¢no zakljucivanje vrijedi i za glatke funkcije M — R,

Napomena 1.1.6. Analogno definiramo C*-glatkoéu funkcija izmedu mnogostrukosti.

Definicija 1.1.7. Neka je M glatka mnogostrukost i X = (X,,@ € A) otvoren pokrivac.
Particija jedinice upisana u X je familija neprekidnih funkcija ¥, : M — [0,1] koje
zadovoljavaju:

1) supp¥, € X, zasvakia € A

i1) ZA Yo, = 1 na M 1 konacno mnogo ¢,(x) # 0 za svaki x € X.
e

Particiju jedinice ¢emo posebno koristiti kasnije za definiciju integrala na mnogostru-
kostima. Stoga ¢e nam biti koristan sljedeci rezultat. Dokaz se moze naci u [8, Thm. 2.23.].

Teorem 1.1.8 (Egzistencija particije jedinice). Neka je M glatka mnogostrukost i X =
(Xo)aea otvoren pokriva¢ mnogostrukosti M. Tada postoji glatka particija jedinice upisana
u X.

Neka je M glatka mnogostrukost, A € M zatvoren i U C M otvoren takavda () # A C
U. Glatka funkcija ¢ : M — R je funkcija rezanja za A s nosaCem u U akoje 0 < ¢ < 1,
Y=1lnaAisuppy C U.

Korolar 1.1.9 (Egzistencija funkcije rezanja). Neka je M glatka mnogostrukost, A € M
zatvoren, A # 0 i U C M otvoren takav da je A C U. Tada postoji funkcija rezanja za A s
nosacem u U.

Dokaz. Nekaje U, = U 1U, = M\ A. Tada je {U, U,} otvoreni pokriva¢ mnogostrukosti
M. Neka je {1, ¥, } pripadna particija jedinice. Tada je i, funkcija rezanja za A s nosacem
uU. |
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Tangencijalni prostor

Definicija 1.1.10. Neka je M glatka mnogostrukost i p € M. Linearan funkcional v :
C*(M) — R je derivacija u p ako za proizvoljne f, g € C*(M) vrijedi

v(fg) = f(p)vg + g(p)vf.

Skup svih derivacija u p oznacavamo s T,M i nazivamo tangencijalnim prostorom mno-
gostrukosti M u p. Elemente T, M nazivamo tangencijalnim vektorima.

Ocito je T, M vektorski prostor uz uobiCajene operacije zbrajanja i mnozenja skalarom.
Neka je M glatka n-mnogostrukost, p € M i (U,¢ = (x',...,x")) karta mnogostrukosti
M takvadaje p € Uii € {l,..,n}. Definirajmo %(p) : C*(M) — R za proizvoljni
f € C*(M) formulom,

of (- Afop™)
oxt pr= ou’

Lako se vidi da je %(p) derivacija u p. Tangencijalni vektori su lokalni; zaista, precizan
rezultat je dan sljede¢om lemom.

@ '(p).

Lema 1.1.11. Neka je M glatka mnogostrukost, p e M,ve T,M1i f,g € C*(M).
i) Ako su f i g jednake na nekoj okolini p, onda je vf = vg.
ii) Ako je f konstantna na nekoj okolini p, onda je vf = 0.

Dokaz. 1) Po linearnosti dovoljno je pokazati da ako je f = 0 na nekoj otvorenoj oko-
lini U tocke p, ondaje vf = 0. Neka je A C U zatvorena okolina tocke p i1 g funkcija
rezanja za A s nosacem u U. Iz toga slijedi da je fg = 0. Zaista,

0=v(fg) = f(pvg +gpvf =vf,

jer f(p) =0ig(p) =1L

ii) Iz (i) moZemo pretpostaviti da je f konstantna na cijelom M, recimo f = ¢, ¢ € R.
Kako je
v(l) =v(1-1)=v(1)+v(),

ondaje v(1) =0,pajevf =cv(l) =0.
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Neka je M glatka mnogostrukost, p € M 1 U C M otvoren, U # (. Tada je U glatka
podmnogostrukost mnogostrukosti M iv € T,U. Za proizvoljni f € C*(M) definiramo

V(f) = v(fip)-

Iz 1.1.11.(3) slijedi da je v € T,M dobro definiran. Pokazimo da je & : v — ¥ linearan
izomorfizam. OCito je h linearno preslikavanje. Uzmimo v € T,U takav da je ¥(f) = 0
zasvaki f € C*(M), pajeiv(fj,) = 0zasvaki f € C*(M). Akoje g € C*(U)1AC U
zatvoren takav da je p € A, onda postoji g : M — R takav daje g, = g|,. 1z 1.1.11.(1)
slijedi

v(g) = w(g,) =0,
paje h injekcija. Zaw € T,,M definiramo za svaki f € C*(U)

v(f) = w(f),
gdje je f: M — R takav daje fl, = fla. Neka je f € C*(M). Sada imamo

vf = v(fiy) = wf),

pa je h surjekcija. U nastavku ¢emo izostaviti pisanje izomorfizma h te ¢emo pisati 7,U =
T,M
M.

Lema 1.1.12. Neka je U C R" otvoren, 0 € Ui f : U — R klase C*. Tada za svaki x € U
vrijedi

F@) = fO) = ) x'hi(),

i=1
gdjeje h; e C*(U),i=1,..,n.

Dokaz. Zaista,

_('d (o
f(Jc)—f(O)—f0 d_tf(tx)dt_;xfo E(tx)dt.

O

Teorem 1.1.13. Neka je M glatka n-mnogostrukost, (U, ¢ = (x!, ..., x")) karta za M oko
p € U. Tada tangencijalni vektori

0 0

Cine bazu za T, U.
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Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da je ¢(p) = 0. Uzmimo f €
C*U)iveT,U,pajeg:=fo ¢! € C*(p(U)). Po prethodnoj lemi slijedi

g=f(p)+ ) uh
i=1
Sto povladenjem s ¢ daje
F=Fp)+ ) dhiog).
i=1

Primjenom v dobivamo
n

.0
vf = Z v(x') f,.(p),

i=1 0x

Sto zbog proizvoljnosti f znaci da je
n . 8
v= Z V()= (p).

0
©toxn

Preostaje pokazati da je {a‘—zl(p), . (p)} linearno nezavisan skup. Zaista, ako je ), aia‘—zd(p) =
i=1

0,ondajeza je{l,..,n}

O

Definicija 1.1.14. Za glatko preslikavanje F : M — N glatkih mnogostrukostii p € M,
diferencijal dF, : T,M — Tp,N definiramo za proizvoljnu f € C*(M) formulom:

dF,()(f) = v(f o F).
Globalni diferencijal dF : TM — TN definiramo kao dF|r,y = dF .
Lako se vidi da je dF), linearno preslikavanje.

Definicija 1.1.15. Neka je M glatka mnogostrukost i f € C*(M). Diferencijal df, € T,M
funkcije f u tocki p € M definirajmo za proizvoljni v € T),M formulom

df,(v) = vf.

Globalni diferencijal d f defiramo formulom df|r,y = df, za svaki p € M.
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Lema 1.1.16. Nekasu FF : M - Ni1G : N — K glatka preslikavanja izmedu glatkih
mnogostrukostii p € M. Tada je d(G o F), = dGp( o dF ).

Dokaz. NekajeveT,M1i f € C*(K). Sada imamo:

d(G o F),()(f) = v(f 0o G o F) = dF,(v)(f © G) = (dG ) © dF,)(v)(f).

Definicija 1.1.17. Neka je M glatka n-mnogostrukost.

1) Tangencijalni sveZanj mnogostrukosti M je disjunktna unija TM = (J T,M.
PEM

ii) Kotangencijalni sveZanj mnogostrukosti M je disjunktna unija 7°M = (J T,M, gdje
PEM

je T,M dualni prostor T,M, za p € M.

Elementi TM su zapravo oblika (p,v), gdjeje p € Miv € T,M. Cesto ¢emo pisati
samo v umjesto (p, v). Analogno, elementi 7*M su oblika (p, ), gdjejepe Miw e T,M
te ¢emo Cesto pisati samo w.

Propozicija 1.1.18. Za svaku glatku n-mnogostrukost, tangencijalni svezanj 7 M ima pri-
rodnu topologiju 1 glatku strukturu Sto ga €ini glatkom 2n-mnogostrukosti.

Dokaz Neka je (p,v) € TM i (U = (x',...,x") karta za koju je p € U. Neka je
v=3Y", a&'2(p). Definiramo  : TM — <p(U) X R" C R*, ¢(v) = (p(p),a',...,a"). @je
oCito bijekcija.
M zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, pa postoje karte (U;, ¢;);en pri Cemu je (U;)ien
prebrojiva baza topologije na M. Definiramo 8 = {n~'(U,) | i € N}. Lako se vidi da je B
prebrojiva baza topologije za T M. 1z toga slijedi da je ¢; homeomorfizam za svakii € N.
Ocito TM s definiranom topologijom zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. Iz toga §to
je M Hausdorffov lagano slijedi da je i TM Hausdorffov. Dakle, dobili smo da je TM
topoloska 2n-mnogostrukost.

Neka su (U, = (x!, .., x)i (V,y = (', ...,y")) karte za M te U NV # 0. Sada imamo
o™l (UNV)XR" — y(UNV)xR". Neka je (p,a) € o(UNV)XR", p = ¢(p)iv e T,M

takav da je ™' (p,a) = (p, v). Dakle, v = ) a2 (p). dog(p,a) =o' (P),y', ... )",

gdjejev = Z y’ 4 (p) Iz 1.1.13 slijedi

n

g
b= v(y)) = Z l%(p),] = 1,.n

i=1
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Stoga,

n

~ C 6 : 8 "
l// o ¢—1(p’a) — ((w o (P_l)(ﬁ)» l_Zl al%(‘p_l(ﬁ)), cees Z al%(gp_l(ﬁ)))’

i=1

paje ¢ o p~! glatka. Dakle, dobili smo glatki atlas na TM. 1z 1.1.2 slijedi da smo odredili
glatku strukturu na T M, pa je T M glatka 2n-mnogostrukost. O

Definicija 1.1.19. Neka je M glatka mnogostrukost. Krivulja je svako glatko preslikavanje
v: 1 — M, gdjeje I C R otvoren interval.

Neka je M glatka n-mnogostrukost, y : I — M krivulja ity € I. Brzina krivulje y u f
jey () = dy(%l,o) € T,u)M, gdje d%lfo C¢ini bazu za T, )R. Neka je f € C*(M). Po definiciji
diferencijala imamo

d(f o
yans = L0 = (f o).

Uocimo da za proizvoljni p € M iv € T,M mozemo konstruirati krivulju y : I — M takvu
da je y(0) = piy’(0) = v. Neka je (U, ¢ = (x,...,x")) karta za M takva da je ¢(p) = 0

ax

iv=Yv-Z(p). Tada postoji € > 0 takav daje y : (—€,€) — U, y(t) = ¢ (tv', ..., tv")
i=1
dobro definirana krivulja. Oc¢ito je ¥(0) = p 1

n n

, _ & , I,i B io , i _ ii ~
y(())—;y(oxx) i) = D@ o O (p) = Y Vo (p) = .

i=1 i=

Vektorski svezanj

Definicija 1.1.20. Neka je M glatka m-mnogostrukost, £ glatka n-mnogostrukost i 7 :
E — M surjektivno glatko preslikavanje. (E, M, r) je vektorski sveZanj ranga k ako za
proizvoljni p € M vrijedi:

i) vlakno E, := 7~'(p) ima strukturu vektorskog prostora

ii) postoji p € U C M otvoren i difeomorfizam ¢ : n~'(U) — U x R* takav da je
n=nyo¢,gdjejeny : UxR* — U projekcija na prvih n koordinata

i) ¢lg, : E, — {p} x R* je izomorfizam vektorskih prostora.
Preslikavanje ¢ nazivamo lokalnom trivijalizacijom, a  projekcijom.

Propozicija 1.1.21. Neka je M glatka n-mnogostrukost. (7'M, M, rr) je vektorski sveZanj
rangan, gdjejenr : TM — M, n(p,v) = p.
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Dokaz. 1z 1.1.18 znamo da je TM glatka 2n-mnogostrukost. Neka je p € M 1 (U,¢p =
(x%, ..., x")) karta za M td. p € U. Dokazimo da je preslikavanje 7 : TM — M glatko. Neka

jeveT,M,v= Z @', Tadaje (p,v) = (¢(p), @', ....a"). (pomo@ ) (p(p), @', ....a") =

e(p), pajen glatko u ( p, V). Zbog proizvoljnosti (p, v) € T M slijedi da je & glatko preslika-
vanje. OCito je 7 i surjektivno preslikavanje. n7'(p) = T, M, pa je 7~ '(p) vektorski prostor
za svaki p € M.

Definiramo ¢ : n '(U) — U x R", ¢(c' ax,(p)) = (¢(p),a',....a"). ¢ je bijekcija,
linearna je na vlaknima i vrijedi 7 = my o ¢. Kompozicija ¢ o ((,0, idgn) je jednaka @,
gdje je ¢ preslikavanje iz propozicije 1.1.18. & i (¢, idg:) su difeomorfizmi, pa je i ¢
difeomorfizam. o

Primjer 1.1.22. Neka je M glatka n-mnogostrukost.

) Zan:T"M — M, T;M 3> v = p, slicnom argumentacijom kao u 1.1.21 moze se
pokazati da je (7" M, M, rr) vektorski sveZanj ranga n.

ii) M x R je vektorski sveZanj ranga k. 1z 1.1.4 znamo da je M x R* glatka (n + k)-
mnogostrukost. Za lokalnu trivijalizaciju moZe se uzeti identiteta.

Primjer 1.1.23. Neka su E i F vektorski sveZnjevi nad glatkom mnogostruko$éu M.
1) Dualni vektorski svezanj E* nad M definiramo tako da je E;, = (E),)" zasvaki p € M.

ii) Tenzorski produkt vektorskih sveZnjeva E ® F definiramo tako da je (E ® F), =
E,®F,zasvaki p € M.

iii) E® F je vektorski svezanj nad M X M takav da je (E R F),, = E,® F),.
Za detalje konstrukcije Citatelja se upucuje na [, str. 72-73].

Definicija 1.1.24. Neka je (E, M, rr) vektorski svezanj. Prerez vektorskog sveZnja E je
neprekidno preslikavanje s : M — E takvodaje mo s = idy tj. s(p) € E, zasvaki p € M.

Skup svih prereza u E ¢emo oznacavati s C(M, E), a skup svih glatkih prereza s C*(M, E).

Definicija 1.1.25. Neka je (E, M, ) vektorski svezanj, U C M otvoren i neprazan. Skup
{E1, ..., Ei} glatkih prereza u E definiranih na U je glatki lokalni okvir ako je {E{(p), ..., Ex(p)}
baza za E, za svaki p € U.

Lema 1.1.26. Neka je (E, M, r) vektorski sveZanj ranga ki p € M. Tada postoji glatki
lokalni okvir definiran na nekoj otvorenoj okolini tocke p.
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Dokaz. 1z definicije vektorskog sveznja slijedi da postoji otvorena okolina U toCke p 1
lokalna trivijalizacija ¢ : 77'(U) — U x R*. Za j € {1, ...,k} definirajmo preslikavanje
oj: U — E formulom o ;(x) = ¢ (x, e ;). Tada je o; glatka, jer je ¢ difeomorfizam. Za
proizvoljni x € U direktnim ra¢unom dobivamo

(moo)(x)=nog¢ (x,e)) = my(x,e;) = x,

paje my o ¢ = . Dakle, o; je glatki prerez. Podsjetimo se da je za proizvoljni x € U
P, : E. — {x} x R* izomorfizam. ¢(oj(x)) = (x,e)), pa ¢ preslikava {0 (x), ...,0x(x)} u
standardnu bazu R”. Stoga je {o7;(x), ..., 0x(x)} baza za E, za svaki x € U. O

Definicija 1.1.27. Neka je M glatka mnogostrukost. Vektorsko polje je prerez u tangenci-
jalnom sveznju T M.

Primjer 1.1.28. Neka je (U, ¢ = (x, ..., x")) karta mnogostrukosti M i p € U. Tada je
LU TU, p - 5(p) glatko vektorsko polje na U za j = 1,....,n 4. {55, .., 75} je

glatki lokalni okvir u T M.

Neka je M glatka mnogostrukost, X € C*(M,TM) i f € C*(M). Djelovanjem X na f
dobivamo funkciju Xf € C*(M), Xf : p — X(p)f. 1z pravila za djelovanje derivacije u p
na produkt funkcija dobivamo:

X(fg) = fXg+ gXf,zasvaki f,g € C*(M). (1.1)

Preslikavanje X : C*(M) — C*(M) je derivacija ako je linearno i zadovoljava (1.1). Time
smo dobili da je svako vektorsko polje derivacija. Medutim, vrijedi i obrat.

Lema 1.1.29. Neka je M glatka n-mnogostrukost. Preslikavanje D : C*(M) — C*(M) je
derivacija ako i samo ako je oblika Df = X f, gdje je X € C*(M, TM).

Dokaz. Pokazali smo da svako vektorsko polje inducira derivaciju. DokaZzimo obrat. Neka
je D : C*°(M) — C*(M) derivacija. Definiramo X : M — TM, X(p)f = (Df)(p),
f € C*(M). Lako se vidi da je X(p) derivacija u p. Dokazimo da je X glatko. Neka je
peEMi(Ug=(x',..,x") karta mnogostrukosti M takva da je p € U. Neka je ¢(p) = x i

X(p) = i X2 Dobivamo:
i=1
@oXo¢e H(X) =(xX"(¢ (X)), .. X" (1))
Ox/

. R b -
Xx = ZXI— =X, i=1,..n
j=1

pa iz toga slijedi da su sve komponentne funkcije glatke u p. Dakle, X je glatko vektorsko
polje. |
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Definicija 1.1.30. Neka je M glatka mnogostrukost i neka su X, Y € C*(M,TM). Defini-
ramo preslikavanje [ X, Y] : C*(M) —» C*(M), [ X, Y] f = X(Yf) — Y(X)).

Direktnim raCunom se vidi da je [ X, Y] derivacija na C*(M), pa iz 1.1.29 slijedi da je
[X,Y] € C*(M, TM). Sada ¢emo koristiti terminologiju uvedenu u A.1.

Definicija 1.1.31. Neka je M glatka mnogostrukosti k € N.

i) k-kovarijantni tenzorski sveZanj T*(T*M) je disjunktna unija |J T(T,M).
PEM

ii) k-alternirajudi tenzorski sveZanj A*(T* M) je disjunktna unija | J Tk(T;M).
pPEM

Sli¢no kao u 1.1.21, TXT*(M)) i A*(T* M) mogu se opskrbiti strukturom glatkih mno-
gostrukosti. Stoga ima smisla sljedeca definicija.

Definicija 1.1.32. Neka je M glatka mnogostrukosti k € N.
i) k-kovarijantno tenzorsko polje na M je prerez u TX(T*M).
ii) k-alternirajuce tenzorsko polje na M je prerez u A*(T*M).

Prostor svih k-kovarijantnih tenzorskih polja na M ozna¢avamo s T*(M), a k-alternirajuéih
tenzorskih polja na M s A¥(M).

Definicija 1.1.33. Neka je M glatka mnogostrukost. Diferencijalna k-forma ili krace k
forma na M, je glatki prerez u AX(T*M).

Vanjski produkt dvije diferencijalne forme je definiran po to¢kama: (w A n)(p) =
w(p) A n(p). Stoga je vanjski produkt k-forme i1 I-forme (k + [)-forma. Iz svojstava vanj-
skog produkta na A¥(T*M) slijedi da je vanjski produkt diferencijalnih formi bilinearan,
asocijativan te antikomutativan.

Neka je (U, ¢ = (x!, ..., x")) karta mnogostrukosti M i w k-forma na M. Tada iz A.1.8
slijedi da w mozZemo prikazati na U kao

w = Z w;dx" A ... A dx*,

I=(it,mit)

gdje je TH(M) > dxi(y v"%) =v,peU,j=1,..,kiw;: U — R glatka za svaki I. Iz
i=1

A.1.7 slijedi da su funkcije w; odredene sa

0 0

).

w; = w(
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1.2 Poluriemannove mnogostrukosti

Definicija 1.2.1. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i g bilinearna forma
na V. g je nedegenerirana ako vrijedi: g(v,V) = {0} implicira da je v = 0. Simetri¢na
nedegenerirana bilinearna forma je skalarni produkt.

Definicija 1.2.2. Neka je V kona¢nodimenzionalnan vektorski prostor i ¢ bilinearna forma
na V. Indeks forme ¢ definiramo kao max{dim W : W <V, g|wxw je negativno definitna}.

Definicija 1.2.3. Metricki tenzor, ili krace metrika na glatkoj mnogostrukosti M je glatko
simetri¢no 2-kovarijantno tenzorsko polje g € T*(M) s konstantnim indeksom koje je ne-
degenerirano u svakoj to¢ki iz M .

Ponekad ¢emo umjesto metrickog tenzora Koristiti naziv skalarni produkt.

Definicija 1.2.4. Neka je M glatka mnogostrukost i g metricki tenzor na M. Polurieman-
nova mnogostrukost je par (M, g). Ako je g indeksa 1, onda je (M, g) Lorentzova mnogos-
trukost, a g Lorentzova metrika.

Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost i (U, ¢ = (x!, ..., x")) karta na M. Tada
po A.1.4 g na U mozemo prikazati kao

g= Zgij dxi ® dxj,

ij=1

gdje su g;; glatke funkcije na U za svaki i i j. Uotimo da je g;; = g(:%, =) za svaki
i, j. S (gij) oznaCavamo matri¢nu funkciju na U takvu da je (g;;)(p) n X n matrica Ciji je
element na ij-tom mjestu g;;(p). Matrica je oCito simetriCna za svaki p € U. Neka je

peU,v=Yvi(p) eT,Mtakavdaje (g;)v=0iw= Y w-L(p) e T,M proizvoljan.
i=1 i=1
Pretpostavimo da je (g;;)(p)v = 0. Tada je

n n

g(v, w) = g(wa V) = Z Wi g,-j(p)vj =0.

i=1 Jj=

—_

Iz toga slijedi da je v = 0, pa je (g;;)(p) regularna matrica za svaki p € U te njezin inverz
oznacavamo s (g”)(p) i pripadnu matri¢nu funkciju s (g¥).

Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost i {Ey, ..., E,,} lokalni glatki okvir. Tada
Gram-Schmidtovim postupkom mozZemo konstruirati ortonormirani glatki lokalni okvir
{Fi,...Fu} 4. g(Fi, Fj) =0zasvakii # jig(F;, F;) = 1 za svaki i.

Ponekad ¢emo metricki tenzor g(-, -) oznacCavati s (-, -) te g(p) s g-
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Spustanje i podizanje indeksa

Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost. Definirajmo preslikavanje § : TM —
T*M formulom

gv)(w) = g(v,w)
zasvaki p e Miv,w € T,M. Dakle, za vektorska polja X i Y vrijedi

§X)(Y) = g(X, Y).

Neka je {E\, ..., E,} glatki lokalni okvir za TM, {e', ..., "} pripadni glatki dualni okvir i

g = Z gij € ® ¢’ lokalni prikaz metri¢kog tenzora g. Za vektorsko polje X = Z X'E;u
i=1

lokalmm koordinatama, preslikavanje ¢ ima lokalni prikaz
2X) = > (g Xe (1.2)
i,j=1

Stoga je matrica preslikavanja g|r,» u paru baza {EX(p), ..., E"(p)} i {e!(p), ..., e"(p)} jed-
naka matrici preslikavanja g, u istom paru baza. Za dano vektorsko polje X kazemo da je
2(X) dobiven spustanjem indeksa te ga ozna¢avamo s X".

Matrica (g;;) je regularna u svakoj tocki, pa je preslikavanje g invertibilno te je matrica
27! u istom paru baza kao prije jednaka (g"/)(p). Neka je w € T*M prikazana lokalno kao

n
w= E w;e'.
i=1

Iz prija$njeg zakljucivanja slijedi da je 7' (w) prikazano lokalno kao
g =) glwE (13)
ij=1

KaZemo da je ™' (w) dobiven podizanjem indeksa te ga oznatavamo s w*. Uo&imo da smo
konstruirali izomorfizam izmedu C*(M,TM) 1 C*(M,T*M).

Definicija 1.2.5. Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost i f € C*(M). Gradijent
funkcije f je glatko vektorsko polje definirano formulom

grad f = (df)*.

Iz (1.3) slijedi da je grad f u lokalnim koordinatama oblika

LOf 0
grad f = Z ¢ o o



1.2. POLURIEMANNOVE MNOGOSTRUKOSTI 13

Dodatno, uoc¢imo da za proizvoljni X € C*(M, T M) vrijedi
df(X) = (grad f, X). (1.4)

Jos§ jedna vaZzna primjena dizanja indeksa je proSirenje operatora traga na kovarijantne ten-
zore. Neka je k > 21 h kovarijantni k-tenzor. Dizanjem zadnjeg indeksa dobivamo (1, k—1)-
tenzor h*. Stoga je trag tenzora h* (k — 2)-kovarijantno tenzorsko polje. Definiramo trag
tenzora h s obzirom na g formulom

try(h) = tr(h").
Trag ¢emo uglavnom Kkoristiti za kovarijantne 2-tenzore. Stoga izvedimo formulu koristeci

lokalne koordinate. Neka je / kovarijantan 2-tenzor koji je u lokalnim koordinatama oblika

h= )" hidx' ®dx'.

ij=1
Tada je
n ) n } a
f— dx i~
= ) hidd ® () g
i,j=1 =1
= Z hij Z gljdxi ® dxl,
ij=1 =1
pa je
tro(h) = " hyjg". (1.5)
i,j=1

Definicija 1.2.6. Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost i p € M. Definirajmo za
proizvoljne w,n € T;M skalarni produkt na 7, M formulom

(@, m) = (W, 1),
ZapeM,w,ne€TiM, w =Y wdx(p),n= 7Y nidx'(p) koristeci 1.3 dobivamo
i=1 i=1

n n - 6 a
_ ij Kkl I

ij=1kil=1
n n n n
_ ij Kl
=3 S e, S0 e
=1 j=1 =1 k=1
———

sl

i

= i glwjn; = i glwm;.

ij=1 ij=1
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KoristeCi (1.5) lako se vidi da za proizvoljne w,n € T, M vrijedi

tr,(w ®n) = (w,n). (1.6)

Sveze

Definirali smo pojam diferencijabilnosti prereza s u vektorskom sveznju. Htjeli bismo
definirati derivaciju s. Pokazuje se da nam je za definiciju derivacije prereza potrebna
dodatna struktura. Zato uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 1.2.7. Neka je (E, M, rr) vektorski sveZanj. Sveza u E je linearno preslikavanje
V:C(M,E) » C(M, T"M ® E)

koje zadovoljava
V(fs)=df ®s+ fVs

za proizvoljne f € C*(M)1is € C*(M, E).
Moze se pokazati da je C*(M,T"M Q E) = C*(M,T*M) ® C*(M, E) te stoga imamo
C*M,T" M QE) ={a:C°(M, TM) - C*(M, E) | a linearno preslikavanje}.
Linearni izomorfizam za proizvoljne ¢ € C*(M,T*M), e € C*(M, E) dan je formulom
e (pRe, ) C*(ME),

gdje je (¢ ® e, X) = ¢(X)e za proizvoljni X € C*(M,TM). Neka je X € C*(M,TM) i
s € C*(M, E). Definirajmo
Vys := (Vs, X). (1.7)

Uocimo da iz (1.7) slijedi da smo svezu mogli definirati kao preslikavanje V : C*(M, T M)x
C*(M,E) - C*(M,E), (X,Y) — VyxY, koje zadovoljava sljedeéa svojstva:

i) VxYje C*(M)-linearnou X: za fi, , € C*°(M) 1 X, X, € C*(M,TM),
VixiepnY = iV Y + 2V, Y,
i) VyYjelinearnou Y: zaay,a, e RiY, Y, € C¥(M, E),
Vx(a1Y1 + axY2) = aiVx Y1 + a; Vi Yo,
ii1) V zadovoljava pravilo produkta: za f € C*(M),

Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y.
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Koristit ¢emo obje definicije. Uoimo da je sveza zapravo pravilo za deriviranje prereza u
vektorskom sveznju.

Propozicija 1.2.8. Neka je M glatka mnogostrukost i E vektorski svezanj nad M. Za
svaki X € C*(M,TM), Y € C*(M,E) i p € M kovarijantna derivacija VxY ovisi samo o
vrijednostima X i ¥ na proizvoljno maloj okolini tocke p. Preciznije, akoje X = XiY =Y
na nekoj otvorenoj okolini tocke p, onda je VY|, = V¥,

Dokaz. Promotrimo prvo Y. Dovoljno je dokazati da ako je ¥ = 0 na nekoj otvorenoj
okolini tocke p, onda je VxY|, = 0 za proizvoljni X € C*(M,E). Neka je Y € C*(M, E)
takav da je Y = 0 na nekoj otvorenoj okolini U tocke p. Dodatno, neka je ¢ € C*(M)
funkcija rezanja s nosaCem u U takva da je ¢(p) = 1. Iz toga Sto je supp¢ C U slijedi da
je Y = 0 na cijelom M. Direktnim ratunom dobivamo

0 = Vx(0-¢Y) = Vx(pY) = ¢VxY + (Xp)Y. (1.8)

Kako je Y = 0 na nosacu funkcije ¢ slijedi da je drugi ¢lan s desne strane jednak 0.
Primjenom (1.8) u tocki p dobivamo da je Vx|, = 0. Argument za X je sli¢an. O

Sli¢no se pokazuje da ako je C*(M, E) > Y = 0 na nekoj otvorenoj okolini tocke p,
onda je VY (p) = 0. Stoga, moZemo definirati djelovanje sveze na lokalnim prerezima. Na-
ime, za lokalni prerez uzmemo bilo koje njegovo prosirenje na cijeli M (prosirenje mozemo
dobiti koristenjem funkcije rezanja). Zbog prijasnjeg razmatranja preslikavanje ¢e biti do-
bro definirano.

Prikazimo svezu V u vektorskom sveZnju E u lokalnim koordinatama. Neka je {Ey, ..., E,;}
glatki lokalni okvir vektorskog sveznja E definiran na otvorenom skupu U C M. Kako
je VE; € C*°(M,T"M ® E), VE;(p) mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju vek-
tora oblika dx'(p) ® Ei(p) za svaki p € U. Stoga moZemo definirati n® glatkih funkcija
I}, : U — R takvih da je

VE; = ) Tidx' @ E. (1.9)
ik=1

Funkcije I‘f.‘j, i, j,k € 1,...,n nazivamo Christoffelovim simbolima sveze V. Neka je s €
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C>®(M, E) takav da je s = Y, s'E; u lokalnim koordinatama. Tada je
i=1

Vs = Z V(s'E;)
i=1
- Z(dsl‘ ® E, + s'VE))
i=1

=Y |ds @Ei+ > sThdx ® Ey|. (1.10)

i=1 k=1
Nama ¢e od posebnog interesa biti sveze u tangencijalnom sveznju. Neka je (E;) lokalni
glatki okvir za T M definiran na U, U € M otvoren. Uocimo da iz (1.9) slijedi da je
k
VEiEj = Z FijEk'
ij=1
Iz (1.10) slijedi da je

Vi¥ = > (X + Y XYTHE,. (1.11)
k=1

ij=1

Za svaku glatku mnogostrukost M, postoji sveza u 7M. Naime, svezu moZemo konstruirati
na sljedeci nacin. Neka je (U,).ca Otvoreni pokriva¢ od M takav da je svaki U, domena
karte ¢,. Neka je (¥,)eeca pripadna particija jedinice. Na svakom U, moZemo definirati
svezu V® preko (1.11). Tada mozemo konstruirati svezu u 7' M:

VyY = Z U VoY, X,Y € C*(M, TM).

Definicija 1.2.9. Neka je M poluriemannova mnogostrukost i V sveza u T M. Divergenciju
glatkog vektorskog polja X definiramo formulom

divX := tr(VX).

Neka je Y € C*(M, T M) u lokalnim kordinatama oblika

" g
Y:;Y‘@.
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IzraCunajmo div Y u lokalnim koordinatama. 1z (1.10) slijedi da je

9
divY = tr(VY) = Z dY‘(—) + Z YT (o

i=1
aY'
_ - T
= 1 o + Z:] YT,
= 17]:

Lema 1.2.10. Neka je M poluriemannova mnogostrukost, f € C*(M)iY € C*(M,TM).
Tada je
div(fY) = fdivY + (grad f, Y). (1.12)

Dokaz. NekajeY € C*(M, T M) u lokalnim kordinatama oblika
n y
Y = Y l—..
Racunom dobivamo:

div(fY) = Za(fyl Zr fY

i,j=1

(9Y’
Zax, Z SO

i,j=1
=df(Y)+ fdivY
= fdivY +(grad 1, Y).

U zadnjoj jednakosti smo iskoristili (1.4). O

Definicija 1.2.11. Neka je M glatka mnogostrukost. Dodatno, neka su E i F vektorski
sveznjevi nad M, VE sveza u E i V¥ sveza u F. Definirajmo svezu V na E ® F formulom

V(Sl ® S2) = VES1 ® s+ 5 ® VFS2 (113)
za proizvoljne s; € C*(M,E) i s, € C*(M, F).

Definicija 1.2.12. Neka je M glatka mnogostrukost, E vektorski svezanj nad M i VE sveza
u E. Definirajmo svezu VZ u E* formulom

d(@(&)) = (VE 9)(&) + p(VEE), (1.14)

gdje sup € C*(M, E*), € € C*(M, E) proizvoljni.
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Neka je M glatka mnogostrukost i E vektorski sveZzanj nad M. Ako imamo definiranu
svezu VE u E i svezu V'™ u T M, onda iz prethodnih dviju definicija slijedi da imamo defi-
niranu i svezu V¥ na C*(M, T*M ® ... ® T*M ®F) za k € N. Stoga kovarijantnu derivaciju

kputa
drugog reda mozemo definirati kao kompoziciju

C*(M,E) —Y3 C*(M,T*"M ® E) —~— C™(M,T*M ® E).

Analogno definiramo kovarijantnu derivaciju viSeg reda.

Neka je V sveza u TM. IzraCunajmo Christoffelove simbole inducirane sveze u 7*M.
Induciranu svezu ¢emo isto oznaciti s V. Neka su X,Y € C*(M,TM)i¢p € C*(M,T*M).
Iz 1.14 slijedi da je

X(p(Y)) = (Vx)(Y) + ¢VxY.

ZaX = %, Y = 2 i¢ = dx/ ulokalnim koordinatama dobivamo
0=4d(6;j) = (Vadx')7)+dx'(Va),
Axt axl oxl

paje
.0 :
(V%dxf)(@ =T,
Iz toga slijedi da je

.0 LA
(V 5, do))(55) = - > Tjdx, (1.15)

=1

pa su Christoffelovi simboli I j sveze u T*M jednaki —I', za svaki i, 1, j.
IskaZimo sljededi teorem koji se ¢esto naziva osnovnim teoremom poluriemannove ge-
ometrije. Dokaz teorema moze se pronaéi u [9, Thm. 5.10]

Teorem 1.2.13. Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost. Tada postoji jedinstvena
svezau TM takvadaje Vg =01VyxY -V, X =[X,Y] zasvaki X,Y € C*(M, TM).

Definicija 1.2.14. Svezu iz prethodnog teorema nazivamo Levi-Civitinovom svezom.

Paralelni prijenos i geodetske krivulje

Definicija 1.2.15. Neka je M glatka mnogostrukost, y : I — M glatka krivulja i E vektor-
ski svezanj nad M. Prerez u E duZ y je neprekidno preslikavanje V : I — E takvo da je
V(t) € E,y zasvakit € I.

U slucaju E = TM govorit ¢emo o vektorskom polju duz vy.
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Definicija 1.2.16. Neka je M glatka mnogostrukost, y : I — M glatka krivuljaiV: 1 - M
glatki prerez u E duz y. Za V kaZemo da je progiriv, ako postoji glatki prerez V u E
definiran na nekoj otvorenoj okolini slike y takav da je V(f) = V(y(¢)) za svaki t € I.

Skup svih glatkih prereza u E duz krivulje y ¢emo oznacavati s C7'(E).

Primjer 1.2.17. Neka je M glatka mnogostrukost i v : I — M glatka krivulja. Tada je
I >t — ¥/(t) glatko vektorsko polje duz y.

Teorem 1.2.18 (Kovarijantna derivacija duz krivulje). Neka je M glatka mnogostrukost, E
vektorski svezanj nad M, y : I — M glatka krivuljai V sveza u E. Tada postoji jedinstven
operator D, : C7’ (E) — C;"(E) koji ima sljedeca svojstva:

1) D, je linearan
i) D,(fV)= f'V+ fD,V za proizvoljne f € C*(I)1V € C;°(E)
iii) Ako je V € C*(y) prosiriva, onda za svako progirenje V prereza V vrijedi

DV(1) = Vi Vo

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost. Pretpostavimo da je D, takav operator i neka je
to € I proizvoljan. Neka je (U, ¢ = (x!, ..., x")) karta mnogostrukosti M takva da je y(t,) €
Ui{E,.., E,} gladak lokalni okvir vektorskog sveznja E koji je definiran na U. Tada
V € C7(E) mozemo prikazati za ¢ blizu # kao

V(1) = VIOE ly),
gdje su V7 glatke funkcije definirane na nekoj otvorenoj okolini to¢ke 7. Uocimo da je E;
proSiriv za svaki j, pa iz svojstava D; slijedi da je

n

DtV(f) = Z (VjEjly(,) + Vj(t)Vyf(,)Ej)

J=1

= > | VE+ DV OVIOT ) | Edyo, (1.16)
k=1

ij=1

gdje je ' = (x' o y) za svaki i, pa je takav operator jedinstven. DokaZimo egzistenciju.
Sliku krivulje I' moZemo prekriti s domenama karata te na domeni svake karte D, moZemo
definirati pomoc¢u (1.16). Jedinstvenost garantira da je operator dobro definiran. O
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Definicija 1.2.19. Neka je M glatka mnogostrukost, E vektorski sveZanj nad M, V sveza u
Eiy:1— M krivulja. Ako zaV € C7(E) vrijedi

DV =0
za svaki t € I, onda za V kazemo da je paralelan duz vy.

Iz (1.16) slijedi da je V paralelan duz vy ako 1 samo ako
Vi) + Z VITE(y)y'(1) = 0 (1.17)
i,j=1
zak = 1,...,n. Koriste¢i teoriju obi¢nih diferencijalnih jednadzbi moZe se pokazati sljedeci
teorem.

Teorem 1.2.20. Neka je M glatka mnogostrukost, E vektorski sveZanj nad M i1 V sveza u
E. Zadanu krivuljuy : I — M, 1ty € I iv € E, postoji jedinstven glatki prerez V u E duz
v takav da je V(#y) = v.

Prerez iz prethodnog teorema nazivamo paralelnim prijenosom vektora v duz y.

Definicija 1.2.21. Neka je M glatka mnogostrukost, E vektorski sveZanj nad M, V sveza
uFEiy:1— Mkrivuljait, € I. Definirajmo preslikavanje P, : E;,, — E, formulom
Py, (v) = V(1), gdje je V paralelan prijenos vektora v € E,,, duz y.

Lako se vidi da je preslikavanje P, _,,, linearno. Zapravo, P, _,, je izomorfizam, jer je
P, _;, njegov inverz.

Neka je {bi, ..., b,} baza za T,,. Tada svaki b; mozemo paralelno prenijeti duz krivulje
v. Na taj naCin dobivamo paralelne glatke prereze E|, ..., E, u E duz y. Preslikavanje P, _,,,
je izomorfizam za svaki 1y, t; € I, pa vektori E(?), ..., E,(¢) Cine bazu za E,, za svaki t € 1.
Skup {Ej, ..., E,} nazivamo paralelni okvir duz y. Svaki glatki prerez V u E duZ y moZemo

prikazati kao
v=>VE,
i=1
pa iz svojstava operatora D, dobivamo
DV() = ) VIOE®.
i=1

Teorem 1.2.22. Neka je M glatka mnogostrukost, E vektorski svezanj nad M, V sveza u
E,y: 1 — M krivuljai V glatki prerez u E duZ y. Tada za svaki 7, € I vrijedi

P, V(t) = V(&
DtV(to) — hm 11—t ( 1) (0).

1 —1o Hh—1

(1.18)
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Dokaz. Neka je {E|, ..., E,} paralelni okvir duz y inekaje V = 3 VIE;. Zasvakit; € I
i=1

paralelni prijenos vektora V(#;) duz y je prerez W(t) = 3, Vi(t))E;(t) duz y, pa je
i=1

Py V) = ) Vi) Eilto).
i=1

UvrStavanjem u desnu stranu (1.18) i puStanjem limesa dobivamo da je desna strana jed-
naka

2, Vi)Ei(t0) = DiV(io).
i=1
O

Korolar 1.2.23. Neka je M glatka mnogostrukost, E vektorski svezanj nad M, V sveza u
E,XeC®(M,TM)iY € C>(M,E). Tada je

PyoY(y(h) — Y(p)
h b
gdje je y bilo koja krivulja takva da je y(0) = p1y'(0) = X(p).

Vil = fn

Definicija 1.2.24. Neka je M glatka mnogostrukosti V svezau TM. Zakrivuljuy : I - M
kazemo da je geodetska, ako je D,y = 0.

Iz (1.16) slijedi da je v geodetska krivulja ako i samo ako

PO+ ) Y OF O ) =0

ij=1

Kao 1 prije koristeci teoriju obicnih diferencijalnih jednadzbi moZe se pokazati da vrijedi
sljedeci teorem.

Teorem 1.2.25. Neka je M glatka mnogostrukost i V sveza u TM. Za svaki p € M, w €
T,M ity € R postoji otvoren interval I C R koji sadrZi t, 1 geodetska krivuljay : I — M
takva da je y(to) = pi7y'(ty) = w. Svake dvije takve geodetske krivulje su jednake na
presjeku svojih domena.

Za geodetsku krivulju kazemo da je maksimalna ako se ne moZe prosiriti do geodetske
krivulje definirane na ve€em intervalu.

Korolar 1.2.26. Neka je M glatka mnogostrukost i V sveza u TM. Za svaki p € M
iv € T,M postoji jedinstvena maksimalna geodetska krivulja y : I — M takva da je

¥(0) =piy'(0) =v.
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Neka je M poluriemannova mnogostrukost. Napomenimo da se moZe pokazati da je
preslikavanje I > ¢ — ||y(?)|| konstantno ukoliko je V Levi-Civitina sveza.

Neka je M poluriemannova mnogostrukost i V Levi-Civitina sveza. Zap € Miv €
T,M oznacimo s y, maksimalnu geodetsku krivulju takvu da je ¥(0) = pivy/(0) = v. Nije
teSko pokazati sljedecu lemu. Za detalje Citatelja se upucuje na [9, Lemma 5.18].

Lema 1.2.27. Neka je M poluriemannova mnogostrukost i V Levi-Civitina sveza. Za svaki
peEM,veT,Mic,t € R vrijedi
7cv(t) = ’YV(CI)

kad god je bilo koja strana dobro definirana.

Za p € M definirajmo skup
&E ={v e TM| vy, je definiran na intervalu koji sadrzi [0, 1] }.

Uocimo da je 0 € &. 1z prethodne leme slijedi da je & zvjezdast s obzirom na 0. Ekspo-
nencijalno preslikavanje exp, : & — M definirano je formulom

exp,(v) = y(1),

gdje je v € & proizvoljan. Iskazimo sljedecu lemu koju ¢emo koristiti viSe puta. Za dokaz
Citatelja se upucuje na [9, Prop. 5.19].

Lema 1.2.28. Neka je M poluriemannova mnogostrukost. Za svaku tocku p € M postoji
otvorena okolina U tocke 0 u T),M i otvorena okolina V tocke p u M takva da je exp, :
U — V difeomorfizam.

Integracija

U ovom pododjeljku iskazujemo osnovne pojmove i rezultate vezane za integraciju gustoca
i funkcija na mnogostrukostima. Za detalje Citatelja se upuéuje na [8, Chapter 16] ili [9,
str. 30].

Definicija 1.2.29. Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor. Gustoca na V je preslika-
vanje
u:Vx..xV-sR
———

n puta

takvo da za svaki linearan operator 7 : V — V vrijedi
u(Tvy, ..., Tv,) = |det T|u(vy, ..., v,),

gdje su vy, ..., v, € V proizvoljni.
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Za gustocu u kazemo da je pozitivna ako je u(vy, ...,v,) > 0 kad god je {vy, ..., v,} baza
za V. Pomocu svakog alternirajuéeg n-tenzora u # 0 moZemo definirati pozitivnu gustocu
|| formulom

l(viy ey i) = (Ve ey VI,

gdje su vy, ..., v, € V proizvoljni. Skup D(V) svih gusto¢a na V je 1-dimenzionalan vektor-
ski prostor razapet s |u| za svaki n-alternirajuéi tenzor u # 0. Za glatku mnogostrukost M
definirajmo skup

oM = |_| DT, M),

pEM

gdje je unija disjunktna. Skup DM nazivamo sveZanj gustoce. MoZe se pokazati da je DM
vektorski sveZanj ranga 1 s lokalnim okvirom |dx' A ... A dx"| uz danu kartu na M.

Definicija 1.2.30. Neka je M glatka mnogostrukost. Gustoca na M je prerez u DM.
Gustocu du na M u lokalnim koordinatama mozemo prikazati formulom
du = pldx" A ... A dx"|
za neku lokalno definiranu neprekidnu funkciju u.

Definicija 1.2.31. Neka je F : M — N glatko preslikavanje izmedu mnogostrukosti M i N
i neka je du gustoa na N.Povlak gustoCe du je gustoCa F*du na M definirana formulom

(Fduw)(p)(vi, ...y Vi) = du(F(P)IAF ,(v1), ..., dF p(vy)),
gdjesupe Mivy,..,v, € T,M proizvoljni.

Definirajmo prvo integral gustoCe na podskupu R". Neka je D € R" otvoren i du
gustoca definirana na D. Tada je du = uldx" A ... A dx"| za neku neprekidnu funkciju
u: D — R. Integral gustoce du nad D definiramo formulom

f,uldxl A ANdX" = f,udxl...dx".
D D

Neka je M glatka mnogostrukost i du gustoca na M ¢iji je nosac sadrzan u U za neku kartu
(U, ¢). Integral gustoce du nad M definiramo formulom

f du= | (¢ ") du.
M e(U)

Koristenjem particije jedinice definiciju moZemo proSiriti na proizvoljnu gusto¢u dn na M

formulom
dn = f Yidn,
Iw ieZA M
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gdje je (¥, i € A) particija jedinice upisana u otvoreni pokriva¢ mnogostrukosti koji se sas-
toji od domena karata mnogostrukosti M. MoZe se pokazati da je integral dobro definiran
tj. da ne ovisi o odabiru karata i particiji jedinice.

Neka je M glatka mnogostrukost, du pozitivna gustoCana M i f : M — R neprekidna
s kompaktnim nosaCem. Integral funkcije f na M definiramo kao fM fdu < +co.

Ukoliko pretpostavimo da je M poluriemannova (Riemannova) mnogostrukost dimen-
zije n, moZe se pokazati da postoji jedinstvena glatka pozitivna gustoa dV na M takva da
je za svaki lokalni ortonormirani okvir {Ey, ..., E,} vrijedi dV(Ey, ..., E,) = 1. Tada za dV
kaZemo da je poluriemannova (Riemannova) gustoca.

1.3 Lorentzova geometrija

U ovom odjeljku predstavit cemo osnovne pojmove i rezultate vezane uz Lorentzove mno-
gostrukosti koje ¢emo koristiti kasnije. Navedimo prvo nekoliko primjera.

Primjer 1.3.1. Neka je n € N. Za proizvoljne x = (x'),y = (y) € R""! definirajmo skalarni
produkt (-, -) formulom

(eyy ==+ > Xy,
i=1
Lako se vidi da je (R"*!,{-,-)) Lorentzova mnogostrukost dimenzije n + 1. (R"*!,(-,-))
nazivamo prostorom Minkowskog.

Primjer 1.3.2. Neka je n € N i (-, ) skalarni produkt iz prethodnog primjera. Definirajmo
glatko preslikavanje y : R™"! — R formulom

y(x0) = (x, x),
gdje je x € R""! proizvoljan. Definirajmo za r > 0
Si(r) =y ().
Moze se pokazati da je (S(r), (-, -)) Lorentzova mnogostrukost dimenzije n. (S7(r),<-,-))

nazivamo de Sitterovim prostorom.

[ oon ,

Primjer 1.3.3. Neka jen € N, g := 3 dx' ® dx' + ), dx' ® dx' skalarni produkt indeksa 2
i=0 i=2

na R™'i x — g(x, x) =: (x) glatka funkcija na R"*!'. Za r > 0 definirajmo

H(r) :=7"'(-r).

Moze se pokazati da je (H{(r), g) Lorentzova mnogostrukost dimenzije n. (Hj(r), g) nazi-
vamo anti-de Sittereovim prostorom.
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Primjer 1.3.4. Neka je (M, g) Lorentzova mnogostrukost i U C M neprazan otvoren skup.
Tada je (U, g|lyxv) Lorentzova mnogostrukost.

Definicija 1.3.5. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor sa skalarnim produk-
tom (-, -) indeksa 1. Za v € V kazemo da je vremenski ako je (x, x) < 0, svjetlosni ako je
(x,x) = 01li v = 0, kauzalni ako je svjetlosni ili vremenski, svemirski ako je (x,x) > 01
v #0.

Prethodnu definiciju ¢emo pretezno koristiti za tangencijalne vektore, odnosno V ¢e
biti tangencijalni prostor Lorentzove mnogostrukosti u nekoj tocki.

Skup svih vremenskih vektora iz V je unija dva disjunktna povezana skupa. Vektore
iz jednog od ta dva povezana skupa ¢emo nazvati buduce orijetiranima ili orijentiranima
prema buducnosti, dok iz drugog orijentiranima prema proslosti. Sami ¢emo morati oda-
brati koji ¢e skup biti orijentiran prema buducnosti. Time smo direktno odredili 1 koji ¢e
skup biti orijentiran prema proslosti. Na Lorentzovoj mnogostrukosti ovaj odabir moramo
napraviti na svakom tangencijalnom prostoru te taj odabir mora ovisiti neprekidno o tocki
Lorentzove mnogostrukosti. Time smo motivirali definiciju vremenske orijentiranosti.

Definicija 1.3.6. Neka je M Lorentzova mnogostrukost. Za vektorsko polje X kazemo da
je vremensko ako je X(p) vremenski za svaki p € M, a kauzalno ako je X(p) kauzalan za
svaki p € M.

Vremenska orijentacija je dana s neprekidnim vremenskim vektorskim poljem 7 na M,
koje poprima vrijednosti u odabranim povezanim skupovima.

Definicija 1.3.7. Za Lorentzovu mnogostrukost M kaZzemo da je vremenski orijentirana,
ako postoji vremensko vektorsko polje 7 na M. Lorentzovu mnogostrukost zajedno s
takvim vektorskim poljem 7 nazivamo vremenski orijentiranom Lorentzovom mnogos-
trukosScu.

Ubuduce ¢emo vremenski orijentiranu Lorentzovu mnogostrukost oznacavati samo s
M, umjesto (M, 7).

Definicija 1.3.8. C!-krivulja je buduée orijentirana, ako su svi tangencijalni vektori krivu-
lje buduée orijentirani. Analogno definiramo pojam da je C'-krivulja orijentirana prema
proslosti. Za C'-krivulju kaZemo da je vremenska ako su svi tangencijalni vektori krivulje
vremenski, kauzalna ako su svi tangencijalni vektori krivulje kauzalni.

Definicija 1.3.9. Neka je I € R otvoren interval. Neprekidna krivulja ¢ : I — R je
neprosiriva, ako ne postoji reparametrizacija krivulje koja ima neprekidno proSirenje.
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Primjer 1.3.10. Neprekidna krivulja ¢ : R — R”", ¢(¢) = (arctgt, 0, ..., 0) nije neproSiriva,

jer se moZe reparametrizirati kao ¢ : (-5, %) = R", &(r) = (1,0, ..., 0), koja ima neprekidno
proSirenje. Neprekidna krivulja R — R”,  — (2,0, ..., 0) je neproSiriva.

Definicija 1.3.11. Neka je M vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost. Za x € M
definirajmo skup

IM(x) := {y € M | postoji buduée orijentirana vremenska C'-krivulja koja spaja x i y},
kojeg nazivamo kronoloska buducnost tocke x u M.

Definicija 1.3.12. Neka je M vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost. Za x € M
definirajmo skup

JM(x) := {y € M | postoji buduce orijentirana kauzalna C'-krivulja koja spaja x i y},
kojeg nazivamo kauzalna buducnost to¢ke x u M.

Definicija 1.3.13. Neka je M vremenski orijentirana Lorentzovu mnogostrukost. Kro-
nolosku buduénost skupa A € M definiramo kao

1Ay = 1.

x€A

Sli¢no, kauzalna buduénost skupa A C M je

= .

x€A

Napomena 1.3.14. Na slican nacin definiramo kronolosku i kauzalnu proslost tocke x € M
ili podskupa A C M. Oznaavamo ih redom I™(x), I"(A), JM(x) i JM(A).

Definicija 1.3.15. Neka je M Lorentzova mnogostrukost. Za podrucje Q@ C M kazemo
da je geodetski zvjezdasto s obzirom na neku to¢ku x € M, ako postoji otvoren podskup
Q' C T.M koji je zvjezdast s obzirom na 0 takav da je Riemannovo eksponencijalno pres-
likavanje exp, : Q" — Q difeomorfizam.

Definicija 1.3.16. Neka je M Lorentzova mnogostrukost. Za podruéje Q@ € M kazemo
da je geodetski konveksno, ili kraée konveksno, ako je geodetski zvjezdasto s obzirom na
svaku toCku x € Q.

Napomena 1.3.17. Za geodetski zvjezdasto podrucje €2 s obzirom na x vrijedi da je exp . (J.(0)N
Q) = Jf_}(x) 1exp,(1.(0) N Q') = If(x) (za detalje pogledati [2, Cor. 2.13.]).
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Definicija 1.3.18. Neka je M Lorentzova mnogostrukost i 2 € M podrucje koje je geodet-
ski konveksno. Definirajmo pozitivnu glatku funkciju u, : Q — R formulom

dV =, - (exp; )" (d2),
gdje je dV Lorentzova volumna forma i dz standardna euklidska volumna forma na 7',Q2.

Definicija 1.3.19. Neka je M Lorentzova mnogostrukost. Za podrucje Q € M kazemo da
je kauzalno, ako je  sadrzano u nekom konveksnom podrucju Q' i ako je za svaki x,y € Q
presjek Jf'(x) NJY(y) kompaktan i1 sadrzan u Q.

Definicija 1.3.20. Neka je M povezana vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost.
Podskup S C M je Cauchyjeva hiperravnina ako svaka nepro$iriva vremenska C!-krivulja
u M dodiruje ili sijeCe S u to¢no jednoj tocki.

Definicija 1.3.21. Za Lorentzovu mnogostrukost kazemo da zadovoljava uvjet kauzalnosti,
ako ne sadrzi nijednu zatvorenu kauzalnu krivulju.

Definicija 1.3.22. Za vremenski orijentiranu Lorentzova mnogostrukost M kaZzemo da
je globalno hiperboli¢na, ako zadovoljava uvjet kauzalnosti i za svaki p,q € M presjek
JM(p) N JM(q) je kompaktan.

Iskazimo bitan teorem koji ¢e nam biti koristan kasnije, ¢iji se dokaz moZe pronaci u
[3, Thm. 1.2.45.].

Teorem 1.3.23. Neka je M povezana vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1) M je globalno hiperboli¢an
i1) postoji Cauchyjeva hiperravnina u M

iii) M iR xS s metrikom —N%dt ® dt + g, su izometri¢ni (postoji glatko preslikavanje
F: M — R xS takvo da dF, Cuva udaljenost za svaki p € Q), gdjeje N : M — R
glatka pozitivna funkcija, g, je Riemannova metrika na S koja ovisi glatkoo r € R i
svi skupovi {#} X § su Cauchyjeve hiperravnine u M.

Primjer 1.3.24. MozZe se pokazati da je prostor Minkowskog globalno hiperboli¢an te da
prostor Minkowskog bez jedne tocke nije.

Primjer 1.3.25. Moze se pokazati da je anti-de Sitterov prostor globalno hiperbolican.

Dokaz sljedece leme se nalazi u [4, Lemma 1.3.17.].
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Lema 1.3.26. Neka je M Lorentzova mnogostrukost i Q C M geodetski zvjezdasto po-
drucje s obzirom na x € M. Tada je u.(x) = 1.

Definicija 1.3.27. Neka je M Lorentzova mnogostrukost i Q C M geodetski zvjezdasto
podrucje s obzirom na x € Q. Definirajmo preslikavanje

[,:=yoexp, : Q- R,
gdjejey : T,M — R definirano formulom y(X) = —g(X, X).

Lema 1.3.28. Neka je M Lorentzova mnogostrukost i Q € M geodetski zvjezdasto po-
drucje s obzirom na x € . Sljedece tvrdnje vrijede na cijelom Q:

i) zay € Qin=exp;'(y) vrijedi grad |, = —2d(exp,),(n)
i1) g(gradl'y, gradl'y) = —4I,
iii) Ol = 2n — g(grad Ty, grad(log(u,))).

Dokaz. Opceniti dokaz moze se naci u [4, Lemma 1.3.19.]. Mi ¢emo dokazat da u slucaju
da je M prostor Minkowskog vrijedi g(grady, grady) = —4y 1 Oy = 2n. U standardnim
lokalnim koordinatama za prostor Minkowskog imamo

g=—-dx'®dx' +dx* @ dx* + ... + dx" ® dx"

y = =) + () + ..+ ()
Dodatno, tada vrijedi
Li=j>1
8ij = —l,i:jzl
0,i# j,

paje (g;;) = (g"). Stoga,

= oxt Ox/
0 0
11 1 22 2 nn n
—g'l.2 2P :
g o Ox! g o 0x? g o ox"
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Dakle, dobivamo

S0 ol
g(grady,grady) =g(-2 ) x'—,-2 ) x'—)

=4 (—(x1)2 + O+ .+ (x")z)

= —4’y.
Direktnim racunom dobivamo
0? 52 > o - .
Oy = ((axl)z - (8)62)2 e T (8x")2)((x )Y —(x) —...=(x"))

= 22 = 2n.
i=1






Poglavlje 2

Linearni diferencijalni operatori i
distribucije na mnogostrukostima

2.1 Linearni diferencijalni operatori na
mnogostrukostima

Definicija 2.1.1. Neka su (E, M, ) i (F, M, n,) vektorski sveznjevi ranga [ i g, a k €
N. Linearan diferencijalni operator reda najviSe k je svako linearno preslikavanje P :
C®(M,E) — C*(M, F) za koje vrijedi da za proizvoljnu kartu (U, ¢ = (x', ..., x")) i pro-
izvoljne lokalne trivijalizacije 7;'(U) — UXR? in;'(U) — U xR postoje glatke funkcije
A?: U — My(R) takve da za proizvoljne v € C*(M,E)ix € U

oy
(Oxh)ar, (Oxm)an

Pvly = > A"(x)
lal<k
Skup svih linearnih diferencijalnih operatora C*(M, E) — C*(M, F) reda najvise k
oznacavamo s Diff;(E, F)). Navedimo nekoliko primjera linearnih diferencijalnih opera-
tora.

Primjer 2.1.2. Neka je M poluriemannova mnogostrukost, E = M xR i F = TM. Uocimo
da mozemo poistovijetiti C*(M) s C*(M, E). Stoga je gradijent diferencijalni operator
reda 1 s E u F. Podsje¢amo, u lokalnim koordinatama imamo

R
gradv = g’ it
”Zzll Oxt Ox/

paje

i

31
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Primjer 2.1.3. Neka je M poluriemannova mnogostrukost, £ = TM i F = M X R. Diver—

gencija je diferencijalni operator reda 1 s £ u F. U lokalnim koordinatama za ¥ = Z yi-L

i=1
div(Y) = Z 5 + Z Ty,

i,j=1

()x’

imamo
paje

Primjer 2.1.4. Neka je (E, M, ) vektorski svezanj, Vsvezau Ei F = T*"M ® E. Tvrdimo
da je V diferencijalni operator reda 1 s E u F. Neka je {E, ..., E,}, glatki lokalni okvir

sveznja E i neka je s € C*(M, E) prikazan lokalno kao  s'E;. Tada, iz (1.10) slijedi
i=1

_ ik j
Vs = Z ds®E+k21 I dx' ® E,
J

_ Z —dx’ QE; + Z siF';i dx' ® Ey,

i= 11 i,jk=1
pa je V diferencijalni operator reda 1 s E u F.

Uoc¢imo da je kompozicija linearnih diferencijalnih operatora opet linearan diferenci-
jalni operator. Preciznije, za vektorske sveznjeve (E, M, ry), (F, M, n,), (G,M,n3), P €
Diff (E, F) i Q € Diff(F,G), Q o P € Dift,(E, G).

Primjer 2.1.5. Neka je M poluriemannova mnogostrukost, E = G = M xRi F = TM.
Tada je —div o grad € Dift,(E,G). U Lorentzovom slu€aju operator oznatavamo s O
1 nazivamo ga d’Alembertovim operatorom, dok ga u Riemannovom oznatavamo s A i
nazivamo Laplace-Beltramijevim operatorom. MoZe se pokazati da je za proizvoljni f €
C*(M,M x R)

af = —tr,(Vdf), (2.1)

paondaiz (1.15) 1 (1.5) slijedi da je d’ Alembertov operator u lokalnim koordinatama dan

formulom
0? of
—rk].
Zg (8}6’8)& — Ox* ’]]

i,j=1

Lema 2.1.6. Neka je M glatka mnogostrukost, p € M i & € T,(M). Tada postoji f €
C¥(M) takvadajedf, = &1 f(p) =
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Dokaz. Nekaje (U, ¢ = (x!,...,x")) karta za M takva da je ¢(p) = 0, A C U zatvoren takav
da je p € A i h funkcija rezanja za A s nosatem u U. Za & = Y, &dx' definiramo funkciju
i=1
g:R" >R,
g(ul, Ut = Z f;ui.
i=1

Funkciju f : M — R mozZemo definirati formulom

(8 o @)(h(x),x € U

f(x) = { .

0, inace

Lako se vidi da f zadovoljava sva svojstva iz iskaza leme. O

Definicija 2.1.7. Neka su E i F vektorski sveznjevi nad M, P € Diffy(E,F), p € M i
& € T,(M). Glavni simbol linearnog diferencijalnog operatora P je linearno preslikavanje
o(P,¢) : E, — F, definirano na sljedeci nacin. Neka je f € C*(M) takva da je f(p) =01
df, = &£ Za e € E, definiramo:

1
m@@w:amﬁm

gdje je & € C°(M, E), &(p) = e.

DokaZimo da prethodna definicija ne ovisi o odabiru é i f. Koriste¢i kartu i lokalne
trivijalizacije dobivamo:

3 (f"2)
(OxH) .. .(Ox™)n

1
TuPE) e =5 > A(p) ()

" lal<k

LI PO ) i
K ,;(A ») (Ox)1...(xm)n (p)-&p)

= > ANp) £ e (2.2)
lal=k
Druga i treca jednakost slijede iz pretpostavke da je f(p) = 0. Glavni simbol je dobro
definiran, jer desna strana u (2.2) ne ovisio é1i f.

Primjer 2.1.8 (Glavni simbol gradijenta). Neka je & € T,M. Kako je E, = R, primjenju-
jemo o(grad, &) na ¢ € R. Sada za € moZemo uzeti konstantnu funkciju x — c. Neka je
f€C>(M)takvadaje f(p) = 0idf, = £ RaCunamo:
oi(grad, §) = grad(f - c)(p)
=c-grad f(x)
=c-df(x)f =c- €.
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Dakle, o (P, &) = &

Lema 2.1.9. Neka je M glatka mnogostrukost, p € M iY € T,M. Tada postoji ¥ €
C®(M,TM) takavda Y(p) = Y.
Dokaz. Neka je (U, = (x!,...,x")) karta za M takva da je ¢(p) = 0, A C U zatvoren

takav da je p € A i h funkcija rezanja za A s nosacemu U. Za Y = } y"%(p) definiramo
i=1

Y M—>TM,
; h(x) Y, y'&(x), xe U
= i=1
0, inacCe
Lako se vidi da ¥ zadovoljava sva svojstva iz iskaza leme. m|

Primjer 2.1.10 (Glavni simbol divergencije). Neka je § € T,M. E, = T,M, pa o(div, §)
primjenjujemo na ¥ € T,M, a Y glatko vektorsko polje takvo da je ¥(p) = Y. Nadalje,
neka je f € C*(M) takvadaje f(p) =01df, = £ 1z (1.12) slijedi

o1(div, &) - Y = div(f - Y)(p)
= f(p) - div(¥)(p) + (grad f(x), ¥ (x))
= (£.7)
=&(Y).
Dakle, o (div, &) = &.

Primjer 2.1.11 (Glavni simbol sveze). Neka je & € T,M,ecE,iec C”(M,E) takav da
é(p) = e. RaCunamo:

aiV,& = V(fel,
=dfeeée+ f-Ve),
=df,®e+ f(p)-(Ve)l,
=¢(Qe.
Zakljuujemo da je 07(V,€) =€ ® -.

Lema 2.1.12. Neka su E, F, G vektorski sveznjevi nad M, Q € Dift|(E, F), P € Diff(F, G),
peMi&eT,M. Tadaje

Oret(Po Q,8) = o (P, &) o 0(Q, §).
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Dokaz. Nekajee € E,,é € C*(M,E) takavdaé(p) =ei f € C°(M) takvadadf, = €1
f(p) = 0. S obzirom na pripadnu kartu i lokalne trivijalizacije dobivamo:

TuiPo Q) e= 7 i o o)),
T i i WZK: B (Gxalfﬁlqr;i)”)ﬁ" o
T i ! ( é A* (Bxl)“f l.(.xl(axn)an ( é B (axalifff{;;i)n)ﬂn Dl
G . D! M; Zl:k A%p) Z <ax1>fllfligxn)w ) (axl)alflwvlllgilf)m (P)

1 a|a|+|,3| k+1
- i DDA ) ()€
X

(k+ D! £ £d DB (Dxm)enth
= Y D AP B (&g
lal=k |BI=
= (D APEEN ) B E o)
lal=k B=l

= (OW(P,&) 0 (Q,8)) - e
= o(P,&) - (0(Q,6)) - e)

O

Primjer 2.1.13 (Glavni simbol d’Alembertovog operatora). Koristimo prethodnu lemu i
dobivamo:

oa(—divo grad, &) = —or(div) - oy (grad) = —£(&%) = —(&%, &) = —(&,6).

Normalno hiperboli¢ni operatori

Sada uvodimo posebnu vrstu linearnog diferencijalnog operatora preko kojeg se definiraju
linearne geometrijske valne jednadzbe.

Definicija 2.1.14. Neka je M Lorentzova mnogostrukost i £ vektorski sveZanj nad M.
Linearni diferencijalni operator P € Diff,(E, E) je normalno hiperboli¢an ako je za pro-
izvoljnié € T*M,

o2(P,§) = (&, 6).
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Napomena 2.1.15. Za £ € TiM, £ = 3, &dx(p) imamo
i=1

&6 =) kg

ij=1

Stoga imamo da je normalno hiperboli¢an operator P € Dift,(E, E) u lokalnim koordina-
tama oblika

n . 02 n 9
P=—- Zgj(x)axiaxj + ;AJ(X)% + BI(X),

ij=1

gdje su A; i B, glatke matriCne funkcije.

Primjer 2.1.16. Iz 2.1.13 slijedi da je P = O normalno hiperboli¢an operator. Potaknuti
prethodnom napomenom navedimo jo§ nekoliko primjera normalno hiperboli¢nih opera-
tora. Za m > 0 operator P = O + m? je Klein-Gordonov operator s masom m. Za & € R i
m > 0 operator P = O + m? + & scal je kovarijantan Klein-Gordonov operator s masom 7,
gdje je scal skalarna zakrivljenost. Za definiciju i svojstva skalarne zakrivljenosti Citatelja
se upucuje na [9, str. 208].

Primjer 2.1.17. Neka je (M, g) poluriemannova mnogostrukost, E vektorski sveZanj nad
M 1V sveza u E. Levi-Civitina sveza inducira svezu u 7M. Ta sveza zajedno s V inducira
svezu u T*M ® E koju ozna¢avamo isto s V. Linearni diferencijalni operator 0" definiramo
preko sljedeceg komutativnog dijagrama.

C*(M,E) —Y— C*(M,T*"M ® E)

il I
C(M,E) 4 C™(M, T"M @ T*M ® E)

Nekaje & € T*M i s € C°™E) Tz (1.6) slijedi

o207, 8)s = oo(—(tr, ®idg, &) 0 (Y, €) 0 07(V, ))s
= —(tr, ®id)(E ®E® 5)
= —(£, &),

pa je 0" normalno hiperboli¢an operator.

Lema 2.1.18. Neka je M poluriemannova mnogostrukost, p € M i X € T,M. Tada postoji
f € C*(M) takav da grad f(p) = X.
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Dokaz. Neka je (U, ¢ = (x', ..., x")) karta za M takva da je p € U, A C U zatvoren takav

daje p € A i h funkcija rezanja za A s nosatem u U. Neka je X = }; a"%. Neka je
i=1

n
é‘:i = E gijaj, i= 1, ey 11,
=

Lako se moZe pokazati da funkcija g iz 2.1.6 zadovoljava sva svojstva iz iskaza leme. O

Lema 2.1.19. Neka je M poluriemannova mnogostrukost, £ vektorski svezanj nad M, V
svezau E, f e C°(M)is € C*(M, E). Tada je

—(try ®idg)(df ® V) = Vigaa s5.

Dokaz. Neka je {Ey, ..., E,} glatki lokalni okvir vektorskog sveZznja E 1 s u lokalnim koor-

dinatama oblika .

Z SiE,'.
i=1
Tada iz (1.10) slijedi da je u lokalnim koordinatama

df ® Vs = Zn:(dfébdsiébEi + Zn: F’j‘.isidf®dxj®Ek),
i=1 jk=1
pa je ) )
(tr, ®idp)(df ® Vs) = ) (tr(df @ dsE; + ) Ts'try(df @ dx)E)).
i=1 k=1
Iz (1.6) slijedi da je j

tr(df ®ds') = (df,ds'y = (grad f, grad s') = ds'(grad f),

pa je

(try ® idp)(df ® Vs) = ;(dsi(grad PE + Y Ths (grad £, dx'") Ey)

k=1 dxi(grad f)

= ) (ds'(grad )E; + §'Vgyaas E:.

i=1

n

Vgradfs = Z Vgradf(siEi) = Z(dsi(gfad f)El + sivgradei)’

i=1 i=1
paje (try ® ide)(df ® Vs) = Vraa fs. O
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Sljedec¢a lema nam govori da je svaki normalno hiperboli¢an operator jednak 0¥ do na
¢lan reda 0.

Lema 2.1.20. Neka je P € Diff,(E, E) normalno hiperboli¢an operator na Lorentzovoj
mnogostrukosti M. Tada postoji jedinstvena sveza V u E i jedinstveni B € C*(M, Hom(E, E))
takav da je

P=0o"+B. (2.3)

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost takve sveze. Neka je V svezau E, s € C*(M, E) i
f € C*(M). 1z prethodne leme i (2.1) dobivamo

0"(fs) = —(tr, ® idg)(V(V(fs)))
= —(tr, ® idp)(V(df ® s + fVs))
= —(tr, ® idp)(Vdf ® s + 2df ® Vs + fVVs)
= (Tf)s = 2Vgraa r5 + £(O° 5). (2.4)

Pretpostavimo da V zadovoljava (2.3). Tadaje B = P — 0" € C*(M,Hom(E, E)), pa je

f(P(s)—0"s) = P(fs) — OV (fs).
Iz (2.4) i slijedi
1
Vondrs = E{fP(S) = P(fs) +(@f)s}. (2.5)

1z 2.1.18 1 (2.5) slijedi da je V odredena s P 1 O (koji je odreden s Lorentzovom metrikom).
Iz toga slijedi da je 0¥ odreden s P i Lorentzovom metrikom, pa je onda odreden i B. Iz
toga slijedi da su V i B jedinstveni.

Dokazimo egzistenciju sveze V; mozemo ju definirati koristeéi (2.5). Neka je X €
C°M, TM), s € C°(M,E), pe M1 f e C*M,TM) takav da grad f(p) = X(p). Defini-
ramo V : C*(M,TM) X C*(M, E) —» C*(M, E) kao

1
Vxs(p) := SU(PIP(s)(p) = P(f)(p) + @)(p)s(p)}.

Lako se pokaze da je V dobro definirano preslikavanje. Sva svojstva sveze sada slijede
direktnim raCunom. O

Definicija 2.1.21. Svezu iz 2.1.20 nazivamo P-kompatibilnom svezom.
U nastavku takoder koristit cemo P-kompatibilnu svezu.
Lema 2.1.22. Neka je P = 0¥ + B normalno hiperbolian. Za f € C*(M)is € C*(M, E)
vrijedi
P(fS) = fP(S) - 2Vgradfs + (Df)S.
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Adjungirani i dualni operator

Neka je M poluriemannova mnogostrukost 1 du pozitivna glatka gustoca na M. Do-
datno, neka su E, F vektorski sveznjevi nad M na ¢ijim vlaknima su definirani skalarni
produkti < -, >pi<-,- >p.

Lema 2.1.23. Za svaki P € Diffy(E, F) postoji jedinstven operator P’ € Diff(F, E) takav
da za proizvoljne u € C*(M, E) iv € C*(M, F) s kompaktnim nosa¢ima vrijedi

f(Pu,v)Edu:f(u,P’Wdu. (2.6)
M M

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost. Neka je (U, ¢ = (x, ..., x")) karta za M i fiksirajmo
lokalne trivijalizacije E 1 F za U. Neka su &1 ¥ matri¢ne funkcije koje reprezentiraju
skalarne produkte od E i F s obzirom na lokalne trivijalizacije. &1 # su oCito simetri¢ne,
invertibilne 1 glatke. Neka suu € C*(M, E), v € C*(M, F) prerezi s nosa¢ima sadrZzanim u
U. Standardni skalarni produkt na R” oznacavamo s < -, - >. Dobivamo:

0y
< Pu,v>pd :f < A“ ,Tv> dx
fM EHE 2, @xhym@xry” I

o<k

0y .
) Z L(U) <(axl)al-..(6xn)an’#(A ) T/V> dx

lar|<k

|
= > (-1 f " < g (,u(A“)TTv)> dx
(4

“ @ n\a,
lal<k (Ox")™...(0x")

0|Q|(M(A")T7—'v)
= —_ 1)
) [p(w <M’ Z( b (Ox1H)r . (dxm)en > dx

la|<k
~ 1 8|(t|(ﬂ(Aa)T7:v)>
= ET Y (=M= d,
fu<” éf P @y @y e

U tre¢em koraku smo iskoristili parcijalnu integraciju. Iz racuna slijedi

I (A Fv)
(OxhHar .. . (Oxm)om

1
Pv=—- > (-D"g"! 2.7
v=a §( ) 2.7)

la|<k

Dakle, P'v je jedinstveno odreden uz pretpostavku da je nosac funkcije v sadrzan u U. Neka
je sada v € C*(M, F) proizvoljan s kompaktnim nosacem. Izaberimo otvoreni pokriva¢
mnogostrukosti M s pripadnim kartama, lokalnim trivijalizacijama i particijom jedinice.
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Tada v moZemo prikazati kao konacnu sumu prereza oblika kojeg smo koristili iznad. Kako
je P linearan, jedinstveno je odreden s (2.7).

DokaZzimo egzistenciju. Neka je v € C*(M) s kompaktnim nosacem. Fiksirajmo otvo-
reni pokriva¢ mnogostrukosti m s pripadnim kartama, lokalnim trivijalizacijama i partici-
jom jedinice. Ako je nosac funkcije v sadrzan u domeni neke karte, definiramo P'v formu-
lom (2.7). Inace, koristimo particiju jedinice kako bismo ga prikazali kao sumu prereza,
gdje je nosaC svakog prereza iz sume sadrzan u domeni neke karte. Lako se provjeri da
definicija ne ovisi o karti, lokalnim trivijalizacijama i particiji jedinice. O

Definicija 2.1.24. Operator P’ € Diff(F, E) koji zadovoljava (2.6) nazivamo adjungiranim
operatorom operatora P.

Lema 2.1.25. Za svaki P € Diffi(E, F) postoji jedinstveni P* € Diff(F*, E*) takav da za

proizvoljne u € C*(M, E) in € C*(M, F*) s kompaktnim nosac¢ima vrijedi

f n(Pu)dy = f (P wdg. 2.8)
M M

Dokaz. Dokazimo najprije jedinstvenost. Neka su & i # linearni izomorfizmi definirani
kao
EE—>E e (e),

F:F->F, f ().

Zaue C°(M,E)iv e C*(M, F) s kompaktnim nosa¢ima imamo

f (Fv)(Pu)du = f (Pu, v)rdp = f (u, P'vypdp = f EPV)Ywdu.  (2.9)
M M M M

Zamjenom n = ¥ v vidimo da je (2.9) ekvivalentno s

f n(Pu)dy = f (EPF m)w)) du.
M M
Dakle, usporedbom s (2.8) dobivamo
Pr=8oP oF !, (2.10)

Sto dokazuje jedinstvenost.
Dokazimo egzistenciju. Definiramo P* kao (2.10). Isti raCun unatrag pokazuje da je P*
traZeni operator. O

Definicija 2.1.26. Operator P* koji zadovoljava (2.8) nazivamo dualnim operatorom ope-
ratora P.
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2.2 Distribucije na mnogostrukostima

Neka je M glatka mnogostrukost s pozitivnom volumnom gusto¢om du i E vektorski
svezanj nad M. Prostor svih glatkih prereza u E s kompaktnim nosatem oznacavamo
s D(M, E). Elemente D(M, E) nazivamo testnim prerezima u E. S V ozna¢imo sveze
u7*M i E. One induciraju svezu u 7"M ® ... ® T*M ® E koju oznacavamo takoder s
V. Izaberimo Riemannove metrike na 7°M 1 E. One induciraju Riemannove metrike na
T"M®..Q T*M ® E na sljedeci nain. Neka su (-, -); 1 (-, -)» Riemannove metrike na 7*M
1 E. Tada je za proizvoljne w; ® .. @ wy ® e, w|® .. 0w, ®e € T'TM® ... T"M ® E,
Riemannova metrika (-, -) definirana formulom (w; ® ... ® W ® €, W ® ... ® W; ® ') =
(Wi, W .. Wy, w;)i{e, €'),. Stoga je norma V£ dobro definirana u svim tockama iz M za
proizvoljni ¢ € C*(M, E). Neka je K € M kompaktanik € N. Zau € D(M, E) definiramo
C*-polunormu kao

.....

Polunorma ||- ||x.v <..> x op¢enito nije norma, jer u slucaju suppunk = 0 je ||ullyv<. >x = O.
Za fiksne k i K razli¢iti odabiri metrike i sveza dovode do ekvivalentnih polunormi. Stoga
¢emo umjesto || - ||x.v <> x pisati || - [|lcx ).

Definicija 2.2.1. Neka je (W,| - |) konacnodimenzionalan normiran prostor. Za linearno
preslikavanje 7 : D(M,E*) — W kazemo da je distribucija u E s vrijednostima u W,
ako za svaki K € M kompaktan postoji k € Ny 1 konstanta C > 0 takva da za svaki
¢ € D(M, E"), supp ¢ C K vrijedi

ITLell < Cllellcx)- (2.11)

Kazemo da je distribucija F reda k € Ny, ako je k najmanji cijeli broj takav da za svaki
K € M kompaktan postoji konstanta C > 0 takva da

[Fol < Cllellc-

Prostor distribucija D(M, E*) — W oznacavamo s '(M, E; W). Ako je W = R, onda
koristimo skracenu oznaku 9 (M, E). Navedimo dva najbitnija primjera distribucija.

Primjer 2.2.2. Neka je E vektorski sveZzanj nad M i p € M. Delta distribuciju u tocki p
6, € D'(M, E, E}) definiramo za proizvoljni ¢ € D(M, E*) formulom

5yl el = @(p).

Distribucija 6, je reda 0, jer za proizvoljni K € M kompaktan i proizvoljni ¢ € D(M, E*)
takav da je supp ¢ C K imamo [6,[ ¢]| = |e(p)| < llellcok)-
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Primjer 2.2.3. Neka je f € L} (M, E) lokalno integrabilan grubi prerez (iz definicije pre-

loc

reza izostavimo uvjet neprekidnosti) u E. Za ¢ € D(M, E) definiramo

Trly]l = f (0)(f (X)) dp(x).
M
T je distribucija reda 0, jer za proizvoljni K € M kompaktan i proizvoljni ¢ € D(M, E*)
takav da je supp ¢ € K imamo |Ts[¢]| < fK llpllcoc f (Oldu(x) < Cr(K)llllcocky-

Iz prethodnog primjera moZemo zakljuciti da imamo ulaganje L}OC funkcija u prostor
distribucija D(M, E). Definirajmo pojam konvergencije testnih prereza.

Definicija 2.2.4. Neka su ¢, (¢,), € D(M, E). Kazemo da niz (¢,), konvergira prema ¢ u
D(M, E) ako vrijedi:

1) postoji kompaktan skup K € M takav da suppe € K isuppy, C K za svakin € N
ii) niz (¢,), konverigira prema ¢ u svakoj C*-normi nad K:

llo = @ullcxxy — O kad n — oo.

Lema 2.2.5. Linearno preslikavanje T : D(M, E*) — W je distribucija ako i samo ako je
nizovno neprekidan tj. za svaki konvergentan niz ¢, — ¢ u D(M, E*), vrijedi T[ ¢,] —
TTel.

Dokaz. Neka je T € D(M,E, W) i (¢,), S D(M, E*) niz koji konvergira prema ¢ u
D(M, E*). Tada postoji K € M kompaktan takav da je suppy, C K za svaki n € N.
T je distribucija, pa postoji k € N i konstanta C > 0 takvi da

IT[ ¢, — ¢l < Clle = @ullcrx) — 0.

Dakle,
T[] = T[g].

Dokazimo obrat. Pretpostavimo suprotno tj. postoji K € M kompaktan takav da (2.11) ne
vrijedi ni za jedan par k € Ny i C > 0. Tada za svaki k € N postoji ¢ € D(M, E) takav da
jesuppgr € K 1|T[ @] > kllgkllcr k). Definirajmo glatke prereze ¢ := m@{. Ocito je
supp ¥ C K zasvakik e N i

1 1
lellcxxy = m”%”c’«(m < P

Stoga, za j > k vrijedi

1
W illerxy < W jllcicky < ;
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Na ovaj naCin definirali smo niz (¢ ;); koji konvergira prema 0 u D(M, E*). Stoga, imamo
T[y;] — T[0] = 0. S druge strane, |T[¢,]] = M|T[Q0j]| = 1, Sto dovodi do kontra-
dikcije. m|

Sljedeci nam je cilj proSiriti djelovanje diferencijalnog operatora na distribucije. Neka
je P € Diff (E, F). Kako bi proSirenje P : '(M, E) — D’(M, F) imalo smisla trazimo da
je sljededi dijagram komutativan:

DM, E) —E— D(M, F)

r| Ir

D' (M,E) —L— O'(M, F)

gdje T : f — Ty Koristit ¢emo dualni operator P*. Za proizvoljne f € D(M,E) i
¢ € D(M, E*) definiramo
(PTpl¢l =T/ Pel.

Uocimo da iz definicije dualnog operatora slijedi

(PTpl¢) = fM (P* ) () (fOx)dpu(x) = fM e()((Pf)(x))du(x) = Tpel @] .

Dakle, prethodni dijagram je komutativan. Stoga, P : D'(M,E, W) — D'(M, F, W) defini-
ramo formulom

(Pl ¢] :=T[P¢],
gdje je ¢ € D(M, F*). Preostaje provjeriti da je PT dobro definirana distribucija. Iz
definicije linearnog diferencijalnog operatora je jasno da je P*¢p testni prerez. DokaZimo
da je PT distribucija. Iz 2.2.5 slijedi da treba provjeriti linearnost i nizovnu neprekidnost.
Kako su T i P* nizovno neprekidni i linearni, onda je to i njihova kompozicija. Dakle, PT
je distribucija.
Definicija 2.2.6. Nekaje T € D' (M,E, W) i f € D(M, R). Definirajmo fT € D' (M, E, W)
formulom

ITlel =Tl fel,
gdje je ¢ € D(M, E*) proizvoljan.

Definicija 2.2.7. Nosac distribucije T € O'(M, E, W) definiramo kao skup
suppT ={xe M| (VU e U,)dp € DM, E")) suppp Cc Ui T[¢] # 0},

gdje je U, skup svih otvorenih okolina tocke x € M.
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Iz definicije slijedi da je nosac distribucije zatvoren podskup mnogostrukosti M.

Napomena 2.2.8. Nekasup € D(M,E*)1T € O'(M, E, W) takvi da je suppe Nsupp T =
(. Tada je T[¢] = 0. Naime, za svaki x € supp ¢ postoji otvorena okolina U takva da je
zay € DM, E"), T[] = 0 kad god je suppy C U. Kako je supp ¢ kompaktan, mozemo
ga prekriti s konatno mnogo otvorenih skupova Uj, ..., Uy. Koristeci particiju jedinice ¢
moZemo prikazati kao ¢ = ¢; + ... + Yy, gdje je ; € D(M,E*) i suppy; € U; za svaki j.
Tada je

Tl =TY1 + ... + ] =Tyl + ... + T[] = 0.

Definicija 2.2.9. Nekaje T € O'(M, E, W) i Q C M otvoren i neprazan. Za ¢ € D(Q, E*),
prosirenje nulom definira testni prerez exty ¢ € D(M, E*). Restrikciju od T na Q defini-
ramo formulom

(Tl @] :=T[exty ¢].

Definicija 2.2.10. Singularni nosac¢ singsupp T distribucije T € D'(M, E, W) je skup
tocaka koje nemaju otvorenu okolinu na kojoj se T podudara s glatkim prerezom t;.

singsuppT :={xe M| (VU e U,)T|q ¢ C*(M, E)}.

Kao i za nosac distribucije, direktno iz definicije slijedi da je singularni nosac¢ zatvoren
podskup mnogostrukosti M. Takoder, lako se vidi da je singsupp T C supp 7.

Primjer 2.2.11. Neka je p € M. Lako se vidi da je supp 6, = singsuppd, = {p}.

Neka su E, F, G vektorski sveznjevi nad M, ¢ € CK(M,E ® F) iy € C*(M, F* ® G).
Definirajmo ¢ - ¢ € CX(M, E ® G) formulom

@Y =trlp®Y).
Lema 2.2.12. Za proizvoljne ¢ € CK(M,E ® F), € CX(M,F* ® G) i K € M kompaktan
vrijedi
lle - Ullcxx) < 2k||<P||Ck(K)||¢||Ck(K)-
Dokaz. Dokaz provodimo matemati¢kom indukcijom po k. Za k = 0 i fiksni x € M neka
je {fi,..., f;} ortonirmirana baza za F, te {f], ..., f7} dualni baza za F. Za odgovarajuce

ey, ...e, € E, vrijedi o(x) = }) ¢; ® f;. Slicno, y(x) = 3 f7 ® g;, gdje su g1,...,&- € G,.
i=1 i=1

Dakle, ¢(x) - ¢(x) = 2, e; ® g;. dvostrukom primjenom Cauchy-Schwartzove nejednakosti

i=1
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dobivamo

o) - P =1 ) i@ gl
i=1

= Z(ei@)gi»ej@gj)
ij=1
= Z<ei» ;X8> &)
ij=1
< \ Z(ei’ej>2 : J Z<g17g1>2
i,j=1 i,j=1
<\ 0 el JZ &Pl
i,j=1 i,j=1
= \ Z el Z le;l? - JZ |gi? Z lgI?
i=1 Jj=1 i= J=

r r
2 2
= >l > i
i=1 i=1

= el - ()P,

¢ime je pokazana baza indukcije. Provedimo korak indukcije. MoZe se pokazati da tri V
komutiraju, pa vrijedi

IV @ - Wllcoy < IVH @ - Wllerao
= [IV(tr(e @ Y)llexx)
= |ltr(V(e ® Y))llcxi)
= lr(Ve @ ¥ + ¢ @ Vi)llcrk)
=I(Ve) - ¥ + ¢ - Vi)llewx,
< V) - Yller) + llg - Vibller,
< 2k||V90||ck(K)|W||ck(K) + 2k||90||ck(K)||Vlﬁ||ck(K)
< 2M1Vellcen o Wt iy + 25 Npllcw o IV v k)

k+1
=2 ||<P||ck+1(1()||lﬂ||ck”(1<)'
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Stoga,

lp - Wllernxy = max{lle - Yllexcxs IV (@ - Wlleoy}
< maX{2k||90||ck(K)||¢||ck(K), 2k+1||90||ck+'(K)||$||ck+1(K)}

ferl
= 2"l okt (o Wl vt i) -

2.3 Rieszove distribucije

Rieszove distribucije na prostoru Minkowskog

Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem R dimenzije n i (-, -) ska-
larni produkt indeksa 1 na V. Stoga su (V, (-, -)) i prostor Minkowskog dimenzije n izome-
tricni. Dodatno, pretpostavimo da je V vremenski orijentiran. Definirajmo preslikavanje
v :V — R formulom

y(X) = —(X, X).
Neka je {ey, ..., e,} baza za V takva da je —(e, e;) = {(e2,€2) = ... = {e,, e,) = 1. UoCimo da
u toj bazi d’ Alembertov operator O moZemo prikazati u obliku 0 = 8% — 9% — ... — 92.

Definicija 2.3.1. Za « € C takav da je Re(a) > n definiramo Rieszove distribucije R, () :
V> CiR_(a):V — Cformulom

C(a,n)y(X)7", x € J.(0)

0, inace,

R.()(X) = {

2

l-a, S0 . .
22 iz (z—1)! gama funkcija.
(2_1)~( 2 )

gdje je C(a,n) =
Gama funkcija je funkcija definirana kao {@ € C| Re(a) >0} - C,z — fom e dt.
Gama funkcija je holomorna te ne iS¢ezava na cijelom {&¢ € C| Re(e) > 0}. Dodatno,
vrijedi
zZl=z(z-1)!

za proizvoljni z € C takav da je Re(z) > 0.

UoCimo da su funkcije R.(a) dobro definirane, jer eksponent “5* ima pozitivan realni
dio i Re(a) > n > 2 . Takoder, neprekidne su na V, jer y iS¢ezava na rubu J.(0). Uocimo
da je za Re(a) > n + 2k, R.(a) € CX(V,C).
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Lema 2.3.2. Ako je ¢ € D(V,C), onda je
{a e C| Re(a) >C}aa - Ri(a)]¢] = fRi(a)(X)go(X) dX (2.12)
v

holomorfna funkcija.

Dokaz. Za ¢ € D(V,C) imamo
R.(@)¢] = f R ()(X)p(X) dX.
supp ¢

Neka je A trokut sadrzan u {@ € C| Re(a) > C}. Tada je

f f Ro(@)(X)p(X) dXda = f o(X) f R.(@)(X) dadX = 0,
A Jsuppg supp ¢ a

jer je x = R.(a)(X) holomorfna na {@ € C| Re(a) > C}. U prvom koraku iskoristili smo
Fubinijev teorem, zbog kompaktnosti supp ¢. Stoga, iz Morerinog teorema slijedi da je
(2.12) holomorfna funkcija. m|

IskaZimo opcepoznati teorem iz kompleksne analize koji ¢e nam biti izuzeto koristan.
Teorem 2.3.3. Neka je Q € C podrucje, f : Q — C holomorfna i
N ={ze Q] f(z) =0}
Ako N ima gomiliSte u Q, onda je f(z) = 0 za svaki z € C.
Lema 2.3.4. Za « € C takav da je Re(@) > n vrijedi:
i) v-Ri(o) =a(d—n+2)R.(a+2)
i1) (grady) - R.(@) = 2agrad R.(a + 2)
iil)) OR.(a +2) = R.(@)

iv) preslikavanje @ — R.(@) moZemo jedinstveno proSiriti na cijeli C kao holomorfnu
familiju distribucija. Odnosno, za svaki @ € C postoji jedinstvena distribucija R. ()
takva da je za svaku testnu funkciju ¢ € D(V, C) preslikavanje @ — R.(a@)[ ¢] holo-
morfno.

Dokaz. 1) Tvrdnja slijedi iz

Cla,n) _ 2'7°(%% = DI
Cla+2,n) 27022 - )I(S2)!

=alad—n+?2).
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i1) Neka je {e, ..., €,} ortonormirana baza vektorskog prostora V takva da je —(e;, e;) =
(er,€2) = ... = {ep,e,) = 11 € D(V,C). MoZze se pokazati da vrijedi ista formula
parcijalne integracije kao i u R". Parcijalnom integracijom dobivamo:

8y - Ru(@)[ ¢] = Cla,n) Y(X)T dry(X)p(x) dX
J+(0)

B 2C(a,n)

F(y(X) T )p(X) dX
a—n-+ 2 J.(0)

= —2aC(a + 2,n) y(X)7 dip(X) dX

J=(0)
= —2aR.(a + 2,n)[ 0;¢]
=2a0;R:(a +2)[ ¢]
iz Cega slijedi (i1).
iii) Iz (i) 1 (ii) slijedi
O R-(a +2) = ai(iam ‘Ru(@)
_ 1
T (aﬂ’ R.(a)+ 0y (2(0 — 2)61'7 R.(a 2)))
1, 1 ,(@=2)a—-n)
= 2a,8i7 R.(a) + Ao — 2)(817’) R.(@)
_ )2
(Lopy+ 2 Ok ()
2a 4a Yy

Stoga, iz 1.3.28 slijedi

a_
4o

4
OR.(a +2) = (2 L —y)Ri(a)
a Y
= Ri(a)’
pa vrijedi (ii1).

iv) Uocimo da je za fiksni ¢ € D(V, C) preslikavanje {« € C| Re(a) > n} - C, a —
R.(a)[ ¢] holomorfno. Za Re(a) > n — 2 definiramo

R.(@) :=0OR.(a +2)

u smislu distribucija. Time smo definirali distribuciju na V. Za fiksni ¢ € D(V,C)
preslikavanje & — R.(a)[¢] je holomorfno na {o € C| Re(e) > n —2}. Iz (iii)
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slijedi da je R + (@) = R.(a) za Re() > n. Dakle, @ — R.(a)[¢] je holomorfno
proSirenje preslikavanja @ — R.(@) na{a € C| Re(@) > n—2}. Induktivno, moZemo
definirati holomorfno proSirenje preslikavanja @ — R.(a)[ ¢] na cijeli C, koje je
nuzno jedinstveno. Dakle, preslikavanje @ — R.(a) smo time prosirili na cijeli C
kao holomorfnu familiju distribucija.

O

Neka je ¢ = (x', ..., x") karta na cijelom V takva da je y(x) = —(x")> + (x*)*> + ... + (x")? i
x!-os orijentirana prema buduénosti. Dodatno, neka su f € D(R,C) iy € DR !, C) takvi
da je ¢ € D(R", C) definirana formulom

e(x) == (P, .., X (2.13)

i da vrijedi ¢(x) = f(x') na J,(0). Dokaz sljedeée leme se moZe naéi u [3, str. 48].

Lema 2.3.5. Za takve testne funkcije i Re(a) > 1 vrijedi

1 ” a—1
Re@lel = —, fo # f(r) d.
Lema 2.3.6. Sljedece tvrdnje vrijede za svaki a € C:

1) (grady)R.(a) = 2a grad(R + (a + 2))

i) OR,(a +2) = R.(a)
iii) R.(0) = 9y
iv) supp R.(a) C J.(0).
Dokaz. Tvrdnje (i) 1 (i1) slijede direktno iz 2.3.4.(i1), 2.3.4.(ii1), 2.3.4.(iv). DokaZimo tvrd-

nju (ii1). Neka je K € V kompaktan i ox € D(V,C) takva da je suppoklx = 1. Kaoiu
1.1.12 proizvoljni ¢ € D(V, C) takav da je supp ¢ € K mozemo prikazati kao

P(x) = @(0) + > xgp;(x)
j=1
za odredene glatke funkcije ¢;. Racunom dobivamo:

R.(0)[¢] = R.(0)[ oke]

= RO ¢O)ox + ) Foxep]]

J=1

= ¢O)Re[ox] + ) (RO)[ 0]
=ick =1 20izii)

= cxp(0).
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Uocimo da konstanta cg ne ovisi o K, jer za K’ D K i suppy C K C K’ vrijedi

cx@(0) = R.(0)[ ¢] = cke(0).

Preostaje dokazati da je cx = 1. Neka je ¢ € D(V, C) testna funkcija definirana kao u 2.13.
Koriste¢i (ii) 1 2.3.5 dobivamo:

cp(0) = R.(0)[ ¢]
= (BR.(2)[ O]
= R.(2)[ D]

Dokazimo preostalu tvrdnju. Neka je ¢ € D(V, C) takva da je supp ¢ N J.(0) = 0. Ocito je
supp R.(a) € J.(0) za @ € C takav da je Re(@) > n. Iz toga slijedi da je za takve «

R.(a)[¢] =0,

pa onda i za svaki @ € C zbog holomorfnosti. Stoga, supp R.(a) C J.(0). O

Rieszove distribucije na podrucju

Rieszove distribucije smo definirali na svim prostorima koji su izometri¢ni prostoru Min-
kowskog. Stoga smo ih definirali na tangencijalnim prostorima svake tocke Lorentzove
mnogostrukosti. Sljedeci cilj je definirati Rieszove distribucije na malim otvorenim pod-
skupovima Lorentzove mnogostrukosti M. Prijelaz s tangencijalnog prostora na mnogos-
trukost ¢e nam osigurati Riemannovo eksponencijalno preslikavanje.

Neka je Q podrucje u vremenski orijentiranoj Lorenzovoj mnogostrukosti dimenzije n
(n > 2). Pretpostavimo da je Q) geodetski zvjezdast s obzirom na neki x € Q. Dodatno,
pretpostavimo da je eksponencijalno preslikavanje exp, : Q" — Q difeomorfizam, gdje je
Q' C T, M otvoren i zvjezdast s obzirom na 0. Za proizvoljni a € C definirajmo R%(«, x) :
D(Q,C) —» C formulom

R(@, 0l ¢] = Ru(@)] () 0 exp,],

gdje je ¢ € D(Q, C) proizvoljan. Uoc¢imo da je supp((uxp)oexp,) sadrzan u Q'. ProSirenjem
funkcije (u,¢) o exp, nulom na cijeli 7,2 dobivamo funkciju iz D(€’, C) na koju se moze
primijeniti R.(a). Iz toga §to je R.(a) distribucija, slijedi da je i R(a, x) distribucija.
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Definicija 2.3.7. Rﬁ}(a, x) nazivamo naprednom Rieszovom distribucijom, a R®(a, x) re-
tardiranom Rieszovom distribucijom na Q u tocki x za a € C.

Lema 2.3.8. Sljedece tvrdnje vrijede za svaki a € C:

i) ako je Re(@) > n, onda je R(a, x) neprekidna funkcija i vrijedi

Cla,m)T, na J2(x)

0, inace.

Rf(a, X) = {

ii) za svaku testnu funkciju ¢ € D(Q, C) preslikavanje @ — R(a, x)[ ¢] je holomorfno
na C

m) I, - Rfj(a/, X)=ala—n+ 2)Rf(a +2,x)
iv) grad(l’,) - R%(a + 2, x)
v) ako je @ # 0, onda je OR%(a + 2, x) = (% + 1)R§(a/, x)
vi) R(0,x) =6,
vii) supp R(a, x) € J2(x).
Dokaz. i) Neka je a € C takav da je Re(a) > ni ¢ € D(Q, C). Iz definicije slijedi
RY@, D] = Ru(@) (- ¢) 0 exp,]

= C(a,n) Y7 (uy - @) o exp, dX
J+(0)

= C(a, n) F?godV.

T2
Lako vidi da je RS neprekidna funkcija.
ii) Tvrdnja slijedi direktno iz definicije od R%(a, x) i 2.3.4.
ii1) Tvrdnja ocito vrijedi za Re(a) > n, jer je
Cla,n) =ala —n+2)C(a +2,n).

Iz toga §to je @ — R (a, x)[ ¢] holomorfna za proizvoljni ¢ € D(Q, C), slijedi da iii)
vrijedi za svaki a € C.
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iv) Neka je @ € C takav da je Re(@) > n. 1z 1) slijedi da je Rﬂ_?(a/ + 2, x) klase C'.
Racunom na J%(x) dobivamo:

20 grad R(a + 2, x) = 2aC(a + 2, n) grad (rg)

+2—n_an
= 2aC(a + 2, n)yr; oradT,

= Rf_f(oz, x)grad ',

Iz toga $to je @ = R¥(«, x)[ ¢] holomorfna za proizvoljni ¢ € D(Q, C), slijedi da iv)
vrijedi za svaki a € C.

v) Neka je a € C takav da je Re(a) > n + 2. Iz toga slijedi da je R¥(« + 2, x) klase C?,
pa moZemo izraunati ORS} (@ + 2, x) u klasi¢nom smislu. Ra¢unom dobivamo

ORS(a + 2, x) = — div (grad R¥(a + 2, x))
1 g
=" div (Ri (a, x) - grad Fx)

1
= —orl, - Ra, x) - 2—(grad I, grad R%(«, x))
@

2a
1
= %DFX . RS(CX, X) - m(grad Fx, grad Fx . Rf(a - 2, X)>
1
= —or, - Ra, I, Ra-2,
2aEl (o, x) + a@—2) L (a X)
1 (@-2)a—-n) o
= —0rI, - R¥a, x) + —————R%a,
2a =(@, %) ala—2) +(a,%)
al’, -2
= (—2 " + 1)Rf(a, X).
a

Istim argumentima kao i u (iii) i (iv) slijedi da tvrdnja vrijedi za svaki @ € C \ {0}.

vi) Neka je ¢ € D(Q, C) testna funkcija. 1z 2.3.6.(iii) slijedi

R0, [ ¢] = Ro(0)[ () 0 exp, ]
= S0l (xp) 0 exp,]
= (1) © exp,)(0)
= p(X)p(x)
= ¢(x)
=0, ¢].
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vii) Tvrdnja slijedi direktno iz 2.3.6.(iv).

Dokaz sljedece leme nalazi se u [3, str. 55].
Lema 2.3.9. Sljedece tvrdnje vrijede za svaki a € C:

i) Ako je Re(a) > 0, onda je red distribucije R(e, x) najvise n + 1. Dodatno, postoji
otvorena okolina U tocke x i konstanta C > 0 takva da

|Ri2(a, x/)[(P] | < C”SD”CH](Q)
zasvaki g € D(Q,C)ix' e U

i1) ako je U C Q otvorena okolina tocke x takva da je Q geodetski zvjezdast s obzirom
nasvakix’ e UiV € DU x Q,C), onda je funkcija U — C, x' — Rf(a, XNy
V(x',y)] glatka.

iii) ako je U C Q otvorena okolina tocke x takva da je Q) geodetski zvjezdast s obzirom
na svaki X’ € U, Re(o) > 01V € DU x Q,C), onda je funkcija U — C, x’
Rf(a, )y v(x',y)] klase C*

iv) za svaki ¢ € DKQ,C), preslikavanje a Rf_f[(p] je holomorfna funkcija na {a €
C| Re(@) >n—|4|).

Lema 2.3.10. Neka je Q geodetski konveksna, vremenski orijentirana Lorentzova mno-
gostrukost i @ € C. Tada za proizvoljni u € D(Q x Q, C) vrijedi

fg RY(@, x)ly & u(x, )] dV(x) = fg R2(@,y)[x = u(x, N]dV(y).

Dokaz. Geodetska konveksnost skupa Q osigurava nam da su Rieszove distribucije R%(«, x)
definirane za svaki x € Qi € C. Iz 2.3.9.(ii) slijedi da su funkcije unutar integrala glatke.
Iz toga §to u ima kompaktan nosac¢ sadrzan u Q X €, slijedi da R%(a, x)[ y — u(x,y)] ima
kompaktan nosac sadrzan u Q. Naime, nosac je sadrzan u 7y (supp u), gdje je m; : QxQ pro-
jekcija na prvu koordinatu. Kako je 7y neprekidna 1 slika po neprekidnoj funkciji kompak-
tnog skupa je kompaktna, slijedi da je supp R¥(a, x)[ y = u(x,y)] kompaktan. Analogno
se pokaze da je supp Q(a,y)[ x — u(x,y)] kompaktan, pa su integrali iz iskaza teorema
dobro definirani.

Iz 2.3.8.(i1) slijedi da su integrali u iskazu teorema holomorfne funkcije u @ na cijelom
C, pa je dovoljno tvrdnju pokazati za @ € C takav da je Re(a) > n. Za takve @ € C
Rieszove distribucije Rff(a, x) i R®%(a, y) su neprekidne funkcije. 1z 2.3.8.i) slijedi

R?(a, X)) = R, y)



54 POGLAVLIJE 2. DIFERENCIJALNI OPERATORI I DISTRIBUCIJE

za svaki x,y € Q. Naime, treba provjeriti da je I',(y) = I'y(x) za svaki x,y € Q. Neka
sux,y € Q, X = exp, I(x) 1 Y = exp;1(y). 1z def I', slijedi da je I',(y) = —g(¥,Y) i
Iy(x) = —g(X,X). Nadalje, iz definicije eksponencijalnog preslikavanja slijedi da je X
jednak vektoru -V, koji je dobiven paralelnim prijenosom 7,Q2 — T.Q vektora X duz
jedinstvene geodetske krivulje koja povezuje y 1 x. Dakle, g(Y, Y)=g(X, X), paje I'\(y) =
I'y(x). Iz Fubinijevog teorema slijedi

f R, )y = u(x,y)]dV(x) = f ( f R(a, x)(y)u(x,y) dV(y)) dv(x)
Q Q Q

= L ( L R%(a, y)(x)u(x, y) dV(X)) dv(y)

_ f R%(a, y)[ x > u(x, y)]dV ().
Q



Poglavlje 3

Lokalna teorija linearnih valnih
jednadzbi

U ovom poglavlju po€injemo razvijati teoriju rjeSenja geometrijskih valnih jednadzbi. Pod
geometrijskom valnom jednadZbom mislimo na jednadzbu oblika Pu = f, gdje je P nor-
malno hiperboli¢an operator, f € C*(M) 1 u traZeni glatki prerez.

3.1 Elementarna rjeSenja

Definicija 3.1.1. Neka je Q vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost, x € Q, E
vektorski svezanj nad M i P € Diff,(E, E) normalno hiperboli¢an. Elementarno rjesenje
diferencijalnog operatora P u tocki x je distribucija F' € O'(M, E, E) takva da je

PF =9,.
Drugim rijeCima za svaki ¢ € D(Q, E*) vrijedi
F[P'¢] = ¢(x).

Za elementarno tjeSenje F u tocki x kazemo da je napredno ako je supp F C J%(x), a
retardirano ako je supp F C J%(x).

Primjer 3.1.2. Neka je Q prostor Minkowskog. Tada iz 2.3.6.(1) i 2.3.6.(iii) slijedi da je
R, (2) napredno, a R_(2) retardirano elementarno rjesenje u tocki x = 0 za P = 0.

Krenimo s razvojem teorije rjeSenja linearnih geometrijskih valnih jednadzbi. Neka
je Q geodetski zvjezdasto podrucje s obzirom na neki x € Q u vremenski orijentiranoj
Lorentzovoj mnogostrukosti. Dodatno, neka je E vektorski sveZanj nad Qi P = 0" + B

55



56 POGLAVLIJE 3. LOKALNA TEORIJA LINEARNIH VALNIH JEDNADZBI

normalno hiperboli¢an diferencijalni operator koji djeluje na C* (€, E). Pretpostavimo da
elementarno rjeSenje u x ima oblik formalnog reda

Ro(x) := D VER(2 + 2k, ),

gdje su V¥ € E* @ C*(Q, E) = C*(Q, E* ® E) nepoznati glatki prerezi. Nekajey € Qi
¢ € C™(M, E*). Tada je VX(y) € EX® E, = Hom(E,, E,), pa je za proizvoljne ¢ € D(M, E*)
iv € E, preslikavanje

Q3 eV
glatko s kompaktnim nosalem. Stoga preslikavanje VFRZ(2 + 2k, x) : D(Q,E*) — E:
definiramo formulom

VERZ(2 + 2k, x)[¢] - v = RE2 + 2k, )[y = oM(VEGWI,

gdje sup € D(Q,E*)1v € E, proizvoljni. UoCimo da smo time definirali distribuciju iz
D'(Q, E, E?). Sljededi je cilj pronadi uvjete na V¥ uz koje je R.(x) formalno elementarno
rjeSenje u x. Diferencijalni operator P primjenjujemo na red ¢lan po ¢lan. Zelimo da je

PR.(x) = 6.,

paiz 2.3.8.(vi) slijedi
PR.(x) = > P(VER2(2 + 2k, x)) = R2(0, x).
Koriste¢i lemu 2.1.22 i svojstva Rieszovih distribucija 2.3.8.(iv) i 2.3.8.(v) dobivamo

R0, x) = Y P(VER(Q2 + 2k, x))
k=0

[oe]

{VE-ORZ(2 + 2k, X) = 2Vgrar2040k.0) Vi + PV5 - R2(Q2 + 2K, x)}
k=0

VS RQ(2 X) 2VgradRQ(Z x)V

= ior, - 25
+ {Vf.(22—k+ 1)RQ(21< x) — k Veradr, RQ(ka)V + PV R(2k, x)

= V)(c) ’ DRS(z’ )C) - 2VgradR§(2,x) V)(c)

o) 1 1 ]
* Z _k {(EDFX —n+ 2k) V,’; - Vgradl"xv)lg + 2kPV)l§ 1}Rf_3(2k, X).
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Dakle, usporedbom koeficijenata dobivamo jednadzbe

2Vaar2o0Ve — Ve - ORZ2,0) +R2(0,x) =0 zak=0i (3.1)

1
Vraar, V¥ — (EDFX -n+ Zk) VE=2kPV¥! zak > 1. (3.2)

Uvrstimo u jednadzbu (3.2) k = 0 1 pomnoZimo je s R.(a, x). Time dobivamo

1
VgradFXRS((z,x)V)(r) - (EDFX —-n + 2k) V)(C) * Riz(a, x) = 0.

1z 2.3.8.(iv) i 2.3.8.(v) slijedi

Voo grad T R. (0+2,0) VO - (a/ElRfj(a +2,x) — aR(a, x)) V0 =0.
Dijeljenjem s « i puStanjem limesa @ — 0 dobivamo

2Vgraar k.0 Ve — (ORE(2, x) = RS0, ) V? = 0.
Uocimo da (3.1) vrijedi ako i samo ako je VIR(0, x) = R(0, x), odnosno
V9, = 6,.
Uzimanjem proizvoljne testne funkcije ¢ € D(Q, E*) 1 v € E, dobivamo
Vi@ = 8.Ly = (Ve = (VIRDL¢] -v = 8.0 ¢] -v = p(x)v,

pa iz proizvoljnosti v € E| slijedi Vg(x)go(x) = ¢(x), odnosno Vg(x) = id|g,. Dakle, R.(x)
je formalno elementarno rjesenje ako i samo ako V¥ € C*(Q, E* ® E) zadovoljavaju

1
Vraar, Vi — (Eurx -n+ 2k) VE = 2kPVH! (3.3)

za sve k € Ny s poCetnim uvjetom VO(x) = id |¢,. JednadZbe (3.3) nazivamo prijenosnim
jednadZbama.

Definicija 3.1.3. Neka je Q vremenski orijentirana i geodetski zvjezdasta s obzirom na x €
Q. Prereze V¥ € E* ® C*(Q, E) nazivamo Hadamardovim koeficijentima za diferencijalni
operator P u tocki x ako zadovoljavaju prijenosne jednadzbe za svaki k € Ny i V(x) =
id|g,.
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Zay € Q oznalimo V-paralelni prijenos duz jedinstvene geodetske krivulje koja spaja

xiysa
P, E.—E,.
Podsjetimo se da je P,,, = id|g, 1 (P,(_w)‘1 = P,_,,. Definirajmo preslikavanje @ : Q X
[0,1] — Q formulom
D(y, 5) := exp,(s - exp;' ().

Uocimo da je preslikavanje ® dobro definirano, jer je Q2 geodetski zvjezdast s obzirom na
x. Dodatno, @ je glatko kao kompozicija glatkih funkcija.

Propozicija 3.1.4. Neka je Q vremenski orijentirana i geodetski zvjezdasta s obzirom na
x € Q. Dodatno, neka je P normalno hiperbolican operator koji djeluje na C* (€2, E).Tada
postoje jedinstveni Hadamardovi koeficijenti za P u x koji su dani formulama

V) = 1 PGPy (3.4)
izakeN

1
Vi) = =k PPy f 112Dy, )5 Pagy.:(PVHD(y, 5)) ds. (3.5)
0

Dokaz. DokaZimo prvo jedinstvenost. Nekaje p = V[I,], pazay € Q\ (0Jf(x) U 6]{2(x))
vrijedi T(y) = —ep*(y), gdje je e = —1na I(x)ie = 1 na Q\ (Jff(x) U J?(x)). Formule
za V¥ ¢emo dokazati na Q \ (6] 2x)uUaJ 9(x)). Uocimo da je na tom skupu p glatka. Zbog
neprekidnosti formule Ce vrijediti na cijelom Q. Koriste¢i 1.3.28 dobivamo

1 1
EDFX -n= —E<grad I',, grad(In w,))

1
= —3d(In(u,)) gradT,

= _% grad rx(ln(ﬂx))
= —grad T,(In(u/?))

k
gradI',(In pk) = 3 grad I',(In(—€l'}))

k
= §<grad Fx, gfad ln(_frx)>
B 1
22—l

k1
= Er—x(grad Iy, gradl’,) = =2k.

<grad rx’ grad(_ EFx))
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Koristeci prethodne dvije izvedene formule dobivamo da je (3.3) ekvivalentno s
Veuar, Vi + grad T (In ()/?p¥)) VE = 2kPVE".
MnozZenjem prethodne jednadZzbe s ,u)lc/ 2,0" dobivamo da je (3.3) ekvivalentno s
Veuar, (1Y 0" VY) = 1/ *p*2kPVE" (3.6)

Neka jey € Q1in € T,Q takav da je exp,(7) = y. Definirajmo glatku krivulju ¢ : (0,0] —
Q,c(r) = expx(e2’n) koja je reparametrizacija geodetske krivulje g : [0,1] — Q, B(s) =
exp,(sn). Lako se vidi da je

c(r) = 2d(expx)ezr,7(ez’n),
paiz 1.3.28.(1) slijedi da je ¢(r) = — grad Tylq). Zak = 0iz (3.6) slijedi da je =V (12> V?) =

0. Kako je ZVS V-paralelni prerez duZz c. Kako je u.(x) = 1, slijedi da je

(1W2V) ) = Py (1Y) (0
= Px—»y ld |Ex

= Px—>ya
pa smo pokazali (3.4). Sada ¢emo odrediti V¥ za k € N. Neka je y € Q\ (872(x) U 07%(x)).

Iz (3.6) slijedi
~Vew (12?0 VE) = w?p 2kPVE,

Iz relacije koja povezuje paralelni prijenos 1 kovarijantnu derivaciju (1.18) slijedi da je

d

o (Petoos (10 VE) (€0)) = ot (1 2KPVT) (o).

Stoga dobivamo

0
=Py (120 VE) () = f Py (Y 20" 26PVE) (ct)) dit. (3.7)

(%)

Rac¢unamo

P (c(®) = ITx(c)I?
= (e
= le*y(n)
= e*ly(n)|

|k/2

k/2



60 POGLAVLIJE 3. LOKALNA TEORIJA LINEARNIH VALNIH JEDNADZBI

Kako y ¢ dJ%(x) U 8J%(x), jednadzbu (3.7) moZemo podijeliti s |y(i)[/> # 0 i time dobi-
vamo

0
(H2VE) ) = —2kP., f Pos (12 PVEY) (c(0)) dt

()

1
1
= —szx_>y ‘fov P(j[)(yﬂg)—)x (#;/Zskpvi(—l) ((D(y, S))ZSv dS

1
= —kP,_,, f LD, $))5" 7 Py (PVEH(D(, 5)) ds,
0

pri ¢emu smo u drugom koraku iskoristili zamjenu varijabli s = e*. Dakle, dokazali

smo (3.5). DokaZimo egzistenciju. Za to koristimo formule (3.4) i (3.5) kao definicije
koeficijenata V¥. Uoc¢imo da su tada V¥ € E* ® C*(Q, E). Direktnim raunom unatrag
dobivamo da V¥ zadovoljava (3.6) za svaki k € Nj. o

Pronasli smo formalna elementarna rjeSenja R.(x) za P i fiksan x € Q. Zelimo definirati
formalno elementarno rjeSenje za x koji nije nuzno fiksan. Neka je U C Q otvoren takav
da je Q geodetski zvjezdast s obzirom na svaki x € U. Time smo osigurali da su Rieszove
distribucije Rf(a, x) dobro definirane za svaki x € U. Definiraymo Vi(x,y) := V)’j(y). 1z
toga slijedi da je Vi(x,y) € E* ® E, = Hom(E,, E,). Iz definicija koeficijenata V¥ slijedi da
su glatki u x, pa je

VieCP(UXQE"'RE).

Dakle, formalno elementarno rjeSenje za diferencijalni operator P u tocki x je oblika

Ro(x) = ) Valx, JRA2 + 2k, x).

k=0

Zelimo uvesti odredene funkcije rezanja kako bi na§ red konvergirao. Medutim, red koji
dobijemo nece biti elementarno rjeSenje valne jednadzbe. Stoga, ga nazivamo aproksima-
tivnim elementarnim rjeSenjem.

Neka je M Lorentzova mnogostrukost i 0 € M geodetski konveksan otvoren skup. 1z
prijaSnjeg razmatranja slijedi da je za svaki x € Q'

Ro(x) = D" Vi, )RE (2 + 2k, x)
k=0

elementarno rjeSenje za P u x. Neka je N € N takav da je N > 7, gdje je n dimenzija
mnogostrukosti M. Tada je za svaki k € N takav da je k > N distribucija R (2 + 2k, x)
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neprekidna funkcija na €’. Stoga, formalno elementarno rjeSenje mozemo razdvojiti na
dvije sume kao

N-1 00
Ro(x) = D Vi, )R (2 + 2k, x) + ) Vilx, IRE (2 + 2k, ),
k=0 k=N

-1
gdje je 3 Vi(x, )R (2 + 2k, x) dobro definirana distribucija u E s vrijednostima u E* i
k=0

>, Vilx, -)Rfj'(2+2k, x) formalni red neprekidnih prereza, V;(x, -)Rfl 242k, x) € C(Q,E®
k=N

E). Clanove ostatka éemo mnoZiti s odredenim funkcijama rezanja kako bismo osigurali
da red konvergira.

Definicija 3.1.5. Neka je M vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost. Za S C
M x M kaZemo da je rastegnut prema buducnosti s obzirom na M ako je y € J¥(x) kad
god je (x,y) € §. Analogno definiramo pojam rastegnutosti prema proslosti.

Necemo ulaziti u detalje konstrukcije aproksimativnog elementarnog rjeSenja. Vrijedi
sljedeca propozicija ¢iji se dokaz moZe pronaci u [3, Prop. 2.2.10]

Propozicija 3.1.6. Neka je M n-dimenzionalna vremenski orijentirana Lorentzova mno-
gostrukost 1 P normalno hiperboli¢an operator koji djeluje na prerezima u vektorskom
sveznju E nad M. Neka je Q" C M geodetski konveksan i otvoren. Dodatno, neka je N > 5
10 :R — [0,1] glatka funkcija takvadaje o = 1izvan [—-1,1] io0 =0 na [—%, %] . Tada
za svaki relativno kompaktan otvoren podskup € C €’ postoji niz & > 0, k > N takav da

za svaki x € Q

R.(x) = NZ_I Vi(x, JRE (2 + 2k, x) + i o (T(x, ) /&) Vi(x, DRE (2 + 2k, x)
k=0 k=N
definira distribuciju na Q koja zadovoljava
i) supp R.(x) C J2(x)
ii) PR.(x) =6, + K.(x,-), gdje je K. € C*(Q X Q,E* R E)

ii1) supp K. je rastegnut prema buducnosti, a supp K_ rastegnut prema proslosti s obzi-
rom na Q'

iv) Ro(0)[ @] je glatka u x za svaki ¢ € D(Q, E*) fiksan

v) postoji konstanta C > 0 takva da je |@i(x)[go]| < Cllgllcn1(q) za svaki x € Qi
p e D, E").
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Definicija 3.1.7. R, (x) nazivamo naprednim, a R_(x) retardiranim aproksimativnim ele-
mentarnim rjeSenjem.

Sljedeci cilj je pretvoriti aproksimativno elementarno rjeSenje u pravo koristeci inte-
gralne operatore.

Od sada dodatno pretpostavljamo da je Q cc Q' relativno kompaktan i kauzalan. Neka
je x € Q. Tada iz kauzalnosti skupa Q slijedi da je J%(x) = J2(x) N Q. DokaZimo
tvrdnju za +. Druga tvrdnja slijedi analognim zakljuCivanjem. Neka su x,y € Q takvi
da je y € J¥(x). Tada iz kauzalnosti skupa Q slijedi da x i y moZzemo _spojiti s buduce
orijentiranom geodetskom kl‘qul_]OIn koja je sadrzana u J< (x) N J¥ (y) € Q. Iz toga slijedi

da je cijela krivulja sadrzana u Q, pajeye€ JQ(x) Time smo dokazali tvrdnju.

Neka je x € Q i neka su R.(x) aproksimativna elementarna rjeSenja. Neka je K. €
C*(Q x Q, E* ® E) takav da vrijedi 3.1.6.(ii). Konstruirati éemo integralni operator &ija e
jezgra biti K.. Za u € C(Q, E*) i x € Q definirajmo

(Keu)(x) = L K. (x, y)u(y)dV(y). (3.8)

Iz toga Sto je K. klase C* slijedi da je K.u klase C* ([13, Lemma 3.4.23]), odnosno
K.u € C*(Q, E*). 1z definicije je jasno da je K. : C(ﬁ, E*) — C"(ﬁ, E™) linearan operator
za svaki k € N.

Vrijedi sljedeca lema Ciji se dokaz nalazi u [4, Lemma 2.4.8.].

Lema 3.1.8. Neka je Q) C Q' relativno kompaktan i kauzalan takav da je
vol(Q) - [IKello@ug < 1-
Tada vrijede sljedece tvrdnje:

i) Preslikavanje . .
id+%, : CKQ,E*) —» CHQ, E")

je izomorfizam s neprekidnim inverzom za svaki k € Ny. Inverz je dan redom
(d+K) ™" = > (K
k=0

koji konvergira u svakoj C*-operatorskoj normi.

ii) Linearni operator (id +%,)~! o K, ima glatku integralnu jezgru s nosatem koji je
budude rastegnut. Linearni operator (id +K_)"! o K_ ima glatku integralnu jezgru s
nosacem koji je rastegnut prema proslosti.
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Korolar 3.1.9. Neka je Q cc Q' kao u prijasnjoj lemi. Tada je za svaki u € C(Q, E*)
supp((id +K.) ) ¢ J?(supp u).
Dokaz. 1z u = (1d +K..))u — K. )u slijedi da je
(d+Ko)'u = u - (id +K) ™' Keu.

Pretpostavimo da je (id +%. )~ 'u(x) # 0. Iz toga slijedi da je u(x) # 0ili (id +%.) " 'K u(x) #
0. Neka je S . integralna jezgra operatora (id +%. )" 'K, koja ima nosa¢ orijentiran prema
buduénosti (proslosti). Tada je

(0 +K.) Ku(x) = f S (x, VUGIAV ).
Q

Iz 3.1.6.(ii1) slijedi da ako S.(x,y)u(y) # 0, onda je y € suppuiy € Jfl(x),fa jey €
supp uNJ¥ (x) = suppunJ¥ (x)NQ = suppun J(x). Iz toga slijedi da je x € J2(supp ).
O

Pomocu integralnog operatora K, konstruirat ¢emo prava elementarna rjeSenja. Neka
je ¢ € D(Q, E*). Tada je preslikavanje x — R, (x)[ ¢] glatki prerez u E* nad Q, pa je

F2Ol¢] = (id+5) 7 (RO ¢]) (3.9)
glatki prerez u E*.

Lema 3.1.10. Za svaki x € Q preslikavanje D(Q, E*) — E*, ¢ = F*(x)[ ¢] je napredno
elementarno rjeSenje u x na Qi ¢ — F¥(x)[ ¢] retardirano elementarno rjeSenje u x na Q.

Dokaz. Dokazimo prvo da je preslikavanje ¢ — F2(x)[¢] distribucija za fiksni x €
Q. Neka ¢, —» ¢ u D(Q,E*). Tada ¢, — ¢ u C""'(Q, E*), pa iz 3.1.6.(v) slijedi da
R0 n] = R ([ @] u C(Q, E*). Kako je (id +%.)"" neprekidan na C(Q, E*), slijedi da
FEx)[e,] = FEX)[ 9], paje F$(x) distribucija.

Dokazimo da su F(x) elementarna rjeSenja u x. Direktnim ra¢unom dobivamo

PF.()[¢] = F2[ P¢]
= (id +K) (RO Pg])
= (id +K.) " (PR.() o]
= (id +%.) (¢ + Kep)
_ o,



64 POGLAVLIJE 3. LOKALNA TEORIJA LINEARNIH VALNIH JEDNADZBI

paje
PF.(0)[¢] = ¢(x) = 6:[ ¢].
Preostaje dokazati da je supp F3(x) € J(x). DokaZzimo najprije da je supp (71(0[ ) ) -

J2(supp ¢). Neka je x € Q takav da je suppp N J2(x) = 0. Tada iz 3.1.6.3) slijedi da
je R.(x)[¢] = 0. Dakle, ako x ¢ J2(supp ¢), onda je R.(x)[¢] = 0. Odnosno, ako je

R.(X)[¢] # 0, onda je x € J(supp ), pa je supp (k_,(-)[go]) C J2(supp ¢) = J2(supp ¢)
(zadnja jednakost slijedi iz [4, Lemma A.5.5.] i [4, Lemma A.5.1.]). Stoga, koristeci
prethodni korolar dobivamo
supp F2()[ ¢] = supp ((id +K.) ™ RO ¢] )
c J3 (supp (R.() 1))
c J2 (J2(supp )
= J2(supp ).

Neka je sada ¢ € D(Q, E*) takav da je suppp N J2(x) = 0. Tada x ¢ J2(supp ),
pa je Fo(x)[¢] = 0. Odnosno, ako je F.(x)[¢] # 0, onda je x € J2(suppy), pa je

supp Fx(0)[ ¢l € J2(x) = J2(x). O

3.2 RjeSavanje nehomogene jednadzbe na malom
podrucju

Neka je M vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost i Q C M relativno kom-
paktan i kauzalan skup s malim volumenom kao u 3.1.8. Za takav Q ¢emo reéi da je
RCCSV-podrucje. Napomenimo da svaka tocka u Lorentzovoj mnogostrukosti posjeduje
RCCSYV okoline. Dodatno, neka je E vektorski svezanj nad Q, P € Diff,(E, E) normalno
hiperboli¢an i F$(x) elementarno rjeSenje operatora P u tocki x € Q. Podsjetimo, ako je
¢ € D(Q,E), onda su preslikavanja x > F(x)[¢] glatki prerezi u E*. Uolimo da je
tada za v € D(Q, E) preslikavanje x — F f_}(x)[go] - v(x) glatko s kompaktnim nosadem.
Definirajmo

sl ¢l I=fQFf(X)[90] V(%) dV(x). (3.10)

Uocimo da su u, € D'(Q, E). Naime, neka ¢, — ¢ u D(Q, E*). Tada iz 3.1.6.(v) i (3.9)
slijedi da F()[¢,] — F2()[¢], pa su u. distribucije. Zelimo pokazati da su u. rjeSenja
nehomogene jednadzbe Pu = v.
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Lema 3.2.1. Distribucije u, definirane u (3.10) zadovoljavaju

Pu, =v

i vrijedi
supp u. C Jf_}(supp V).

Dokaz. Neka je ¢ € D(Q, E*). Direktnim ra¢unom dobivamo
Pu.[¢] = u.[ Pyl

= f FEOLP 9] - v(x)dV(x)
Q

= f PFE(x)[ ¢] - v(x)dV(x)
QR/—/

Ox
- fQ @(x) - v(x)dV(x)
=v[¢].

Dokazimo drugu tvrdnju. Neka je ¢ € D(Q, E*) takav da je suppy N JE(suppv) = 0.
Prijasnju jednakost moZemo protumaciti u slucaju J, kao da ne postoji buduce orijetirana
krivulja koja pocinje u supp v i zavrSava u supp ¢. Odnosno, ne postoji krivulja orijentirana
prema proslosti koja po¢inje u supp ¢ i zavrsava u supp v. Stoga je supp v J(supp ¢) = 0,
pa iz 3.1.10 slijedi da je suppv N supp (Ff(-)[<p]) = (. Iz toga slijedi da je podinte-
gralna funkcija u (3.10) jednaka 0, pa je u.[¢] = 0. Time smo dokazali da je supp u. C
J3(supp v). O

Zelimo pokazati da su distribucije u. zapravo glatki prerezi u E*. Za to ¢e nam biti
potrebna sljedeca lema.

Lema 3.2.2. Neka je Q € M RCCSV-podrucje, K € M kompaktaniV € C*(QxQ, E*RE).
Dodatno, neka su ® € C"*'(Q, E*)i ¥ € C"*(Q, E) takvi da su supp @ C J(K)isupp ¥ C
J2(K). Tada za svaki k > 0 vrijedi

[ (Ve orE @ e 2k.0) 101 - ¥ dV00 = [ (VERE @+ 260) 1] - 00)aVO)
Q Q
(3.11)

Dokaz. Q je kauzalan, pa je globalno hiperbolican ([4, 1.3.9.]). 1z [3, Prop. 1.2.56.] sli-
jedi da je J(x) N J2(K) kompaktan, pa iz 2.3.8.(vii) slijedi da je supp (R (2 + 2k, x)) N
supp® C J(x) N J2(K) kompaktan. Kako je red distribucije R® manji ili jednak n + 1
2.3.9.(1) mozemo primijeniti V(x, -)Rf' (2 + 2k, x) na ®©. Iz 2.3.9.(i11) slijedi da je prerez



66 POGLAVLIJE 3. LOKALNA TEORIJA LINEARNIH VALNIH JEDNADZBI

x > v(x,-)E® neprekidan, pa je lijeva strana u (3.11) dobro definirana. Na sli¢an nacin
moZze se pokazati da je i desna strana u (3.11) dobro definirana. 1z 2.3.10 slijedi

f (V(x, IRE (2 + 2k, ))[ @] - ¥(x) dV(x)
Q
= f R 2+ 2k, 0)[y > @)V (x,y)P(x)] dV(x)
Q
= f RY 2+ 2k, y)[ x = OOV (x,»)P(x)] dV ()
Q

= [ (VenRE @+ 260) 191 - 00 VO
Q

O

Lema 3.2.3. Neka je Q € M RCCS V-podrucje. Tada su distribucije u.. definirane u (3.10)
glatki prerezi u E tj. u. € C*(Q, E).

Dokaz. Neka je ¢ € D(Q,E*), K := suppp UsuppvilL, € C(QXQE*RE) integralna
jezgra operatora (id +K.)"1 o K. Tada iz (3.9) slijedi da je

FaOlg] = (d+5) R, Ol¢] = RoO¢] - (d+5) KR Ol ).
Tada je
uslel = f Fo[ ] - v(x) dV(x)
Q
- f R ¢] () dV() - f f L.(y.0) - Ro(0Lg] - v() dV(x) V()
Q QJQ

_ fg ROl ] - wx)dV(x)
-2 [ R @ 2kt Wi,
k=0 Y€

gdje su Vi(x,-) = Vi(x,-) kad je k < N — 1, Vi(x,*) = o(T(x,)/&)Vi(x,-) kad je k > N i
w(x) = v(x) — fQ L.(y,x)-v(y)dV(y) € E, za svaki x € Q. Uo¢imo da je w € C*(Q, E).
Iz 3.1.8 slijedi da je supp L. C {(y,x) € Q x Q| x € J()}, pa je suppw C J2(suppv) C
JE(K). Stoga, moZzemo primijeniti prethodnu lemu za ® = ¢ i ¥ = w. Tada za k-ti sumand
vidimo da vrijedi

f Vi(x, DR (2 + 2k, x)[ ] - w(x) dV(x) = f eOMVIC,MRE 2 + 2k, y)[w] - () AV ().
Q Q
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Sumacijom po k dobivamo
ul ] = fg Re(0)[ @] - w(x)dV(x)
= 2 fg OV (L YRT 2 + 2k, )Wl - () dV ().

Dakle, za y € Q vrijedi

1.(3) = > (VI )RE Q2+ 2k, ) [w].

k=0

Iz 2.3.9.(i11) slijedi da su svi sumandi glatke funkcije. Kako red konvergira za odabrane
(ei=n Vvrijedi da je u. glatka. O

3.3 Cauchyjeva zadaca

Neka je M poluriemannova mnogostrukost i § € M poluriemannova podmnogostrukost.
Tada je T,S € T,M za svaki p € §, paje dim7,S <dim7T,M. S N,S definirajmo orto-
gonalni komplement 7),S u T,M. Analogno, kao i prije za tangencijalni sveZanj, mozemo

definirati normalni sveZanj NS = (J N,S te ga opskrbiti strukturom vektorskog sveZnja
peS

takvom da je projekcija nt|ys : NS — S definirana kao restrikcija projekcije 7 : TM — M.
Normalno vektorsko polje je prerez u NS. Za glatku hiperravninu kazemo da je svemirska
hiperravnina ako je pripadno normalno vektorsko polje vremensko.

Za kraj dokazimo egzistenciju rjeSenja Cauchyjeve zadace.

Teorem 3.3.1. Neka je M vremenski orijentirana Lorentzova mnogostrukost i S C M
svemirska glatka hiperravnina. Dodatno, neka je P € Diff,(M, E) normalno hiperbolican,
n buduce orijentirano vremensko jedini¢no normalno glatko vektorsko polje na § 1 V P-
kompatibilna sveza. Tada za svako RCCSV-podrucje QQ C M takvo da je S NQ Cauchyjeva
hiperravnina u Q vrijedi: za svaki up,u; € DS N E) i f € D(Q, E) postoji rjeSenje
u € C*(Q, E) Cauchyjeve zadace

Pu = fnaQ
u=uynas NQ (3.12)
Vou=unal§ NQ.

Dodatno, vrijedi supp u € J*(K) := JM(K)U j¥(K), gdje je K = supp uoUsupp u; Usupp f.



68 POGLAVLIJE 3. LOKALNA TEORIJA LINEARNIH VALNIH JEDNADZBI

Dokaz. Kako su kauzalna podrucja globalno hiperboli¢na mozemo primijeniti [3, Thm. 1.2.53]
i 1.3.23. Dakle, QiR x (S N Q) s metrikom —N?dt ® dt + g, su izometri¢ni. Dodatno,
N je glatka pozitivna funkcija na Q, {t} X (§ N Q) je glatka Cauchyjeva hiperravnina i
t~1(0) = S N Q. Napomenimo da je budude orijentirano glatko jedini¢no normalno vek-
torsko polje duz § N Q dano formulom n = —% gradt = ﬁ% te da se moze pokazati da je
vektorski svezanj E ranga k nad Q trivijalan tj. da je jednak Q x R*. Stoga identificirajmo
prereze u E s funkcijama s vrijednostima u R¥. Pretpostavimo da je rjeSenje Cauchyjeve

zadace dano formulom

u(t, ) = ) (), (3.13)
j=0

gdjesur € Rix € § NQ proizvoljni. Uo¢imo da jena § N Q iy = upiit = —Nu,. Neka
je P = #% + P, gdje je P diferencijalni operator koji sadrzi najvise derivacije prvog reda
po t. Tada je

1 &

1 — . 3
f=Pu= (—— + Y) u=— » j(j— D' %, + Pu, (3.14)

pazat =0 vrijedi
2N73(0, 0)ita(x) = =P(itg + 1ty )(0, x) + £(0, x)

za svaki x € § N Q. Stoga je i1, odreden s i, i 1 f|s. ViSestrukom primjenom % na (3.14)
vidimo da je svaki i; rekurzivno odreden s iy, ..., itj_; i % f.
Maknimo pretpostavku da postoji rjeSenje (3.12) u obliku reda (3.13). Koristeci rekur-

zivne relacije za it; mozemo Konstruirati red }; tu j(x) za svaki x € Q. Medutim, taj red

j=0
nuzno ne konvergira. Stoga ¢emo Clanove reda mnoZiti funkcijama rezanja kao §to smo vi-
djeli ranije. Neka je o : R — R glatka funkcija takva da je o|;_1/2,1/2) = 1 1 Olg\(=1.17 = 0.

Tvrdimo da moZemo pronaci niz (&) jen, < (0, 1) takav da je
at, x) = ) olt/e )P (3.15)
=0

glatki prerez. 1z 2.2.12 za j > k vrijedi

(£, x) = ot/ et (k) < Ck) - NIt > ot/ lickg) - i llcrcs)-
Iz [3, Lemma 2.2.5.] slijedidazal/ < k10 < ¢&; <1 vrijedi

d | |
1= (o @/eptllc < &;CU Plelle,
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pa uzimanjem maksimuma dobivamo

(2, x) = ot/ et j(Dlere) < &;CGK, Dllollciallilickes)-

Sada moZemo odabrati 0 < &; < 1 takav da je &,C(k, jllolcem)llitllcxsy < 27/ zasve k < j.
Tada ée red (3.15) konvergirati apsolutno u C*-normi za svaki k. Stoga je & glatki prerez
s kompaktnim nosacem koji moZemo derivirati ¢lan po ¢lan. Iz konstrukcije je jasno da
je suppii; C suppuy U suppit; U (suppf NS) €S NK zasvaki j, paje suppit € R X
(S N K). Uocimo da it zadovoljava rubne uvjete, jer je o = 1 na okolini # = 0. Definirajmo
preslikavanje

(Pit— £)(t.2), 12 0
WED =00 20

gdjesur € Rix € S NQ proizvoljni. Uocimo da je w glatki prerez u E s kompaktnim
nosacem. Stoga, mozemo rijeSiti jednadzbu pit = w, gdje je i glatki prerez u E takav da je
supp it € J(supp w) C J%(supp 2 U supp f) € J%(K). Definirajmo u, := & — ii. Uo&imo da
je u, glatki prerez koji zadovoljava

Pu,=Pad—-Pi=w+f-w=f

na JJXS NQ) = {(t,x) e RxE NQ) € |t >0} Kako je i = 0 na JS), onda je

uyls = dils = ugp i Vyit = uy. Dodatno, supp u, C supp it U suppii C J(K). Na sli¢an nacin
se konstruira i glatki prerez u_ takav da je supp u_ C J(K). Tada je glatki prerez u

(l' ) M+(t,x),t2 O
u(t, x) =
u_(t,x),t <0

rjeSenje (3.12) za koje vrijedi suppu € JY(K) U jM(K). O

Napomenimo da se moZe pokazati da je rjeSenje Cauchyjeve zadace (3.12) jedinstveno
(tu ¢injenicu smo i koristili na samom kraju dokaza).






Dodatak A

Tenzorska analiza

A.1 Multilinearna algebra

Definicija A.1.1. Neka su V, ..., Vi, W vektorski prostori. Za preslikavanje F : V| X ... X
Vi — W kazemo da je multilinearno, ako je linearno u svakoj varijabli zasebno.

U ovom odjeljku s V oznaCavamo kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad R, a s
V* njegov dualni prostor.

Definicija A.1.2. Neka su k,/ € N. Kovarijantni k-tenzor na V je multilinearno preslika-
vanje F' : V x ... x V — R.Kontravarijantni [-tenzor na V je multilinearno preslikavanje

k puta
G :V'x..xV" — R. Tenzor mjesovitog tipa (k,[) na V je multilinearno preslikavanje
————
[ puta
H:VX..XxXVXV'x.xV"—R.
k puta [ puta

Prostor svih kovarijantnih k-tenzora na V ozna¢avamo s T*(V*), a kontravarijantnih s
T*(V). Prostor mjeSovitih (k, [) tenzora na V oznacavamo s T*)(V).
Ocito su TX(V*), TX(V), T*)(V) vektorski prostori s obzirom na zbrajanje i mnoZenje
skalarom po to¢kama. Takoder, jasno je da vrijedi TOP(V) = T*(v*), T®O = TkWV),
700 =y* =viTOD = v*,

Definicija A.1.3. Neka je F € T®)(V)i G € T?»9(V). Definirajmo tenzorski produkt
F ® G € T*P+9 (V) formulom

F ® G((l)l, eees wk+p9 Vi oo vl+q) = F(wb ey Wiy V15 eeey V[)G(wk+1, eees wk+p9 Vidls oees V[+q),
gdje suvy,...,vig € Viwy, ..., Wy € V¥ proizvoljni.

71
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Lako se vidi da je ® bilinearna 1 asocijativna operacija. Stoga analogno mozZemo de-
finirati tenzorski produkt 3 ili viSe tenzora. Sljedecu propoziciju nije teSko pokazati. Za
detalje pogledati [8].

Propozicija A.1.4. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, k € N, {Ey, ..., E,}
baza za Vi {e', ..., ¢"} pripadna dualna baza. Tadaje {E;, ® ... ® E; ® ¢/ ® ...® ¢/ : 1<
jl, ceny jk’ il, cens i[ < l’l} baza za T(k’l)(V).

Za k,l € Ny Zelimo definirati operator traga tr : T**1*D(v) — T®D(V). Definirajmo

prvo trag za (1, 1)-tenzore. Nekaje h € TV, h = 3 h! E; ® /. Tada je trag tenzora h
i=1

tr(h) = Z I,
i=1

Za proizvoljni tenzor F € T* 14DV je tr(F)(wy, ..., W, V1, ..., v;) definiran kao trag (1, 1)-
tenzora

definiran formulom

(wl’ ] wk’ " vl’ ey vl’ .) E T(l’l)(V)’

gdje su wy, ...,wr € V*1vy,...,v; € V proizvoljni. Nama su od interesa kovarijantni tenzori,
posebice alternirajuéi tenzori.

Algebra alternirajucih tenzora

Definicija A.1.5. Kovarijantan k-tenzor F' na V je alternirajuci, ako njegova vrijednost
promijeni predznak kad god zamijenimo 2 argumenta tj.

FOi, Vs oo Vs ooy i) = =F (V15 o, Vjy oy Viy ooy Vi)
za proizvoljne vy, ..., vy € V.

Skup svih alternirajucih k-tenzora na V oznatavamo s AK(V*). Og&ito je A*(V*) potpros-
tor TK(V*) i AY(V*) = TY(V*) = V~.

Definicija A.1.6. Neka su w € AX(V*)in € A!(V*).Njihov vanjski produkt wAn € A (V*)
dan je formulom

1
WAV, ey Vi) = AT Z ErW(Vir(1)s +os Vot )T (Var(ks1)s - Vorik+l) )s
T oeSiu

gdje su vy, ...,V € V proizvoljni. S, je grupa permutacija reda k + [ i €, predznak
permutacije o .
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Vanjski produkt je bilinearan i asocijativan. Dodatno, vanjski produkt je antikomutati-
van tj. vrijedi: w A np = (=1)" n A w, gdje su w € A¥(V*)in € A(V*) proizvoljni.

Neka su w € A*(V*), n € A/(V*). Primijetimo da ako je k+/ > dimV, onda zbog ponav-
ljanja indeksa imamo w A n = 0. Sljedecu propoziciju nije teSko pokazati matematickom
indukcijom.

Propozicija A.1.7. Nekasu ¢', ...,¢* € V' ivy,...,v € V. Tada je

(@' A oo ANV, s i) = det(@'(v))).

Propozicija A.1.8. Neka je {E, ..., E,} bazaza Vi {e', ..., ¢"} pripadna dualna baza. Tada
jele" A...Ae* 1 <iy,.. i < n}bazaza AK(V").

Dokaz. Pogledati [8]. O

Iz prethodne propozicije slijedi da je dim A*(V*) = (Z)

A.2 Tenzorski produkt vektorskih prostora

Definicija A.2.1. Neka su Vi, ..., V; kona¢nodimenzionalni realni vektorski prostori. Neka
je L vektorski prostor kojemu je V; X...x V; baza, a R potprostor vektorskog prostora L koji
je razapet elementima oblika: (vi,...,avi, ..., Vi) — a(vi, ..., Vis .., Vi), (V1,0 Vi + V1, V) —
(V15 oo Vis os Vi) = (V1,0 VW), gdje su v € Vi, j=1,..,n, v, € Vi, a € R proizvoljni.
Tenzorski produkt V; ® ... ® V; definiramo kao kvocijentni prostor L/R 1 v ® ... ® v kao
[(Vi5 .. Viy ooy )] za proizvoljne v; € V;, j = 1,...,n. Definiramo : V; X ... XV, C L —
V] ®..Q Vk, 7T(V1, ceey Vk) = [(V], ceey Vk)] .

L mozemo definirati kao vektorski prostor funkcija V| X ... X V; — R koje poprimaju
u kona¢no mnogo toCaka vrijednosti razlicite od 0 identificirajuci (v, ..., v¢) s funkcijom
koja poprima vrijednost 1 u (v, ..., ), a 0 inace.

Iz definicije slijedi:
VI®.Rav,®..0 v, =a(11 ® ...V, ® ... ® V),

VI®..QW+V)®..0W=V0.0VQ®.0 %+ ®..0V,.®..0W,
gdjesuv;eV;,j=1,..,n,v; €V, ae R proizvoljni.
Propozicija A.2.2. Neka su Vi, Vi kona¢nodimenzionalni realni vektorski prostori di-

menzija ny, ..., n;. Neka je {E], ..., Ej} bazaza V;, j = 1,...,k. Tada je {Ei‘1 X ... X El’i 1<
ih<ny,.,1<iy<m}bazazaV;®..QV,.



74 DODATAK A. TENZORSKA ANALIZA

Dokaz. Pogledati [8]. ]

Propozicija A.2.3. Neka su Vi, ..., V; kona¢nodimenzionalni realni vektorski prostori i
A : Vi X ..xV, — X multilinearno preslikavanje u vektorski prostor X. Tada postoji
jedinstveno linearno preslikavanje A : V| ® ... ® V; — X za koje vrijedi A o 7 = A.

Dokaz. Pogledati [8]. |

Prethodna propozicija nam daje alternativan nacin kako razmisljati o tenzorskom pro-
duktu vektorskih prostora. Naime, multilinearno preslikavanje ,,pretvara” u linearno.
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Sazetak

U ovom radu obraduje se lokalna teorija geometrijskih valnih jednadZzbi. Nakon uvodenja
osnovnih pojmova i rezultata diferencijalne geometrije s naglaskom na poluriemannove
mnogostrukosti, posebno se obraduju Lorentzove mnogostrukosti. Definiramo pojam line-
arnog parcijalnog diferencijalnog operatora koji djeluje na glatkim prerezima vektorskog
sveznja. Uvodimo pojam normalno hiperboli¢nog operatora pomocu kojeg definiramo li-
nearnu geometrijsku valnu jednadZbu, kao i pojam distribucije na mnogostrukosti s poseb-
nim naglaskom na Rieszove distribucije pomocu kojih konstruiramo lokalno elementarno
rjeSenje geometrijske valne jednadzbe. Rad zakljuCujemo dokazom lokalnog postojanja
rjeSenja Cauchyjeve zadace.






Summary

This thesis deals with the local theory of geometric wave equations. First, we introduce
basic terms and results from differential geometry with an emphasis on semi-Riemannian
manifolds. Lorentzian manifolds are treated in particular. Then we define the concept of a
linear differential operator that acts on smooth sections of a vector bundle. We introduce the
notion of a normally hyperbolic operator, by means of which we define a linear geometric
wave equation. Additionally, the notion of distribution on manifolds is introduced with
a special emphasis on Riesz distributions, with which we construct the local fundamental
solution of the geometric wave equation. Finally, the local existence of the solution to
Cauchy’s problem is shown.
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