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Uvod

Cilj ovog diplomskog rada jest statisti¢ki analizirati i odrediti postoji li razlika u razini
usvojenosti matematickog sadrzaja kod dvije skupine ucenika. Usporedivati ¢e se dva od
tri osnovna oblika rada u nastavi: individualni rad, frontalni rad i grupni rad. U jednoj
odgojno - obrazovnoj skupini nastavni sadrzaj biti ¢e obraden metodom frontalne nastave,
dok ¢e u drugoj skupini nastavni sadrZaj biti obraden metodom grupnog rada, to¢nije, pro-
vesti Ce se aktivnost "Slagalica". Svi u€enici Ce dobiti iste pisane provjere znanja, kojima
¢e se utvrditi usvojenost nastavnog sadrzaja.

Ovaj diplomski rad sastoji se od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju biti e objaSnjene
nastavne metode koriStene u svrhu realizacije ovog rada te priloZeni neki materijali ko-
riSteni u nastavi. U drugom poglavlju biti ¢e definirani svi pojmovi koji ¢e se koristiti
u treCem poglavlju prilikom statisticke obrade podataka, a u ¢etvrtom poglavlju mogu se
vidjeti svi materijali koriSteni u svrhu provodenja nastavnih sati.



Poglavlje 1

KoriStene nastavne metode i materijali

Kao $§to je ve¢ spomenuto, prvi korak provedbe ovog istraZivanja je odrada prakticnog di-
jela istraZivanja na nacin da se odabrani nastavni sadrzaj, a to je "Graf funkcije apsolutne
vrijednosti" odradi na dva nacina, frontalnom nastavom i grupnim radom, koji ¢e u nas-
tavku biti detaljnije objasnjeni. IstraZivanje je provedeno na skupini uenika prvog razreda
srednje Skole. Nastavni materijali koriSteni u nastavi napravljeni su u sklopu ovog diplom-
skog rada. Samo istrazivanje provedeno je u XV. gimnaziji u Zagrebu u 4 prva razreda.

1.1 Frontalni rad

Frontalni rad podrazumijeva izvodenje nastave na nacin da jedan nastavnik poucava cijelo
razredno odjeljenje. (vidi [6]) U ovakvom obliku rada nastavnik je direktini posrednik iz-
medu ucenika i nastavnog sadrzaja koji poucava. (vidi [6]) Sam rad u frontalnoj nastavi
je baziran na Cinjenici da se sadrzaj formulira i prilagodava prema prosje¢nom uceniku te
je na taj nacin sadrZaj svima prezentiran na jednak nacin. Odnosno, svi ucenici primaju
informacije na isti nacin i istim tempom. (vidi [3]) Opcenito, prednost frontalnog rada
jest ekonomicnost, tj. moguénost nastavnika da u dosta kratkom vremenu ucenike pouci
veliki obujam informacija. Nedostatak ovakvog oblika rada jest to Sto ovakav oblik rada
Cesto prijede u tzv. predavacku nastavu koja ucenike ne ukljucuje aktivno u proces ucenja,
ve¢ uenici imaju samo ulogu slusaca i promatraca. (vidi [1]) U dva razreda provedena je
nastava s fokusom na frontalan rad, to su bili 1.b (5 sati matematike tjedno) i 1.e razred
(6 sati matematike tjedno). U 1.b razredu u istraZivanju je sudjelovao 21 ucenik, dok je u
1.e razredu sudjelovalo 23 u€enika. U nastavku slijedi opis i tijek nastavnog sata proveden
metodom frontalnog rada.
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Svaki u€enik dobiva nastavni listi¢ s primjerima koje redom rjeSava, a nastavnik paralelno
s njima, kada su gotovi, prikazuje tona rjeSenja na prezentaciji te pripremljenom materi-
jalu u GeoGebri. Ucenici su na prethodnom satu ucili kako izgleda graf fukcije f(x) = |x|
pa nastavnik s uCenicima to ponavlja na pocetku nastavnog sata. UCenici zatim sami crtaju
graf funkcije f(x) = —|x|, a zatim s nastavnikom provjeravaju to¢nost svog rjeSenja. Nakon
toga, uCenici sami crtaju graf funkcije f(x) = 2|x| te tocnost svog rjeSenja kasnije provje-
ravaju s nastavnikom.

fxNe [x| 9
g(x) =Rx] 8
h(x) = 3
d(x) = 4)x] 7
SN= 21 6
r(x) =9 S
toONG x|
a(x) = 2
\)
\
\
“10 -9 -8 -7 —6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-1+t

Slika 1.1: Grafovi funkcija oblika f(x) = a|x|, ¥ € R*

Nastavnik uCenicima prema pripremljenom materijalu u GeoGebri pokazuje grafove funk-
cija vidljivih sa Slike 1.1 te zajedno komentiraju kako izgledaju ti grafovi u odnosu na
graf funkcije f(x) = |x|, tj. ucenici zakljucuju hoce li se graf funkcije f(x) = a|x| nalaziti
"iznad" ili "ispod" grafa funkcije u ovisnosti o @ € R*.
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Slika 1.2: Grafovi funkcija oblika f(x) = a|x|, ¥ € R™
Nadalje, ucenici rjeSavaju primjer gdje trebaju nacrtati graf funkcije f(x) = —2|x|. Nakon

Sto su zavrsili, nastavnik im pokazuje tocno rjeSenje te uz pomoc¢ materijala pripremljenog
u GeoGebri, prikazanog na Slici 1.2, s u€enicima komentira kako ¢e izgledati graf funkcije
f(x) = a|x| u odnosu na graf funkcije f(x) = —|x| zaa € R".

Ucenici povezuju sve primjere koje su vidjeli i generalizacijom dolaze do zakljucka koji
nadopunjuju na svojim nastavnim listi¢ima, a moZe se vidjeti u nastavku, gdje su crveno
obojene rijeci koje ucenici trebaju nadopuniti.
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ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = @|x| 1 njezin graf razlikujemo 4 slucaja:

1. a>1
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se iznad grafa funkcije g(x) = |x| 1 s povecCanjem «
sve je "uzi".

2.0<ax<1

Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ispod grafa funkcije g(x) = |x| i s povecanjem a
sve je "uzi".

3. -1<a<0
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se iznad grafa funkcije g(x) = |x| i s povecanjem a
sve je "Siri".

4. a< -1
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ispod grafa funkcije g(x) = |x| 1 s poveCanjem «
sve je

"y

Siri".

10 -9 -8 -7 —6 -5 -4 -3 2 -1
_1 €

Slika 1.3: Grafovi funkcija oblika f(x) = |x —c|,c € R



POGLAVLIJE 1. KORISTENE NASTAVNE METODE I MATERIJALI 6

U iducem primjeru ucenici trebaju nacrtati graf funkcije f(x) = |x — 2|. Nakon Sto su uce-
nici nacrtali graf zadane funkcije, nastavnik pokazuje tocno rjeSenje te ucenicima pokazuje
u pripremljenom materijalu u Geogebri jos neke funkcije oblika f(x) = |[x—c| za ¢ € R koje
se mogu vidjeti na Slici 1.3. Ucenici uocCavaju da se grafovi funkcija oblika f(x) = |x — c|,
¢ € R mogu dobiti translacijom grafa funkcije f(x) = |x| te zapisuju zakljucak koji se moze
vidjeti u nastavku, gdje su crveno oznacene rijeci koje u€enici trebaju nadopuniti.

ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = |x — ¢| i njezin graf razlikujemo 2 slucaja:

l.¢>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po X - osi za |c| udesno.

2. ¢<0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po x - osi za |c| ulijevo.

U posljednjem primjeru koji ucenici rjeSavaju potrebno je nacrtati graf funkcije f(x) =
|x|+3. Nakon Sto su u€enici gotovi, nastavnik im pokazuje prethodno pripremljeni materijal
u GeoGebri gdje su prikazane joS neke funkcije oblika f(x) = |x| + b za b € R, vidljivo sa
Slike 1.4. Ucenici dolaze do zakljucka da se grafovi funkcija oblika f(x) = |x| + b, b € R
lako dobiju translacijom grafa funkcije f(x) = |x| te zapisuju zakljucak koji se moze vidjeti
u nastavku.
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8 9 10

f(x) = [x|
gx)=1IxI+3
hX) =|x|+5
dx)=|x—-6
71
Slika 1.4: Grafovi funkcija oblika f(x) = |x|+ b, b € R
ZAKLJUCAK

Za funkciju f(x) = |x| + b 1 njezin graf razlikujemo 2 slucaja:

1. b>0
Graf funkcije f(x) = |x| + b dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po vy - osi za |b| prema gore.

2.b<0
Graf funkcije f(x) = |x| + b dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po vy - osi za |b| prema dolje.
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g(x) = 3Ix|
h(x) = 3|x — 1.5]
f(x) =3|x - 1.5|+2
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1

Slika 1.5: Graf funkcije f(x) = 3|x — 1.5] + 2 (zeleno)

Ucenici zatim rjeSavaju primjer gdje trebaju primijeniti zakljucke do kojih su prethodno
dosli, dakle, poanta je da ucenici uz pomo¢ pomaka nacrtaju trazeni graf funkcije. Potrebno
je nacrati graf funkcije f(x) = 3|x— 1.5|+ 2, arjeSenje se moZe vidjeti na Slici 1.5. Za kraj,
ucenici samostalno rjeSavaju zadatak u nastavku.
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Zadatak 1. Nacrtaj grafove funkcija:
o f(x)=|x+4]+3
o f(x)=2lx-3|+2.5
o f(x)=4-x-1]-1
o f(x)=-3x—-4]-2

Svi materijali koriSteni mogu se pronaci u poglavlju "Dodaci" na strani 33.

Na kraju oba sata provedena na ovaj nacin imala sam dojam da su ucenici savladali gradivo
koje su trebali. Naravno, kada se nastava provodi na ovakav nacin, ve¢inom u dijalogu
sudjeluju isti ucenici pa nastavnik moZe dobiti dojam da su svi ucenici savladali gradivo,
a moZzda ipak nisu jer je komunikacija tekla samo s jednim dijelom ucenika. Isto tako,
valja napomenuti kako je jedan nastavni sat bio dovoljan za obradu odabranog gradiva
ovom metodom, takoder valja napomenuti kako je tijekom sata koriStena metoda dijaloga
kako bi ucenici ipak sami dos$li do nekih zaklju¢aka umjesto da im sve bude "servirano".
Smatram da je ovakav sat dobro prosao upravo zbog korisStene metode dijaloga i alata poput
Geogebre koji u€enicima pomazu prilikom ucenja. Takoder, prednost odrzavanja ovakve
vrste sata jest manja vremenska zahtjevnost za pripremu nastavnih materijala buduéi da svi
ucenici dobivaju iste materijale.
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1.2 Grupnirad

Grupni rad definira se kao rad u sklopu kojeg se veée grupe poput razreda, dijele u manje
grupe koje mogu biti stalne ili povremene. Unutar formiranih grupa se odvija proces uc¢enja
na nacin da Clanovi grupa sudjeluju u ucenju kroz rjeSavanje zadataka koji su zadani u
okvirima zadanog nastavnog sadrzaja. (vidi [5]) Ovakav nacin rada ukljucuje ucenike u
sami proces ucenja i oni postaju aktivni sudionici, za razliku od frontalne metode rada,
gdje su ucenici uglavnom pasivni. "Nedostaci se javljaju kad pojedinci ometaju aktivnost
grupe, kad unutar grupe dolazi do sukoba i1 neslaganja, te ako se cijela grupa ne drzi zadane
teme nego se poéne baviti nekim drugim aktivnostima. Ce$¢im nastavni¢kim obilaZenje
grupa mogu se ovi problemi izbjeci, ali i pomoci grupi da ih rijesi na produktivan nacin."
(vidi [1])

U dva razreda provedena je nastava s fokusom na grupni rad ucenika, to su bili 1.f(5 sati
matematike tjedno) i 1.g razred(5 sati matematike tjedno). U 1.f razredu u istrazivanju je
sudjelovalo je 17 ucenika, dok je u 1.g razredu sudjelovalo 18 ucenika.

Aktivnost "slagalica" jest aktivnost koja podrazumijeva rad ucenika u skupinama, a odvija
se u tri faze. Prva faza jest takva da su u€enici najprije podijeljeni u skupine, u ovom slucaju
imati ¢emo 4 skupine, svaka skupina dobiva svoj zadatak koji samostalno rjeSava. Svaka
skupina ima bitno razli¢ite zadatke, koji zajedno ¢ine cjelinu, odnosno jednu nastavnu
temu. "Kada su svi dijelovi zadatka rijeSeni, moguée je spojiti dijelove u "slagalicu"."
(vidi [4]) Nastavnik ima ulogu promatraca i u€enicima samo daje upute te im pomaze
ako im nesto nije jasno, ali im ne daje to¢ne odgovore niti rjeSenja zadataka. Poanta ove
aktivnosti je da u€enici, uz pomo¢ prethodno pripremljenih materijala od strane nastavnika,
suradnicki u skupinama dodu do potrebnih zaklju¢aka. Nakon Sto ucenici zavrse svoj prvi
zadatak, slijedi druga faza, u€enici se razmjeStaju u nove skupine. Npr. ako je u originalnim
skupinama bilo po 6 ucenika, sada ¢emo imati 6 novih skupina koje se formiraju tako da
svaki od ucenika u originalnim skupinama dobije broj, npr. 1,2,...,6 te se razmjeStaju u
grupe tako da jednu grupu Cine svi ucenici kojima je dodijeljen broj 1, drugu grupu Cine
ucenici kojima je dodijeljen broj 2, itd. Bitno je da se u novim skupinama nalazi barem
po jedan ucenik iz svake originalne skupine. Ucenici sada dobivaju novi zadatak, koji
je zapravo takav da svatko od ucenika treba svojoj novoj skupini predstaviti rezultate i
zakljucke do kojih su dosli radeci u svojoj originalnoj skupini. Cilj je da svaki uCenik na
kraju ove faze ima sve zakljucke iz svih originalnih skupina. Nakon toga, slijedi treca faza,
povratak ucCenika u originalne skupine, provjera i uskladivanje zakljucaka te eventualno
rjeSavanje problema te primjena zakljucaka do kojih su prethodno dosli.

U nastavku se moZe vidjeti primjer nastavnog listica za jednu skupinu u¢enika (GRUPA A),
a u poglavlju "Dodaci" na strani 46 mogu se vidjeti primjeri nastavnih listia svih skupina.
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**PRVA FAZA**

Zadatak 1. Nacrtaj graf zadane funkcije. U svim zadacima nacrtan je i graf funkcije

g(x) = |x|.
AL () = 21 A2 f@) = 3]
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Zadatak 2. Sto uolavate, kakav je @ u svim primjerima za f(x) = a|x|?
Kakvisuau Ali1 A2, akakviuB1iB2?
Zadatak 3. Kakvi su ti grafovi u odnosu na graf funkcije g(x) = |x| za svaki od slucajeva?

ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = a|x|, gdje je @ > 0 i njezin graf razlikujemo .... slucaja:

1. a> ..
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ....... grafa funkcije g(x) = [x|1s ......... a sve je

no_»>:-n

uz1 .

2. w.<a<..
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ....... grafa funkcije g(x) = [x|1s ......... a sve je

nm > n

uz1 .

**DRUGA FAZA**

ZAKLJUCCI
Za funkciju f(x) = a|x| i njezin graf razlikujemo 4 slucaja:

. a>1
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = |x]1s ...... a sve je

nm > n

uz1 .

2.0<ax<1
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ...... a sve je

n _»-n

uz1 .

3. -1<a<0
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ...... a sve je
"Siri".

4. a < -1
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]1s ...... a sve je

"y

Siri".
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Za svaki od ova 4 slucaja odaberi proizvoljan « i nacrtaj graf funkcije f(x) = a|x]|.

13

1)

a =

EEEETETEET ]

2) a=

3 4 5678 910

4) a=

+
34 56 7 8 910

Za funkciju f(x) = |x — ¢| i njezin graf razlikujemo 2 slucaja:

1.¢>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo

2.¢<0

Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo

za |c|

za |c|



POGLAVLIJE 1. KORISTENE NASTAVNE METODE I MATERIJALI 14

Za svaki od ova 2 slucaja odaberi proizvoljan c i nacrtaj graf funkcije f(x) = |x—c|.

1) c= 2) ¢c=

Za funkciju f(x) = |x| + b i njezin graf razlikujemo 2 slucaja:

1. b>0

Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... za |b| prema .......

2.b<0

Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... za |b| prema .......

Za svaki od ova 2 sluc¢aja odaberi proizvoljan b i nacrtaj graf funkcije f(x) = |x|+b.

..........
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#**TRECA FAZA**

Zadatak 4. Nacrtaj graf funkcije f(x) = 3|x — 5| + 2.

Y
104

.............
........

Zadatak 5. Nacrtaj grafove funkcija:
1. f(x)=|x+4[+3
2. f(x)=2lx-3|+2.5
3. f) =4-x-1]-1
4. f(x)=-3]x—-4|-2

Rekla bih da su i ovi sati dobro prosli jer su ucenici dosli do zakljucaka do kojih su i trebali
do¢i. Ovdje valja napomenuti da su za neometanu provedbu ovako zamisljene aktivnosti
bila potrebna dva Skolska sata. Prisjetimo se da je za provedbu sata metodom frontalnog
rada bio potreban samo jedan Skolski sat. Takoder, dobro je spomenuti kako su za uspjes-
nost ove aktivnosti vazne upute koje se daju ucenicima. Te upute trebaju biti Sto preciznije,
kako bi ucenici znali $to se od njih ocekuje, ali ne i previSe opSirne kako ne bi previse
sugerirale rjeSenja uCenicima. Kao prednost ovakve provedbe nastavnog sata izdvojila
bih angaZiranost uCenika i medusobno suradivanje. Kao nedostatak bih navela vremen-
sko trajanje, ne samo same provedbe, ve¢ i pripreme za nastavne sate gdje se provodi ova
aktivnost.
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1.3 Pisana provjera znanja

Pisana provjera znanja

Pisana provjera znanja sastojala se od 15 zadataka, gdje se svaki bodovao jednim bodom,
tako dolazimo do maksimalnog broja bodova koji ucenici mogu ostvariti, a to je 15. Od
ukupno 15 zadataka, njih 7 bilo je zadano kao zadatak viSestrukog odabira gdje je bila
zadana funkcija apsolutne vrijednosti, a u€enici su trebali odabrati slovo ispred grafa koji
prikazuje zadanu funkciju. Ostatak zadataka, dakle njih 8, bilo je zadano takoder kao zada-
tak viSestrukog izbora, no ovdje je bio zadan graficki prikaz funkcije apsolutne vrijednosti,
a ucenici su trebali odabrati slovo ispred pravila pridruzivanja funkcije kojoj odgovara za-
dani graf. U nastavku se mogu vidjeti primjeri oba tipa zadataka. U poglavlju "Dodaci" na
strani 58 mozZe se vidjeti cijela pisana provjera znanja. Ucenici su pisanu provjeru znanja
rjeSavali nastavni sat koji je uslijedio odmah nakon same obrade nastavnog sadrZaja. Svi
sudionici ovog istraZivanja su oni ucenici koji su bili na satu/satovima gdje se obradivao
odabrani nastavni sadrzaj. Dakle, ako nisu bili u Skoli na dan obrade, nisu niti rjeSavali
pisanu provjeru znanja. Svi ucenici su za rjeSavanje imali 20 minuta, a samo sudjelovanje
u cjelokupnom istraZivanju bilo je anonimno.

Zadatak 1. Zaokruzi slovo ispred grafa zadane funkcije:

1) fO)=]|—-x—05]
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Zadatak 2. 7aokruZi slovo ispred funkcije ¢iji je graf prikazan na slici.

a)
1
fG) = 2x] +5

b)
_4 1
f(x) —§|I| _E

c)
flx) == zl+-

d)
f) = 4lx| -5
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Samovrednovanje ucenika

Svi su u€enici na na kraju sata obrade nastavnog sadrzaja dobili anketu za samovrednovanje
koja se moze vidjeti u nastavku. UcCenici su trebali procijeniti sebe i zaokruZiti broj, od 1
do 10, koji predstavlja usvojenost nastavnog sadrzaja obradenog na tom satu, te ocjenu, od
1 do 5, koju smatraju da bi dobili kada bi pisali test samo iz tog gradiva. Buduci da ova
dva pitanja ispituju istu stvar, procjenu usvojenosti nastavnih sadrZaja, prilikom testiranja
rezultata samovrednovanja koristit ¢emo rezultate odgovora na prvo pitanje, zbog vecée
skale (1-10).

Samoprocjena

Sto misli3 u kojoj mjeri si savladao/savladala danasnje gradivo? Zaokruzi broj na skali od 1 do 10.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Kada bi rjesavao/rjesavala test vezan samo uz graf funkcije apsolutne vrijednosti, $to mislis koju bi
ocjenu dobio/dobila?

1 2 3 4 5




Poglavlje 2

Osnovni pojmovi vjerojatnosti i
statistike

Kako bismo mogli analizirati dobivene podatke o uspjeSnosti uenika, najprije je potrebno
uvesti neke pojmove iz podrucja vjerojatnosti i statistike, koje ¢emo Koristiti u razradi.

2.1 Vjerojatnosni prostor

Definicija 2.1.1. Neka je Q neprazan skup. Familija podskupova F od € zove se o-algebra
(ili o-algebra dogadaja), ako vrijede sljedeca tri svojstva:

1. QeF;

2. Ako je A € F, onda je i A° € F (zatvorenost na komplement);

3. AkosuAj € F,jeN, ondajeil )52, € F (zatvorenost na prebrojive unije).
Ureden par (Q, F) zove se izmjeriv prostor.

Definicija 2.1.2. Neka je Q neprazan skup i ¥ o-algebra dogadaja. Vjerojatnost na iz-
mjerivom prostoru (Q, F) je funkcijaP : F — [0, 1] koja zadovoljava sljedeca tri svojstva:

1. (nenegativnost) Za sve A € ¥,P(A) > 0;
2. (normiranost) P(Q)) = 1;

3. (o-aditivnost) Za svaki niz (A;)jeq po parovima disjunktinih dogadaja A; € F(A; N

Aj=0Qzai# j)vrijedi
P[UAj] = > P(A).
J=1 J=1

19
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Uredena trojka (€2, F, P) zove se vjerojatnosni prostor.

Definicija 2.1.3. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Sluc¢ajna varijabla na (Q, ¥ ,P)
Jje svaka funkcija X : Q — R takva da vrijedi

(X<xl={weQX(w) <x}eF,xeR.

Definicija 2.1.4. Funkcija distribucije slucajne varijable X je funckija F : R — [0, 1]
definirana formulom
F(x)=P(X <x),xeR.

Definicija 2.1.5. Slucajna varijabla X : Q — R je apsolutno neprekidna ako postoji
f iR — [0, 00) takva da za sve x € R vrijedi

Fx)=P(X<x)= fx f(vdt.

Funkcija f se zove funkcija gustoée od X.

Definicija 2.1.6. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
f. Ako je f_ O:o |x] f(x)dx < oo, onda postoji matematicko ocekivanje od X koje definiramo
sa

E(X) := fm xf(x)dx.

Definicija 2.1.7. Neka je X slucajna varijabla s funkcijom gustoce f i ocekivanjem E(X).Varijanca
od X definira se kao
Var(X) := E[(X - E(X))*].

Standardna devijacija od X je definirana kao o(X) := VVar(X).

Teorem 2.1.8. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce fx
i neka je g : R — R neka funkcija (koja zadovoljava odredena svojstva, npr. g ima najvise
prebrojivo mnogo prekida). Definirajmo Y := g o X = g(X). Ako fj:o lg(0)]fx(x)dx < oo,
onda Y ima matematicko ocekivanje i vrijedi

00

E(Y) = E(g(X)) = f 8(x) fx(x)dx.
Dokaz. Dokaz provodimo za slucaj kada je g strogo rastuca i diferencijabilna funkcija.
Tada je
0, y<M,y>M

o= {fx(g-l(y»(g-l)'(y), m<y<M,
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gdje je fy funkcija gustoce od Y, m = infiex)8(x) 1 M = sup,ex)g(x). Dakle,

00 M 00
E(Y) = f yfiyrdy = f Y@ O dy = f g(x) fx(x)dx.

—00

Napomena 2.1.9. Neka su X i Y dvije slucajne varijable. Tada vrijedi
1. E(X+7Y)=EX)+E(Q),
2. B(aX) = aE(X),

3. Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)
(ovo svojstvo vrijedi kada su X i Y nezavisne slucajne varijable),

4. Var(aX) = o*Var(X).

Dokaz za Svojstvo 1 vidi u [7, str. 77], dokaz za Svojstvo 2 vidi u [7, str. 78], a dokaz za
Svojstvo 4 vidi u [7, str. 83].

2.2 Normalna slucajna varijabla

Primjer 2.2.1. Neka je

_2
r x€eR.

1
P(x) = \/—2—7T€

Pokazimo da je ¢ funkcija gustoce neke slucajne varijable. Definirajmo:

(o) 12
I::f e 7dt.
0

e 52 e 2 0 0 st
I’ = (f e_?ds)(f e_zdt) :f f e 2 dsdt
0 0 0o Jo
(o) r2
f e 2rdr
0

Tada imamo

Il
s
(STE]
° 8
Q
]
I
S
QL
)
Il
(S|
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Dakle, I = \/g Konacno,
0 21
o(dt = — = 1.
Im V27T

Slucajna varijabla X s funkcijom gustoce ¢ zove se standardna normalna slucajna vari-
jabla. Oznaka je X ~ N(0,1). Pripadnu funkciju distribucije oznacavamo s ®. Nadalje,
neka sup € Rio? > 0 te neka je

1 _ (x—;z2)2 R
e 22 x€eR.
o N2

Buduci da vrijedi (zamjena varijabli t = %)»

f T fdx = f " p(di = 1,

[ je funkcija gustoce neke slucajne varijable. Pripadna slucajna varijabla X zove se nor-
malna slu¢ajna varijabla s parametrima 11i 0*. Oznaka je X ~ N(u, o).

fx) =

Primjer 2.2.2. Neka je X ~ N(0, 1) i neka su u, o € R, o # 0. Definirajmo g(x) := ox + u.
Tada je Y := g(X) dobro definirana sluc¢ajna varijabla i pripadna funckija gustoce je

1 _ (=)?
e 2072,

fr(x) =

2mo?

Dakle, Y ~ N(u, o?).

Primjer 2.2.3. Neka je X ~ N(0, 1). Tada je

E(X) = I: Xf(0)dx = fo \/x_e-"fdx - 0.

00 2

Primjer 2.2.4. Neka je Y ~ N(u,0?). PokaZimo da je E(Y) = u. Neka je X ~ N(O, 1).
Buduci da je oX + pt ~ N(u, 07%), po Teoremu 2.1.8 zakljucujemo da je

E(Y)=E(ocx+u) = \/% foo(O'x +;1)e_%dx = U
T J-c0

Var(Y) = 0.

Lema 2.2.5. Neka su X ~ N(u1,07) i Y ~ N(uo, 03) nezavisne slucajne varijable, tada je

2
X— —a o
1 Ta ~ N(#lbaa b_zl)’

o X+Y ~N(u + 07 +05.)
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2.3 Uzorak, slucajni uzorak, statistika

Naravno da ovo ispitivanje nije bilo moguée provesti na cijeloj populaciji ucenika prvog
razreda srednje Skole pa je za ovo ispitivanje odabran neki manji dio populacije. NasSa je
pretpostavka da postoji neka distibucija sluajne varijable X te da su rezultati koje smo mi
dobili ispitivanjem odabranih ucenika jedna realizacija slu¢ajnog uzorka koji se sastoji od
n nezavisnih slucajnih varijabli Xy, X, ..., X,, koje sve imaju istu distribuciju kao X. Takav
niz naziva se nizom nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli. Jedna realizacija
slu¢ajnog uzorka naziva se uzorak.

Definicija 2.3.1. Statistika je slucajna varijabla dobivena djelovanjem funkcije f : R" —
R na slucajni uzorak, tj. f(Xy, Xz, ..., X,).

Teorem 2.3.2. (Centralni granicni teorem) Neka je X, X3, ..., X,, sluc¢ajni uzorak s konac-
nim ocekivanjem B(X,) = p i varijancom Var(X,) = o*. Tada je statistika % n asimp-
totski normalna, odnosno konvergira po distribuciji prema standardnoj normalnoj slucaj-
noj varijabli. U oznaci
X, - M
o

Vn ~ AN(O, 1).

Definicija 2.3.3. Neka je T statistika i p € R neki parametar. X se naziva nepristrani
procjenitelj za parametar p ako je ocekivana vrijednost promatrane slucajne varijable
upravo p, tj. E(T) = p.

Primjer 2.3.4. Neka je X,, X>, ..., X, slucajni uzorak iz populacije s konacnim ocekivanjem
w i varijancom o, Tada je

X1+ Xo+..+X,
n

e aritmeticka sredina X, = nepristrani procjenitelj za u,

—\2
e Uzoracka varijanca S* = n]Tl o (X,- - X,,) nepristrani procjenitelj za o>

Dokaz navedenih tvrdnji u Primjeru 2.3.4 moze se pronadi u [8, str. 28]

2.4 T-test

Rezultate dobivene testiranjem ucenika Zelimo statisticki obraditi. Za to ¢emo iskoristiti
tzv. t-test, tj. njegovu verziju koja se koristi kada populaciju dijelimo na dvije skupine,
npr. muske i Zenske ispitanike, u ovom slucaju na ucenike koji su ucili jednom metodom i
ucenike koji su ucili drugom metodom.
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Krenimo od pocetka, svaki statisticki test zapocinje postavljanjem pretpostavke (ili hipo-
teze), a cilj statistickog testa je provjeriti toCnost postavljene hipoteze. Ova vrsta statistic-
kog testa provodi se u nekoliko koraka. Prvi je korak definirati slu¢ajnu varijablu i odrediti
iz koje distribucije ona dolazi. Drugi je korak odredivanje hipoteza. Imamo dvije hipoteze,
nul-hipoteza u oznaci H, i alternativnu hipotezu u oznaci H,. Hipoteza koju Zelimo
pokazati jest upravo alternativna hipoteza, dok je nul-hipoteza tvrdnja koja vrijedi ukoliko
ne vidimo neke dokaze za suprotno. U ovom slucaju nul-hipoteza e biti: "Nema razlike
u o¢ekivanim vrijednostima rezultata pisanih provjera znanja u promatranim skupinama",
dok ¢e alternativna hipoteza biti: "Postoji razlika u o¢ekivanim vrijednostima rezultata pi-
sanih provjera znanja". Testiranjem ovakve hipoteze provodimo tzv. dvostrani t-test, gdje
nas zanima samo postoji li razlika u rezultatima istraZivanja, ali nas ne zanima je li jedna
od skupina po rezultataima bolja od druge.

Kako bismo odredili hoéemo li odbaciti nul-hipotezu ili ne, potrebno je odrediti tzv. p-
vrijednost. "P-vrijednost jest vjerojatnost opaZanja podataka kakvi su na promatranom
uzorku ili nekih jo§ ekstremnijih, kada je nul-hipoteza istinita." (vidi [2]) U ovom pri-
mjeru, kada promatramo razliku u srednjim vrijednostima rezultata pisane provjere znanja
kod dvije skupine ucenika, Zelimo znati koja je vjerojatnost da cemo dobiti takvu (ili joS$
ekstremniju razliku) kad ne bi bilo stvarne razlike izmedu te dvije skupine. Sada se pitamo
koliko mala mora biti p-vrijednost kako bismo mogli odbaciti nul-hipotezu u korist alter-
nativne hipoteze. Ovdje nema univerzalnog odgovora, $to je p-vrijednost manja to znaci
da s veCom sigurno$¢u mozZemo odbaciti nul-hipotezu u korist alternativne.

Prije provodenja samog testa odabire se grani¢na vrijednost @ koju nazivamo razina zna-
¢ajnosti ili nivo znacajnosti. Obi¢no se uzima razina znacajnosti @ = 5%. Ako je p-
vrijednost manja od prethodno odabrane razine znacajnosti kaZzemo da odbacujemo nul-
hipotezu u korist alternativne, ako je pak p-vrijednost ve¢a od odabrane razine znacajnosti
ne kazemo da prihva¢amo nul-hipotezu, ve¢ ju samo ne odbacujemo. Ono §to moZemo
reci je da nismo pronasli dovoljno dokaza da opovrgnemo nul-hipotezu, ali to ne znaci da
ti dokazi ne postoje i da je ona istinita. (vidi [2])

Bitno je naglasiti kako je moguce doci do neispravnog zakljucka, iako je na$ zakljucak
temeljen na podacima koje smo ispravno prikupili i matematicki obradili. Moguce je da
smo odabcili nul-hipotezu, a ona je ustvari bila tocna. Takva pogreska naziva se pogreSka
prve vrste (false positive). Druga bi pogreska bila da ne odbacimo nul-hipotezu, a ona je
ustvari kriva. Takva se pogreska naziva pogreska druge vrste (false negative).

Prisjetimo se, za obradu rezultata dobivenih istraZivanjem provedenim u sklopu ovog rada,
koristiti ¢emo verziju t-testa koja usporeduje dvije medusobno nezavisne skupine ispi-



POGLAVLIJE 2. OSNOVNI POJMOVI VIEROJATNOSTI I STATISTIKE 25

tanika. Ono S$to nas zanima jest imaju li slucajni uzorci iz obje skupine isto ocekiva-
nje. Ti slucajni uzorci ne moraju biti iste veli¢ine, moZemo ih oznaciti s Xi, Xp, ..., X, 1
Y1, Y, ..., Y,. Pretpostavljamo da su i ti sluajni uzorci medusobno nezavisni te da imaju
iste varijance, tj. daje X ~ N(u, o) te Y ~ N(v,0?). Znamo da je

— X +Xo +.
Xn 1 2 :_ZX](’

- Yi+Y +..
Ym . 2 :_ZYk

Iz Leme 2.2.5 1 Napomene 2.1.9 slijedi da su njihove distribucije redom

2

X, ~ N(u, =),

2
Y ~ NOv, 2.
m

Iz Svojstva 4 slijedi Var(—X) = Var(X). Dodatno, iz Leme 2.2.5 imamo

B — I 1\,
X, =Y, ~Nlp—-v,|[—-+—]0o7|.
n m

Sada standardizacijom normalne razdiobe, tj. oduzimanjem ocekivanja (u — v) i dijelje-

njem sa standardnom devijacijom (}1 + i) o2, opet primjenjujuéi Lemu 2.2.5, imamo

X, =Y —(u—v)

+

~ N(,1).

S =

o 1
m

Buduéi da nemamo podatak o varijanci, morati ¢emo o zamijeniti s procjeniteljem. Iz
Primjera 2.3.4 znamo da su uzoracke varijance

Sf(:nilznl(x,.—)_(n)z isizﬁi(yi—?m)z @.1)

1 C = N =
$i= s [ (X)X (%)

k=1 k=1
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nepristrani procjenitelj za o2. 1z (2.1) imamo

(n—l)S§+(m—1)S§
n+m-—2 '

2
d

Sjetimo se Definicije 2.3.3, imamo

n—-DS%+m—-DS2] (n-Do?+@m-1o?>
= =0
n+m-2 n+m-2

Epﬂ:E[
Dobivamo testnu statistiku sa tzv. studentovom razdiobom (viSe o tome u [8, str. 46 i 47])

X, =Y —(u—v)
Sa

T = ~tn+m-2).

—+

S =
3=

Medutim, Sto je uzorak veci to studentova razdioba sve vise sli¢i normalnoj razdiobi, od-
nosno, formalno Ce testna statistika koju ¢emo mi promatrati imati asimpotski normalnu
razdiobu

X, Y, —(u-—
T =)

~ AN, 1).

S4 +

S =
3=
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Razrada

3.1 Rezultati pisane provjere znanja

U Tablici 3.1 mogu se vidjeti rezultati pisane provjere znanja kod prve grupe ucenika, gdje
je implementirana fronatlna nastava te kod druge grupe ucenika, gdje je implementiran rad
ucenika u skupinama.

FRONTALNA NASTAVA
14,9,12,7,13,15,12,14,15,

15,11,13,15,8,15,11,14,4,

14,12,10,13,15,12,12,14,12,
14,15,14,13,13,12,13,15,

GRUPNI RAD
11,13,11,12,14,13,12,1,12,
11,12,15,14,14,15,15,15,15,
11,13,13,14,13,12,4,15,12,
15,13,13,15,13,13,13,15

11,15,9,10,14,15,15,15,14

Tablica 3.1: Rezultati pisane provjere znanja

Imamo dva medusobno nezavisna slucajna uzorka razli¢itih veli¢ina: X, X», ..., X44 (uce-
nici koji su radili metodom frontalnog rada) i Y, Y», ..., Y35 (ucenici koji su radili metodom
grupnog rada). Vidimo da prva skupina broji 44 ucenika, tj. n = 44, a druga skupina 35
ucenika pa je m = 35. Prisjetimo se da je pretpostavka t-testa koji ¢emo primijeniti da su
varijance dobivenih medusobno nezavisnih uzoraka jednake (ta se tvrdnja moZe provjeriti
primjenom tzv. F-testa). Takoder, pretpostavka je da razdioba obje sluCajne varijable nor-
malna. Kraée zapisano X ~ N(u,0?%)i Y ~ N(v,0?). Podaci su prikazani dijagramom na
Slici 3.1, mozemo reci da pretpostavka o normalnosti ima smisla.

27
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Grupni rad

15

10

0 = | II‘I‘

012 3 4567 8 9101112131415

Broj uéenika
[ %]

Ostvareni broj bodova

Frontalna nastava

15

10

. ; ..||III‘|

012 3 456 78 5101112131415

L

Broj uéenika

Ostvareni broj bodova

Slika 3.1: Graficki prikaz dobivenih rezulata pisane provjere znanja

Postavimo hipoteze koje ¢emo testirati na razini znacajnosti od 5%:
Hy:u—-v=0
H :p—-v+#0

Prisjetimo se, testna statistika koju promatramo je

X, -7, - (u-
7= Xn Y- V)~AN(0,1).

Sd +

S =
3=
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Odredimo sada vrijednost testne statistike 7. Odredimo najprije vrijednosti )_(44, 1735, S f(,
S3te Sy
)—( _ X1+ Xo+...+Xu

44 = o ~ 12.68182,

—35 _ Y| + Y23+5... + Y35 ~ 12.62857.
1 . —\2

%= T Z; (X - X,) ~ 6.12896,
1 2 — 2

S =357 ; (¥i - Vss) ~8.29916,

, _ (44- DSZ+(35-1)s2
d 44 +35-2

Iz pretpostavke Hy : u — v = 0 i prethodno izracunatih vrijednosti odredimo sada i realiza-
ciju testne stratistike T:

~ 7.08723.

. Xp=Yn—(u-v) N 12.62857 — 12.62857 ~ 0.088308

SarJt+1 7.08723 - ([ + 5=

Preostaje jos odrediti p-vrijednost, buduci da radimo dvostrani t-test, p-vrijednost ¢e biti:

1
n

P(|T| > 0.088308) = P(T > 0.088308) + P(T < —0.088308) =2 - P(T < —0.088308)

ZaraCunanje 2-P (T < —0.088308) koristimo funkciju NORM.DIST u programu Microsoft
Excel. Kao rezultat dobivamo

P(|T| > 0.088308) ~ 0.93.

Dakle, vjerojatnost opaZzanja podataka kakvi su na promatranom uzorku ili nekih jos$ eks-
tremnijih, kada je nul-hipoteza istinita je otprilike 93% Sto nam daje zakljuciti da ne odba-
cujemo nul-hipotezu. Nemamo dokaze da moZemo reci da rezultati pisanih provjera znanja
koje su ucenici pisali u obje skupine pokazuju da postoje razlike u usvojenom znanju iz-
medu metode frontalne nastave i metode grupnog rada.
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3.2 Usporedba ostalih promatranih parametara

Kao $to je ranije spomenuto, ucenici su na skali od 1 do 10 trebali procijeniti u kolikoj
mjeri smatraju da su usvojili nastavni sadrzaj. Takoder, iako je pisana provjera znanja
ucenika bila anonimna, prikupljali su se podaci o spolu ucenika kako bi se rezultati mogli
usporediti i prema spolu.

U Tablici 3.2 mogu se vidjeti rezultati anketa samovrednovanja. U prvom stupcu su rezul-
tati anketa samovrednovanja ucenica, a u drugom stupcu rezultati anketa samovrednovanja
ucenika.

UCENICE UCENICI
7,8.5,7,9,9,9,8,9,8, | 9,8,7.5,5,7,8,10,7,9,
10,8,6,9,7.5,10,9,8,7, | 8,10,10,9,8, 10, 10,9,9,
7,7,5,7,7,9, 4, 8, 10, 10, 10, 10,7, 9,9, 8,9, 9,

,8,8,7,7,8,10, 10 10, 10, 10, 10, 10, 10, 8, 10
6,7,7,10,9, 10,9, 10,9

Tablica 3.2: Rezultati anketa samovrednovanja prema spolu ucenika

U prethodnom poglavlju, primjenom t-testa , dobili smo p-vrijednost od 93% iz ¢ega smo
zakljucili da ne moZemo vidjeti statisticki znacajnu razliku izmedu rezultata pisane pro-
vjere znanja kod ucenika koji su radili jednom ili drugom metodom rada. Sada se pitamo,
postoji li razlika ako usporedujemo te dvije metode unutar skupina istog spola.

Prvo ¢emo analizirati rezultate pisane provjere znanja za ucenike. Frontalnom metodom
rada radilo je 20 u€enika, a metodom grupnog rada radilo je 24 ucenika. Neka je sluCajni
uzorak X, X,, ..., Xo0 ~ N(up,0?)i Yy, Ys,...,Yas ~ N(ug,o?). Postavimo hipoteze koje
¢emo testirati na razini znacajnosti od 5%:

Hy : pr = ug,

Hy @ ur # pe.
KoriStenjem naredbe TTEST u programu Microsoft Excel za dvostrani t-test dobivena je
p-vrijednost od 0.3137, tj 31.37%.
Analizirati ¢emo i rezultate pisane provjere znanja za ucenice. Frontalnom metodom rada
radile su 24 ucenice, a metodom grupnog rada radilo je 11 uCenica. Neka je slucajni
uzorak X1, Xo, ..., Xo4 ~ N(up,0%) i Y1, Ys,...., Y11 ~ N(ug,o?). Postavimo hipoteze koje
¢emo testirati na razini znacajnosti od 5%:

Hy : ur = pe,
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Hy :ur # pe.

KoriStenjem naredbe TTEST u programu Microsoft Excel za dvostrani t-test dobivena je
p-vrijednost od 0, 1512, tj 15.12%.

Vidimo da dobivene p-vrijednosti nisu ispod razine zan¢ajnosti od 5%, ali su osjetno manje
od p-vrijednosti koju smo dobili kada smo gledali cijelu populaciju. Kako smo radili dvos-
tranim t-testom, vidimo da potencijalno postoji razlika. Buduci da je prosjek broja bodova
kod ucenika koji su radili metodom frontalne nastave bio 12.2, a prosjek broja bodova kod
ucenika koji su radili metodom grupnog rada bio je 13.04, moguce je da ucenicima bo-
lje odgovara metoda grupnog rada. Kod ucenica je situacija bila suprotna, prosjek broja
bodova kod ucenica koje su radile metodom frontalne nastave bio 13.08, a prosjek broja
bodova kod ucenica koje su radile metodom grupnog rada bio je 11.73, pa je moguce da
ucenicama viSe odgovara metoda frontalne nastave. Ovi rezultati su se medusobno poni-
Stili kada smo usporedivali samo metode rada, ali ne i po spolu ucenika, zato je p-vrijednost
bila znacajno veca, tj. iznosila je 93%.

U razgovoru s profesoricama koje predaju matematiku u razredima u kojima je provede-
deno istrazivanje, postavljena je hipoteza da su ucenice samokriti¢nije od u€enika pa smo
to odlucili testirati t-testom.

Analizirati ¢emo rezultate anketa samovrednovanja. U istraZivanju je sudjelovalo 35 uce-
nica i 44 udenika. Neka je sludajni uzorak X, X, ..., X35 ~ N(uz,0) i Y1, Ys, ..., Yas ~
N(uy, o). Postavimo hipoteze koje éemo testirati na razini znacajnosti od 5%:

Hy : uz = pu,

Hi @z < uy.

KoriStenjem naredbe TTEST u programu Microsoft Excel za jednostrani t-test dobivena
je p-vrijednost od 0,003, tj. 0.3%. Dobivena p-vrijednost je osjetno manja od razine
znacajnosti od 5% pa mozemo zakljuciti da odbacujemo nul-hipotezu u korist alternativne,
tj. zakljuCujemo da su ucenice zaiste samokriticnije.

Pitamo se je li samokriti¢nost ucenica opravdana ili nije. Analizirati ¢emo rezultate pisanih
provjera znanja prema spolu ucenika i vidjeti postoji li razlika izmedu njih. U istraZivanju
je sudjelovalo 35 ucenica i 44 ucenika. Neka je slu¢ajni uzorak X;, X, ..., X35 ~ N(uz, 02)
iY,Ys,..., Yy ~ N(uy, 0?). Postavimo hipoteze koje ¢emo testirati na razini znacajnosti
od 5%:

Hy : uz = pu,
Hy @ uz # uy.

KoriStenjem naredbe TTEST u programu Microsoft Excel za dvostrani t-test dobivena je
p-vrijednost od 0,9974, tj. 99.74%. Dobivena p-vrijednost nam kaze da ne odbacujemo
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nul-hipotezu. Odnosno, Nemamo dokaze da mozemo reci da rezultati pisanih provjera zna-
nja pokazuju da su ucenice/ucenici bolje ili loSije rijesili pisanu provjeru znanja. MoZemo
zakljuciti da samokriti¢nost ucenica nije opravdana.

Ovo zapaZanje posebno je zanimljivo promatrati kod ucenika i ucenica koji su radili meto-
dom frontalnog rada.

Analizirati cemo rezultate anketa samovrednovanja prema spolu, kod u€enika koji su radili
metodom frontalne nastave. Metodom frontalnog rada radile su 24 ucenice i 20 ucenika.
Neka je slucajni uzorak X, X, ..., Xo4 ~ N(uz,02) i Y1, Ya, ..., Yoo ~ N(upy, 0%). Postavimo
hipoteze koje ¢emo testirati na razini znacajnosti od 5%:

Hy : uz = pu,

Hi :puz < uy.

KoriStenjem naredbe TTEST u programu Microsoft Excel za jednostrani t-test dobivena je
p-vrijednost od 0, 003, tj. 0.3%.

Analizirajmo 1 rezultate pisanih provjera znanja prema spolu, kod ucenika koji su radili
metodom frontalne nastave. Metodom frontalnog rada radile su 24 ucenice i 20 ucenika.
Neka je slucajni uzorak X, X, ..., Xo4 ~ N(uz,0?)i Y1, Ya, ..., Yoo ~ N(ipy, 0%). Postavimo
hipoteze koje ¢emo testirati na razini znacajnosti od 5%:

Hy : uz = pu,

Hy @z > py.

KoriStenjem naredbe TTEST u programu Microsoft Excel za jednostrani t-test dobivena je
p-vrijednost od 0, 1215, tj. 12.15%, Sto je p-vrijednost koja nije ispod razine znaCajnosti
od 5%, ali je osjetno manja od p-vrijednosti od 99.74% koju smo dobili kada smo gledali
postoji li razlika u rijeSenosti pisanih provjera znanja, medu spolovima, u cijeloj populaciji.
Prosjecan broj bodova kod ucenica koje su radile ovom metodom je 13.08, a kod ucenika
je 12.2. Dakle, u€enice su bile samokriti¢nije, a pisanu provjeru znanja rijeSile su bolje od
ucenika.
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r(x) =9

NG x|

a(x) = 2Ix]

T AN 3 o0 O

|
T

10 -9 -8 -7 —6 -5 -4 -3 -2 -1

-1+

33

5

6 17

3

9

10



POGLAVLIJE 4. DODACI 34

1 o
Z10 =9 -8 -7 —6 -5 —4 —3-=7 (/ N_ 22 4 5 6 7 8 9 10
f(x) = —|x| i
g(x) = 2] q
h(x) = -3|x 11
d(x) =A% i
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r -9
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a(X) — 2 T
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f(x) = [x|

gx) =Ix[+3
h(x) = |x| +5
dx) = x| - 6

8

9
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g(x) = 3Ix|
h(x) = 3|x - 1.5]
fx) =3x—-1.5/+2

36
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Prezentacija

Graf funkcije apsolutne
vrijednosti

Prisjetimo se grafa funkeije f(x) = |x|.
x<0

o[

Kako bi izgledao graf funkeije f(x) = |—x|?

[—x. x=

flx)= l X =0

Kako bi izgledao graf funkeije f(x) = —|x|?

xx<i
=i =0

f(.\')={
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Kako bi izgledao graf funkeije g(x) = 2|x]|?

(X)) = —d < B \\ _.
L 2, x=0 X il
\ |
\
\ [
\'\

N—:2

X

Kako bi izgledao graf funkcije g(x) = —2|x|?

) = 2x, x <0
8" =2, x20

Za funkeiju f(x) = afx| i njezin graf razlikujemo 4 slucaja:

Daz=1
Graf funkeije f(x) = a|x| nalazi se iznad grafa funkeije g(x) = |x] i s povecanjem a sveje i’ |

N0<a=<l
Graf funkeije f(x) = a|x| nalazi se ispod grafa funkeije g(x) = |x| 1.5 povecanjem a sveje ,ui™ .

N—-1l=<a=<D
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi sz iznad grafa fimkeije hix) = —|x| i s povecanjem a sve je i -

4i—1=a
Graf funkeije f(x) = a|x| nalazi se ispod grafa fimkeije h(x) = —|x| 15 povecanjem a sve je .5iri" .
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Kako bi izgledao graf funkcije g(x) = |x — 2|?

) (e g S
g(x) = { T =19

ZAKLJUCAK
Za funkceiju f(x) = |x — ¢| i njezin graf razlikujemo 2 sluéaja:

1)c>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkeije g(x) = |x]|

translatiramo po x — osi za ¢ udesno .
2)c <0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkeije g(x) = |x]|

translatiramo po x — osi za ¢ ulijevo .

Kako bi izgledao graf funkeije g(x) = |x| + 32

g(x):[—x+3, ¥<0 \

xri=ds x=l

SHHA

39
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ZAKLJUCAK
Za funkeiju f(x) = |x| + b i njezin graf razlikujemo 2 sluéaja:

)b>0
Graf funkeije f(x) = |x| + b dobijemo tako da graf funkeije g(x) = |x|

translatiramo po y—osi za b prema gore .
2)b< 0
Graf funkeije f(x) = |x| + b dobijemo tako da graf funkeije g(x) = |x|

translatiramo po y —osiza b prema dolje .

Primjer 6. Odredi graf funkeije f(x) = 3|x — 1.5| + 2.
A

A
—3x+65 x<15 o\

8= { 3x—25 x>15

Zadatak 1. Nacrtaj grafove funkeija:

a)f(x)=|x+4+3

b) fiix) =2|x—3| + 25
cf(x)=4—x—1| -1
d) f(x) =—3|x—4| -2
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Nastavni listi¢

Primjer 1. Nacrtaj graf funkcije f(x) = —|x|.

o v @ v D

Primjer 2. Nacrtaj graf funkcije f(x) = 2|x|.

L TR T T S T )
e YA My A (A R i
— T

o v @ v D

L T T T S )
S YA Ny A (N A i
——tr—r11
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Primjer 3. Nacrtaj graf funkcije f(x) = =2|x|.

My
;:;1::I-::=:':' X’
ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = @|x| 1 njezin graf razlikujemo 4 slucaja:
1. a>1
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......
"uzi".
2.0<ax<1
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......
"uzi".
3. -1l<a<0
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......
"Siri".
4. a < -1
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......

"nys

Siri".
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Primjer 4. Nacrtaj graf funkcije f(x) = |x — 2|.

My
;:',1::I-:=="'|" )S.
ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = |x — ¢| 1 njezin graf razlikujemo 2 slucaja:
1. ¢>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... zalc| .......
2. ¢<0

Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... zalc| .......
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Primjer 5. Nacrtaj graf funkcije f(x) = |x| + 3.

My
;:',1::I-:=="'|" )S.
ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = |x| + b 1 njezin graf razlikujemo 2 slucaja:
1. b>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... za |b| prema .......
2. b<0

Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... za |b| prema .......
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Primjer 6. Nacrtaj graf funkcije f(x) = |x| + 3.

----------
........

LY

Zadatak 1. Nacrtaj grafove funkcija:
L. f()=|x+4]+3
2. f(x)=2Ix=-3]+25
3. f)=4-x-1|-1
4. f(x)=-3]x-4/-2

|||||||||
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4.2 Grupnirad

**PRVA FAZA**

GRUPA A

46

Zadatak 1. Nacrtaj graf zadane funkcije. U svim zadacima nacrtan je i graf funkcije

g(x) = |x|.
Al) f(x) = 2|x] A2) f(x) = 3|x|
f) =1 foo) ={
\ *n--v / \\ TR
;: .)r/ ___\\\ ;_
4 ' N
3 it
24 T
::::::::““_: s X : \I_ """ X
10 ] 7 6 -5 3 2 . ] 2 5 & 7 8 9 10 -10 8 -7 6 -5 4 3 -2 -TI_ ] Fl 3 5 B 7 8 9 10
24 a4
3 a4
| ]
8 .
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1 2
B1) /() = 2| 82) £ (x) = 2|
F) = f) ={
wlY ioLY
-, g a-
\ [ B o
]l L |
\ o o
X 5 N 5T
LT N
MEET b5 S
R X DRI X
08 8 & 4 3'.‘__ )2 3 & 7 8 0 0 3 & 3 2 '1|__ 1 2 4 5 5 7 8 9 10
it 2t
B S a4
ol i
T a4
8 g+
g 5
a4+ |t 1 hp-

Zadatak 2.Sto uocavate, kakav je @ u svim primjerima za f(x) = a|x|?

Kakvi suau Al 1 A2, akakviuB1i1B2?

Zadatak 3. Kakvi su ti grafovi u odnosu na graf funkcije g(x) = |x| za svaki od sluca-

jeva?

ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = |x|, gdje je @ > 0 1 njezin graf razlikujemo .... slucaja:

1. a> ..

Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ....... grafa funkcije g(x) = [x|1s ......... a sve je

no_»>-n

uz1 .

2. .<a<...

Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ....... grafa funkcije g(x) = [x|is ......... a sve je

nm_»-n

uz1 .
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GRUPA B

Zadatak 1. Nacrtaj graf zadane funkcije.

h(x) = —|x.

48

U svim zadacima nacrtan je i graf funkcije

Al) f(x) = 3|

fo={ |

A2) f(x) = —2|x|

f(x)

={ .

iﬂ—v :H—v
4 e
L] A
it =
6+ 61
- o 5
4+ 4
3T 34
1t 2
T L
| | X | X
106 8 7 65 4327 N] 23456 780910 05 &7 6 -5 43 2 1/\] 23 456780910
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84 e .54 i
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; R IE
/,/ 109 ‘\ // 10
1 2
B1) f(x) = —3 x| B2) f(x) = —3|xI
2 3
’ ’
fFeo) =1 fa) ={
’ ’
m——v m__v
a4 g
8- 8-
= i
6 6+
5- 5
4 .
I+ I+
21 2+
I+ P+
| | T 0 O X
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Zadatak 2.Sto uoCavate, kakav je @ u svim primjerima za f(x) = a|x|?
Kakvisuau Ali1 A2, akakviuB1iB2?

Zadatak 3. Kakvi su ti grafovi u odnosu na graf funkcije h(x) = —|x| za svaki od slu-
Cajeva?

ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = a|x|, gdje je @ < 01 njezin graf razlikujemo .... slucaja:

l. ...<a<..
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ....... grafa funkcije h(x) = —|x[1s ......... a sve je
"Siri".

2. < ...
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ....... grafa funkcije h(x) = —|x[1s ......... a sve je

nys

Siri".
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GRUPA C

Zadatak 1. Nacrtaj graf zadane funkcije. U svim zadacima nacrtan je i graf funkcije
g(x) = |xl.

a) f(x)=|x-3| b) f(x)=I|x—-5]|
: i
fx) ={ F@) ={
' 1
N\ 7 N
1n”Y 07 N "n”‘( /
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a) f(x)=|x+2| b) f(x) = |x+3]
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Zadatak 2. Za graf funkcije f(x) = |x — c| koliko slu€ajeva u ovisnosti o ¢ razlikujete?

Zadatak 3. Kako smo od grafa funkcije f(x) = |x| mogli doéi do grafa funkcije f(x) =
|x — c| u ovisnosti o realnom parametru c?

ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = |x — ¢| 1 njezin graf razlikujemo .... slucaja:

1. ¢> ...
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
PO ....... zac| .........

2. c<...
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ....... zalc| .........
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GRUPA D
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Zadatak 1. Nacrtaj graf zadane funkcije. U svim zadacima nacrtan je i graf funkcije
g(x) = |xl.

a) f(x)=Ix[+1

b) f(x)=I[x|+5
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Zadatak 2. Za graf funkcije f(x) = |x| + b koliko slu¢ajeva u ovisnosti o b razlikujete?

Zadatak 3. Kako smo od grafa funkcije f(x) = |x| mogli doéi do grafa funkcije f(x) =
|x| + b u ovisnosti o realnom parametru b?

ZAKLJUCAK
Za funkciju f(x) = |x| + b 1 njezin graf razlikujemo .... slucaja:
1. b> ..
Graf funkcije f(x) = |x| + b dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ....... za |b| prema .........
2. b< ...

Graf funkcije f(x) = |x| + b dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ....... za |b| prema .........
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#**DRUGA FAZA %%
ZAKLJUCCI

Za funkciju f(x) = a|x| 1 njezin graf razlikujemo 4 slucaja:

1. a>1
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......

n_»-n

uz1 .

2.0<a<1
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......

no_»-n

uz1 .

3. -1<a<0
Graf funkcije f(x) = a|x| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......

"y

Siri".

4, a < -1
Graf funkcije f(x) = alx| nalazi se ...... grafa funkcije g(x) = [x]is ......

"y

Siri".

54

a sve je

a sve je

a sve je

a sve je
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Za svaki od ova 4 slucaja odaberi proizvoljan « i nacrtaj graf funkcije f(x) = |x|.

1) a= 2) a=
wlY oY
+ + * \ + + + + x + + + + x
3 3
3) a= 4) =
LY, LY
: * + x + + + x
3 3
Za funkciju f(x) = |x — ¢| i njezin graf razlikujemo 2 slucaja:
1.¢>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... zalc| .......
2.¢<0

Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... zalc| .......
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Za svaki od ova 2 slucaja odaberi proizvoljan c i nacrtaj graf funkcije f(x) = |x—c|.

1) c¢c= 2) €=

Za funkciju f(x) = |x| + b 1 njezin graf razlikujemo 2 slucaja:

1. b>0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... za |b| prema .......

2. b<0
Graf funkcije f(x) = |x — c| dobijemo tako da graf funkcije g(x) = |x| translatiramo
po ...... za |b| prema .......

Za svaki od ova 2 sluc¢aja odaberi proizvoljan b i nacrtaj graf funkcije f(x) = |x|+b.

1) b= 2) b=

‘‘‘‘‘‘
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#**TRECA FAZA**

Zadatak 4. Nacrtaj graf funkcije f(x) = 3|x — 5| + 2.

LY

Zadatak 5. Nacrtaj grafove funkcija:
1. f(x)=|x+4]+3
2. f(x)=2]x-3]+25
3. f)=4|-x-1]-1
4. f(x)=-3]x—-4|-2

|||||||||
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4.3 Pisana provjera znanja

Zadatak 1. Zaokruzi slovo ispred grafa zadane funkcije:

1) f&x)=]|-x-05]

4
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2) flx)=I-x|+3

59
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3) fOO=3k=3]

4
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4) f(x)=|x+3]—3

4.

i 4
3
2
1

1 0 1 2 3 4 ]
=1
-2
-3
8

-5
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5) F(x) =—3lxl+1

a4

-3
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6) flx)=—4|x—2|+3

a b.
4 7
3 B
2 5
1 4
3

2 1 5 &

2
;
o 5 14 A 2 oo

G. d.

B -5 1 2 i 5 -4
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7) flx)=2]2x—4]—-15
a. b.

C d.
6 i t -6
(N 5.
J 4
|
3 ‘ - 3
2 T T z
|
1 ! 1
|
2 10 1 2 3 4 5 6 1 o 1 3 3 3 7
|
-2 i - 2 !
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Zadatak 2. Zaokruzi slovo ispred funkcije €iji je graf prikazan na slici.

a)
af
fO) = 2lxl +5
b)
_ 4 1
flx) = 5 x| _E
c)
3
fe) =3 lxl+5
d)
fG0) = 4lx 5
3 2 ;| i} 1 2 3 4
2 a)
1
! f(x) = —|2.5x| +§
b)
4 15 1 2 3 P! 1
f(x) = —2.5]x| &
c)
5
fG) =3l +5
d)
1
f(x) = 2.5]x] =3
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a)
b)
c)

d)

a)
b)
c)

d)
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fx)=|-2x—4|
Fx)|=—2x — 4]
fx) = 4[x +2|

fG) = I2x — 4|

fxX)=|x+4|+5
f)l=|x—4]+5
fx)=|x+4|-5

fF)=Ilx—4|-5
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& 5 " 23 2 1o

b)

c)

d)

a)
b)
c)

d)
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flx) = |x—E] +3
2

FOOl=—lx— 3]+

FO) = x+31 -

fo0 :—|x+§|—3

fx) =3x—3|
f)|=3]x+ 3|
flx)=3|x—3|-3

FG) =3x+3]—3
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a)
b)
c)

d)

a)
b)
c)

d)

flx)=-2]x+3|-1
fO|=3x—=2|+1
fx)=2x—1|-3

flx)=3x+1|-2

fx)=—lx+3]-2
fF|=-3x-3|+1
f(x)=—-22x—1|+3

FOO) =—3[2x+1]—2
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Samovrednovanje

Samoprocjena

Sto mislis u kojoj mjeri si savladao/savladala danasnje gradivo? Zaokruzi broj na skali od 1 do 10.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Kada bi rjesavao/rjesavala test vezan samo uz graf funkcije apsolutne vrijednosti, sto misli koju bi
ocjenu dobio/dobila?

1 2 3 4 5




Zakljucak

Kao $to smo ve¢ zakljucili, neposredno nakon primjene t-testa, na rezultatima pisanih pro-
vjera znanja, nemamo podatke na temelju kojih bismo mogli zakljuditi da je jedna metoda
izvodenja nastave bolja od druge. Iako obje metode imaju svoje prednosti 1 nedostatke.
Metoda frontalne nastave zahtjeva manje vremena, kako za izvodenje, tako i za pripremu.
Ucenici nisu ukljuceni u proces ucenja u tolikoj mjeri koliko su ukljuceni kada nastavni
sadrZaj usvajaju metodom grupnog rada. Ucenici su tada primorani razmisljati, komunici-
rati i razmjenjivati ideje i miSljenja. Priprema za izvodenje nastave metodom grupnog rada
iziskuje viSe uloZzenog vremena. Isto tako, viSe vremena potrebno je i1 za izvodenje nas-
tavnog sata. MoZemo zakljuciti kako su obje metode primjerene u razliitim situacijama i
ne moZemo reci da je jedna bolja od druge. VaZno je u nastavnom procesu ucenicima osi-
gurati najbolje moguce uvjete za ucenje i razvoj, neovisno o odabranoj metodi izvodenja
nastave. Jedno $to smo provodenjem t-testa na dobivenim podacima mogli zakljuditi jest,
da ucenicima vise odgovara metoda grupnog rada, a u¢enicama metoda frontalne nastave.
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Sazetak

Cilj ovog rada je statistiCki analizirati postoji li razlika u usvojenenosti matematickog sa-
drzaja kod dvije skupine ucenika. Prva skupina ucenika, matematicki je sadrzaj obradila
metodom frontalne nastave, dok je druga skupina nastavni sadrzaj obradila metodom grup-
nog rada. Obje su skupine ucenika dobile iste pisane provjere znanja koje Ce biti indikator
usvojenosti nastavnog sadrZaja kod ve¢ spomenutih skupina ucenika. Rezultati pisanih
provjera znanja analizirat e se statistiCkim testom pod nazivom t-test. Rezultati dobiveni
primjenom navedenog statistickog testa mogu se vidjeti u radu.



Summary

The goal of this thesis is to statistically analyze whether there is a difference or not, in
the acquisition of mathematical content by two groups of students. The first group of
students processed the mathematical content while teacher was using the method of frontal
teaching, while the second group processed the teaching content using the method of group
work. Both groups of students received the same tests, whose results will indicate which
of the groups acquired the knowledge of the teaching content better. The results of the
written knowledge tests will be analyzed using a statistical test called the t-test. The results
obtained by applying the mentioned statistical test can be seen in the paper.
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