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Uvod

Svojstvene vrijednosti matrice su kljucni koncept u linearnoj algebri i Siroko primjenjiv
alat u mnogim podru¢jima matematike te drugih znanosti. Ovaj diplomski rad istrazuje
dublje razumijevanje svojstvenih vrijednosti matrica, njthovu matematicku interpretaciju,
izraCunavanje te primjenu u stvarnim problemima. Kroz rad, nastojat ¢emo pruZiti sveobu-
hvatno razumijevanje svojstvenih vrijednosti matrice, istrazujuci njihovu teorijsku osnovu
1 praktine primjene.

Na pocetku ¢emo se prisjetiti osnovnih matematic¢kih definicija i terminologije vezane
uz matrice, osnovnih matematickih operacija s matricama te ¢emo na primjerima ilustrirati
njihovu Siroku upotrebu u situacijama iz svakodnevnog Zivota. Takoder, opisat ¢emo nji-
hovu ulogu u rjeSavanju sustava linearnih jednadZbi, primjenu u teoriji grafova te vezu s
linearnim operatorima.

Slijedi dio diplomskog rada posvecen svojstvenim vrijednostima matrica. Vidjet ¢emo
kako ovaj koncept pridonosi boljem razumijevanju raznih matematickih modela i problema
1z stvarnog svijeta. Analizom raznih primjera uvidjet cemo potrebu za dijagonalizacijom
matrice, primjenjujuci upravo njezine svojstvene vrijednosti. Pokazat ¢emo kako pristupiti
situaciji u kojoj realna matrica nema realnih svojstvenih vrijednosti, odnosno bavit ¢emo
se kompleksnim svojstvenim vrijednostima kompleksne matrice te naCinima na koje ih
mozemo primijeniti u problemu dijagonalizacije.

Za kraj izdvajamo Cetiri Siroke primjene svojstvenih vrijednosti matrica, a to su Mar-
kovljevi lanci, Google matrica, diferencijalne jednadzbe te linearne rekurzije.



Poglavlje 1

Svojstvene vrijednosti matrica

1.1 Matrice

Matrice imaju klju¢nu ulogu u razli¢itim podru¢jima matematike i jedan su od osnovnih
alata za modeliranje 1 rjeSavanje problema koji ukljucuju velike koli¢ine podataka. Prvu
apstraktnu definiciju matrice dao je engleski matematicar Cayley 1858. godine. On je
opisao 1 operacije s matricama, a u to je vrijeme njegov prijatelj Sylvester uveo 1 naziv
matrica.

U ovom ¢emo se poglavlju prisjetiti osnovnih matematickih definicija i terminologije
vezane uz matrice, kao 1 osnovnih matematickih operacija s matricama.

Definicija 1.1.1. Matrica tipa (m,n) s koeficijentima iz polja F je preslikavanje
A:{l,....m}x{l,...,n} > F,

gdje su m i n prirodni brojevi. Skup svih takvih matrica oznacavamo s M,,,(F). Ako je
m = n, onda kaZemo da je A kvadratna matrica reda n.

Dakle, matrica tipa (m, n) je funkcija koja uredenom paru prirodnih brojeva (i, j), i =

I,...,m, j = 1,...,n pridruzuje skalar g;; iz polja F. Matricu A € M,,,(F) zapisujemo u
obliku tablice kao
ayp ayp ... dip
azy dyy ... dyy
A= [aij] =
Anl A2 ... Ay

Broj m oznacava broj redaka matrice, a n broj stupaca.
Transponirana matrica A” € M,,,(F) matrice A = [qg; il € M,,,,(IF) definirana je kao

[AT];; = [Al,
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Sto znaci da su redci matrice A jednaki stupcima matrice A
Navedimo neke istaknute matrice. Matrica A = [a;;],i=1,...,m, j=1,...,nje

e nulmatrica, ako jea;; =0zasvei=1,...,m, j=1,...,n.
Ukoliko je matrica A reda n, kazemo da je ona:

e dijagonalna, ako je a;; = 0 zasve i # j,

e jedinicna, akojea;; =0zasvei # jia;; =1zasvei=j,
e gornjetrokutasta, ako je g;; =0zasvel < j<i<n,

¢ donjetrokutasta, ako je g;; =0zasve l <i< j<n.

Stupce matrice

ay diz ... a4
A= [aij] _ az dyp .. dy
Aml Am2 ... Aup
moZemo promatrati kao matrice
an apn aip
51_6121,52_0.22’ ,Sn:azn
am1 am2 Amn

tipa (m, 1) pa je stupcana reprezentacija matrice A njezin zapis u obliku
A=[S1 S2 ... S|

Rang matrice A, u oznaci r(A), je dimenzija vektorskog prostora razapetog skupom
{S1,...,8,}. Drugim rije¢ima, rang matrice A je maksimalan broj linearno nezavisnih
stupaca u matrici A, a moZe se pokazati da je taj broj jednak maksimalnom broju linearno
nezavisnih redaka u matrici A.

Skup svih matrica M,,,(F) je vektorski prostor nad poljem F, uz operacije zbrajanja
matrica i mnoZenja matrica skalarom definirane na sljedeci nac¢in. Neka su dane matrice
A = [a;;] 1 B = [bjj] tipa (m,n) te skalar 2 € F. Zbroj A + B matrica A i B je matrica

[ci;] tipa (m,n), gdje je ¢;j = a;; + bjjzasvei = 1,...,m, j = 1,...,n. Umnozak 1A
matrice A skalarom A je matrica [d;;] tipa (m, n), pri Cemu je d;; = Aa;; zasvei=1,...,m,
j=1,...,n.

Uvedimo i mnoZenje matrica A i B. Za razliku od operacija zbrajanja matrica i mnoZenja
matrica skalarom, koje su definirane po elementima, mnoZenje matrica je definirano na
drugaciji nacin.
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Definicija 1.1.2. Neka su dane matrice A = [a;;] € M,,,(F) i B = [b;;] € M,,,(F). UmnoZak
matrica A i B je matrica C = [c;j] € M,,,(F), pri cemu je

n
Cij = Z aikbkj = Clilblj + a,-gsz +...+ a,-,,bnj
k=1

zasvei=1,...,m, j=1,...,p.

Primijetimo da je broj stupaca matrice A jednak broju redaka matrice B. Matrice za koje
vrijedi takva veza zovu se ulan¢ane matrice i samo je za takve matrice definiran njihov
umnozak. Takoder, mnoZenje matrica oplenito nije komutativno, stoga je bitan poredak
faktora. Na primjer, umnozak matrice A tipa (5, 2) i matrice B tipa (2, 3) je matrica C tipa
(5, 3). No, umnozak matrice B 1 matrice A nije definiran jer je broj redaka matrice B razliCit
od broja stupaca matrice A.

Neka je dana matrica A € M, (F) i broj k € N. Potencije matrice A definiramo rekur-
Zivno s:

A =1, AM'=AAY, Vk=o0.

Slijede tri jednostavna primjera koji ilustriraju Siroku upotrebu matrica u situacijama iz
svakodnevnog Zivota.

Primjer 1. Iva, Tin, Filip i Sara pricaju strane jezike. Iva pric¢a francuski i njemacki jezik,
Tin francuski, engleski i talijanski jezik, Filip engleski, talijanski i Spanjolski, a Sara sve
navedene jezike osim francuskog.

Dane podatke prikaZimo matricom A = [a;;] ¢iji redci predstavljaju osobu, a stupci
strani jezik tako da Iva predstavija prvi redak, Tin drugi, Filip treci i Sara Cetvrti redak
matrice, a francuski jezik prvi stupac, njemacki drugi, engleski treci, talijanski Cetvrti te
Spanjolski jezik peti stupac matrice. U matrici A se na mjestu a;j nalazi 1 ukoliko osoba i
govori jezik j. U suprotnom je a;; = 0. Slijedi da je

1 1000
1 0110
A_OOlll'
01111

Interpretirajmo znacenje matrica AAT i ATA. Transponirana matrica AT matrice A
Jjednaka je

AT

I
S oo ==
O = —_=O =
—_—__ 0 O
—_= == O
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pa racunamo

0

1
AAT = 2.
2

W W N O
W W = =

NN W —

2
1
0
1

p— e N
N W W = =

2 2

Iz definicije mnoZenja matrica slijedi da je element [AAT);; jednak je ukupnom broju jezika
koje govori osoba koja predstavlja i-ti redak matrice A. Element [AAT] za i # j jednak je
broju jezika koje govore i osoba iz i-tog i osoba iz j-tog retka matrice A.

Element [AT A);; jednak je ukupnom broju osoba koje govore jezik koji predstavlja i-ti
stupac matrice A. Element [ATA] za i # j jednak je broju osoba koje govore i jezik iz i-tog
i jezik iz j-tog stupca matrice A.

Primjer 2. Na nekom se parkiralistu parkiraju automobili i autobusi. Automobil zauzme
jedno mjesto, a autobus dva mjesta. Zanima nas na koliko se nacina moZe popuniti parki-
raliste od 25 mjesta, pri cemu automobile medusobno ne razlikujemo, kao ni autobuse.

Oznacimo s a, broj nacina na koji se moZe popuniti parkiraliste od n mjesta. Buduci da
parkiraliste od jednog mjesta moZemo popuniti jednim automobilom, a parkiraliste od dva
mjesta dvama automobilima ili jednim autobusom, zakljucujemo da je a; = 1 te a, = 2.
Ako parkiraliste ima n > 3 mjesta, onda postoje 2 mogucnosti:

(1) na prvom je mjestu automobil - preostalih n — 1 mjesta moZemo popuniti na a,_;
nacina,

(2) na prvom je mjestu autobus - preostalih n—2 mjesta moZemo popuniti na a,_, nacina.

Odavde slijedi
a, =d,_1 +a,,, Yn>3.

Time je rekurzivno zadani niz (a,) potpuno odreden pa slijedi a,s = 121393.
Problem moZemo rijesiti i primjenom matrica. Definiramo matricu X,, zan > 1 kao

Xﬁ:[“"}
apt

1
Zbog gornjih je razmatranja jasno da je X| = [2] Iz definicije matrice X, slijedi

ap-1
Xn—l =
an
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pa je matrica X, =

n ] Jednaka

a, + a,—1
01

o[
Dalje slijedi

2 n—-1

01 01
N L P L g

pa imamo

v [0 124X 121393
270 1 2T 196418

iz ¢ega ponovno slijedi ays = 121393. Dakle, zakljucujemo da se parkiraliste od 25 mjesta
moZe na 121393 razlic¢ita nacina popuniti automobilima i autobusima koji redom zauzi-
maju jedno i dva mjesta.

Primjer 3. Neka tvrtka iznajmljuje automobile na jedan dan i to na tri razlicite lokacije A,
B i C. Korisnik koji je unajmio auto moZe ga vratiti na bilo koju od te tri lokacije. MoZemo
pretpostaviti sljedece:

e od svih automobila na lokaciji A, njih 20% vraceno je na istu lokaciju A, njih 40%
vraceno je na lokaciju B i 40% na lokaciju C,

e od svih automobila na lokaciji B, njih 30% vraceno je na lokaciju A, njih 20%
vraceno je na istu lokaciju B i 50% na lokaciju C,

e od svih automobila na lokaciji C, njih 40% vraceno je na lokaciju A, njih 30%
vraceno je na lokaciju B i 30% na istu lokaciju C.

Oznacimo li s a,, b, i c, redom brojeve vozila na lokacijama A, B i C nakon n dana, onda
za svaki n € N vrijedi

a, = 02a,.1+03b,_; +0.4c,_;
b, = 04a,.1+02b,_; +0.3¢c,_;
¢, = 04da,_+0.5b,_; +0.3c,,

Sto moZemo zapisati matricno kao
a 0.2 03 04||a,-
b, =104 0.2 0.3(|b,-|.

Cn 04 05 03

Cn-1
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Vidimo da moZemo izracunati raspodjelu vozila po lokacijama A, B i C u nekom danu uko-
liko znamo tu raspodjelu za prethodni dan. No, raspodjelu vozila u nekom danu mozZemo
izracunati i koriste¢u pocetnu raspodjelu vozila po lokacijama. Stoga oznacimo s ay, by i
co redom pocetne brojeve automobila na lokacijama A, B i C. Slijedi

a, 0.2 0.3 04] [ao
b, =104 02 03] |bo].
c,| 104 05 03] |co

U nastavku se prisje¢amo regularnih matrica, klju¢nog alata u rjeSavanju mnogih ma-
tematic¢kih problema.

Definicija 1.1.3. Za matricu A € M,(F) kaZemo da je regularna, odnosno invertibilna,
ako postoji matrica B € M, (F) takva da je

AB=BA =1,

gdje je I € M,(F) jedinicna matrica. Matricu B zovemo inverzom matrice A. Ako za
matricu A ne postoji takva matrica B, kaZzemo da je ona singularna.

Ako postoji inverz B matrice A, onda je on jedinstven, Sto se lako dokazuje. U tu svrhu,
pretpostavimo da su B; i1 B, inverzne matrice od A takve da je By # B,. Tada vrijedi
AB] = B]A = IIAB2 = BzA =1. Slljedl

By = B\ = B{(AB,) = (B1A)B; = IB; = B,

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je B, # B,. Dakle, ukoliko inverz B matrice A
postoji, on je zaista jedinstven pa moZemo uvesti oznaku B = A~!.
Neka je dana matrica A € M,(F),

a b
il )
Vrijedi
a bl|ld -b d -blla b
[c d] [_C g ] = [_C B ] [C d] = (ad — bo)l (1.1)
pa zaklju€ujemo da je inverz matrice A za koju je ad — bc # 0 jednak
1 d -b
ATl = . 1.2
ad — bc [—C a ] (12

Broj definiran s ad — bc naziva se determinanta matrice reda 2 i oznacava s det A.
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Prema (1.2), ako je detA # 0, onda je matrica A € M,(F) regularna. Vrijedi i obrat.
Zaista, pretpostavimo da je det A = 0 i tvrdimo da ne postoji inverz matrice A. Oznacimo

matricu [_dc _ab] iz (1.1) s B. Tada vrijedi

AB = (ad — bc)l = 0.

Pretpostavimo da postoji inverz A~! matrice A i pomnoZzimo njime jednakost AB = 0 sli-
jeva. Dobivamo
A" (AB)=(A"'A)B=1B=B =0,

odnosno B je nulmatrica, iz ¢ega direktno slijedi da je i A nulmatrica, a to je u kontradikciji
s postojanjem inverza A~!. Dakle, inverz matrice A ne postoji ako je detA = 0.

Odrediti determinantu matrice reda veceg od 2 nije jednostavan postupak, a u vecini
se sluCajeva ona odreduje koriste¢i takozvani Laplaceov razvoj. U nastavku navodimo
definiciju determinante kvadratne matrice reda n u kojoj se spominje permutacija skupa pa
pocinjemo s definicijom permutacije.

Definicija 1.1.4. Neka je n € N. Permutacija skupa {1, . ..,n} je svaka bijekcija
p:{L2,....,n} > {1,2,...,n}.
Permutacije skupa {1, ..., n} moZemo zapisati i kao
(1 2 ... n
P- (p<1) pQ) ... p(n)) |
Skup svih permutacija od n elemenata oznacavamo sa S ,,.

Definicija 1.1.5. Neka je
_( 1 2 n )ES
P=\pay p@ ... pm)=°"

Inverzija u permutaciji p je svaki uredeni par (i, j) takav da je i < ji p(i) > p(j). Ukupan
broj inverzija permutacije p oznacavamo s I(p).
Predznak permutacije signp definira se kao signp = (—=1)!?).

Definicija 1.1.6. Determinanta matrice A = [a;;] € M, (F) je preslikavanje
det: M,(F) - F

koje matrici A pridruzuje skalar det A definiran kao

detA = Z(sign D)A1p(1)A2p2) * * * Anp(n)s
PES,

gdje je S, grupa permutacija skupa {1, ...,n}, a sign p € {—1, 1} predznak permutacije.
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Uobicajeno je determinantu matrice A = [a;;] € M, (FF) zapisivati tabli¢no kao

app ayip ... Ay

az dxp ... dy
detA =| . .

a,l ayy ... Ay

Jo§ ¢emo opisati spomenuti Laplaceov razvoj determinante za koji nam je potreban
pojam algebarskog kofaktora elementa a;; matrice A = [a;;] € M, (F).

Definicija 1.1.7. Neka je A = [a;;] € M,(F), n > 2 i neka je A;; determinanta reda n — 1
koja se iz determinante matrice A dobije uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca, gdje su
i,j=1,...,n. Determinanta A;; naziva se subdeterminanta ili minora matrice A odredena
elementom a;;. Broj

Ajj = (DA
naziva se algebarski komplement ili kofaktor elementa a;;.

Teorem 1.1.8. (Laplaceov razvoj determinante) Neka je n > 2 i A = [a;;] € M,(F). Tada
je

detA = > @Ay, Yk=1,...n (1.3)

=1

M-

detA = agAy, Yk=1,...,n. (1.4)

i=1
Formulu (1.3) nazivamo Laplaceovim razvojem po k-tom retku, a formulu (1.4) po
k-tom stupcu matrice A.
U sljedeem primjeru racunamo determinantu matrice reda 4 koriste¢i Laplaceov ra-
ZVO0j.

Primjer 4. Neka je dana matrica

2 30 -1
312 3
A= 527 0
040 0
Laplaceovim razvojem po trecem stupcu dobivamo
g ? g _31 23 -1 23 -1
=-215 2 0|+7[3 1 3.
> 270 04 0 04 O
040 0
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Potom primjenjujemo Laplaceov razvoj po trecem retku na obje determinante i dobivamo

detA:—Z-(—4)‘§ _01 +7-(=4) =8-(5)-28-9=-212.

2 -1
3 3

Iskazimo za kraj teorem koji generalizira tvrdnju o postojanju inverza matrice reda 2.

Teorem 1.1.9. Matrica A € M, (F) je regularna ako i samo ako je detA # 0.

1.2 Neke primjene matrica

Sustavi linearnih jednadzbi

Zapocinjemo s jednom od najSirih, a ujedno i prvih primjena matrica, a to je upravo pri-
mjena u rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi. Prva metoda rjeSavanja sustava linearnih
jednadzbi, takozvana fang ¢eng metoda, pojavila se u prvoj polovici drugog stoljeca nove
ere. Opisana u kineskom matemati¢kom djelu ”Devet poglavlja umijeéa raCunanja”, do
tada nepoznata ostatku svijeta, metoda fang ceng vrlo je slicna danasnjoj Gaussovoj me-
todi.
Neka je zadan sustav
xX+2y =
-Sx+3y =1

dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice. Linearna jednadZba s dvije nepoznanice
jednadzba je pravca u ravnini. Stoga, rijeSiti sustav dvije linearne jednadzbe s dvije ne-
poznanice znaci pronaci presjek pravaca odredenih tim jednadZbama. Znamo da presjek
pravaca u ravnini moze biti prazan skup, jedna tocka ili pravac. U prvom slucaju sustav
nema rjesSenje, u drugom ima jedinstveno rjesenje, a u tre¢em beskonacno mnogo rjesenja.

Na isti nacin moZemo promatrati sustav tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice. Li-
nearna jednadzba s tri nepoznanice jednadzba je ravnine u prostoru pa rijesiti sustav znaci
pronaci presjek ravnina odredenih tim jednadZbama, a on mozZe biti prazan skup, jedna
tocka, pravac ili ravnina. U prvom slucaju sustav nema rjesenja, u drugom ima jedins-
tveno rjesenje, dok u treCem 1 Cetvrtom slucaju ima beskonacno mnogo rjeSenja. MozZe se
dokazati da zakljucak o broju rjeSenja proizvoljnog sustava linearnih jednadzbi (dakle, pro-
izvoljno mnogo jednadZzbi s proizvoljno mnogo nepoznanica) vrijedi i opCenito, Sto znaci
da sustav uvijek ima 0, 1 ili beskona¢no mnogo rjesenja.

Vratimo se na sustav
x+2y =5
-Sx+3y = 1.

Uvjerimo se za pocetak grafickim prikazom (slika 1.1) da je rjeSenje sustava jedinstveno i
da je to tocka s koordinatama (1, 2).
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Slika 1.1: RjeSenje sustava

Umyjesto rjeSavanja ovakvog sustava ve¢ poznatim metodama poput supstitucije ili kom-
paracije, definirajmo matrice A, X i B kao

w=fs 3 x=fl e

te polazni sustav zapiSimo u obliku matri¢ne jednadzbe

AX =B,

[—15 i] [ﬂ ) [ﬂ (15)

U matrici A smjeSteni su koeficijenti polaznog sustava, u (stupanoj) matrici X nepoz-
nanice, a u (stupanoj) matrici B slobodni koeficijenti. Intuitivno je matrice A, X i B redom
nazvati matrica sustava, matrica nepoznanica i matrica slobodnih koeficijenata.

Stupce matrice A ozna¢imo s S 1.5,. Tada imamo

[S1 8] [’yc] = B,

odnosno

odnosno
xS1+yS,=8B.

ZakljuCujemo da pocetni sustav ima (jedinstveno) rjeSenje ako i samo ako vektor B mozemo
zapisati (na jedinstven nacin) kao linearnu kombinaciju vektora S, i S,. Lako se provjeri
da vrijedi

1-§/+2-5, =8,
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Sto odgovara rjeSenju do kojeg smo dosli grafickom metodom.
Nastavimo s promatranjem sustava, ovaj put od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica
nad poljem F, pri ¢emu su m i n prirodni brojevi. Takav sustav je oblika

apxy +apx +...+a,x, = b
a1 X1 + a»xy + ...+ dyXx, = by
(1.6)
Ami X1 + QGXo + ...+ AupXy, = by
gdjesua;j, i =1,...,m, j = 1,...,n koeficijenti iz polja F uz nepoznanice xi,..., x,, a
by, ..., b, suslobodni koeficijenti, takoder iz polja F.

RjeSenje sustava (1.6) je svaka uredena n-torka (1, ...,7%,) koja je rjesenje svake jed-
nadZbe sustava.

Ako su svi by, ..., b, jednaki 0, onda se sustav (1.6) naziva homogeni sustav. Uredena
n-torka (0, ..., 0) je uvijek rjeSenje homogenog sustava, odnosno homogeni sustav je uvijek
rjesiv. Takvo rjeSenje zove se trivijalno rjesenje.

Sustav (1.6) takoder moZemo zapisati u obliku matri¢ne jednadZzbe

AX =B,
pri Cemu je A = [a;;] € M,,(F), X = [x;] € M,,;(F) i B = [b;] € M,,,,(F).

Moze se pokazati da vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 1. Neka je zadan sustav AX = BtenekasuS,...,S, stupci matrice A. Stupac

C =1y ... vl je rjeSenje sustava AX = B ako i samo ako je B=v,S| + ...+ v,S,.

Osim ve¢ navedenih matrica: matrice sustava, nepoznanica i slobodnih koeficijenata,
uz ovaj sustav povezujemo joS jednu matricu, takozvanu prosirenu matricu sustava koja
je oblika

ay an an | b

az; dax ay | by
Ap = .

Apl A2 ... Upp | bm

Do zakljucka o egzistenciji i broju rjeSenja sustava (1.6) mozemo do¢i usporedujuci rang
matrice sustava i rang proSirene matrice sustava.

Teorem 1.2.1. Neka je zadan sustav AX = B, pri emu je A € M,,,(F).
(1) Sustav AX = B je rjesiv ako i samo vrijedi r(A) = r(A,).

(2) Sustav AX = B ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je r(A) = r(A,) = n.
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(3) Sustav AX = B ima beskonacno mnogo rjesenja ako i samo ako je r(A) = r(A,) < n.

Sustav AX = B od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica ¢ija je matrica regularna,
takozvani Cramerov sustav, je uvijek rjeSiv. Njegovo je rjeSenje jedinstveno i vrijedi
X = A'B. Primjerom takvog sustava zapoceli smo ovo poglavlje.

Moze se pokazati da ako na sustav linearnih jednadZzbi primijenimo kona¢no mnogo
elementarnih transformacija, dobivamo njemu ekvivalentan sustav, odnosno sustav ¢iji je
skup rjeSenja jednak pocetnom sustavu. Metode eliminacije (Gaussova ili Gauss-Jordanova)
najceSce se koriste pri rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi, no mi ih ovdje neéemo de-
taljnije opisivati.

Teorija grafova

Grafovi su strukture koje se koriste za modeliranje razlicitih situacija iz svakodnevnice,
na primjer prometnih mreza, druStvenih veza i raCunalnih algoritama. Oni olakSavaju opi-
sivanje veza izmedu dva konacna skupa elemenata, a koristan alat u tim procesima su i
matrice.

Definicija 1.2.2. Jednostavan graf G je uredeni par (V, E), pri Cemu je V neprazan skup
elemenata koje zovemo vrhovi, a E familija dvoclanih skupova elemenata iz V koje zovemo
bridovi.

Uobicajeno je vrhove grafa oznacavati malim tiskanim slovima u ili v, a bridove slo-
vima e ili f. Dva su vrha u i v grafa susjedna ako su rubne tocke brida e tog grafa, odnosno
ako je e = {u, v}. U tom slucaju kazemo da je brid e incidentan s vrhovima u i v.

Uzimajuci u obzir iskljucivo susjednost koju odreduju bridovi grafa, grafove na slici
1.2 mozemo identificirati kao iste.

Slika 1.2: ”Isti” grafovi

U jednostavnom grafu, brid ne mora nuzno spajati dva razliita vrha. Na primjer, u
grafu na slici 1.3 brid e4 spaja vrh v4 sa samim sobom.
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Slika 1.3: Graf

Osnovne informacije o grafu moZemo prikazati matricama. Specijalno, informacije o
susjednosti vrhova prikazujemo matricom koju nazivamo matrica susjedstva.

Definicija 1.2.3. Neka je G = (V,E) graf s n vrhova {vy,...,v,}. Matrica susjedstva za
graf G je matrica A(G) = [a;j] € M, gdje je a;; broj bridova incidentnih s vrhovima v; i v;.

Ocito dva grafa na slici 1.2 imaju istu matricu susjedstva A(G1). Matrice A(G,) 1 A(G»),
matrica susjedstva za graf na slici 1.3, su oblika

A(Gy) =

—_= = O
— e O
SN OO
—_— O N O
—_——= O O

11 0
11 0
0 ol AGD=|y
00 0

Znamo kako se racunaju potencije matrica, a sada nas zanima imaju li potencije matrica
susjedstva neko posebno znacenje. Prije nego Sto odgovorimo na to pitanje, definirat cemo
put u grafu.

Definicija 1.2.4. Niz W = (vg,e1,Vi,€2,V2, ..., V) U grafu G = (V, E), gdje je brid

e; =vi_1v;zai=1,...,n nazivamo Setnja. Setnju koja krece iz vrha vy i zavrsava u vrhu
v, oznacavamo s voWv,, a za vrhove vy i v, kaZemo da su krajevi setnje.
Duljina Setnje je broj bridova u nizu W = (vg, €1, V1, €2, V2, ..., €n, Vp).

Setnju u kojoj su svi vrhovi razliciti (osim eventualno pocetnog i zavrsnog vrha) nazi-
vamo put, a zatvoreni put nazivamo ciklus.

Vrijedi sljedeca tvrdnja.

Tvrdnja 1. Ako je dana matrica susjedstva A za graf G, onda element (i, j) k-te potencije
AF matrice A oznacava broj putova duljine k izmedu vrhova v; i v;.
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Odredimo drugu potenciju matrice susjedstva A(G;) za grafove na slici 1.2. Ona je
jednaka

3211
» 23 11
1 12 2

oL

Element na mjestu (2, 2) jednak je 3, Sto znaci da postoje ukupno 3 puta duljine 2 iz vrha

vy u vrh v,.
U nekim je primjenama teorije grafova bitno opisati usmjerenost veza vrhova grafa, a
ta usmjerenost rezultira usmjerenim bridovima koji povezuju vrhove.

Definicija 1.2.5. Graf koji ima orijentirane bridove zovemo usmjerenim grafom ili digra-
Jom. Drugim rijec¢ima, bridovi digrafa imaju to¢no odredeni pocetak i kraj.

U sljedeca dva primjera ilustriramo primjenu usmjerenih grafova u svakodnevnom
Zivotu.

Primjer 5. Na slici 1.4 grafom su prikazane moguce rute male zrakoplovne kompanije
koja nudi letove izmedu Cetiri grada A, B, C i D. Usmjerenost brida koji spaja vrhove v; i
vj oznacava let iz grada i u grad j, pri Cemu su i, j € {A, B, C, D).

B

D

Slika 1.4: Letovi

Matrica susjedstva za graf na slici 1.4 jednaka je

S = = O
O = O O

I 1
01
00
11
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U matrici susjedstva gradovi su poredani abecednim redom pa, na primjer, grad A pred-
stavlja prvi redak i prvi stupac matrice. Iz te se matrice jasnije vidi da zrakoplovna kompa-
nija nudi letove iz grada A u gradove B i C. Pogledajmo sto u ovom primjeru reprezentiraju
njena druga i tre¢a potencija. Imamo

2 011 1 3 31
1 111 2 231

2 _ 3 _
A_022O’A_4022
2 011 1 3 31

S obzirom na to da je (A) 14 = 0, (A%)14 = 1 i (A% 14 = 1, zakljucujemo da ne postoji izravan
letiz grada A u grad D, ali iz grada A u grad D moZemo na jedan nacin doci uz presjedanje
u jednom gradu ili na jedan nacin uz presjedanje u dva grada. Provjerom zakljucaka na
grafu na slici 1.4 vidimo:

e A—>C—>D,
e A—>B—C — D.

Primjer 6. Pet igraca tenisa (Pokovié, Federer, Nadal, Roddick i Safin) igraju turnir po
kruZnom sistemu, odnosno svaki igrac¢ jednom igra sa svakim. Rezultati turnira prikazani
su grafom na slici 1.5.

R - N
Slika 1.5: Teniski turnir
Svaki igrac predstavija jedan vrh grafa oznacen prvim slovom prezimena tog igraca.

Dakle, v = {D, F,N, R, S }. Usmjerenost brida oznacava pobjedu, odnosno brid iz vrha v; u
vrh vj oznacava pobjedu igraca i u mecu protiv igraca j, gdje su i, j € {D,F,N,R, S }.
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Matrica susjedstva za graf na slici 1.5 je

SO OO =
-0 O = O
SO = = =
S = O = =

0
0
A=|1
0
0

U matrici susjedstva A igraci su poredani abecednim redom pa, na primjer, Federer pred-
stavlja drugi redak i drugi stupac matrice.

Zanima nas pobjednik turnira, a to je osoba s najvise pobjeda. Broj pobjeda pojedinog
igraca jednaka je zbroju elemenata u retku tablice koji predstavlja taj igrac pa do tog broja
moZemo doéi tako da pomnoZimo matricu A stupcanom matricom [11111]7.

Slijedi

—_O = =

0
0
1
0

O;—A_;—L

0
1
0
0

SO O

1 3
1 3
1| =|2{.
1 1
0010 1 1

Iz ovog racuna citamo konacan poredak igraca na turniru. Pokovic¢ i Federer dijele prvo
mjesto s ukupno tri pobjede, Nadal je na drugom mjestu s dvije pobjede, a Roddick i Safin
dijele trece mjesto s jednim osvojenim mecom.

No, jesu li sve pobjede od jednakog znacaja? Na primjer, Pokovic je pobijedio Fede-
rera, kao i Roddick Safina pa moZemo reci da, unato¢ jednakom broju bodova, Pokovic¢
prednjaci pred Federerom, kao i Roddick pred Safinom. S druge strane, moZemo reci da
Safin ima dvije indirektne pobjede buduci da je pobijedio Nadala koji ima dvije pobjede.

Spomenute indirektne pobjede zapravo su ekvivalentne postojanju puta duljine dva
izmedu igraca u usmjerenom grafu. Kako bismo odredili ukupan broj pobjeda i indirektnih
pobjeda pojedinog igraca, racunamo sumu A + A> matrice susjedstva A i njezine druge
potencije, a potom tu sumu mnoZimo sa stupéanom matricom [1111 117, analogno kao

=)

prije.
Slijedi
1 0101 1] [00 2 1 2\[1] [8
1 001 1 1| |1 o1 1 1||{1] |7
A+AH[1]=]||1 0 0 1 0o[+|0 1 0 1 2[||1|=]6].
1 000O0T1l |00 10 oO0||ft] |2
1 00100 |1 0O 1 o0])[] [3

Dakle, uzimajuci u obzir indirektne pobjede, poredali bismo igrace na sljedeci nacin:
Dokovié, Federer, Nadal, Safin, Roddick.
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Linearni operatori

Jos jedna vrlo vazna uloga matrica je u prikazivanju linearnih operatora. Najprije se pod-
sjetimo definicije linearnih operatora.

Definicija 1.2.6. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje
A 1V — W naziva se linearni operator s V u W ako vrijede svojstva:

(1) A(a + b) = A(a) + A(b),
(2) Alaa) = aA(a),
zasvea,beV, a el

Svojstva (1) 1 (2) u gornjoj definiciji nazivamo redom aditivnost i homogenost i ona su
ekvivalentna svojstvu

A(aa + pb) = aA(a) + BA(b), Va,beV, a,BeF

koje nazivamo linearnost.
Lako se pokaze da je, na primjer, osna simetrija s obzirom na pravac y = x

Z:R*2>R%,  Z(xy) =(y,x)
primjer linearnog operatora. Naime, za sve @, 8 € R 1 (x1,y1), (x2,2) € R? imamo

Z(a(x1,y1) + B(x2,y2)) = Z(ax; + Bxz, ay; + By2)
= (ay; + By, ax; + fxz)
= (ayr, ax)) + (Bya, x2)
= a(y, x1) + B2, x2)
= aZ(x, 1) + BZ(x2,y2),

¢ime smo provjerili svojstvo linearnosti, odnosno dokazali da je osna simetrija s obzirom
na pravac y = x linearan operator.
Svaka matrica A € M, (F) definira preslikavanje L, : M,,;(F) — M,(F) zadano s

La(X) = AX.

Preslikavanje L, definirano na ovaj nacin jos je jedan primjer linearnog operatora. Na-
ime, zasve o, € FiX,Y € M, (F) imamo

Li(@X +8Y) = A(aX +BY)
aA(X) + BA(Y)

Q’LA(X) + ﬁLA(Y)
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Preslikavanje L4, odnosno linearan operator L, zove se linearan operator pridruzen ma-
trici A ili linearan operator induciran matricom A.

Sljedeca ¢e nam trvdnja pomodi u interpretraciji primjera koji slijede.

Neka je V vektorski prostor nad poljem F Cija je baza e = {ey,...,e,}. Za svaki vektor
x € V postoje jedinstveni skalari xi, ..., x, iz polja F takvi da je

X =x1€1 +xe0 +...+ x,€,
pa svakom vektoru x € V mozemo pridruZziti stupanu matricu
X1
X2
x)=|. € Mun®.
Xn

Preslikavanje
¢:V = Mu), @) =xe)

je izomorfizam, odnosno bijektivan linearan operator. Zato vrijedi sljedeci teorem.
Teorem 1.2.7. Svaki vektorski prostor dimenzije n nad poljem F izomorfan je prostoru F".

Primjer 7. Neka je dana matrica

A:[(l) _01].

Preslikavanje Ly : My (R) — M5 (R) definirano je s

uli]=lo 2Bl 1)

Stupcanu matricu X = B] € M, (R) identificiramo s uredenim parom (x,y) € R?, odnosno

vektorom ¥ = xi + yj € VX(O), gdje je V3(0) = {a . A € E?*} skup svih radijvektora,

odnosno vektora ¢iji je pocetak O fiksna tocka ravnine E? (ishodiste), a kraj A neka tocka
iste ravnine. Zakljucujemo da je L, osna simetrija s obzirom na x-os (slika 1.6).

Primjer 8. Neka je ¢ € R te neka je

A = [cosqb —sinq&]

sing cos¢
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(2, )

(z, —y)

Slika 1.6: Osna simetrija s obzirom na x-0s

Preslikavanje Ly : My (R) — M, (R) definirano je s

L= cos¢ —sing||x| |xcos¢—ysing
Ayl " [sing cos¢ ||y |xsing + ycos|”

Analogno kao prije zakljucujemo da je La rotacija ravnine oko ishodista pravokutnog ko-
ordinatnog sustava za kut ¢ u pozitivnom smjeru, odnosno suprotno od kretanja kazaljke
na satu (slika 1.7).

)

Slika 1.7: Rotacija
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1.3 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrice

U nastavku ¢emo promatrati iskljucivo kvadratne matrice. Vratimo se na trenutak na pri-
mjer 7 iz prethodnog odjeljka, primjer preslikavanja Ly : M5(F) — M;;(FF) zadanog s

gdje je
Az [1 0 ] '
0 -1

Ovako definirana matrica A identificirala je preslikavanje L, kao osnu simetriju s obzi-
rom na x-os pravokutnog koordinatnog sustava. U dvodimenzionalnom su vektorskom
prostoru od velikog znacaja vektori kolinearni sa svojom slikom s obzirom na zadano pres-
likavanje, odnosno vektori koji pomnoZeni matricom A ne mijenjaju svoj smjer. Drugim
rijeCima, slike takvih vektora od svog se originala razlikuju samo za neki skalarni faktor.
Matemati¢kim rje¢nikom mozemo reci da su u linearnoj algebri od posebnog znacaja oni
vektori X € M, (F) koji pomnoZeni matricom A € M, (F) daju vektor AX € M, (F), za neki

skalar A € F. Takvi se vektori nazivaju svojstvenim vektorima matrice A, a pripadni skalari
A nazivaju se svojstvenim vrijednostima matrice A. U primjeru osne simetrije s obzirom na

x-0s pravokutnog koordinatnog sustava, svojstveni vektori matrice A su vektori E; = [0} i

E, = [1] jer osna simetrija L4 nece promijeniti njihov smjer. Zaista,

LA(EI) = AEl = |:é:| = 1 . |:é:| = 1 . El’

0 0
LA(Ez) = AE2 = [_1] = —1 . ll] = —1 . Ez.
Dakle, vrijedi
AEl = 1E1, AEZ = —1E2

pa su svojstvene vrijednosti pridruzene svojstvenim vektorima E; 1 E; redom 11 —1.
Svojstvene se vrijednosti prvi put pojavljuju u kontekstu nebeske mehanike, odnosno
grane astonomije koja se u globalu bavi matematickim opisivanjem gibanja nebeskih tijela.
Pocetkom 19. stoljeca, astronomi i matematicari detaljno su proucavali gibanja nebeskih
tijela kako bi ispitali matematicke modele gibanja iz doba Keplera i Newtona.
Francuski matematicar Cauchy je 1829. godine dokazao da simetri¢na matrica ima
realne svojstvene vrijednosti, a 1840. godine je opisao metodu rjeSavanja sustava linearnih
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diferencijalnih jednadZbi prvog reda koristeci svojstvene vrijednosti matrica, ekvivalentnu
modernoj metodi kojom ¢emo se mi baviti u drugom poglavlju ovog rada.

Sylvester, kojeg smo spominjali i ranije, se 1852. godine bavio matricama u smislu kva-
dratnih formi, a ono $to mi danas poznajemo kao svojstvene vrijednosti, nazivao je “’kori-
jenima jednadzbe determinante”. U radovima poznatog njemackog matematic¢ara Hilberta,
koji se ticu rjeSavanja sustava linearnih jednadZzbi, prvi put se pojavljuje naziv svojstvene
vrijednosti. Neumann, matematicar koji je veCinu svog Zivota proveo u Americi, 1933.
godine u svojim radovima, koristeéi engleski prijevod njemackog naziva za svojstvene vri-
jednosti, piSe o takozvanim karakteristicnim vrijednostima.

Vidimo, dakle, da se oba naziva - svojstvene, odnosno karakteristicne vrijednosti ko-
riste od sredine 20. stoljeca pa sve do danas, a njihova je primjena vrlo Siroka.

Definicija 1.3.1. Neka je A € M,(F). Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A ako
postoji X € M,,;(F), X # 0 takav da je

AX = AX. (1.7)

Odgovarajuci vektor X naziva se svojstveni vektor matrice A pridruZen svojstvenoj vrijed-
nosti A. Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A naziva se spektar matrice A i oznacava
sa o(A).

Primijetimo da definicija zahtijeva X # 0. To je zato jer za svaki A € F vrijedi A-0 = 1-0
pa bi bez uvjeta X # 0 svaki skalar bio svojstvena vrijednost svake matrice, Sto nam
naravno nije u interesu.

Primjer 9. Vektor X = [ 1

] svojstveni je vektor matrice

01
S
koji odgovara svojstvenoj vrijednosti —1. Naime, vrijedi

0 1| [-1 1
w3 o (7)Ao
Nakon $to smo definirali svojstvene vrijednosti matrice, zanima nas kako ih odrediti.
Definicija svojstvenih vrijednosti matrice govori da je skalar A € F svojstvena vrijednost

matrice A € M,(F) ako postoji X € M, (F), X # 0 takav da vrijedi (1.7). Uocimo da
matri¢nu jednadzbu (1.7) moZemo zapisati kao (A — A1)X = 0. Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 1.3.2. Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A € M, (F) ako i samo ako je
A rjeSenje jednadzbe
det(A—-AI)=0 (1.8)
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Dokaz. Pretpostavimo da je 4 € 0(A), odnosno da A zadovoljava (1.7), gdje je X pripa-
dajuéi svojstveni vektor. Tvrdimo da je tada det(A — Al) = 0. Pretpostavimo suprotno,
odnosno da je det(A — AI) # 0. Tada je, po teoremu 1.1.9, matrica A — A/ regularna, Sto
znaci da postoji njen inverz (A — AI)~!. Imamo:

AX=AXoA-ADX=0A-A)"'A-ADX=A-A)"0IX=0s X =0,

a to je u kontradikciji s definicijom svojstvenog vektora koja govori da je svojstveni vektor
razli¢it od nulvektora. Dakle, nasa pretpostavka je bila kriva pa mora biti det(A — Al) = 0.

Obratno, pretpostavimo da je det(A — Al) = 0. Tada je A — Al singularna matrica pa je
r(A — Al) < n. Prema teoremu 1.2.1, sustav (A — A/)X = 0 ima netrivijalno rjesenje, iz ega
slijedi da je A svojstvena vrijednost matrice A. O

JednadZba (1.8) naziva se karakteristicna jednadZba matrice A. Nenul polinom k4 (1)
det(A — Al) naziva se karakteristi¢ni polinom matrice A. Raspisom determinante dobi-
vamo njegov op¢i oblik

ka(d) = (12" + ol A"+ L+ 1A+ <o,
za neke skalare ¢, ...,c,—; € F.

Primjer 10. Nadimo, primjenom teorema 1.3.2, svojstvene vrijednosti matrice iz primjera
9. Kako bi A € F bila svojstvena vrijednost matrice A, ona mora biti rjeSenje jednadZbe
(1.8). Dobivamo ky(1) = 2> =31 -4 = (1 —4)(A + 1), a nultocke od ky su —1i 4 pa su to
svojstvene vrijednosti matrice A.

Na ovom primjeru moZemo uociti da je koeficijent uz A u karakteristicnom polinomu
matrice A jednak —3, §to je suprotna vrijednost traga matrice A (trag kvadratne matrice A je
zbroj vrijednosti na njezinoj dijagonali), dok je slobodni koeficijent —4 jednak determinanti
matrice A. Ova opazanja vrijede i za proizvoljnu matricu reda 2. Neka je

a b
il )
Direktnim racunom dobijemo da je

a—A b

k() = i

‘ =22 —trA + detA.

Sljedeci problem kojim se bavimo jest odredivanje svojstvenih vektora matrice. Sje-
timo se definicije koja kaze da je nenul vektor X € M,;(F) svojstveni vektor matrice
A € M,(F) pridruzen svojstvenoj vrijednosti A € F ako vrijedi AX = AX, odnosno vektor
X mora zadovoljavati jednadzbu (1.7). Dakle, za pronalazak svojstvenih vektora matrice A
pridruZenih svojstvenoj vrijednosti A dovoljno je rijeSiti matri¢nu jednadzbu (A —-AX = 0,
ekvivalentnu jednadzbi (1.7).
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Primjer 11. Odredimo svojstvene vektore matrice A iz primjera 9. Njezine su svojstvene
vrijednosti 1, = —1,4, = 4. Svojstveni vektor X zadovoljava jednadzbu (A — A1)X = 0,

odnosno
-A 1 Xi| _ 0
4 3—-A1 X2 a of

Odredimo prvo svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti 11 = =1. Za 1; = —1
gornja je matri¢na jednadZba ekvivalentna sustavu

x1+x = 0

4x;+4x, = 0
dvije linearne jednadzbe s dvije nepozanice. Odavde slijedi x| + x, = 0, odnosno x, = —x;
pa je opce rjeSenje sustava x| = t, x, = —t, za neki skalar t. Zapisimo rjesenje u matricnom

R

1
Po definiciji slijedi da je vektor [_ ] Jjedan svojstveni vektor matrice A koji odgovara svoj-

1
stvenoj vrijednosti —1.
Za A, = 4 dobivamo sustav

1
Po definiciji slijedi da je vektor [ 4] Jjedan svojstveni vektor matrice A koji odgovara svoj-

stvenoj vrijednosti 4.

Prije nego Sto u sljedeCem primjeru odredimo svojstvene vrijednosti i pripadne svoj-
stvene vektore matrice reda 3, definirajmo i svojstveni potprostor.

Definicija 1.3.3. Svojstveni potprostor matrice A € M, (F) pridruZen svojstvenoj vrijed-
nosti A € F definira se kao

ViA) ={X e M,,(F) : AX = AX}.
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Primjer 12. Neka je dana matrica A € M5(F),

302
13 1f.
4 1

0

A =

Odredimo za pocetak svojstvene vrijednosti matrice A. TraZimo rjeSenja jednadzbe det(A —
Al = 0, odnosno
3-14 0 2

1 3-a2 1

0 4 1-2

=0.

Laplaceovim razvojom determinante dobivamo jednadzbu —(A—5)(A—1)? = 0. Svojstvene
vrijednosti matrice A su 4y = 1 i Ay = 5. U svrhu odredivanja pripadajucih svojstvenih
vektora rjesSavamo jednadzbu (A — 1,1)X = 0, odnosno (A — 1,1)X = 0.

Za Ay = 1 imamo
2 0 2 X1 0
ERE R
0 4 0f[xs 0

pa Gaussovom metodom eliminacija dobivamo niz ekvivalentnih matrica:

2 0 2 1 01 1 01 1 01 1 01
1 2 1|~(1 2 1[{~[1 O 1{~]0 O O]~|0 1 Of,
040 010 010 010 00O
odakle slijedi
X1+X3:O,X2:0,
odnosno
x1=t x =0, x3 = —t,
za neki skalar t. Dakle,
X1 t 1
X=|x|=10]|=¢0|.
X3 —t -1
1
Zakljucujemo da je vektor X = | O | jedan svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijed-
-1

nosti A1 = 1ion ¢ini bazu za V4(1), svojstveni potprostor pridruZen svojstvenoj vrijednosti
/11 = 1
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Sasvim analogno, za 1, = 5 imamo

-2 0 2|x 0
I =2 1]|[x|[=|0
0 4 —4|[x 0

pa Gaussovom metodom eliminacija dobivamo niz ekvivalentnih matrica:

-2 0 2 -1 0 1 -1 0 1
1 -2 1|~10 -2 2|~]10 -1 1],
0O 4 -4 0O 1 -1 0O 0 O
odakle slijedi
—xX1+x3=0, =% +x3=0© x3 = x1, X = X3 = X1,
odnosno

za neki skalar t. Dakle,

X1 t 1
X=|x|=|t=t]1
X3 | t 1
1
Kao i prije, zakljucujemo da je vektor X = | 1| jedan svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj
1

vrijednosti 1 = 5 i on ¢ini bazu za Va(5), svojstveni potprostor pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 1, = 5.

1.4 Dijagonalizacija

Dosad smo vec ustanovili da raCun s matricama velikog reda nije uvijek jednostavan, kao ni
odredivanje svojstvenih vrijednosti, odnosno svojstvenih vektora matrica. Jasno, navedeni
su postupci lakse provedivi u slucaju dijagonalnih matrica.

Svojstvene vrijednosti dijagonalne matrice upravo su vrijednosti na njezinoj dijagonali.
Prisjetimo se teorema 1.3.2 koji govori da je skalar 4 € F svojstvena vrijednost matrice
A € M,(F) ako 1 samo ako je A rjeSenje jednadzbe det(A — AI) = 0. Za dijagonalnu matricu
A = [a;;] imamo jednadZbu

6111—/1 0 0
0 6122—/1 0
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Determinanta dijagonalne matrice jednaka je umnosSku vrijednosti na dijagonali pa direktno
slijedi da su upravo vrijednosti a1, a, . . ., a,, svojstvene vrijednosti matrice A.

U nastavku se pitamo mozZe li se kvadratna matrica na neki nacin “’poistovijetiti” s dija-
gonalnom matricom. Pokazat ¢emo da je ovaj problem povezan sa svojstvenim vektorima
matrice. Uvedimo najprije definiciju sli¢nih matrica.

Definicija 1.4.1. KaZemo da je matrica A slicna matrici B, pri cemu su A, B € M, (F), ako
postoji regularna matrica P € M, (F) takva da vrijedi B = P~'AP.

Relacija biti slican” je relacija ekvivalencije na skupu svih kvadratnih matrica istog
reda. Nadalje, svojstvene vrijednosti invarijante su slicnosti matrica. Zaista, nekasu A, B €
M,,(F) sli¢ne matrice, odnosno neka je P € M, (F) regularna matrica takva da je B = P"'AP
te neka je 1 € 0(A). Tadaje A € Fidet(A — Al) = 0. Sada je

det(B — AI) = det(P~'AP — AP7'P) = det(P~'(A — AI)P) = det P"' det(A — A)det P = 0

paje A € o(B).
Svojstvene se vrijednosti dijagonalne matrice nalaze na njezinoj dijagonali pa se pri-
rodno namece pitanje, u kojem je slu¢aju matrica A sli¢na dijagonalnoj matrici.

Definicija 1.4.2. KaZemo da je matrica A € M, (F) dijagonalizabilna ako je slicna dijago-
nalnoj matrici istog reda, odnosno ako postoji regularna matrica P € M,(F) takva da je
P~'AP dijagonalna matrica.

Teorem 1.4.3. Neka je A € M, (F). Matrica A je dijagonalizabilna ako i samo ako A ima n
linearno nezavisnih svojstvenih vektora.

Dokaz. Pretpostavimo da je matrica A € M, (F) dijagonalizabilna. Tada, po definiciji 1.4.2,
slijedi da postoji regularna matrica P € M, (F) takva da je P~'AP dijagonalna matrica.
Oznaéimo D = P~'AP. 1z te jednakosti slijedi PD = AP. Neka je

P = [Sl S2 A Sn]
stupCana reprezentacija matrice P i neka su Ay,..., 4, vrijednosti na dijagonali matrice D.
Tada je
AP=A[S) Sy ... S,|=[AS) A4S, ... 48,
PD = [/1151 /1252 /lnSn:I-

Iz AP = PD slijedi

AS =481, AS,=45, ..., AS, =45, (1.9)
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Kako je P regularna matrica, niti jedan od Sy,...,S, nije nulstupac i oni Cine linearno
nezavisan skup. Zato iz (1.9) slijedidasu S, ..., S, svojstveni vektori matrice A.

Dokazimo suprotan smjer. Pretpostavimo da matrica A ima » linearno nezavisnih svoj-
stvenih vektora i neka su to vektori Sy,...,S,. Neka su Ay,..., 4, svojstvene vrijednosti
pridruZene tim svojstvenim vektorima. Oznacimo:

P:[Sl S, ... S]
D = diag(d,..., A,).
Imamo:
AP = A[Sl Sz Sn]
= As, AS, ... AS,,]
= (A4S S, ... /l,,S,,]
- PD

Znamo da su stupci matrice P linearno nezavisni pa slijedi da je P regularna matrica. Zato
iz AP = PD slijedi P"'AP = D, §to po definiciji znaci da je A dijagonalizabilna. O

Opisat ¢emo joS dva bitna pojma vezana uz svojstvene vrijednosti matrice.
Definicija 1.4.4. Neka je skalar A € F svojstvena vrijednost matrice A € M, (F).

o Geometrijska kratnost g(1) svojstvene vrijednosti A je dimenzija svojstvenog pot-
prostora V().

e Algebarska kratnost a(d) svojstvene vrijednosti A je kratnost nultocke A karakte-
risticnog polinoma ks matrice A.

Moze se pokazati da je geometrijska kratnost pojedine svojstvene vrijednosti matrice
manja ili jednaka njezinoj algebarskoj kratnosti.

Primjer 13. Promotrimo sljedece dvije matrice u M5(R):

0 -6 -4 4 8 -2
A=|5 -11 -6|, B=|-3 -6 1].
-6 9 4 9 12 -5

Matrice A i B imaju isti karakteristicni polinom i on je jednak
k() = kg(A) = —(2 +2)*(1 + 3).

Dakle, svojstvene vrijednosti matrica A i B su Ay = -3, 1, = —=2. Iz karakteristicnog
polinoma vidimo da je algebarska kratnost svojstvene vrijednosti 1; = =3 jednaka 1, sto
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znaci da je geometrijska kratnost najvise 1, odnosno ona je jednaka tocno 1. Lako vidimo
da je svojstveni vektor matrice A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A, jednak svojstvenom
2

3
vektoru matrice B pridruZenom istoj svojstvenoj vrijednosti i on je oblika —% .

1
Algebarska je kratnost svojstvene vrijednosti 1, = -2 jednaka 2 pa njezina geome-
trijska kratnost moZe biti 1 ili 2. PokaZe se da je svojstveni potprostor matrice A pri-
0
druZen svojstvenoj vrijednosti 1, generiran vektorom —% , Sto znaci da je geometrijska
1

kratnost svojstvene vrijednosti A, jednaka 1. Dodatno, prema teoremu 1.4.3 zakljucujemo
da matrica A nije dijagonalizabilna. Svojstveni potprostor matrice B pridruZen svojstve-

_4 1
3| |3

noj vrijednosti A, generiran je vektorima | 1 |i|0|, sto znaci da je geometrijska kratnost
0 1

svojstvene vrijednosti A, jednaka 2. Prema teoremu 1.4.3, matrica B je dijagonalizabilna.
Dakle, iako matrice A i B imaju iste karakteristicne polinome, a njihove svojstvene vrijed-
nosti iste algebarske kratnosti, geometrijske su kratnosti njihovih svojstvenih vrijednosti
razlicite pa su razliciti i zakljucci o dijagonalizaciji.

Sljedece tvrdimo da je skup svojstvenih vektora pridruzen razli¢itim svojstvenim vri-
jednostima matrice linearno nezavisan skup.

Teorem 1.4.5. Ako su Ay, ..., A razlicite svojstvene vrijednosti matrice A i X, ..., X; re-
dom svojstveni vektori pridruZeni tim svojstvenim vrijednostima, onda je skup {Xi, ..., X}
linearno nezavisan.

Dokaz. Neka su Ay, ..., d; svojstvene vrijednosti matrice A 1 X, ..., X, pridruZeni svoj-
stveni vektori. Pretpostavimo da su vektori Xi,..., X, linearno zavisni. Po definiciji,
znamo da je svojstveni vektor X; razli¢it od nulvektora pa slijedi da je {X;} linearno neza-
visan skup.

Neka je r najveéi moguci indeks takav da je skup {Xj, ..., X,} linearno nezavisan. Pret-
postavili smo da je skup Xi, ..., Xj linearno zavisan pa ocito vrijedi 1 < r < k. Osim toga,
onda je i skup {Xj,...,X,, X,+1} linearno zavisan. Po definiciji linearne zavisnosti, onda
postoje skalari cy, ..., ¢, koji nisu svi nula takvi da je

aXi+...+¢. X, + X4 =0. (110)

PomnoZimo lijevu i desnu stranu jednadZbe (1.10) matricom A i iskoristimo ¢injenicu da
je AX, = /liXi, i = 1, ey k. Sll_]edl

cali Xy +...+c X + A1 X1 = 0. (111)
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PomnoZimo lijevu 1 desnu stranu jednadzbe (1.10) skalarom A, ;. Slijedi
Cl/1r+1X1 +...+ Cr/lr+1Xr + Cr+l/lr+1Xr+l =0. (112)
Oduzmemo (1.12) od (1.11) i dobivamo

(A — DX + ..+ (A, — 41X, = 0.

Iz linearne nezavisnosti skupa {Xi, ..., X,} slijedi
i =) =...= ¢4, = 4,41) = 0.
Kako su 4;,i = 1,. .., k razliCite svojstvene vrijednosti slijedi
ci=...=¢,=0. (1.13)

Uvrstimo (1.13) u (1.10) i dobivamo

Cre1Xre1 = 0.
Kako je X,,; # 0, mora biti ¢,,; = 0. No, ¢injenica da je ¢,,; = 01 (1.13) su u kontradikciji
s pretpostavkom da nisu svi ¢y, ..., ¢, nula. Dakle, naSa je pretpostavka bila kriva, Sto
znaci da je skup {Xi, ..., Xi} linearno nezavisan. O

Direktna posljedica prethodna dva teorema je i sljedeca tvrdnja, a teorem nakon nje
pomoci ¢e nam u sintezi koraka dijagonalizacije matrice reda n.

Korolar 1.4.6. Kvadratna matrica reda n s n razlicitih svojstvenih vrijednosti je dijagona-
lizabilna.

Teorem 1.4.7. Neka je A € M,(F)io(A) ={A4,...,A}. Neka su By, ..., By redom baze za
svojstvene potprostore V4(d,), ..., Va(Ay). Tada je skup By U . ..U By linearno nezavisan.

Dokaz. Oznacimo g; = g(4;)zai=1,...,k. Neka je
Bi:{Xil’-H’Xig,-}’ Vlzl,,k

Tvrdimo da je skup

B = {X11, X1, ..., Xig)» X1, X025 - s Xogys o o5 Xkts X2y -+, X, )

1

k
=1
linearno nezavisan. Neka je

81 82 8k
ZCE’]jX]j+ZQ’2jX2j+...+Za’ijkj =0.
j=1 j=1 J=1
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Oznacimo s Y; vektor Z‘j":l «;;X;j za svakii = 1,...,k. Tada je ¥; € V4(4;) za svaki
i=1,...,kivrijedi

Yi+...+4Y,=0. (1.14)
Tvrdimo da je Y, = ... = ¥; = 0. Pretpostavimo suprotno, odnosno da nisu svi vektori
jednaki nulvektoru. Neka su Yy, ..., Y, razli¢iti od nulvektora,a ¥,,; = ... = ¥; = 0. Tada
suYi,..., Y, svojstveni vektori od A pridruZeni svojstvenim vrijednostima A;,...,4, 1 oni

su prema teoremu 1.4.5 linearno nezavisni. Dodatno, iz (1.14) slijedi
Yi+...+Y,=0,

Sto znaci da je skup {Yi,...,Y,} linearno zavisan. Dakle, pretpostavka je bila kriva i time
smo dokazalidaje Y; =0, Vi=1,...,k, odnosno

8i
Zainij:O’ VZZI,,k
j=1

Skup {Xi1, Xiz, ..., Xy} je baza za Va(4;) za svakii = 1,...,k pa slijedi ;; = 0 za svaki
j =1,..., gi. O

Navedene tvrdnje moZemo sintetizirati u tri glavna koraka dijagonalizacije kvadratne
matrice:

1. Neka je zadana matrica A € M,(F). Odredimo njen spektar te baze za svaki svoj-
stveni potpostor. Ako unija baza ima n elemenata, matrica A je dijagonalizabilna, u
suprotnom nije.

2. Ukoliko smo ustanovili da je matrica A dijagonalizabilna, od dobivenih n vektora iz
prethodnog koraka formiramo matricu P Ciji su stupci upravo ti vektori.

3. Matrica P~'AP je dijagonalna matrica &ije su vrijednosti na dijagonali svojstvene
vrijednosti matrice A koje odgovaraju stupcima matrice P.

Primjer 14. Za matricu A iz primjera 9 odredili smo svojstvene vrijednosti 11 = —1,1, = 4
1 1
i njima pripadne svojstvene vektore | 1 i nE Ova dva vektora ¢ine bazu za M»,(F) pa je,
prema teoremu 1.4.7, matrica A dijagonalizabilna. Zato za matricu
1 1
vrijedi

s [-1 0
PAP_[O 4l
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Primjer 15. Svojstvene vrijednosti matrice iz primjera 12 su 1, = 1,4, = 5, a pridruZeni

1 1
svojstveni vektori su redom | O } i |1|. Prema teoremu 1.4.3, matrica A nije dijagonaliza-
-1] [1

bilna.

Neka je A € M, (F). Za svojstvenu vrijednost A € o(A) 1 odgovarajuci svojstveni vektor
vrijedi AX = AX. Tada je

A%X = A(AX) = A(AX) = A(AX) = A(1X) = 12X,

$to pokazuje da je A% svojstvena vrijednost matrice A? i X njoj pripadni svojstveni vektor.
Generalizacijom tog rezultata dolazimo do sljededeg teorema.

Teorem 1.4.8. Neka je A € M, (F) i k € N. Ako je A svojstvena vrijednost matrice A i X
pripadni svojstveni vektor, onda je A* svojstvena vrijednost matrice A* i X njoj pripadni
svojstveni vektor.

Pretpostavimo da smo dijagonalizirali matricu A € M,(F), odnosno neka je matrica
P € M,(F) regularna i takva da je matrica P"'AP dijagonalna. Ozna¢imo D = P~'AP.
Racunamo:
D?* = (P'AP)? = P'APP'AP = P7'AAP = P'A’P.

Opcenito, za svaki k € N vrijedi
DF = (P'AP)f = P'APP'AP-- - P7'AP = PT'AP.

Odavde slijedi
A =pD'P7".

Dakle, ista matrica P dijagonalizira i sve matrice AF ke N,

1.5 Kompleksne svojstvene vrijednosti i kompleksni
svojstveni vektori

Matrica rotacije u ravnini za kut 0 < ¢ < 27, ¢ # & je oblika

B [cos ¢ —sin gb]

7 |sing cos¢
Njezin je karakteristicni polinom jednak

kg,(A) = (cos ¢ — 2)* + sin® ¢ (1.15)



POGLAVLIJE 1. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI MATRICA 33

1 on nema realnih nulto¢aka. Svojstvene smo vrijednosti matrice A € M, (F) definirali
kao skalare A € F pa zakljuCujemo da matrica R; € M,(R) nema (realnih) svojstvenih
vrijednosti. Prema tome, ne postoji regularna matrica P € M,(R) takva da je matrica
P~'R,P dijagonalna matrica. Ta je ¢injenica i inutitivno jasna, s obzirom na to da rotacijom
vektora u ravnini za kut 0 < ¢ < 27, ¢ # 7, ne dobivamo njemu kolinearan vektor.

Elementi kompleksnog vektorskog prostora C" su vektori z = (zy, . .., Z,) koje moZzemo
zapisati kao z = Re z + Im z, pri Cemu je

Rez=(Rez,...,Rez,) 1 Imz=(Imgz,...,Imgz,).

Uvedimo sada i kompleksno konjugiran vektor z vektoru z, kao 7 = Re z — ilm z. Polinom
(1.15) ima kompleksne nultoc¢ke 1 one su jednake

/11,2 =cos¢ £ m: COS¢iiSin¢ — eiizp.

Analogno identifikaciji realnih 1 kompleksnih brojeva (realan broj je kompleksan s imagi-
narnim dijelom jednakim 0), i realne matrice, odnosno elemente prostora M,(R) moZemo
promatrati kao kompleksne matrice, odnosno elemente prostora M,(C). Dakle, proma-
tramo li matricu rotacije R, kao kompleksnu matricu, ona ima dvije razli¢ite kompleksne
svojstvene vrijednosti pa zakljuc¢ujemo da postoji regularna matrica P € M,(C) takva da je
PR,P~! dijagonalna matrica.

Dvije kompleksne svojstvene vrijednosti matrice rotacije R, € M,(C) Cine par kom-
pleksno konjugiranih brojeva. U nastavku dokazujemo da to vrijedi za bilo koju realnu
matricu promatranu kao element prostora M, (C), a osim svojstvenih vrijednosti, kao kom-
pleksno konjugirani par pojavljuju se i svojstveni vektori.

Teorem 1.5.1. Neka je A € M,(R) i neka je 1 € C\R svojstvena vrijednost matrice A
promatrane kao element prostora M,(C) te X € M,(C) pridruZeni svojstveni vektor. Tada
je A svojstvena vrijednost matrice A € M,(C) i X pripadajuci svojstveni vektor.

Dokaz. Prema pretpostavci vrijedi AX = AX. Konjugiramo obje strane jednakosti i dobi-
vamo AX = AX. Iz definicije mnoZenja matrica, nacina na koji smo definirali konjugirane
vektore te Cinjenice da je A € M,(R) slijedi AX = AX, a to po definiciji znadi da je A
svojstvena vrijednost matrice A € M, (C), a X # 0 pripadni svojstveni vektor. |

Promotrimo detaljnije karakteristi¢nu jednadzbu realne matrice A reda 2. Ona je oblika
A —trA +detA =0.
Prisjetimo se, diskriminanta kvadratne algebarske jednadzbe
ax* +bx+c=0

je broj D = b*>—4ac. O njezinom predznaku ovisi broj realnih rjeSenja kvadratne jednadzbe
i to na sljedeci nacin:
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e Ako je D < 0, kvadratna jednadZba nema realnih rjeSenja (ali ima par kompleksno
konjugiranih rjeSenja).

e Ako je D = 0, kvadratna jednadZba ima jedno (dvostruko) realno rjesenje.
e Ako je D > 0, kvadratna jednadzba ima dva razlicita realna rjeSenja.

Ovaj zakljucak o broju realnih rjeSenja kvadratne jednadZzbe moZemo primijeniti na broj
realnih svojstvenih vrijednosti matrice A € M,(R), u ovisnosti o predznaku izraza (tr A)*> —
4 det A i to na sljedeci nacin:

e Akoje (trA)> —4detA < 0, matrica A nema (realnih) svojstvenih vrijednosti, no kao
element prostora M,(C) ima par kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti.

e Akoje (trA)? —4detA = 0, matrica A ima jednu dvostruku realnu svojstvenu vrijed-
nost.

e Akoje(trA)*—4detA > 0, matrica A ima dvije razli¢ite realne svojstvene vrijednosti.

Primjer 16. Pogledajmo moZe li se dijagonalizirati matrica A € M,(R) zadana kao

3 -2
A= [ : _1] |
Njezin je karakteristicni polinom jednak ky(1) = A*> — 21 + 5. Kako ks nema realnih
nultocaka, slijedi da A nema realnih svojstvenih vrijednosti. No, promatramo li matricu A
kao element prostora M,(C), tada ona ima dvije kompleksne svojstvene vrijednosti jednake
A1 = 1 £ 2i. Matri¢na se jednadZba (A — A)X = 0 za svojstvenu vrijednost 1, = 1 + 2i
svodi na
(2 - 2i)x1 -2 =0 xn=(01- )Xy,

1
pa je jedan svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti Ay dan s X; = [1 _il Prema

teoremu 1.5.1, jedan svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti 1, = 1 -2i je X, =
1
[1 N i] . Skup {X,, X5} se sastoji od svojstvenih vektora pridruZenih razlicitim svojstvenim

vrijednostima matrice A € M,(C) pa slijedi da je linearno nezavisan u M, (C). Zato
postoji regularna matrica P € M,(C) takva da je P~'AP dijagonalna matrica. Matrica P i
dijagonalna matrica P~'AP jednake su

P:[l L1 opap=

-7 141 0 1-2i

1+2i o]
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. . ) . la y . o
Nastavljamo s teoremom koji govori da matricu [ g ] mozemo interpretirati kao

b
kompoziciju rotacije i homotetije.

Teorem 1.5.2. Neka je dana realna matrica
a -b
¢ - [ a - ] .

Svojstvene vrijednosti matrice C € M(C) su A, = a + bi. Ako su a i b oba razli¢ita od 0,
onda matricu C moZemo zapisati kao

a —b| 1 cos¢ —sing
b a _||sin¢ cos¢ |’

gdje je ¢ argument kompleksnog broja a + bi.
Dokaz. Nultocke karakteristicnog polinoma
kc(1) = det(C — Al) = (@ — A)* + b* = (a— bi — D(a + bi— )

matrice C su A, = a + bi, odakle slijedi prva tvrdnja.
Iz trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja a + bi = |1|(cos ¢ + isin¢) direktno
slijedi druga tvrdnja. |

Primjer 17. Promotrimo matricu

Lako se pokaZe da su svojstvene vrijednosti matrice A € M,(C) jednake A,, = 1+i. Vrijedi
1 +i= V2(cos45° + i sin45°) pa slijedi

cos45° —sin45°
A= \/i[sin45° cos 45° ]

Matrica A prvo rotira vektor suprotno od smjera kazaljke na satu za 45°, a potom rotirani
vektor skalira za faktor V2.

Sljedeci teorem govori da ako realna matrica reda 2 promatrana kao element prostora
M,(C) ima kompleksne svojstvene vrijednosti, onda je ona slicna matrici iz teorema 1.5.2.
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Teorem 1.5.3. Neka je A realna matrica reda 2 koja, promatrana kao element prostora
M, (C), ima kompleksne svojstvene vrijednosti A,, = a + bi, gdje je b # 0. Neka je vektor
X svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti 1, = a — bi. Tada je matrica P =
[Re(X) Im(X)] regularna i vrijedi

_ a —b —1
aerls A
Dokaz. Prvo dokazujemo da su vektori Re(X) i Im(X) linearno nezavisni u M,;(R) jer je

tada matrica P = [Re(X) Im(X)] regularna. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoje
neki realni brojevi a 1 S, razliciti od 0, takvi da vrijedi

aRe(X) + SIm(X) = 0. (1.16)

Znamo da svojstveni vektor nije jedinstven, tj. ako je X svojstveni vektor matrice A, onda
je 1 njegov skalarni viSekratnik (8 — @i)X takoder svojstveni vektor matrice A. Imamo:

B+adX = B+ ai)ReX)+ilm(X))
= BRe(X) — alm(X) + i(BIm(X) + aRe(X))
= PRe(X) — alm(X) € M (R),

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi zbog (1.16). Dakle, svojstveni vektor (8 + ai)X je re-
alan, Sto znaci da je i pripadna svojstvena vrijednost A, realna, a to je u kontradikciji s
pretpostavkom teorema. Zakljucujemo da su vektori Re(X) i Im(X) linearno nezavisni.

Stavimo:
-
X2 Y2

Za svojstvenu vrijednost A, i pridruzeni svojstveni vektor X vrijedi AX = A,X. RaspiSimo
obje strane te jednakosti.

Xy + yii
X + Yol

AX:A( g y‘]):A A y‘] = ARe(X) + iAIm(X),
X2 2 X2 2
DX = (a— biy |11 TN 2 (e = by
Xy + Yol ax, + by, ay, — bx,

Izjednacavanjem realnih 1 imaginarnih dijelova slijedi

ay; — bx
, AIm(X):[ail_bx;].

axy + by,

ARe(X) = ax; + by,

ey . |a
Oznacimo jo§ matricu

_b] s B. Dalje raCunamo:
b a

PBP'(X) = PBP 'Re(X) + iPBP 'Im(X).
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Iz oblika matrice P sijedi
PE, =Re(X) i PE, =Im(X),

gdje su E i E, vektori kanonske baze prostora M;;(R). Tada je

PBP~'Re(X) = PBP'PE, = PBE, = P[Zl = aRe(X) + bIm(X) = a 2 +b i;]
s ) = AR
PBP'Im(X) = PBP'PE, = PBE, =P [_ab l — _bRe(X) + alm(X) = —b 2 ta i j
= [:ZQIZQ — AIm(X).
Slijedi

PBP 'Re(X) = ARe(X),
PBP 'Im(X) = AIm(X).

Bududi da su vektori Re(X) i Im(X) linearno nezavisni u M,;(R), oni ¢ine bazu za M,;(R)
pa proizvoljan vektor Z € M;;(R) mozemo zapisati kao

Z = z1Re(X) + z,Im(X),
za neke skalare z; 1 z,. Pomnozimo vektor Z matricom A:

AZ = A(zjRe(X) + z,Im(X))
21ARe(X) + zATm(X)
21PBP~'Re(X) + z2PBP~'Im(X)
PBP~'(z;Re(X) + zIm(X))

- PBP'Z

iz Cega slijedi
A=PBP'. O

Sljededi teorem koji iskazujemo je analogon teorema 1.5.3 za matrice reda n.

Teorem 1.5.4. Neka je A € M,(R) i neka su a + ib € C\R svojstvene vrijednosti matrice
A € M, (C). Tada postoji linearno nezavisan skup {X, Y} u M, (R) takav da je

AX=aX+bY i AY =-bX+al
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Na sljedeem primjeru ilustriramo primjenu prethodnog teorema. Kako bismo S$to
ljepSe  zapisali matricu A, nadopunit c¢emo skup {X,Y} do Dbaze
{(X,Y,X5,...,X,} za M,;(R) te éemo definirati matricu

P=[X ¥ X ...X|.
Time éemo dobiti blok-dijagonalnu matricu P~'AP.

Primjer 18. Karakteristi¢ni polinom matrice

1 2 3
A=|-2 1 2|eMy®)
0 0 2

jeka(l) = 2= =A-20)(1 = A+2i). Nultocke od kp sudy =2, 1 =1-2iid3=1+2i.
Matrica A € M3(R) ima jednu (realnu) svojstvenu vrijednost A, s pridruZenim svojstvenim

T
vektorom X| = [% —% 1] , no matrica A € M3(C) ima tri svojstvene vrijednosti, nultocke

T
polinoma ky. Dobije se da je vektor X, = [i 1 O] svojstveni vektor pridruZen svojstve-

noj vrijednosti A, pa je, prema teoremu 1.5.1, svojstvenoj vrijednosti A3 = A, pridruZen
svojstveni vektor X,. Vrijedi

1

0].

0

ARe(X,) = Re(X,) + 2Im(X,) i AIm(X,) = —2Re(X,) + Im(X,).

0
1
0

Re(X;) =

} i Im(Xy) =

Tada je

Buduci da je skup (X1, X5, X>} skup svojstvenih vektora matrice A € M3(C) pridruZenih
razlic¢itim svojstvenim vrijednostima, on je prema teoremu 1.4.5 linearno nezavisan u
M31(C). PokaZe se da je i skup {X,,Re(X3), Im(X;)} linearno nezavisan u M5,(C), a onda i
u M5 (R). Slijedi da je matrica P = [Xl Re(X>) Im(Xz)] € M;3(R) regularna. Vrijedi

AP = [AX; ARe(X») AIm(Xz)]
= [2X; Re(Xy) +2Im(X,) —2Re(X) + Im(Xg)]
2 0 0
= [xl Re(X») Im(Xz)] 0 1 2|,
0 -2 1

iz ¢ega slijedi

P'AP =




Poglavlje 2

Primjene svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora matrice

2.1 Markovljevi lanci

U ovom ¢emo se poglavlju baviti dinamickim sustavima. Jednostavno receno, dinamicki
sustav je sustav koji opisuje promjene varijabli u vremenu. Zamislimo sljedecu situaciju:
neka tvrtka ima urede na tri razlicite lokacije, ozna¢imo ih s 1,2 i 3. Svaki zaposlenik
mjesec dana radi na jednoj od te tri lokacije, a sljede¢i mjesec moZze seliti na neku od druge
dvije ili ostati na istoj. Neka je dana matrica

A=1(02 05 03

06 02 04

0.2 03 O.j

gdje a;; oznaCava vjerojatnost da je zaposlenik s lokacije j sljede¢i mjesec premjesSten na
lokaciju i, gdje su i, j = 1,2, 3. Dakle, element a,3; govori da je vjerojatnost da zaposlenik
koji je jedan mjesec radio na lokaciji 3 sljedeci mjesec radi na lokaciji 2 jednaka 30%.
Drugi redak matrice govori da je medu ljudima koji rade na lokaciji 2 njih 20% prosli
mjesec radilo na lokaciji 1, 50% na lokaciji 2 i 30% na lokaciji 3.

Uvodimo redom oznake x;(), x,(#) i x3(¢) za broj zaposlenika koji rade na lokacijama
1, 21 3 u mjesecu ¢. Interpretacijom prvog i treCeg retka tablice na isti nacin kao gore,
dobivamo

A [ x(1) 0.2x,(2) + 0.5x2(2) + 0.3x3(1) |,

x3(¢) 0.6x1(t) + 0.2x,(7) + 0.4x3(¢)

xl(t)} lO.le(t) + 0.3x2(2) + 0.3x3(7)

39
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Sto kra¢e moZemo zapisati kao

AX@) =X+ 1), X = |x0

x3(1)

Xl(f)]

Ovo je primjer diskretnog dinamickog sustava, Sto znaci da se varijable mijenjaju u dis-
kretnim vremenskim intervalima. Ako vektor X(f) oznaCava broj zaposlenika na pojedinoj
lokaciji u mjesecu ¢, onda vektor X(¢+ 1) oznacava taj broj sljede¢i mjesec. Dodatno, vektor
X(t) nazivamo vektorom stanja sustava u trenutku (mjesecu) .

Promotrimo do kojih zaklju¢aka o radnom mjestu tijekom narednih 6 mjeseci mozemo

1
do¢i za zaposlenika koji je s radom poceo na lokaciji 1. Tada je X(0) = lO} 1 raunamo:
0
0.2] 0.28 0.272
X(1)=AX0)=10.2], X2)=AX(1)=1(032], X@3)=AX(2)=|0.336],
0.6 0.4 0.392
0.2728] 0.27272 0.272728
X(4)=AX3)=| 034 |, X(5) =AX(4) =10.34072{, X(6) = AX(5) = [0.340872|.
0.3872] 0.38656 0.3864
0.27
Uocavamo da se vektori stanja stabiliziraju, odnosno priblizavaju se vektoru Q ~ |0.34(.
0.39

Kad sustav dode u stanje Q, on se viSe ne mijenja. ZakljuCujemo da vjerojatnost da e
zaposlenik ostati na lokaciji 1 iznosi otprilike 27%, vjerojatnost da ¢e preseliti na lokaciju
2 otprilike 34%, a vjerojatnost da ¢e preseliti na lokaciju 3 otprilike 39%.

Mozemo promatrati Sto se dogada u joS daljoj buduénosti, odnosno kako izgleda X(7)
zat — oo. OCito je

X(t) = AX(t—-1) = AAX(t - 2) = ... = A'’X(0).
Za laksi racun, matricu A mozemo dijagonalizirati. Dobivamo
12 3 17 1
TR e | P | 2
7 —1 1|0 -5 O]|-5

1 1
1 1 1][0 O

SN«

A= =: PDP".

3
—
PN [V

s N

Tada je
X(t) = A’X(0) = PD'P~'X(0).
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Ovakav dinamicki sustav u kojemu se vrijednosti varijabla izrazavaju kao vjerojatnosti
naziva se Markovljev lanac, a odgovaraju¢a matrica A je takozvana stupcano stohasticka
matrica. Zapazanja iz ovog primjera vrijede i opéenito, $to dokazujemo u sljedecih neko-
liko tvrdnji.

Definicija 2.1.1. Markovljev lanac je niz stanja sustava u kojem stanje u nekom trenutku
ovisi samo o stanju u prethodnome trenutku. Uvjetna vjerojatnost da se proces u nekome
trenutku u buducnosti nalazi u odredenome stanju, ako se u sadasnjosti i proslosti nalazio
u odredenome nizu stanja, jednaka je uvjetnoj vjerojatnosti istoga buduceg stanja uz uvjet
samo sadasnjeg stanja, tj.

P(Xn+m = xn+m|Xn = Xpy..., Xo = xO) = P(Xn+m = xn+m|Xn = xn)»

gdje je X,, slucajni proces ciji elementi n € Ny i m € N poprimaju vrijednosti u prebroji-
vome skupu stanja Xo, X1, . .., Xpim € S. !

Definicija 2.1.2. Matrica A € M,(R) je stupcano stohasticka matrica ako su svi njezini
elementi nenegativni, a zbroj elemenata u svakom stupcu iznosi 1.

Teorem 2.1.3. Ako je A € M,(R) stupcano stohasticka matrica, tada je 1 svojstvena vri-
Jjednost od A.

Dokaz. Zbroj elemenata u svakom stupcu stohasticke matrice jednak je 1, Sto znaci da je
zboj svih redaka matrice A — I jednak nulretku. Slijedi da je skup svih redaka matrice A — 1
linearno zavisan skup pa je rang matrice A —I manji od n. Dakle, matrica A —1 je singularna
paje det(A —I) = 0 iz Cega po definiciji slijedi da je 1 svojstvena vrijednost matrice A. O

Sljedeci teorem govori da je svojstveni potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 1
stupano stohasticke matrice jednodimenzionalan. Dokazat ¢emo i da svojstveni vektor
pridruZen svojstvenoj vrijednosti 1 ima ili sve pozitivne ili sve negativne komponente.

Teorem 2.1.4. Neka je A = [a;;] € M, (F) stupcano stohasticka matrica Ciji su svi elementi
pozitivni.

(1) Svojstveni vektori matrice A pridruZeni svojstvenoj vrijednosti 1 imaju ili sve pozi-
tivne ili sve negativne komponente.

(2) Svojstveni potprostor V,(1) je jednodimenzionalan.

'"Markovljev lanac. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav KrleZa,
2021. https://www.enciklopedija.hr/Natuknica.aspx 7ID=70392
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T

Dokaz. (1) Oznacimo s X = [x1 e xn] svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijed-

nosti 1 matrice A. Vrijedi AX = X, odnosno Z'}zl a;jxj = x;, Yi = 1,...,n. Pretpostavimo

da X ima i pozitivnih i negativnih komponenata. Tada vrijedi

n n

Zaijxj < Zaijlle, Vi=1,...,n.

=1 =1

x| =

Zbrajanjem dobijemo

Dkl < > > aijixl = Z[ ai,»] il = > I,

i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1 =1
a to je kontradikcija. Dakle, ili je x; > 0, Vi = 1,...,nilije x; < 0,Vi = 1,...,n.
Pretpostavimo da je x; > 0, Vi = 1,...,n1neka je x; = 0. Tada iz AX = X slijedi
X1 = 3y aijx;, $to je ekvivalentno s 37, ap;x; = 0. Kako su svi elementi matrice A

pozitivni i x; > 0 za svaki j = 2,...,n, slijedi da je x; = 0 za svaki j = 2,...,n, Sto
je u kontradikciji s ¢injenicom da je X svojstveni vektor matrice A. Dakle, niti jedna
komponenta vektora X nije nula. Analogno se analizira slucaj x; <0, Vi=1,...,n.
T T
(2) Pretpostavimo da su X = [x1 xn] 1Y = [y1 yn] svojstveni vektori

pridruZeni svojstvenoj vrijednosti 1 matrice A. Tvrdimo da su linearno zavisni. Zbog (1)
moZemo pretpostavitidaje x; > 01y; > 0, zasvakii = 1,...,n. Pretpostavimo dasu X 1Y
linearno nezavisni. Tada je

Xi X

—_ ;& _

Yio o Yj

za neke medusobno razlicite indekse i 1 j. Odavde slijedi da postoje skalari @, 8 € R takvi
daje ax; + By; = liax; +By; = —1. No, tada je X + Y svojstveni vektor od A pridruZen
svojstvenoj vrijednosti 1 koji ima i pozitivne i negativne komponente, $to je u kontradikciji
s prvom tvrdnjom. O

Dokazali smo da je geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti 1 stupfano stohasticke
matrice jednaka 1. Takoder, postoji svojstveni vektor ¢ije su sve komponente pozitivne, a
moze se pokazati da je on jedinstven ukoliko zahtijevamo da je zbroj njegovih kompone-
nata jednak 1, odnosno da vrijedi sljedeci korolar.

Korolar 1. Neka je A € M,(F) stupcano stohasticka matrica. Postoji jedinstven vektor
T
0= [x1 xn] takavdaje Y;  x; = 1iAQ = Q..

Vektor Q iz prethodnog korolara naziva se vektor stacionarnih vjerojatnosti.

Matrica
02 03 0.3

A=(02 05 03
06 02 04
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iz uvodnog primjera ima tri svojstvene vrijednosti 4; = 1, 4, = —lio 143 = % Jedan
12

17
15

svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 1 je X; = —} 1 on je baza svojstvenog

17
1
potprostora V,4(1). Kako bi X; bio vektor stacionarnih vjerojatnosti, zbroj njegovih kom-
ponenata mora biti 1, Sto znaci da ga je potrebno skalirati. Tada ¢e komponente vektora Q

biti vjerojatnosti raspodjele zaposlenika na pojedinim lokacijama. Dobivamo vektor

12 2] 3
0= 1 2] _ 17112 1
“ T2, 15 7T 41177 ()]

ﬁ+ﬁ+1 1 441 17

44

U kontekstu primjera, pretpostavimo da je na pocetku bilo 30 zaposlenika na lokaciji
1, 50 na lokaciji 2 1 20 na lokaciji 3. Racunamo broj zaposlenika na pojedinoj lokaciji u
narednim mjesecima, pri ¢emu za usporedbu rezultata ostavljamo decimalne brojeve.

x1(2) X(1) x3(1)
30 50 20
27 37 36

27.3 34.7 38

27.27 34.21 38.52

27.273 34115  38.612
27.2727  34.0957 38.6316
27.27273 34.09187 38.6354

NN RN = O

Vektor Q govori da ¢e zaposlenici biti raspodijeljeni po lokacijama 1, 2 1 3 redom u pos-
totcima 13—1 ~ 27%, ﬁ ~ 34% 1 % ~ 39%, Sto se ocito poklapa s raCunom prikazanom u
gornjoj tablici te opaZanjima do kojih smo dosli na po€etku, racunajuci vektore stanja sus-
tava u razli¢itim trenutcima ¢. Takoder, dobivena raspodjela ne ovisi o pocetnoj raspodjeli

zaposlenika.

2.2 Google matrica

0Od 1998. godine Google se pretrazivanje temelji na PageRank algoritmu koji je dobio ime
po jednom od svoja dva osnivaca, Larryju Pageu. Page je, uz Sergeyja Brina, osmislio
algoritam koji prilikom pretraZivanja nekog pojma na trazilici, osim pretrazenog pojma, u
obzir uzima 1 vaznost pojedine web stranice. VaZnije se stranice, odnosno one stranice s
veéim rangom, pojavljuju na vrhu popisa web stranica koje dobijemo nakon pretraZivanja
pojma. Prema PageRank algoritmu, vazna je stranica ona na koju vodi velik broj drugih
stranica. No, osim broja, PageRank algoritam u obzir uzima i vaznost tih stranica. Rang
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stranice odreduje se prema osnovnom pravilu koje glasi: Ako stranica A ima poveznice na
n drugih stranica, svaka od tih n stranica nasljeduje % ranga stranice A.

Zamislimo da imamo mali sustav od 4 internet stranice koje oznacimo s 1,2,3 i 4.
Korisnici interneta s pojedine od tih stranica mogu do¢i na drugu prateci poveznice i to na
nacin prikazan na slici 2.1.

Slika 2.1: Internet s Cetiri stranice

Oznadimo s xp, X2, x3 1 x4 redom rangove stranica 1,2,3 1 4. Vidimo da na primjer
stranica 1 ima poveznice na stranice 3 1 4 koje prema gornjem pravilu nasljeduju polovinu
njezinog ranga. Rangovi svih stranica zadovoljavaju sljedece jednadzbe

X1 = X2

— X4
Xy = 5

_ X1 X4
X3 = 5 + 5
X4 = % + X3

Sto moZemo prikazati matricnom jednadzbom X = AX, gdje je

X1 0100

1

eelel act ool
3 2 2

X4 %010

Matrica A je takozvana rang-matrica. Uocimo da je vektor X svojstveni vektor matrice
A pridruZzen svojstvenoj vrijednosti 1. Takoder, matrica A je stupCano stohastiCka matrica,
no to nije uvijek slucaj. Promotrimo sustav s Cetiri stranice dan na slici 2.2.

Rang-matrica tog sustava je oblika

0000
000 1
1 1
> 00 3
2010

i ona nema svojstvenu vrijednost 1. S obzirom na to da ne postoji poveznica na stranicu 1,
mozemo zakljuditi da je korisnik nikad nece posjetiti ukoliko to nije poCetna stranica. No,
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O==0

Slika 2.2: Internet s Cetiri stranice

takvu situaciju Zelimo izbjeci. Zato je ideja pretpostaviti da ¢e korisnik interneta povre-
meno zapoceti pretraZivanje od pocetka, odnosno da ¢e nasumicno odabrati stranicu koju
posjecuje, ne prateci poveznice. Ako realan broj p oznacava vjerojatnost da korisnik prati
poveznicu sa stranice na kojoj se nalazi, onda je 1 — p vjerojatnost da korisnik nasumi¢no
odabere neku stranicu. U vecini se slucajeva uzima p = 0.85, odnosno 1 — p = 0.15.

Pogledajmo Sto to znaci za primjer sustava s Cetiri stranice na slici 2.1. Za tako definiran
p 1uz Cinjenicu da je u sustavu od Cetiri stranice vjerojatnost nausmi¢nog odabira jedne od
njih jednaka 1 pocetni se sustav

X1 = X
Xy = x_24
x30= 3+7%
X4 = x—21+X3
modificira u 1
x1 = px+(1 —p)z(xl + x5 + X3+ X4)
X, = p%+(1—p)%(x1+xQ+x3+x4)
o= p(E+2)+ 1= pien+x+ x5+ x)
b= p(3 )+ 0=+ 50
Definiramo li matricu B s
1 1 11
{1 111
B.—pA+(1—p)A—t1 11 1
1 111

gornji sustav mozemo zapisati kao
BX = X.

Matrica B je stupCano stohasticka matrica pa ima svojstvenu vrijednost 1 i poznatija
je kao Google matrica. Prema teoremu 2.1.4, svojstveni potprostor razapet vektorom
pridruZzenim svojstvenoj vrijednosti 1 je jednodimenzionalan.
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Normirani svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 1 (vektor stacionarnih
vjerojatnosti) matrice B za sustav na slici 2.1 pribliZzno je jednak
X, = [0.19 0.19 0.27 O.35]T. U kontekstu vaznosti stranica, to znaci da je stranica 4
najvaznija, s rangom od priblizno 0.35, dok su stranice 1 i 2 najmanje vaZne, s rangovima
od priblizno 0.19.

Uocimo da je za sustav od Cetiri stranice sa slike 2.2 rang-matrica jednaka

RI—I— O O
S oo O
- o O O
O PI—I—= O

te da ona nema svojstvenu vrijednost 1. U ovom se slu¢aju rang-matrica modificira tako da
se svaki nulstupac zamijeni stupcem s vrijednostima %, pri ¢emu je n broj stranica (ovdje
je n = 4), aonda se nastavlja kao u prethodnom slucaju.

2.3 Diferencijalne jednadzbe
Americki matematiCar Lotka i talijanski matematicar Volterra su pocetkom 20. stoljeca,
neovisno jedan o drugom, razvili matematicki model koji opisuje dinamicki odnos po-

pulacija grabeZzljivca i plijena. Takozvani Lotka-Volterra model zapravo je sustav dviju
nelinearnih diferencijalnih jednadzbi

dx

— =ax—Bxy
di @.1)
o = —yy +0x
dr Yy Y

“ v . .. . . [ .. . . . dx : dy .
prvog reda, pri Cemu je x broj jedinki grabeZljivea, y broj jedinki plijena, % i d—)t brzine rasta

populacija grabeZzljivca 1 plijena u vremenu ¢ te @, 3,y 1 6 pozitivni parametri koji opisuju
vezu veliCina tih populacija. Lotka-Volterra model samo je jedan od mnogih primjera pri-
mjene diferencijalnih jednadzbi u drugim znanostima. Diferencijalne jednadZbe povezuju
funkciju i njenu derivaciju. Obje jednadzbe sustava (2.1) su diferencijalne jednadzbe prvog
reda jer je prva derivacija funkcija x = x(¢) 1 y = y(¢) najviSa derivacija u jednadZzbama.
Opcenito, red diferencijalne jednadzbe definiramo upravo kao najvisu derivaciju funkcije
u toj jednadzbi.
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U nastavku ¢emo se baviti sustavima diferencijalnih jednadzbi

y,l =danyr+...+anuy, =f](X,y1,---a)’n)
y,2 = a1y + ... +a2nyn = fz(X,YI,---,}’n)

(2.2)
Yo = @uyt oot uyn = Ja(X Y15 Yn),
gdje suy;, i = 1,...,n traZene funkcije, a a;j, i, j = 1,...,n koeficijenti. Analogno kao i
do sad, sustav (2.2) mozemo zapisati u matricnom obliku
N an diz ... AN
Y5 |G dxn ... danf|)2
Vol lam aw ... aw]|yn
ili skrac¢eno
Y’ = AY.
Kazemo da je sustav (2.2):
¢ s konstantnim koeficijentima, jer su koeficijenti a;; konstantni,
e linearan, jer su sve funkcije f; = f(x,y1,...,y,), i =1,...,n linearne,
e homogen, jer je y; = ... =Yy, = 0 njegovo rjeSenje neovisno o danim koeficijentima,
e prvog reda, jer je prva derivacija funkcija yy, . . ., y, najvisa derivacija.

Slijede dva primjera rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi.

Primjer 19. Zadan je sustav

yi = Sn

Yo = —3»m

Y3 = 2y
uz pocetne uvjete

@ = -3

»(O0) = 2

y(0) =1

ZapiSemo li sustav u matricnom obliku, dobivamo

Y 5 0 O0]|»n
Y51 =10 =3 0]|»],
il 10 0 2flys
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odnosno
Y = DY,
gdje je
5 0 O
D=0 -3 0f}.
0O 0 2

Uocimo, matrica D je dijagonalna matrica, odnosno svaka jednadZba sustava sadrZi samo
Jjednu nepoznatu funkciju, pa direktnom integracijom slijedi

Vi cre”
Y2 | = cre 3],
S5x

Y3 %14

Y =

Uz pocetni uvjet dobivamo partikularno rjesenje

_3 eSx
26—3x

eSx

Y =

Na ovaj nacin lako rjeSavamo sustave oblika Y’ = DY, gdje je D dijagonalna matrica.
Pretpostavimo sada da je zadan sustav Y’ = AY, pri ¢emu je matrica A dijagonalizabilna.
Tada postupamo na sljedeci nacin.

1. Pronademo matricu P koja dijagonalizira matricu A.
2. Uvodimo supstituciju ¥ = PU. Tada vrijedi
Y =AY & PU' = A(PU) © U’ = (P'AP)U @ U’ = DU.

Dobili smo novi sustav U’ = DU C¢ija je pripadajuca matrica dijagonalna, gdje je
D = P 'AP.

3. RijeSimo sustav U’ = DU.

4. Odredimo Y1z Y = PU.

Primjer 20. Zadan je sustav
Vi = ity
Yy = 4yi—2y°

Zapisimo sustav u matricnom obliku.

V-
A
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Dakle, matrica A jednaka je
1 1

A= [ ! _2] .

Provedimo postupak dijagonalizacije matrice A. Iz
derai -y =" T oo a2 —d=+30-2)
© Tl -4 a+27 -

slijedi da su svojstvene vrijednosti matrice A jednake A, = 2 i 1, = =3. Standardnim
racunom pokaZemo da je jedan svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A; = 2
Jednak [i] te da je jedan svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti 1, = =3 jednak

_1
[ 14]. Tada za matrice

vrijedi D = P~'AP.
Uvodimo supstituciju Y = PU i Y’ = PU’ te rjeSavamo sustav U’ = DU, to jest sustav

up = 2

u, = —3u,.
Njegovo je rjesenje

u, = cie¥

U, = cre".

Iz Y = PU dobivamo

odnosno

y2 = cie¥ + e

za neke konstante c; i c,.

2.4 Linearne rekurzije i sustavi linearnih rekurzija

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrica vaznu ulogu imaju i u rjeSavanju linear-
nih rekurzija te sustavima linearnih rekurzija. Primjena svojstvenih vrijednosti i svojstve-
nih vektora olakSava razumijevanje rekurzivnih procesa te njihovu analizu.
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Jedan od najpoznatijih rekurzivno zadanih nizova je takozvani Fibonaccijev niz brojeva
F,. Svaki ¢lan niza, osim prva dva, definiran je kao zbroj prethodna dva ¢lana. Preciznije,
Fibonaccijev je niz zadan s

F1:19F2:19Fn:Fn—l+Fn—27 Vn237
iz Cega lako dobivamo njegove ¢lanove
1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

Opcenito, za niz brojeva (a,) = (aj, a,, ...) kazemo da je zadan rekurzivno ako je
svaki njegov Clan jednoznac¢no odreden pomocu svojih prethodnika. Specijalno, ako je
broj prethodnika pomocu kojih je zadan ¢lan niza jednak k, onda kaZzemo da je rekurzivna
relacija reda k. Pritom su vrijednosti prvih k ¢lanova niza poznate i zovemo ih pocetnim
uvjetima. Mi ¢emo se u ovom poglavlju baviti linearnih rekurzijama i njihovim sustavima
pa definirajmo za pocetak linearnu rekurziju.

Definicija 2.4.1. KaZemo da je rekurzija reda k linearna ako postoje brojevi cy, . . . ¢, takvi
da je
ik = C1Gpik—1 + Colpik + ...+ Cra,, VYn>1. (2.3)
Iz jednostavnog primjera rekurzivne relacije prvog reda
a=2,a,=2a,,, Yn>2
lako slijedi formula za racunanje ¢lana niza a,, pomocu prvog ¢lana a;. Naime, imamo
a = 261]

as = 2a2:2-2a1:22a1
a, = 2613:2'2'2611:23611

a, = 2" q,.
Za opcenitu linearnu rekurziju prvog reda
a, =ca,_;, Yn>2
sa zadanim prvim elementom a; vrijedi

a,=c"'a;, VYneN.
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Pogledajmo kako pomoc¢u matrica moZemo na laksi nacin rijeSiti rekurziju, odnosno
eksplicitno odrediti op¢i €lan rekurzivno zadanog niza a,, pod uvjetom da je matrica dija-
gonalizabilna. Za svaki n > 1 definirajmo stupanu matricu

,an

aptl

Apvk-2
| Aptk—1]

Primijetimo da matrica X, sadrzi k susjednih ¢lanova niza a,, od kojih posljednji a,
moZemo primjenom formule (2.3) zapisati kao

Apik-1 = C1pik—2 T C20p4k-3 + ... + Cklp—1

pa imamo
an

apy

Apik—2
|C1an+k—2 + C2Gpip-3 + ... + Cray—1 ]

Definiramo li matricu A € M, (F) kao

[0 1 0O ... 0
0 O 1 ... 0
A= o s
0 O o ... 1
[Ck Ck-1 Ck—2 ... Ci]

moZemo zakljuciti da za sve n € N vrijedi
X, = AX,_;.

Matricu A zovemo matricom rekurzije.

Primijetimo i da je stupana matrica X; poznata jer su poznate vrijednosti poCetnih
Clanova ay, ..., a;. Analogno prethodnom primjeru rekurzivne relacije prvog reda i ovdje
slijedi

X, =A"'X,, VneN.
Dakle, kako bismo eksplicitno odredili op¢i ¢lan a, rekurzivno zadanog niza (a, ), moramo
odrediti n-tu potenciju matrice A. Znamo od prije da je potenciranje matrica pojednos-
tavljeno u slucaju dijagonalnih matrica pa smo se zato ogranicili na slucajeve u kojima je
matrica A dijagonalizabilna.
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Ako je matrica P € M,,(F) takva da je P"'AP dijagonalna matrica, tada je A = PDP' i
A1 = pD P71 paslijedi
X, = PD"'PX,. (2.4)

U sljedeéem primjeru rjeSavamo linearnu rekurzivnu relaciju drugog reda.
Primjer 21. Rijesimo linearnu rekurziju
ar =2, a =3, a,»=3a,,1—2a, neN.
Tada je o
Xo = [ajjl} - [_2anj"+ 3a,| - »—02 ;] [acr;nl] = AXooi.

Iz pocetnih uvjeta slijedi

_ Cll— _ >2
X, = [ - _3].

Potrebno je dijagonalizirati matricu A. Njene svojstvene vrijednosti su nultocke karakte-
risticnog polinoma, ka(A) = 2> =31+ 2, i jednake su A, = 1i A, = 2, a pripadni svojstveni

vektori su redom V| = [}] iV, = B] Zato je

SEREET

Prema formuli (2.4) matrica X, je jednaka

it |1 L1 0 ([2 =1][2] _
4n=PD PXl‘[1 211 0 2" '|-1 1 ||3] "

iz Cega slijedi

a,=2""1"+1, VYneN.

Na prethodnom primjeru moZemo uociti da su koeficijent uz A i slobodni koeficijent u
karakteristicnom polinomu matrice A

k(D) = 2 =31+2

jednaki koeficijentima u zapisu ¢lana niza a,,; = ca, + c2a,-1 = 3a, — 2a,_;. Takoder,
primijetimo da su svojstveni vektori pripadni svojstvenim vrijednostima 4; = 114, = 2

jednaki v H _ m V2 = B] } [/112] |

Opcenito vrijedi sljedeca propozicija.
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Propozicija 2. Karakteristicni polinom matrice A € M(F) definirane kao

0 1 0 ... O]
o 0 1 ... 0
A=1: 1 :
o 0 0 ... 1
1€k Ck-1 Ck—2 ... C1]
je
ko) = (=DFF =) A5 = == ).

Ako je Ay svojstvena vrijednost matrice A, onda je

1

Ao
Xo=1| .
i
Jedan pripadni svojstveni vektor.

Dokaz. Tvrdnju o karakteristicnom polinomu matrice A dokazujemo matemati¢kom in-
dukcijom po redu k matrice.

Baza indukcije: Tvrdnja je trivijalna za k = 1.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k — 1 € N, odnosno
da je karakteristi¢ni polinom matrice A € M;_;(F) jednak

ko) = (DT = 22— L =),

Korak indukcije: Dokazujemo da tvrdnja vrijedi i za sljedbenik broja k — 1, odnosno
za k € N. Imamo

-1 1 0o ... 0

o -4 1 ... 0
ka() = | : : : :

0 O 0 ... 1

Cry Ck—1 Ck—2 ... (1 -A

Laplaceovim razvojem determinante po prvom stupcu dobivamo
-1 1 ... 0 1 0 ... 0
kA(/l):_/l : . . +(_1)k+lck -

0 0o ... 1
Ci—1 Ck-—2 ... Cl—/l 0 0 ... 1
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Na prvu determinantu primijenimo pretpostavku indukcije, a druga determinanta jednaka je
umnosku elemenata na dijagonali, odnosno broju 1 jer je pripadna matrica donjetrokutasta.
Slijedi
ky(A) = —A=DFEY A — A2 — o =l + (=D
= DN = A = g — ).

Po aksiomu matematicke indukcije slijedi da tvrdnja vrijedi za svaki k € N.
Ako je 4y svojstvena vrijednost matrice A, onda je ona nultocka karakteristicnog poli-
noma, odnosno vrijedi k4 (1) = 0, odakle slijedi

/l](; = Cl/ll(;_l + ...+ 1 Ao + ck.

Sada direktnim mnoZenjem matrica dobijemo

[0 1 0 ... O] 11 [A0]
0 O I ... 0] 4 PH
AXo=|: | A | =] = d0Xo.
0 O 0o ... 1 : :
ek o1 e o al AT A
Time je dokazana i druga tvrdnja propozicije. O

U primjeru 2 imali smo rekurzivno zadani niz. RijeSit ¢emo dobivenu rekurziju, ovaj
put primjenom propozicije 2 i to za proizvoljan broj mjesta na parkiraliStu.

Primjer 22. Na nekom se parkiralistu parkiraju automobili i autobusi. Automobil zauzme
jedno mjesto, a autobus dva mjesta. Zanima nas na koliko se nacina moZe popuniti parki-
raliste od n mjesta, pri cemu automobile medusobno ne razlikujemo, kao ni autobuse.

Uz oznaku a, za broj nacina na koji se moZe popuniti parkiraliste od n mjesta, imali
smo
Ay =0y + Ay, Y>3,

s pocetnim uvjetima a; = 1 i a, = 2. Definiramo matrice X,, i A kao
a, {01
wln] =

Xn — An_IX],

pa slijedi

1
gdje je X, = [Zl] = [2] . Prema propoziciji 2 karakteristicni polinom matrice A jednak je
2

ko) =22 —21—-1.
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Svojstvene vrijednosti su nultocke karakteristicnog polinoma i jednake su A,

Ay = I_T\B Pripadni svojstveni vektori su jednaki

AR RRHEAS

Radi lakseg zapisa, necemo uvrstavati konkretne vrijednosti za A, i A,. Imamo

1 : {4 0
AR P

1 12t o |[--2 1N
_ n—1 p—1 _ 1 A=A A=Ay
X, = PD"'P'X, _[ﬂl AzH 0 ﬂZ‘IH U it

L-L -l

Tada je

Prvi element matrice X, jednak je

A L T 2 -2 A G+ )+ AT (-2

2.5
A=A A=A 23)
Jer je
3+ V5 6+2V5
~L+2= \/_:1+/11 i Af:—\/_:um
2 4
slijedi
—+2=1 (2.6)
Takoder,
-3+ V5 6-2V5
Bo2=3 S /13:—\/_:1+/12
2 4
pa je
A —2=-. (2.7)

Uvrstimo (2.6) i (2.7) u (2.5) i dobivamo da je prvi element matrice A jednak

AR D) -
/11 - /12 /ll - /12

a, . anl

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti 1, =
na koji se moZe popuniti parkiraliste od n mjesta jednak

”T‘B i = I_T‘E i dobivamo da je broj nacina

Y (1 + \/g)n+l —-(1- \/§)n+l
" \/g 2n+1 )
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Na sli¢an nacin moZemo rjeSavati i odredene sustave linearnih rekurzija, kao Sto poka-
zujemo u sljede¢em primjeru.

Primjer 23. Nuklearni reaktor sadrzi dvije vrste Cestica, neka su to x-Cestice i y-Cestice.
Svake se sekunde svaka x-Cestica razdijeli u tri y-Cestice, a svaka y-Cestica u jednu x-
Cesticu i dvije y-Cestice. U trenutku t = 0 u reaktoru je bila samo jedna x-cestica. Odredimo
broj x-Cestica i y-Cestica u trenutku t = n.

a1 £

N

x\\ _ff 5\1
/v y AR
vy oy oy r Yy

Slika 2.3: Dijeljenje Cestica

Na slici 2.3 prikazano je dijeljenje cestica. Oznacimo s a, i b, redom brojeve x-Cestica
i y-Cestica u trenutku t = n. PocCetni uvjeti ovog problema su ay = 1i by = 0. Vrijedi

ay =by_1, b, =3a,1+2b,,.

Definiramo matrice X, i A kao

i dobivamo
)(,1 = AXn_l .

Analogno kao do sad, vrijedi
X, = A" X,

.. _ ao _ 1
gdje je Xy = [bo] = [O]

Potrebno je dijagonalizirati matricu A (ako je to moguce). Svojstveni vektori pripadni

1
svojstvenim vrijednostima Ay = —1 i A, = 3 su redom 1 i i]pa je
-1 1 -1 0
— 3 ; —
P_[l 1] : D‘[o 3]'

3(=D"+3" é((_l)n + 3n—1)
X, =PD'P'Xg=| 5 sz | =4 n n
0 [ 3( 1‘)‘+33] [%((_1) +1+3)

Sada je
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Odavde slijedi da je broj x-Cestica i y-Cestica u trenutku t = n

_g_n n—1 _%_n+1 n
an—4(( 1" +3"), bn—4(( D™ +3%).
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavamo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrice
te njihove primjene. Prvo je poglavlje posveceno matricama te njihovim svojstvenim vri-
jednostima. Nakon kratkog podsjetnika na matrice, terminologiju vezanu uz matrice te
operacije s matricama, slijedi definicija svojstvenih vrijednosti te opis i analiza metoda za
dijagonalizaciju matrice.

U drugom se poglavlju fokusiramo na Siroke primjene svojstvenih vrijednosti i svoj-
stvenih vektora matrice. Analizom raznih primjera iz svakodnevnog Zivota pokazujemo
kako svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrica igraju veliku ulogu u dinamickim
sustavima, preciznije Markovljevim lancima, PageRank algoritmu na kojem se od 1998.
godine temelji Google pretrazivanje, diferencijalnim jednadZbama i linearnim rekurzijama
te njihovim sustavima.



Summary

In this master’s thesis, we explore the eigenvalues and eigenvectors of matrices and their
applications. The first chapter is dedicated to matrices and their eigenvalues. After a
brief recapitulation of matrices, terminology related to matrices, and matrix operations, we
proceed with the definition of eigenvalues, as well as a description and analysis of methods
for matrix diagonalization.

In the second chapter, we focus on the extensive applications of matrix eigenvalues
and eigenvectors. Through the analysis of various real-life examples, we demonstrate how
eigenvalues and eigenvectors of matrices play a significant role in dynamic systems, speci-
fically in Markov chains, the PageRank algorithm that has been the foundation of Google
Search since 1998, differential equations and linear recursions and their systems.
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