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Uvod

svojstvu, ili viSe njih, koje ih ¢ini drugacijima pa su zbog toga plijenili pozornost mnogih
matematicara tijekom povijesti. U njih spada i broj e, poznat kao Eulerov broj ili Napierova
konstanta Cija vrijednost do na prvih nekoliko decimalnih mjesta iznosi

e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470937 . . ..

Znamenke tog broja i danas su zanimljive mnogima koji ih Zele zapamtiti Sto ih je viSe
moguce. Postoje 1 razli¢iti mnemotehnicki trikovi koji to omogucavaju. Jedan od njih je
pamcenje reCenica Cije duljine rijeci predstavljaju znamenke broja e. Na primjer, prvih
deset znamenki broja e moZemo odrediti iz duljina rijeci sljedece reCenice:

To disrupt a playroom is commonly a practice of children.

Takoder, prvih nekoliko znamenaka broja e, to¢nije njih 16, moZemo zapamititi tako da
2.7 zapamtimo kao pocetak, zatim 1828 pamtimo kao godinu, i to dva puta, dok znamenke
45-90-45 moZemo povezati s veli¢inama unutarnjih kutova jednakokra¢nog pravokutnog
trokuta.

Prve spoznaje o broju e deSavaju se krajem 16. stoljeca, odnosno pocetkom 17. stoljeca
1 veZu se uz pojavu prirodnog logaritama (John Napier, Henry Briggs), no one su indirek-
tne. Za konkretnu “identifikaciju” broja e zasluzan je Jacques Bernoulli koji je 1683. go-
dine proucavao problem sloZenih kamata. Medutim, naziv mu je dodijelio Leonhard Euler
1727. godine koji je i intenzivno proucavao njegova svojstva.

Broj e moZze se definirati, odnosno reprezentirati na razli¢ite nacine. Najpoznatiji su kao

(e

. . 1" . g . . ..

limes niza (1 + —) , zatim kao suma reda E — te jedinistven broj takav da je povrSina

n n!
n=0

1
ispod hiperbole y = — na segmentu [1, e] jednaka 1.
X



SADRZAJ 2

Izmedu ostalog, broj e je zanimljiv po svojim svojstvima, iracionalnosti i transcendet-
snosti. Iracionalnost broja e veZemo uz njegov razvoj u jednostavan veriZni razlomak koji
je, za razliku od njegovog decimalnog zapisa, pravilan:

e=12,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10, 1, .. .].

S druge strane, buduéi da ne postoji polinom s racionalnim koeficijentima takav da je broj
e njegova nultocka, broj e nije algebarski broj ve¢ je transcendentan.

Broj e povezan je s Cetiri druga poznata broja: m, i, 1 te 0, kroz tzv. Eulerov identitet:
e +1=0.

Euler je, krenuvsi od reda potencija e*, raznim supstitucijama i algebarskim manipulaci-
jama povezao trigonometrijske funkcije sinus i kosinus s eksponencijalnom funkcijom te
doSao do formule e = cosx + isinx za koju mnogi navode da jedna od najcudesnijih
matematickih fomula. Ona izmedu ostalog upucuje na to da se i kompleksni brojevi mogu
1zraziti preko broja e.

Uz broj m, moZemo reci da je broj e najvaznija matematicka konstanta koja se pojavljuje
u razli¢itim primjenama i situacijama i to ne samo iz polja metematike. Navedimo samo
neke: sloZeno ukamadivanje (ekonomija), model rasta populacije (biologija), radioaktivni
raspad (fizika), normalna raspodjela (vjerojatnost i statistika), itd.

Na kraju recimo da smo u ovom radu obradili neke najvaznije aspekte ove konstante,
no prica o broju e je daleko vecéa i kompleksnija.



Poglavlje 1

Povijest broja ¢

Broj e vezan je uz pojavu prirodnog logaritma krajem 16. 1 poCetkom 17. stoljeca, premda
ga matematicari tog vremena nisu bili svjesni. Prvi ga je, u jednom od svojih pisama,
oznacio veliki Svicarski matemati¢ar 18. stoljea Leonhard Euler. Osim same oznake,
Euler ima jo§ mnoge zasluge u vezi svojstava ove konstante. U usporedbi s najpoznatijom
matematickom konstantom 7, broj e je relativno “mlada” konstanta jer se za  zna ve¢ go-
tovo Cetiri tisucljeca.

Mnogi povjesnicari matematike navode da se prva pojava broja e, iako ne ekspilicitno,
moze nac¢i u radovima Skotskog matematicara Johna Napiera (1550. - 1617.) koji je po-
svetio 20 godina Zivota na konstrukciju prvih tablica logaritama u povijesti. One su pod
nazivom Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio objavljene 1619. godine. Naime,
tablice su nastale kao teznja tadasnjih matematiCara i znanstvenika da olakSaju racunanje
na nacin da se mnozZenje i dijeljenje brojeva iz trigonometrijskih tablica svede na zbrajanje
i oduzimanje brojeva. Upravo je u tome bio smisao logaritama.

Napier je do pojma logaritma doSao na neobican nacin. Zamislio je dvije Cestice a1 g
koje krecu u istom trenutku i gibaju se pravocrtno (slika|1)).

Cestica a: Giba se po putu neogranic¢ene duljine jednoliko, konstantnom brzinom 107.
To znaci da u jednakim vremenskim intervalima prevaljuje isti prijedeni put. S y,
oznacavamo put koji je presla u trenutku ¢.

Cestica g: Giba se po putu ograni¢ene duljine (s krajnjom to¢kom ) 1 u svakom trenutku ¢
Joj je brzina v, razmjerna trenutnoj udaljenosti x, do cilja S . U jednakim vremeniskim
intervalima prevaljuje sve manji put, odnosno usporava i nikad ne moZe dostiéi tocku
cilja$.
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Y l

£y

TS| = 107

Slika 1.1: Napierova definicija logaritma

Gledaju¢i odnos izmedu prijedenog puta Cestice a, y,, 1 puta kojeg joS treba prijeci
Cestica g, Xx;, shvatio je da se radi o problemu ekvivalentnom onom koji mnoZenje “pre-
tvara” u zbrajanje. Odnosno, funkciju koja povezuje te dvije vrijednosti nazvao je logarit-
mom prema grckim rijeCima logos (racun) i arithmos (broj). Danas tu funkciju nazivamo
Napierovim logaritmom, a oznacit ¢emo ju kao

v, = NapLog x,. (1.1)

Napierova metoda kojom mnoZenje svodi na zbrajanje nije bila niti lako razumljiva niti
lako primjenjiva, stoga je on dugi niz godina radio na tablicama logaritama koje su bile od
prakti¢ne koristi.

Interpretirajmo Napierov problem na suvremen nacin. Uocimo da je u pocetnom tre-
nutku Cestica a na poziciji 0, dok &estica g mora prijeéi udaljenost 107. Iz toga slijedi da
je

NapLog 107 = 0,

odnosno 107 je nultocka Napierovog logaritma. Takoder, ovaj logaritam je padajuéa funk-
cija Sto proizlazi iz Cinjenice da Sto je g dalje od cilja, a je bliZe polaznoj tocki.

Za brzinu v, Cestice g u trenutku ¢ u kojem treba joS prijeci udaljenost x;, odnosno kada
je presla udaljenost od 107 — x; vrijedi

d .
v, = 5(107 - X)) = —%,. (1.2)
S druge strane, brzina v, je u svakom trenutku # razmjerna trenutnoj udaljenosti x; do cilja

S, odnosno vrijedi
VI = k * X,. (1.3)
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Dakle, iz i dobivamo diferencijalnu jednadZbu
X, =k x,.
Rjesavanjem diferencijalne jednadZbe i kori§tenjem uvjeta xo = 107 slijedi
x, = 107exp(—k?). (1.4)

Deriviranjem jednakosti (I.4) po ¢ dobivamo

X = —k - 10" exp(—kt).
Iz prethodne jednakosti i iz slijedi

—v, = —k - 107exp(—k?).

Iskoristimo li jo§ uvjet vy = 107 dobivamo k = 1, odnosno vrijedi x, = 107exp(—?).
Za Cesticu a vrijedi da je njena brzina jednaka y = 107 i yy = 0. Iz toga slijedi

y, =107z (1.5)
Iz x, = 10’exp(~1) dobivamo
107
t=1In 7 (1.6)
Sada iz (I.1)), (1.3) i (1.6) slijedi
107

NapLogx = 10’ - In -

Bitno je napomenuti da se u to vrijeme nije znalo da je u bazi Napierovog logaritma
broj e. Za Napierovu tablicu logaritama saznao je profesor geometrije na Oxfordu, Henry
Briggs (1561.-1631.). Briggs je smatrao da bi bilo puno zgodnije promatrati logaritme
¢ija je nultocka 1 1 za koje vrijedi da 10 puta veci broj ima za 1 veli logaritam, Sto je
upravo dekadski logaritam. S time se sloZio i Napier. Briggs je 1624. godine objavio svoju
prvu tablicu dekadskih logaritama pod nazivom Arithmetica Logarithmica te su po njemu
dekadski logaritmi ponekad nazvani i Briggsovi logaritmi. Te iste godine dao je aproksi-
maciju broja log,, e premda e kao takav nije spominjao.

Neovisno o njima, logaritmima se bavio i Svicarski urar, Joost Biirgi (1552.-1632.). Za
razliku od Napiera, Biirgi promatra eksponencijalnu funkciju x = @’ s bazom a = 1.0001
i promjene Ax koje uzrokuju male promjene eksponenta y za Ay = 1. Odnosno, promatra
odnos x + Ax = @*!,tj.  Ax = 10™*x. Svaki sljedeéi ¢lan x + Ax dobiva iz vrijednosti x
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ny, X, = a" Ax, X, + Ax,
00 1 0.0001 1.0001
1)1 1.0001 0.00010001 1.00020001

2 | 2 | 1.00020001 | 0.000100020001 | 1.000300030001
3| 3 | 1.00030003 | 0.000100030003 | 1.000400060003
4 | 4 | 1.00040006 | 0.000100040006 | 1.000500100006
515 | 1.0005001 | 0.00010005001 1.00060015001

Tablica 1.1: Biirgijeva tablica vrijednosti

pomicanjem zareza za 4 mjesta ulijevo i1 pribranjanjem vrijednosti x. Tako nastaje tablica
vrijednosti y, x,Ax zay = 0,1,2,3,.... Takoder, vrijedi da je x; - x;, = x,, samo ako je
Vi+y=vymzak,l,me{0,1,2,3,..}.

Za finiju razdiobu y-a (npr. za ) dobije se nova tablica za eksponencijalnu funkciju

10*
x = (@), zaa; = a® = (1+10*)" . Uotimo da je a; ~ 2,718145927. Ako bismo
ponavljali ovaj postupak profinjenja, u bazi bismo dobili sve bolju aproksimaciju broja e.

Osim kod logaritama, broj e se pojavljuje 1 kod raCunanja povrsine ispod istostrane hi-
perbole. Time se bavio francuski matematicar Saint-Vincent, no nije poznato je li uocio
vezu s logaritmima, kao ni je li naiSao na broj e. Vezu izmedu logaritma i povrSine is-
pod istostrane hiperbole xy = 1 shvatio je matematicar Huygens (1629.-1695.). U tom je
slucaju broj e takav da je povrSina ispod istostrane hiperbole od 1 do e jednaka 1. 1z tog
svojstva proizlazi da je baza prirodnog logaritma broj e, ali naravno, to jo$ nije bilo poznato
matemati¢arima tog doba, iako su se polako priblizavali tome. Huygens je nazvao krivu-
lju logaritamskom, premda bi danas to bila eksponencijalna krivulja s jednadZzbom y = ka*.

1668. godine njemacki matemati¢ar Nicholas Mercator objavio je tekst Logarithmotec-
hnia u kojem je razvio funkciju In (1 + x) u red potencija, kojeg je dobio iz geometrijskog
reda, s ciljem da izraCuna povrSinu ispod istostrane hiperbole. Takoder, prvi je upotrijebio
naziv prirodni logaritam za logaritme s bazom e premda se broj e i dalje nije samostalno
pojavio.

S druge strane, pojava broja e bila je vezana i uz problem kamata. Problemom racunanja
sloZzene kamate bavio se Jacob Bernoulli (1655.-1705.). U slucaju neprekidne sloZene ka-

mate promatrao je
. 1\"
lim (1 + —) .
n—oo n
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Slika 1.2: PovrSina ispod istostrane hiperbole koja je jednaka 1

Koriste¢i binomni teorem, pokazao je da je taj limes broj koji je izmedu 2 i 3, stoga ovo
mozemo smatrati prvom aproksimacijom broja e. Takoder, ako gledamo da je na ovaj nacin
definiran broj e, ovo je prvi put da je neki broj definiran pomo¢u limesa. Do tad, logaritam
se smatrao samo brojem, dok je Jacob Bernoulli mozda prvi shvatio logaritam kao funkciju
inverznu eksponencijalnoj funkciji, a James Gregory je 1684. godine povezao logaritam s
eksponentom.

Broj e prvi put se samostalno spominje u pismu kojeg je Leibniz napisao Huygensu pri
¢emu je Leibniz koristio oznaku b za taj broj. Oznaku za broj e koju danas koristimo prvi
je uveo Euler 1731. godine u pismu kojeg je napisao Goldbachu. Nije to¢no poznato zaSto
baS e. Neki povezuju taj simbol s prvim slovom njegova imena, $to i nije najverojatnije
bududi da je Euler bio skroman. Vjerojatnije da je razlog taj Sto su slova a, b, c i d bila veé
ranije koriStena u matematici, tj. “zauzeta” za druge oznake.

1748. godine Euler je objavio djelo Introductio in Analysin infinitorum u kojem je

pokazao da vrijedi
I 1 1

e=14+—+—+—+-- (1.7)
te je takoder aproksimirao broj e na 18 decimala. Nije argumentirao kako je doSao do za-
kljucka, no ako uzmemo 20 pribrojnika iz izraza dobit ¢éemo aproksimaciju broja e
koju je dobio i Euler. U tom je djelu Euler takoder povezao funkcije sinus i kosinus s kom-
pleksnom eksponencijalnom funkcijom. Razvio je broj e u beskonacan verzni razlomak te
je uocio odredene pravilnosti u tom razvoju. Nije dokazao da se te pravilnosti ponavljaju,
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ali je shvatio da bi taj dokaz bio dokaz iracionalnosti broja e.

U Zelji za odredivnjem $to veceg broja decimala broja e istaknuo se William Shanks
koji je 1854. godine odredio prvih 137 decimala, a nakon ispravljanja pogreske u racunu,
odredio je prvih 205 decimala broja e. Zanimljivo je spomenuti da je potrebno 120 pribroj-
nika iz izraza da bi se dobila aproksimacija broja e na 200 decimala.
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Definicija broja e

Euler broj e pojavljuje se u raznim matematickim kontekstima pa se zbog toga moze defi-
nirati, odnosno karakterizirati na razliite na¢ine: kao baza prirodnog logaritma, limes niza
(1+ 1y, sumareda ), -, itd. Mi éemo ga definirati na sljedeci nacin:

Definicija 2.1. Broj e je pozitivan realan broj takav da je Ine = 1, gdje je
1
lnxzf —dt, (2.1)
1t

Geometrijska interpretacija definicije broja e jest da je to broj za kojeg je povrSina is-

x> 0.

pod krivulje y = — na segmentu [1, e] jednaka 1 (slika|lJ).
X

Funkcija prirodnog logaritma x +— Inx definirana s (2.1) u prethodnoj definiciji je
derivabilna pa je stoga i neprekidna na domeni (0, +o0). Slika joj je ¢itav R. Nadalje,
direktno iz definicije pokazuje se da vrijedi:

l.In1=0
2. In(ab) =Ina+1nb

3. ln(%):lna—lnb

4. In(a") = rlna,

za a,b > 0 1iracionalan broj r. Svojstvo 4 mozemo po neprekidnosti proSiriti za sve x € R.
Buduc¢i da je funkcija x — Inx strogo rastuéa s (0, +o0) na R, ona je bijektivna. Njezin
inverz naziva se eksponencijalna funkcija i oznaCava s x — exp x. Dakle,

exp(Inx) = x, Vx> 0,

9
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In(expx) = x, Vx € R.
Kako je In(a*) = xIna za x € R, za a = e dobivamo da je
expx =¢', YxeR.
Napomenimo da je eksponencijalna funkcija karakterizirana svojstvima da je njena de-

rivacija jednaka njoj samoj i da joj je vrijednost u O jednaka 1.

DokaZimo sada navedena svojstva.
Najprije uo¢imo da svojstvo 1 slijedi direktno iz definicije (2.1 uvrStavanjem x = 1, stoga
ga neCemo posebno dokazivati.

Propozicija 2.2. Za a,b > 0 vrijedi
In(ab) = Ina + Inb.

b1
ln(ab):f —dt
.t

a 1 ab 1
In(ab) = f " dt + f " dt. 2.2)
1 a

Nadalje, iz definicije slijedi da je
1
f ; dt =Ina. (23)
1

t
Odredimo joS ¢emu je jednak drugi integral u izrazu (2.2)). Uvedimo supstituciju u = —.
a

Dokaz. 1z definicije (2.1) slijedi

Sto moZemo zapisati kao

1
Tada je du = —dt. Nadalje, za t = a slijedi daje u = 1, a zat = ab vrijedi u = b. Dakle,
a

imamo

=Inb. (2.4)
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Dakle, sada iz i slijedi da je izraz jednak
In(ab) =Ina +1nb
Sto smo 1 htjeli dokazati. O
Propozicija 2.3. Neka je x > 0 i r racionalan broj. Vrijedi
In(x") = rin x.
Dokaz. Uo€imo da vrijedi

d 1
—(In(xX)=—-rx = I,
dx X" X

S druge strane vrijedi da je
d (1) r
— (rlnx) = —.
dx X

Dakle, funkcije x — In(x") i x = rlnx, x > 0 imaju iste derivacije. Po osnovnom teoremu
diferencijalnog racuna slijedi da se te dvije funkcije razlikuju za konstantu, odnosno

In(x")=rlnx+C,C € R.
Uoc¢imo da za x = 1 dobivamo

In(1"Y=rInl+C
Inl=r-0+C
C=0.

Dakle, vrijedi In(x") = rIn x. m|

Propozicija 2.4. Za a,b > 0 vrijedi
a

In(%)=tna-mnb.

niy na—In
Dokaz. UoCimo da ovo svojstvo proizlazi iz prethodnih. Primjenom svojstva 2 slijedi

ay _ -1y _ -1
ln(l—)) ~In(ab™) = na+1In(b").

Primijenimo li jo$ na tu jednakost svojstvo 4 dobivamo

ln(;—j):lna—lnb.
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Karakterizacije broja ¢

3.1 Broj ¢ kao limes niza

Broj e moze se prikazati kao limes niza (1 + %)” Sto je vrlo korisno za njegovu numericku
aproksimaciju. Za to ¢emo Kkoristiti poznatu Bernoullijevu nejednakost (prema [12]) te
¢emo ustanoviti konvergenciju navedenog niza realnih brojeva (prema [[10]).

Teorem 3.1 (Bernoullijeva nejednakost). Neka je n prirodan broj i neka je x realan broj
veci od —1. Tada vrijedi
1+x)">1+nx

Jednakost vrijedi ako i samo ako jen =1 ili x = 0.

Dokaz. Teorem se lako dokaze pomoc¢u matematicke indukcije. Dokaz se moze naci u
[12]. O

Teorem 3.2 (Poopcenje Bernoullijeve nejednakosti). Ako je x > —1ia <0ilia > 1, onda

je
(1+x)> 1 +ax. (3.1)

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = 0.

Prisjetimo se osnovih pojmova realnih nizova: monotonost, omedenost i konvergent-
nost. Niz realnih brojeva (a,) je monoton ako je rastuci, tj. ako za svaki prirodan broj n
vrijedi da je

a, < Ap+1

ili ako je padajuci, tj. ako za svaki prirodan broj n vrijedi da je

a, = dpy-

12
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Niz realnih brojeva (a,) je omeden odozgo ako postoji realan broj M takav da je
a, <M, V¥neN,

odnosno omeden odozdo ako postoji realan broj m takav da je
a,>m, Yn € N,

Niz realnih brojeva (a,) konvergira k realnom broju a € R ako za svaki € > 0 postoji
prirodan broj n, za koji je
la, —al < &, ¥Yn > ng,

Sto znaci da se u svakoj e-okolini oko tocke a nalaze gotovo svi ¢lanovi niza (a,), tj. samo
njih kona¢no mnogo nalazi se izvan te okoline. PiSemo:

lim a, = a.
n—oo
Navedena tri pojma povezuje sljedeci vaZzan teorem:
Teorem 3.3. Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan.
Dokaz. Dokaz se moZe pronaci u [10]]. O

Teorem 3.4. Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi u R. Ako je a, < b, za svaki n € N,

onda je
lim a, < lim b,.
Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [10]]. |

Teorem 3.5. Niz realnih brojeva (a,) zadan svojim opéim ¢lanom a, = (1 + %)n je konver-
gentan.

Dokaz. Dokazimo da je dani niz monoton.
n+l

Nekajea = “=ix = —L__ Primjenom poopéenja Bernoullijeve nejednakosti lb dobi-

n+1"
vamo sljedece nejednakosti:

n+l

a +1 1
142 .

n n+1’
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Dakle, niz (a,) je strogo rastudi.
Dokazimo da je taj niz i ograni¢en. ZapiSimo izraz 43 na drugaciji nacin:
! 1 1 1
4 =(2) =2i=--2:20 =2 2% = 1+ D
2 2 2

Ako stavimodajex=lia =1+ %, moZemo primijeniti Bernoullijevu nejednakost:

1 1 2 1 2 1
—A+D" s L+ 1+ 2] 1=z [2+3) =1+ -
2 ( T 2 ( n) ] 2 ( n) n
Dakle, vrijedi
1
45> 1+ -,
n
odnosno
1 n
4 > (1 + —) ,
n
Sto znaci da je niz (a,) ograni¢en odozgo brojem 4.
Po teoremu [3.3]slijedi da je niz (a,) konvergentan. i
Teorem 3.6.
1 n
lim (1 + —) =e (3.2)
n—oo n

Dokaz. Prema teoremu [3.3]postoji a € R za koji je

1 n
lim (1 + —) =a.
n—oo n
Stoga je 1
h%ﬂ+xﬁ:a

pa logaritmiranjem dobivamo da je

1
lim—1In(1 + x) = Ina.
x—0 x

Uz supstituciju y = In(1 + x), prethodni limes prelazi u

lim =Ina
y—0 ¥ —
Uocimo da je
y—1 y — 0 d
ImE— - —im & - Ly = =1,
y—0 y y—0 y dx x=0

Konacno, zakljuCujemo da je Ina = 1 Sto znaCida je a = e. m|
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Izraz (3.2) se Cesto uzima kao definicija broja e. U tom sluéaju je eksponecijalnu funk-
cijuexp : R — [0, +c0) moguce definirati kao

f(x), x <0,

.
e X< 0,

gdje je
£(x) = lim (1 + f) Vx € [0, +oo).
n—oo n

3.2 Broj ¢ kao suma reda

Kako bismo prikazali broj e pomoc¢u sume reda, prisjetimo se $to je to red i suma reda.
Neka je zadan niz realnih brojeva (a,). PridruZimo nizu (a,) niz njegovih parcijalnih
suma (S ,) definiran na sljede¢i nacin:

Slzal
Szza1+a2

S3:a1+a2+a3

S,,:al+a2+a3+---+a,,

Red je uredeni par koji se sastoji od niza (a,) 1 niza pripadnih parcijalnih suma (S ,), od-

nosno ((a,), (S ,)). Za red se najcescée koristi oznaka

i a,, (3.3)

n=1

a koristit ¢emo ju i u ovom radu. Nadalje, element a, zovemo op¢i ¢lan reda (3.3), a S, je
n-ta parcijalna suma reda (3.3)).

Za red Z a, realnih brojeva kazemo da je konvergentan ako je niz parcijalnih suma
n=1
(S8 ,) tog reda konvergentan, odnosno ako postoji limes lim S, = s. Broj lim §,, = s zove

n—o0 n—0o0o

se suma reda 1 oznaCava sa
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Zared Z a, kazemo da je divergentan ako je pripadni niz parcijalnih suma (S ,) divergen-

n=1
tan.

Dokazimo sada da se broj e moze zapisati kao suma reda.

Teorem 3.7.

(o8]

o= Z% (3.4)

k=0

Dokaz. Oznalimo s (ay) i (by) nizove svojim opéim ¢lanovima

1\ 11 1 &1
ak:(l+z),k>0,bk:1+ﬁ+5+"'+azz— k>0.

Prema (3.2) je ]}im ai = e. Iz binomnog teorema slijedi

el OO

3 1 kk—1)1 k(k—1)---1 1
B R TR K
odnosno
1 1 1 1 2 k-1
ak—1+1+5(1—z)++F(1—%)(1—%)(1—T) (35)

Uoc¢imo da za svaki pribrojnik u (3.5)), osim prva dva, vrijedi

1 1 2 r=1\ 1
7!(1_%)(1_%)"'(1_ - )sr—!. (3.6)

Stoga iz (3.5)) i slijedi da je

1 1 1
g <1+1+—=+=+--

TREY + i by. (3.7)

Nadalje, lako se vidi da za sve cijele brojeve r > 1 vrijedi

1 1 1!
o (5] . 3.8
l 1-2-3~--r<(2) (38)
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Iz (3.7) 1 (3.8)) dobivamo

1 12 lk—l
aksbk<1+(1+§+(§)+---+(§) ] (3.9

Izraz u zagradi predstavlja sumu prvih k ¢lanova geometrijskog niza ¢iji je prvi ¢lan 1, a
kvocijent g =  pa je

1+ % + (%)2 +oeet (%)H - 11__(%) =2. (1 - (%)k] (3.10)

Sada iz (3.9) i (3.10) slijedi
1\
1-|{= 3.
)]+

2<ap<b <3, Vk>1. (3.11)

Niz (by) je ogranicen i rastuci (jer je by—by_; = % > 0) paje po teoremui konvergentan.
Neka je

ap<b,<1+2-

Dakle, vrijedi

m = lim bk.

k—o0
Dokazimo da je m = e. Da bismo to dokazali, pokazat ¢emo da je m < e im > e. UoCimo
da e < mslijedi iz (3.11)) i teorema[3.4]
S druge strane, za svaki prirodni broj r < k vrijedi

1 1 1 1 2 r—1
> —1=2)+- v =(1==l[1=2)---[1=
wx ety a2 )

jer su svi od (k — r) zanemarenih ¢lanova iz (3.5) nenegativni. Po teoremu [3.4]iz prethodne
nejednakosti za k — co uz fiksan r dobivamo

e21+1+%+---+%:br. (3.12)
Ponovo, po teoremu [3.4]iz kada r — oo dobivamo
e=m.
Dakle, m = e. O

Ukoliko uzmemo izraz (3.4) kao definiciju broja e, eksponecijalnu funkciju exp : R —
[0, +o0) moZemo definirati kao
xl’l
exp(x) = Z_; e



Poglavlje 4

Iracionalnost 1 transcendentnost broja e

4.1 TIracionalnost broja e

Kao $to je ranije bilo spomenuto, Euler je u djelu Introductio in Analysin infinitorum dao
razvoj broja e u verizni razlomak te shvatio da je taj razvoj upravo dokaz iracionalnosti
broja e. Prisjetimo se najprije Sto je to veriZzni razlomak i kako iz razvoja u veriZni razlomak
nekog broja moZemo zakljuciti je li on racionalan ili iracionalan.

Verizni razlomci

Neka je a proizvoljan realan broj 1 neka je ay = [@] (pri ¢emu || oznaCava najvece cijelo
od @). Ako je ap # @ onda broj @ mozemo zapisati kao @ = ay + i, tako da je a; > 1.
Nadalje, stavimo a; = |a@;]. Analogno, ako je a; # a; onda @; moZemo zapisati u obliku
a; = a; + alz, tako da je @, > 11 stavimo a, = |a,]. Na opisani nacin nastavljamo
postupak. Uocimo da se postupak nastavlja u nedogled ako je a, # «, za svaki n te staje
ako je a, = a, za neki n. U slu€aju da je a, = @, za neki n, broj a je racionalan. No vrijedi
1 obrat, ako je a racionalan, postupak ¢e imati kona¢no mnogo koraka i tada je

1

a =dap+ Y

a; +

a, +

o
ay

Sto ¢emo krace zapisati kao
a = [ag,ay, ..., a,].

18



POGLAVLIJE 4. IRACIONALNOST I TRANSCENDENTNOST BROJA e 19

KazZemo da smo broj « prikazali kao (ili razvili u) konacni jednostavni verizni razlomak
(ili konac¢ni jednostavni neprekidni razlomak).

U slucaju kada se opisani postupak nastavlja u nedogled, odnosno kada je a, # @, za
svaki n, piSemo

1
@ = dg + ———— 4.1)
a) +
‘ 1
a+ —
ili krace
a = lag,ar,as,...] 4.2)

te kazemo da smo broj a prikazali kao beskonacni jednostavni verizni razlomak.

Brojevi ay, a;, ay, ... 1z jednostavnog veriznog razlomka, konacnog ili beskonacnog,
nazivaju se parcijalni kvocijenti, odnosno a, je tzv. n-ti parcijalni kvocijent. Napomenimo
jos§ da ¢emo u nastavku rada umjesto ,,jednostavni veriZni razlomak’ koristiti samo ,,veriZni
razlomak”. (Naime, opéenito je veriZni razlomak oblika

b,
a = Clo+ _—,
by
b;
a + —

a) +

ali jednostavni se iskljucivo odnose na slucaj b; = 1, za sve i.)

Pojasnimo jo$ smisao jednakosti izmedu broja « i njegovog razvoja beskonacni verizni
razlomak, odnosno §to nam znace , tri to¢kice” u (@.1) i (4.2). S jedne strane one su oznacile
da se postupak kojim rac¢unamo parcijalne kvocijente ponavlja u nedogled, no s druge
strane ovdje se radi o limesu niza

P
[a09al’--"ak] = —
gk
kada k tezi u beskonacno. Racionalan broj &, k > 0, nazivamo k-ta konvergenta od .
qk
Dakle, pokazuje se da je
. Dk
lim — = a,
k—o0 qr

Sto opravdava znak jednakosti u (4.1)) i (4.2)).
Niz konvergenti zadovoljava razli€ita zanimljiva svojstva, ali mi ¢emo istaknuti samo
jedno koje nam je potrebno u radu.
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Teorem 4.1. Za n > 2 brojevi p, i g, zadovoljavaju rekurzije
Pn = QnPu-1 + Pn-2,
4dn = Anqn-1 t qn-2,
uz pocetne uvjete
Po = ap, p1 = apa; + 1,
g0 =1, q1 = a.
Dokaz. Dokaz se nalazi u [8]], Lema 8.13. O

Nadalje, pokazuje se da je razvoj broja « u jednostavni verizni razlomak beskonacan
ako i samo ako je broj @ iracionalan. Navedena tvrdnja slijedi iz sljedeceg teorema:

Teorem 4.2. Ako je ay € Z te a, € N za sve n > 1, tada postoji limes

lim[ay, ai,...,a,] =« 4.3)

n—oo

i @ je iracionalan broj. Obrnuto, za svaki iracionalni broj a postoji niz cijelih brojeva (a,)
takav da su a, > 1, za sve n > 1, i za koji vrijedi (4.3).

Dokaz. Dokaz se nalazi u [8]], Lema 8.22. O

Razvoj broja ¢ u verizni razlomak

Euler je dobio

e—1=1+ =[1,1,2,1,1,4,1,1,6,...],
1+

2+

1+

1+

4+
1+

1+

6+---
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odnosno

e=2+

" =[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...].
1+

2+

1+

1+

4+

1+
1

6+---

1+

Uocimo da umjesto pocetnog parcijalnog kvocijenta 2 moZemo pisati 1,0, 1, to jest

1
I+ ——=2+---
0 1
+
1+---
Dakle, broj e moZemo zapisati u obliku
e=110,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...,1,2k,1,...]. 4.4)
Dokazimo to. Konkretno, ako je je [ag, a;, az, . ..] zapis veriznog razlomka |b i P nje-
qi
gova i-ta konvergenta, onda je potrebno pokazati da je
lim Pi_,
1—00 (]i

Najprije, uoCimo da vrijedi:

aziy1 = 21, az = aziyn = 1.

Iz toga slijedi da su p; i g; jednaki:

il01 2345 6 7 8
pil1 1 2 3 8 11 19 87 106
g1 01 13 4 7 32 39
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Iako je g; = 0 1z Cega slijedi da izraz Z—: nije definiran, to nam nece smetati. Slijedi da p; 1
gi zadovoljavaju sljedece rekurzivne relacije:

DP3n = P3n-1 T P3n-2, 93n = Q3n-1 + q3n-2
Pinel = 20P35 + P3ncts Q3ne1 = 2143, + @31 4.5)
P3n+2 = P3n+1 T P3ns 93n+2 = q3n+1 T G3n-
Definirajmo integrale:
1
n — 1)
A = f =D
0 l’l’
1 +1
X Hx=1)"
B, = f ¥e)C dx (4.6)
0 l’l'
1 1
n — 1
Cn = f —x (x ) €x d.x.
0 l’l'

Propozicija 4.3. Za n > 0 vrijede relacije

An = {3,€ — D3, Bn = P3n+1 — 430416, Cn = P3n+2 — q3p42€. (47)

Skica dokaza. Relacije (4.7) se dokazuju se primjenom principa matematicke indukcije,
koriStenjem ranije definiranih rekurzivnih relacija (4.9) te relacija

An =-B, - Cn—l, (48)
B,=-2nA, +C,_y, 4.9)
C,=B,—-A,, (4.10)

s pocetnim uvjetima
A():e—l, Bozl, C0:2—€.
Uocimo da je relacija (4.10) trivijalna. Da bismo dokazali relaciju koja je ekvi-
valentna relaciji A, + B,—; + C,—; = 0 potrebno je integrirati obje strane jednadzbe koju
dobivamo direktnom primjenom pravila za derivaciju umnoska

d (x”(x— 1)"ex) EEACT VLT ) L L G O

X

dx P S R Y

Da bismo dokazali relaciju (4.9) koja je ekvivalentna relaciji B, + 2nA, — C,_; = 0 po-
trebno je integrirati obje strane jednadzbe koju dobivamo primjenom pravila za derivaciju
umnoska i dodatnih algebarskih manipulacija

d (xn(x_ 1)n+1 x) x””(x— 1)n
—|— e = —_ —
dx

n!

. Xx=1" 0 M=)
e*+2n -
n! n! (n-1)!

X

n!
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Bududi da izrazi A, B, i C, teze 0 za n — oo. Iz prethodne propozicije slijedi da je
lim g;e — p; = 0.
Zbog toga Sto je ¢; > 1 za i > 1 slijedi da je

lim 2 = .

i—>o (;
Dakle, dokazali smo da broj e ima zapis u obliku beskonacnog veriznog razlomka, tj. e je
iracionalan prema teoremu 4.2

4.2 'Transcendentnost broja e

Transcendentnost broja e dokazao je Charles Hermite 1873. godine. Tome je prethodio
dokaz iracionalnosti broja e te Liouvilleov dokaz da brojevi e i ¢? nisu racionalni, kao ni
rjeSenja kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima. Prije samog dokaza transcen-
dentnosti broja e, prisjetimo se definicije transcendentnog broja.

Definicija 4.4. Kompleksan broj a zove se algebarski broj ako postoji polinom f(x) s raci-
onalnim koeficijentima, razlic¢it od nulpolinoma, takav da je f(a) = 0. Kompleksan broj se
zove transcendetan ako nije algebarski.

Teorem 4.5. Broj e je transcendentan.

Dokaz. Neka je f polinom stupnja m i neka je

I(t):fe’_xf(x)dx 4.11)
0

gdje je t > 0 proizvoljan realan broj. Parcijalnom integracijom dobivamo
t ! ¢
1) = (="'f (X))' ot f (™) f'(x)dx = €'f(0) = f() + f e f (x)dx.
0 0

Primjenimo parcijalnu integraciju na fot e~ f’(x) i dobivamo

1) =€'f(0) - f(O +e'f(0) - f'(1) + fo e f7(x) dx.

Ponavljanjem postupka parcijalne integracije dobivamo

m m

10 =¢ ) 120 -3 10+ [ e dx

— — 0
Jj=0 Jj=0 )



POGLAVLIJE 4. IRACIONALNOST I TRANSCENDENTNOST BROJA e 24

odnosno

In=¢> 20 - 0. (4.12)
j=0 j=0

Neka je g polinom dobiven iz polinoma f tako da svaki koeficijent zamijenimo apso-
lutnom vrijednosti tog koeficijenta. Tada iz (4.11)) vidimo da vrijedi

[1(1)| < f e f(x)dx < (e — 1)g(r) < te'g(r). (4.13)
0

Pretpostavimo da je e algebarski broj stupnja n. Tada postoje cijeli brojevi agy,ay,...,a,
takvi da je a,,ap # 01daje

ane" + ay 1€ '+ +ae+ay=0. 4.14)

Definirajmo
J=a,ln)+a,_In—1)+---+al(1) + apl(0), 4.15)

gdje je I definiran kao u (.11)) za polinom f stupnjam = p — 1 + pn koje je zadan s
f) =X x =1 (x =2 (x—n), (4.16)

pri cemu je p (dovoljno) veliki prosti broj.

Sada iz (4.12) i (4.14) slijedi

J=Y alé ) 0= f(”(k)) =y ( ake"J 120 = 3" af k),
k=0 =0 j=0 =0 \ k=0 j=0 k=0

odnosno
n

J==>"% afw)

J=0 k=0
gdjejem=m+1)p-1.
S obzirom na definiciju polinoma f moze se zakljuciti da je
o fU(k)djeljivs p!zasve j> pisvek=0,1,...,n,
o fUk)=0zasve j=0,1,....,p-2,k=0,1,...,n,
o fPD(ky=0zasvek=1,...,n.
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Dakle, (k) je djeljiv s p! zasve jik = 0,1,...,n, osim za (j,k) = (p — 1,0). U tom
slucaju je

FPP0) = (p - DU=DP(=2)" -+ (=n) = (p — DI(=1)"(n!)’

cijeli broj koji je djeljiv s (p — 1)!, ali uz pretpostavku da je p > n onda je f*?~D(0) nije
djeljiv s p!. Nadalje, ako je |ap| < p, onda je J cijeli broj razli¢it od nule i djeljiv je s
(p— 1. Iz togaslijedidaje|J| = (p — 1)

S druge strane, iz (4.13) slijedi da je

[ <la|-e-g(1)+---+la,| -n-e"-gn) <c’.
Nadalje, vrijedi da je g(k) < (2n)" zak = 1,2,...,n. Zaista,
g(k) < kP 'k + DP(k+2)P - (k + n)? <n”'Qn)’2n)? --- 2n)F < 2n)’~*"" = 2n)™.
Stoga je
< lai|-e+---+|a, -n-ée"

J| <
/] o
za neki broj ¢ neovisan o p. Dakle, dobili smo da je

(@m™ )" < cr

(p-DI<|<c?

Sto je kontradikacija za broj p koji teZi u beskonacnost jer lijeva strana nejednakosti raste
brze nego desna strana.

Buduc¢i da smo krenuli od pretpostavke da je e algebarski broj 1 dosli do kontradikcije,
slijedi da je broj e transcendentan. O



Poglavlje 5

Eulerov identitet

Poznato je da se Euler volio igrati formulama, ba$ kao Sto se djeca vole igrati igraCkama
te bi tako isprobavao razne supstitucije sve dok ne bi dobio neSto zanimljivo. Tako je iz
formule

_ 1 1 1
e = + F + 5 + a +
odgovaraju¢om supstitucijom i algebarskim manipulacijama dobio
. x X
e:1+ﬁ+§+§+... (5.1)

Sto odgovara redu potencija od e*.
Nakon toga, Euler umjesto x u formulu (5.1)) uvrstava ix. Na taj na¢in dobiva
: (ix)*  (ix)’
X __ y
e =1+ix+ X + 3 +
Koristeéi ¢injenicu da simbol i odgovara drugom korijenu broja —1 1 svojstva da se vri-
jednosti potencija tog broja ponavljaju periodi¢ki s periodom duljine 4 (odnosno, i =
Vo1,2 = -1, = —i, i* = 1, itd.), jednakost (5.2) moZe se zapisati kao
2 .3 4
L L
e =1+ix X 3!+4!....
Sada Euler opet Cini postupak koji izaziva Cudenje, a to je da mijenja poredak ¢lanova u
jednadzbi na nacin da grupira sve realne ¢lanove zasebno od imaginarnih ¢lanova. To je
bio nezamisliv potez jer mijenjanje poretka ¢lanova kod beskonacnih suma moze utjecati
na samu sumu, ili ¢ak promijeniti konvergenciju reda. Ali Euler je Zivio u vremenu kada
se moglo bezbriZzno eksperimentirati s beskona¢nim procesima. Stoga, promjenom poretka

¢lanova u jednadZbi Euler dobiva

(5.2)

3 5

P PR , X x
e ey TR AT R Rl vl bR PRy P

26
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U Eulerovo doba je ve¢ bilo poznato da su redovi koji se pojavljuju u zagradama redovi
potencija trigonometrijskih funkcija kosinus i sinus, respektivno. Stoga Euler dolazi do
formule

€™ = cos x + isin x. (5.3)

Danas znamo da redovi potencija funkcija sinus i kosinus konvergiraju na cijelom R te je
stoga manipulacija koju je napravio Euler dopustena.

Zanimljivo je spomenuti da Euler nije bio prvi koji je dosao do ove formule. Oko 1710.
godine engleski matemati¢ar Roger Cotes doSao je do formule log(cos ¢ +i sin ¢) = i¢ koja
je ekvivalentna Eulerovoj formuli. Taj rezultat objavljen je posthumno u djelu Harmonia
mensurarum 1722. godine.

Spomenimo i da je Abraham de Moivre otkrio poznatu formulu
(cos¢ + isin@)" = cosng + isinng
koja u svjetlu Eulerove formule prelazi u identitet (e"‘ﬁ)n = e,

Naravno, Euler nije tu stao s dobivenom formulom (5.3). Ponovo je koristio supstituciju
i to —ix umjesto ix te je na taj nac¢in doSao do formule

e = cos x — i sin x. (5.4)

Zbrajanjem i oduzimanjem formula (5.3) i (5.4) izrazava sinus i kosinus pomocu ekspo-
nencijalne funkcije, tj.
eix + e—ix eix _ e—ix
COS X = ————,sinx = ————
2 2
Nakon povezivanja trigonometrijskih funkcija s eksponencijalnom, bilo je teSko ocekivati
da ¢e iSta nadmasiti ovo izvanredno otkrice. Ipak, Euler uvrStavanjem x = 7 u formulu (5.3))

te koriStenjem da je cost = —1 i sinzr = 0 dobiva formulu
e =1

koju moZemo zapisati kao
e+1=0.

Ova je formula poznata i kao Eulerov identitet, a svakako je 1 medu najljepSim formulama
u matematici buduéi da povezuje pet najvaznijih konstanti te tri najvaZnije raCunske opera-
cije. Ovih pet konstanti simboliziraju Cetiri glavne grane klasi¢ne matematike: aritmetiku
(01 1), algebru (i), geometriju () 1 analizu (e).
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Broj e u primjenama

Broj e pojavljuje se u raznim granama znanosti te tako 1 u svakodnevnom zivotu. U nas-
tavku su opisane najpoznatije situacije u kojima moZemo pronaci broj e kao Sto su rast
populacije, ukamacivanje i vjerojatnost. Naravno, ovo nisu jedine situacije. Broj e moze
se naci npr. i kod racunanja vremena poluraspada radioaktivnih materijala ili usporavanja
tijela koje pada pri otporu zraka i sli¢no.

6.1 Rast populacije

Broj e, odnosno eksponencijalna funkcija vazna je u modeliranju rasta populacije. Tako
se pojavljuje i u najjednostavnijem modelu, Malthusovom, u kojem se rjeSavanjem obi¢ne
diferencijalne jednadZbe dolazi do eksponencijalne funkcije koja modelira rast populacije.
Taj model nije savrSen, na primjer implicira neograniceni rast populacije §to znamo da u
prirodi nije moguce te ne uzima u obzir ograni¢enja resursa populacije. Promotrit ¢emo
primjer razmnoZavanja bakterija u zatvorenom sustavu i s konstantnim fizickim uvjetima.

Neka je N, broj bakterija u poCetnom trenutku #,, a NV, broj bakterija nakon 7 sati. Zbog
konstantnih uvjeta u kojima se nalaze bakterije, broj bakterija ¢e se svaki sat povecavati za
odredeni postotak r. Dakle, broj bakterija nakon jednog sata bit ¢e jednak

r 1
=No(1+—
M NO( +100)’

nakon dva sata

r 2
= 1 N
N2 NO( - 100) :

odnosno nakon ¢ sati

r t
N1+ ).
N NO( +100)

28
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Buduci da bakterije mogu postici zrelost i poceti se razmnoZavati i prije nego Sto prode
jedan sat, gornje jednakosti predstavljaju samo aproksimacije za broj bakterija. Kako bi te
aproksimacije bile Sto preciznije, mogli bismo gledati krace vremenske intervale, npr. ako
umjesto jednog sata gledamo pola sata dobivamo da je broj bakterija nakon ¢ sati jednak

LZl‘
N,:N0(1+12ﬁ) .

dok bi za Cetvertinu sata dobili
r_ 4¢
N, = N, (1 + ‘4&) .

Analogno mozemo nastaviti dalje s podjelom sata na manje dijelove. Podijelimo li ga na n
dijelova, broj bakterija nakon ¢ sati bit ¢e jednak

L”f
N,:N0(1+ﬂ) .
n

Za §to bolju aproksimaciju gledamo sve veci broj podjela n Sto povlaci da je vremenski
interval sve manji, odnosno gledamo limes prethodnog izraza

n—oo n

_r nt
N, = limNo(l + @) )

nt
Na kraju primjenom lim (1 + f) = ¢" dobivamo

n—oo n

_r nt
N,:Nohm(1+@) ,

n—oo n

N, = Nye™".

6.2 Slozena kamata

Kao S§to je ranije bilo receno, pojava broja e bila je vezana 1 uz problem kamata. Jacob
Bernoulli proucavao je iznos uStedevine nakon jedne godine ako je uloZeni iznos jednak
1 franak, a godiSnja kamata jednaka 100%. Dijelio je vrijeme ukamacivanja na sve krace
intervale te je uocio da se takvim postupkom vrijednost uloZenog novca priblizava broju e.
Konkretno proveo je sljede¢a razmatranja:

e Ako se kamata obracunava jednom godiSnje onda za ulaganje od 1 franka na pocetku
godine, na kraju dobivamo 2 franka.



POGLAVLIJE 6. BROJ e U PRIMJENAMA 30

e Ako se kamata obraCunava dva puta godiSnje, onda se nakon pola godine obracunava
kamata u iznosu od 50% $to znaci da nakon pola godine dobivamo jo$ 0.5 franaka.
Na kraju godine ukamacuje se glavnica od 1.5 franka s kamatom u iznosu od 50%
Sto znaci da smo na kraju godine dobili

1.5+ 1.5-50% = 1.5(1 +0.5) = (1 + 0.5)* = 2.25

franaka.

e Ako se kamata placa svaka Cetiri mjeseca, uz pocetnu ulaganje od jednog franka na
kraju imamo
1-(1+0.25)*=2.44141.

e ObracCunava li banka kamate svake sekunde, na kraju godine dobivamo iznos od
priblizno 2.718281780499012 franka koji je ve¢ jako dobra aproksimacija broja e.

OpiSimo taj postupak za neke opce vrijednosti. Pretpostavimo da Zelimo uloZiti iznos
Py na godinu dana po kamatnoj stopi od r%. 1znos koji ¢emo imati na kraju godine bit ée
jednak

r 1
P]—P()(l'l'm) .

Ako bi se kamate pripisivale svakih pola godine, iznos na kraju godine bio bi jednak

r \2
PI:P0(1+%) ,

dok bi za dnevno pripisivanje kamata taj iznos bio jednak

_r_ (365
P =P+ .
365

Analognim postupkom dolazimo do izraza za ukupni iznos koji bismo imali nakon godinu
dana obzirom na » intervala ukamacivanja

P, =P (1 + @) .
n
Nadalje, ako bismo kamate racunali neprekidno dobili bismo

P, = 1imP0(1+@) ,

n—oo n

o
P, = Pye™,
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Pogledamo li omjer dobivenog novca nakon godinu dana i uloZenog novca, imamo

P ,
P—; = 0, 6.1)

P
U sluc¢aju Bernoullijevog problema, to jest za r = 100 je P—l = e. Logaritmiranjem relacije
0
(6.1), dobivamo postotak ukamacivanja, odnosno

lnP1 —lnPOII"%.

Dakle, ako je interval ukamacivanja dovoljno mali, kamatna stopa dobro aproksimira raz-
liku logaritama dobivene 1 uloZene vrijednosti.

6.3 Vjerojatnost

Broj e pojavljuje se i u vjerojatnosti. Na primjer, izvla¢imo karte te je od n karata samo
jedna od njih dobitna, a izvlacenje provodimo n puta. Pitamo se kolika je vjerojatnost da
smo svih n puta izgubili.

Vjerojatnost da u jednom izvlacenju ne izvu¢emo dobitnu kartu jednaka je

1
Plzl__,
n

a vjerojatnost da u n izvlacenja nijednom ne izvuc¢emo dobitnu kartu jednaka je

1n
r=(1-3).
n

Uoc¢imo da bismo za sve veci n dobili

1" 1
szlim(l——) = -
n—oo n

Problem tajnice

Problem tajnice poznata je zagonetka u teoriji vjerojatnosti. Taj problem bavi se odabirom
najbolje strategije pri biranju jedne od nekoliko alternativa, a da pritom ne znamo koja je
od tih alternativa najbolja. Konkretan problem glasi ovako:

Direktor neke tvrtke treba zaposliti jednog od n prijavljenih kandidata za posao tajnika.
Kandidate moZe intervjuirati jedan po jedan, bilo kojim redom, ali odluka o zaposljavanju
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ili odbijanju mora biti donesena odmah nakon svakog pojedinog intervjua. Jednom odbi-
jena osoba, ne moZe se ponovno pozvati, a proces odabira staje u trenutku kada je neka
osoba prihvacena. Ukoliko nitko od kandidata do posljednjeg nije odabran, posljednji
kandidat mora biti prihvacen. Kada ce direktor imati najvecu sansu za odabir najboljeg
kandidata, ako pretpostavimo da postoji samo jedan najbolji kandidat?

Pretpostavimo da direktor intervjuira r osoba te ih sve odbije, ali zabiljeZi najveci ostva-
ren rezultat na tim intervjuima. Zatim se intervjuiranje nastavlja sve dok prvi od preostalih
kandidata ne ostvari bolji rezultat od zabiljeZenog te se taj kandidat prihvati. Ova strate-
gija zvuci obecavajuce, ali je potrebno odrediti broj osoba koje e biti odbijene, tj. broj r.
Uocimo da ako je broj r velik, riskiramo da ¢emo odbiti najboljeg kandidata, a ako je taj
broj malen, ne moZzemo dovoljno dobro rangirati odbijene kandidate.

Pretpostavimo da od 10 prijavljenih kandidata odmah odbijemo njih troje, odnosno
n =101 r = 3. Za svako mjesto kandidata (i) vjerojatnost da je odabran najbolji kandidat,
ako je njih r odbijeno, jednaka je umnosku vjerojatnosti da je odabran kandidat na i-tom
mjestu i da je i-ti kandidat najbolji. Pri tome vodimo ra¢una o tome da je to prvi kandidat
koji ima bolji rezultat od rezultata odbijenih kandidata $to ne garantira da je on i opCenito
najbolji kandidat.

e Ako se najbolji kandidat nalazi na nekom od prva tri mjesta, vjerojatnost da ¢emo

1
odabrati najboljeg kandidata jednaka je P; = 0 0=0.

e Ako se najbolji kandidat nalazi na ¢etvrtom mjestu, vjerojatnost da éemo odabrati

najboljeg kandidata jednaka je P, = 0 1= o

e Ako se najbolji kandidat nalazi na mjestu 5, on ¢e biti odabran ako je prijasnji najbolji

kandidat na nekom od prva tri mjesta, ali nije na Cetvrtom mjestu. Dakle, vjerojatnost
3

10 4

e Kandidat na mjestu 6 bit ¢e odabran ako je prijasnji najbolji kandidat na nekom od

odabira kandidata na petom mjestu jednaka je Ps =

prva tri mjesta, ali ne i na mjestima 4 1 5, odnosno Pg = 05
Nastavljajuéi tako dalje dobivamo da je vjerojatnost da je odabran najbolji kandidat (za
n = 101r = 3) jednaka

33 3 3 3 3 3\1
P = §+Z+§+6+7+§+§ E~0.399—39.9%.
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Opcenito, vjerojatnost da smo odabrali najboljeg kandidata od njih n pri ¢emu smo ih
prvih r odbili je
P=P +Pry+---+P,
gdje je
r
i—1

1
P,’ = —
n
Dakle,

n

1 1
P:ZZ'ij1:£Zi—1' ©.2)

i=r+1 i=r+1

Pomocu dobivene formule mogli bismo za konkretne vrijednosti n izraCunati opti-
malan broj odbijenih ljudi, r*, koji bi maksimizirao traZzenu vjerojatnost. Ako bismo sve
viSe povecavali broj n, vjerojatnost najboljeg odabira bi se sve vise priblizavala vrijednosti
% ~ 36.8%. Takoder, optimalan broj odbijenih kandidata r* raste s n te se moze dobro

aproksimirati s —.
e

Zaista, (6.2)) zapiSimo kao

Sto se moZe prepoznati kao suma koja aproksimira integral

M
P(x):xf ;dt

gdje je x = lim,, o 7 17 = lim, e i Nadalje, kako je

P(x) = —xInx,

optimalna vrijednost za x je nultoCka prve derivacije:
P(x)=-Inx-1=0,

odnosno x = 1/e. Stoga je

P(l) ~ 0.367 = 36.7%.

e

Dakle, £ ~ 1 tojestr ~ 2.
n e

e
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Sazetak

Tema ovog rada je poznata matematicka konstanta broj e kojeg se joS naziva Eulerov broj
ili Napierova konstanta. Prirodno se pojavljuje kod kontinuirano rastuéih procesa kao §to
su rast populacije ili izraCuni kamata. Broj e mozZe se definirati na viSe na¢ina. NajceSce
kao baza prirodnog logaritma, zatim limes niza (1 + %)" te kao suma reda }; % U radu je
dan kratak povijesni pregled koji je doveo do spoznaje broja e. Pokazano je da iracionalan
i transcendentan. Nadalje, opisano je kako se dolazi do poznatog Eulerovog identiteta koji
povezuje najvaznije matematicke konstante 0, 1, 7 i e. Na kraju rada navode se primjeri
problema iz stvarnog Zivota koji upucuju na broj e.



Summary

The topic of this thesis is well-known mathematical constant number e, which is also called
Euler’s number or Napier’s constant. It occurs naturally in continuously growing processes
such as population growth or interest calculations. The number e can be defined in multiple
ways. Most often as the base of the natural logarithm, then the limit of the sequence (1+ %)”
and as the sum of the series ), # The thesis gives a brief historical overview that led to the
cognition of the number e. It is shown that it is irrational and transcendent. Furthermore,
it is described how to get to the well-known Euler’s identity, which connects the most
important mathematical constants O, 1, 7 and e. At the end of the thesis, examples of
problems from real life that refer to the number e are given.
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