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Uvod

Jedan od najosnovnijih i najvaznijih rezultata funkcionalne analize jest Hahn-Banachov
teorem. U slucaju normiranih prostora on nam jam¢i da ograniCeni linearni funkcional
moZemo proSiriti s manjeg prostora na veci uz Cuvanje norme. Konkretno, ako je X normi-
rani vektorski prostor nad poljem F (F moze biti R ili C), Y njegov potprostori f : ¥ — F
ograni¢eni linearni funkcional, tada postoji ogranieni linearni funkcional f : X — F takav

daje fly = f e ||f]| = IAN.

Y e— v X
s s
T
](/
F

Slika 0.1: Hahn-Banachov teorem kao komutativni dijagram

Jedan od nacina njegova generaliziranja jest da umjesto polja F gledamo neki Banac-
hov prostor. Neku su X i ¥ Banachovi prostori, te E C X zatvoren potprostor od X. Zbog
zatvorenosti je i £ Banachov. Neka je sada T : E — Y ogranicen linearan operator. Pitamo

C%X

E
T //
J // T
k/
Y

Slika 0.2: Izometri¢na injektivnost

se mozemo li 7 proSiritido T : X — Y uz Cuvanje norme. Banachove prostore Y za koje je
to uvijek moguce zovemo izometri¢no injektivnim Banachovim prostorima i oni su tema
ovoga rada. Dokazat ¢emo Goodner-Nachbin-Kellyjev teorem koji nam daje karakteriza-
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ciju izometri¢no injektivnih prostora, odnosno to ¢e biti prostori izometri¢no izomorfni s
C (K) gdje je K ekstremno nepovezan kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

Prvo ¢emo uvesti neku preliminarnu teoriju i rezultate koji ¢e nam biti potrebni za os-
tatak rada. Zatim ¢emo reci nesto o klasi¢nim Banachovim prostorima C (K) i L,(Q, F, u)
gdje u o-konacna mjera te dati novi primjer izometri¢no injektivnog prostora: prostor £o,
svih ogranicenih F-nizova. Nakon toga ¢emo dokazati Goodner-Nachbin-Kellyjev teorem,
te ¢emo navesti neke njegove posljedice. Izmedu ostalog, uz pomo¢ dekompozicijske teh-
nike Petczynskog, dokazat ¢emo da su prostori €. i Ly[0, 1] izomorfni. Takoder ¢emo
vidjeti i neke netrivijalne primjere izometri¢no injektivnih prostora.

U ovom diplomskom radu ¢emo raditi iskljucivo s realnim vektorskim prostorima.



Poglavlje 1

Preliminarna teorija

Sazeto ¢emo navesti neke osnove definicije i teoreme iz podru¢ja matematike koja su nam
potrebna. U sklopu toga ¢emo dokazati i neke leme koje ¢e nam kasnije biti korisne.

1.1 Opcéa topologija

S obzirom na to da ¢emo raditi s beskona¢no dimenzionalnim vektorskim prostorima, bit e
nam potrebni odredeni rezultati iz opce topologije. Krenut ¢emo s definicijom topologije.

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup. Za T C P (X) kaZemo da je topologija na X
ako vrijedi:

(i) 0,X e
(ii) Svaka proizvoljna unija elemenata iz T se nalazi u .
(iii) Konacni presjeci elementa iz T se nalaze u 1.

Ako je T topologija na X, onda (X, T) zovemo topoloskim prostorom. Za elemente T kaZemo
da su otvoreni skupovi. Za V C X takav da postoji U otvoren skup koji je njegov komple-
ment kaZemo da je zatvoren.

Obicno ¢emo skup X implicitno poistovjecivati s topoloSkim prostorom (X, 7) ako je iz
konteksta jasno o kojoj se topologiji radi.

Na podskupovima od § € X moZemo promatrati relativnu topologiju 75 koja se defi-
nira kao 7g = {S N U | U € 7}. Lako se provjeri da zadovoljava definiciju topologije. Za
(S, 75) kazemo da je topoloski potprostor od (X, 7).

Lema 1.1.2. Neka je Y zatvoren podskup od X. Ako je V zatvoren u Y, tada je V zatvoren
iuX.
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Dokaz. V je zatvoren u Y pa postoji W zatvoren u X takav daje V =Y N W. Vidimo da je
V presjek dva zatvorena skupa u X pa je onda i sam zatvoren. O

Definicija 1.1.3. Ako je (X, 7) topoloski prostor i S C X skup. Zatvarac od S koji oznacavamo
sa S je najmanji zatvoren skup koji sadrZi S .

Lako se vidi da je gornja definicija dobra jer je presjek proizvoljne familije zatvorenih
skupova opet zatvoren skup, a to lako slijedi iz Cinjenice da je proizvoljna unija otvorenih
skupova otvorena.

Definicija 1.1.4. Neka je (X, 1) topoloski prostor. Familija F C 7 je baza topologije T ako
se svaki U € T moZe prikazati kao unija neke kolekcije skupova iz F.

Sada moZemo definirati predbazu topologije:

Definicija 1.1.5. Neka je (X, T) topoloski prostor. Familija F C 1 je predbaza topologije
ako vrijedi jedan od sljedeca dva ekvivalentna uvjeta:

(i) T je topologija generirana F odnosno to je najmanja topologija na X koja sadrzi F.
(ii) Familija B koja sadrzi sve konacne presjeke iz F je baza od T.

Druga tocka gornje definicije nam omogucuje da definiramo topologiju preko predbaze.
Ako imamo kolekciju koja zadovoljava drugu tocku, onda postoji najmanja topologija u
kojoj su ti elementi otvoreni skupovi. Definirajmo sada neprekidne funkcije:

Definicija 1.1.6. Neka su (X, 1) i (Y, 0) topoloski prostori. Funkcija f : X — Y je nepre-
kidna ako za svaki V € o vrijedi f~'(V) € 1. Ako je F predbaza od o, onda je dovoljno
provjeriti da je f~'(V) € o zasve V € F.

Ako je f : X — Y bijekcija i ako je f~! takoder neprekidna, onda za f kaZemo da je
homeomorfizam.
Preko predbaze moZemo lako definirati produktnu topologiju i inicijalne topologije.

Definicija 1.1.7. Neka su {(X;,1;)} za 1 <i < ntopoloski prostori. Na X = [] X; definiramo

i=1
f:{llil\/iIViETi}.

Topologija X kojoj je JF predbaza je produktna topologija na X.

predbazu topologije:
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Definicija 1.1.8. Neka je X skup, {(X;, 1;) | i € L} familija topoloskih prostora te f; : X —
X; za svaki i € T familija funkcija. Inicijalna topologija na X generirana funkcijama f; je
najmanja topologija u kojoj su sve f; neprekidne. Predbaza te topologije je:

{(fvalieT.vier).

Teorem 1.1.9. Neka su {(X;,7;)} i {(Y;, 0} za 1 < i < ntopoloski prostori, te promatrajmo
na X = 1L, X; i Y = [].,Y; produktne topologije, i neka su funkcije f; : X; — Y,
neprekidne. Tada je funkcija f = fi X fo X --- f, : X = Y definirana kao

fGx,x.0x0) = (filx), L(x2), ... fu(xn))

neprekidna.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti praslike predbaze, a to su skupovi oblika V = Vi xV,X- - -xV,
gdje je V; € 0. Imamo:

£y = (V0 5 V), £ V).

Sve praslike f'(V;) su otvorene, i onda je f~'(V) u predbazi produktne topologije na X pa
je automatski i otvoren. Slijedi da je f neprekidna. O

Bitan koncept nam je i kompaktnost prostora:

Definicija 1.1.10. Topoloski prostor (X, 7) je kompaktan ako vrijedi jedan od sljedeca dva
ekvivalentna uvjeta:

(i) Svaki otvoreni pokrivac F (familija otvorenih skupova cija je unija X) ima konacni
potpokrivac (konacnu podfamiliju koja je pokrivac).

(ii) Ako je F familija zatvorenih skupova sa svojstvom konacnog presjeka (svaki konacni
presjek iz familije je neprazan), onda je presjek cijele familije F neprazan.

Podskup ¥ C X topoloskog prostora je kompaktan ako je kao topoloski potprostor od
X kompaktan.
Recimo sada nesto o aksiomima separacije:

Definicija 1.1.11. Topoloski prostor (X, 1) je:

(i) Ty prostor ako za x,y € X razlicite postoji U € T takavdajexe Uiy ¢ Uiliye U
ix¢u;

(ii) Ty prostor ako za x,y € X razlicite postoji U € T takavdaje x € Uiy ¢ U;
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(iii) T, prostor ili Hausdorffov prostor ako za x,y € X razlic¢ite postoje U,V € 1 takvi da
UNV=0texecUiyeV;

(iv) T3 prostor ako za x € X, F zatvoren i x ¢ F postoje U,V € T takvida UNV = te
xeUiFcCV;

(v) T4 prostor ako za F i G zatvorene takve da F N G = 0 postoje U,V € T takvi da
UNnV=0teFCUiIGCV;

(vi) regularan ako je T i Hausdorffov;
(vii) normalan ako je T, i Hausdorffov.

Napomena 1.1.12. Lako se vidi da T, uvjet ekvivalentan tome da je svaki jednoclan skup
zatvoren.

Napomenimo da je u nekoj literaturi znacenje regularnog odnosno normalnog prostora
te 73 odnosno T4 obrnuto. Navedimo par teorema koji ¢e nam biti potrebni:

Teorem 1.1.13. Kompaktan Hausdorffov prostor je normalan i regularan.

Teorem 1.1.14 (Urysohnova lema). X je normalan ako i samo ako vrijedi da za svaka dva
F i G disjunktna zatvorena skupa postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da je
JF) ={0}i f(G) = {1}.

Teorem 1.1.15. Neka je X Hausdorffov topoloski prostor te K C X kompaktan. Tada je K
zatvoren (u X).

Dokaz. Fiksirajmo x € X \ K. Budu¢i da je X Hausdorffov, za svaki y € K postoje
disjunktni otvoreni skupovi U, 1 V, takvidaje x € Uyiy € V. {Uy lye K } je otvoreni

pokrivac od K pa zbog njegove kompaktnosti postoje {y1, y2, . .. y,,} takvi da je {Vyl, . Vy”}

otvoreni pokriva¢ za K. Sad je svaki U,, disjunktan s V,, pa je njihov presjek disjunktan

sa svakim V,, pa onda i s njihovom unijom koja sadrzi K. Dakle, () U, je disjunktan s K i
i=1

otvoren kao konacan presjek otvorenih skupova. x je bio proizvoljan pa za svaki x € X \ K
moZemo naci otvorenu okolinu koja je disjunktna s K, 1 unija tih otvorenih okolina ¢e onda
upravo biti X \ K pa je on otvoren. Stoga je K zatvoren. O

Teorem 1.1.16. Neka je X kompaktan topoloski prostor te F C X zatvoren. Tada je F
kompaktan.

Dokaz. Neka je F neki otvoreni pokriva¢ od F. Tada je F U {X \ F} otvoreni pokrivaC za
X. On se zbog kompaktnosti moZe svesti konacan otvoreni potpokriva¢. Ako je X \ F u
tom potpokrivacu, uklonimo ga i dobili smo konacan potpokrivac za F. |
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Teorem 1.1.17. Neka je X Hausdorffov topoloski prostor te neka je F = {K;|i € I} ne-
prazna familija kompaktnih skupova sa svojstvom konacnog presjeka, odnosno takva da je
svaki konacan presjek elemenata iz te familije neprazan. Onda je presjek cijele familije F
neprazan.

Dokaz. Neka je K € F proizvoljan. Promatrajmo familiju:
Frk={KiNK|iel}.

Po teoremu 1.1.15 K je zatvoren pa je K; N K zatvoren za svaki i € Z, posebno je onda
i zatvoren u K. Provjerimo da familija Fx ima svojstvo kona¢nog presjeka, neka su
{iy, iy ...0,} € Z proizvoljni. Imamo:

ﬁ(K,»_,. NK)=KnN ﬂ K.
j=1 j=1

To je presjek konacne familije elemenata iz F koja ima svojstvo kona¢nog presjeka pa je taj
presjek neprazan. Time smo dokazali da je zatvorena familija Fx sadrzana u kompaktnom
K ima svojstvo konacnog presjeka. 1z karakterizacije kompaktnog prostora slijedi da je
presjek te familije neprazan. No onda je posebno presjek familije F neprazan. O

1.2 Normirani prostori

Krenimo s definicijom normiranog prostora:

Definicija 1.2.1. Vektorski prostor X je normiran prostor ako postoji nenegativna funkcija
Il : X = R za koju vrijedi:

(1) |Ax]| = |A]||x]l, za sve x € X i A € R.
(ii) ||x|| = 0 ako i samo ako x = 0.
(iii) ||lx + yl| < x|l + Y|l za sve x,y € X. (nejednakost trokuta)
Ta funkcija se naziva norma.

Ako funkcija ||| : X — R ne zadovoljava drugo svojstvo, a zadovoljava ostala, onda za
nju kaZzemo da je polunorma. Lako se moze vidjeti da su operacije zbrajanja 1 mnoZenja
neprekidne s obzirom na metriku definiranu kao d(x, y) = ||x — y||, pa su posljedi¢no nepre-
kidne 1 u topologiji odredenoj tom metrikom. Polje R s apsolutnom vrijedno$éu mozemo
promatrati kao normiran prostor $to nam je bitno zbog proucavanja linearnih funkcionala.
S Bx oznaCavamo jedini¢nu zatvorenu kuglu u X.
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Ako imamo viSe normiranih prostora, obi¢no ne oznacavamo razli¢ito norme za svaki
od njih ako je iz konteksta (elemenata na koje se primjenjuju) jasno o kojim se normama
radi.

Definicija 1.2.2. Normiran prostor X je Banachov ako je potpun odnosno ako je svaki
Cauchyjev niz u njemu konvergentan.

Definicija 1.2.3. Neka su X i Y normirani prostori. Linearni operator A : X — Y je
ogranicen ako postoji konstanta C > 0 takva da za sve x € X vrijedi:

lAx]] < Cllxll .
Infimum svih takvih C nazivamo operatorskom normom od A.

Skup svih ogranic¢enih linearnih operatora izmedu normiranih prostora X i Y oznacavamo
s B(X,Y). U slucaju X = Y piSemo B(X). Oni su s operatorskom normom 1 sami normi-
rani prostori Sto se lako provjeri. Prostor svih ogranicenih linearnih funkcionala nazivamo
dualom od X te ga oznacavamo s X*. Ako je T € B(X, Y) bijekcija ¢iji je inverz takoder
ograni¢en onda je to izomorfizam normiranih prostora X i Y te tada za njih kaZemo da su
medusobno izomorfni. [zomorfnost X i ¥ ¢emo oznacavati s X = Y.

Definicija 1.2.4. Neka su X i Y normirani prostori te A : X — Y linearan operator. Ako
vrijedi ||Ax|| = ||x|| za svaki x € X, za njega kaZemo da je izometri¢an ili izometrija.

Napomena 1.2.5. Ako je izometrican operator surjektivan, onda je ocito da je i njegov
inverz izometrija pa i ogranicen linearan operator.

Ocito je norma izometrije jednaka 1. Ako je 7" izomorfizam 1 izometrija, onda za njega
kazemo da je izometricki izomorfizam, a za prostore X i Y kaZzemo da su izometricki
izomorfni.

Ako je f € X" 1 x € X, ponekad ¢emo djelovanje funkcionala f na x zapisivati kao:

x, )= f).
U slucaju linearnih operatora ogranicenost je ekvivalentna s neprekidnosti:

Teorem 1.2.6. Neka su X i Y normirani prostorite A : X — Y linearan operator. Sljedece
tvrdnje su ekvivalentne:

(i) A je ogranicen.
(ii) A je neprekidan u 0.

(iii) A je neprekidan.



POGLAVLIJE 1. PRELIMINARNA TEORIJA 9

Lema 1.2.7. Neka su X i Y normirani prostori te A € B(X,Y). Jezgra operatora A je
zatvorena.

Dokaz. KerA = A'({0}), a {0} je zatvoren (topologija na Y je generirana normom pa je
Hausdorffova), a A neprekidan pa je Ker A zatvoren kao praslika zatvorenog skupa. O

Normu operatora moZemo racunati na sljedece nacine:

Lema 1.2.8. Neka su X i Y normirani prostorite T : X — Y ogranicen linearan operator.
Vrijedi sljedece:

() IT|l = sup I ().

XEBy

i) |T|| = inf U
(ii) ||T|] Jnf O

Navedimo klasi¢an rezultat:

Teorem 1.2.9 (Hahn-Banachov teorem). Neka je X normiran prostor i Y C X njegov pot-
prostor (ne nuzno zatvoren). Ako je f € Y*, tada se f moZe prosiriti do f € X* tako da

vrijedi || 1l = || ]}
Sad slijedi jedna posljedica:

Korolar 1.2.10. Neka je x € X razlicit od 0. Tada postoji f € X* takav da je ||f|| = 1 te
JCx) = [l

Dokaz. Neka je Y potprostor razapet s {x}. Na njemu definiramo funkcional f : M — R
tako da vrijedi f(x) = ||x||. Baza od M je {x} paje f s tim dobro definiran. O¢ito je ||f]| = 1.
Primjenom Hahn-Banachova teorema slijedi da postoji f : X — R koji progiruje f i vrijedi
||f|| =||fll = 1 te je to traZeni funkcional. O

Definirajmo sljedece:

Definicija 1.2.11. Neka su X i Y normirani prostori te A : X — Y ogranicen linearan
operator. Njemu adjungiran operator A* : Y* — X* definiramo na sljedeci nacin:

(X, A" f) = (Ax, ) = f(Ax).

A* je jedinstven ogranicen linearan operator koji zadovoljava gornju jednakost. Vrijedi
A = llAll-
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Slaba i slaba* topologija

Slaba topologija na normiranom prostoru X je najmanja topologija u kojoj su svi ograniceni
linearni funkcionali iz X* neprekidni. Odnosno, to je inicijalna topologija na familiji linear-
nih funkcionala. X moZemo na prirodan nacin uloziti u bidual kao x — % gdje X(f) = f(x)
za svaki f € X*. Sada, ako promatramo inicijalnu topologiju X* generiranu familijom
{x : X* - R | x € X}, govorimo o slabo* topologiji na X*. Imamo sljedeci znaCajan
rezultat:

Teorem 1.2.12 (Banach-Alaouglu). Neka je X normiran prostor. Zatvorena jedinicna ku-
gla u dualnom prostoru Byx- je kompaktna u slabo* topologiji.

Sada navodimo jedan od fundamentalnih teorema funkcionalne analize:

Teorem 1.2.13 (Princip uniformne ogranicenosti). Neke je X Banachov prostor, a Y nor-
miran. Neka je S C B(X,Y) takav da vrijedi:

sup || f(X)|| < o0, Vx € X.
fes

Tada vrijedi:
sup |l < oo.
feS

Izracunajmo sada normu od % : X* — R.

Lema 1.2.14. Neka X normiran prostor. Vrijedi sljedece:

llxll = [I1X[] = sup |f(x)l.

feByx
Dokaz. 1z 1.2.8 moZemo raCunati normu od X za x € X:

1X]l = sup [£(F)] = sup |[f(x)] < sup [|f]|[|x]| =

fGBX* fEBX* fEBX*
= Il - sup [IA1l = [lx]l.
feByx

Dakle, imamo [|X]| < ||x]|. Iz 1.2.10 slijedi da postoji x* € X* takav da je x*(x) = ||x|| te
[|x*|| = 1. Posebno:
F(xT) = x"(x) = |Ixll = lIxll - [1x7]] -

Sad mora vrijediti da je ||X]| > ||x]| jer je x* € Bx- te imamo ||X]|| = ||x]|. O
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Dakle, preslikavanje x — X je izometrija. Provjerimo joS da je injekcija, neka su
X1, X € X takvi da X; = X, to povlaci:

fx) = f(x), YfeX,
f(x1—x) =0, VfeX".

Pretpostavimo da je y = x; — x; razli¢ito od nule. Pomocu korolara 1.2.10 odaberimo
y* € X* takav da vrijedi y*(y) = ||yl|, posebno iz gornjeg slijedi 0 = y*(y) = |[y|liy = O pa
smo dobili kontradikciju. Time je dokazano sljedece:

Korolar 1.2.15. Preslikavanje J : X — X** definirano kao J(x) = X je izometricno ulaga-
nje u X*.

U opéenitom slucaju J nije surjekcija. Ako jest, onda se takvi prostori zovu refleksiv-
nima.

Teorem 1.2.16. Neka je X normiran prostor. Tada je slaba* topologija na X* Hausdorf-
fova.

Dokaz. Neka su f, g € X razli€iti. Tada postoji x € X takav da je f(x) # g(x) odnosno
X(f) # X(g). Dakle, imamo slabo* neprekidnu funkciju u R koja ih razdvaja pa se lako vidi
da imaju disjunktne otvorene okoline. O

Teorem 1.2.17. Neka je X Banachov prostor. Podskup S C X* je slabo* kompaktan samo
i ako samo je slabo* zatvoren i ogranicen u normi.

Dokaz. Neka je S slabo* kompaktan. Slabo* topologija je Hausdorffova pa onda iz slabo*
kompaktnosti slijedi da je S slabo* zatvoren. Sada za svaki x € X imamo:

sup | f(x)| = sup |X(f)| = max |X(f)] < co.

feS feS fes
Koristili smo €injenicu da je S slabo* kompaktan, a £ slabo* neprekidna pa onda ona
postiZe maksimum na S. x je bio proizvoljan pa moZemo upotrijebiti princip uniformne
ogranicenosti(1.2.13) i zakljuditi:

sup | fIl < oeo.
feS

Dakle, S je ograni¢en u normi.

Pretpostavimo sada da je S slabo* zatvoren i ograni¢en u normi. Buduéi da je S
ogranicen u normi, sadrZan je u nekoj zatvorenoj kugli oko 0, tj. postoji 4 > 0 takva
daje S C ABy-. Iz Banach-Alaougluova teorema (1.2.12 je By- slabo* kompaktan pa je i
AByx- slabo* kompaktan (mnoZenje skalarom je homeomorfizam). Slaba* topologija je Ha-
usdorffova, a S je slabo* zatvoren podskup slabo* kompaktnog skupa pa je i sam slabo*
kompaktan. m|
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1.3 Topoloski vektorski prostori

Definicija 1.3.1. Topoloski vektorski prostor (skraceno TVP) X je vektorski prostor s to-
pologijom 1 takvom da vrijedi:

(i) Za svaki x € X skup {x} je zatvoren u .
(ii) Operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom su neprekidne u .
7 je tada vektorska topologija.

Neprekidnost operacija zbrajanja i mnoZenja skalarom se odnosi na neprekidnost s pro-
duktnih topologijana X X X i R x X.

Napomena 1.3.2. Prvi i drugi uvjet iz gornje definicije nam osiguravaju da je vektorska
topologija Hausdorffova (vidi teorem 1.12 u [6]).

Konstruirajmo sada konacan produkt topoloSkih vektorskih prostora:

Teorem 1.3.3. Neka su X, X, ... X, topoloski vektorski prostori. Neka je X = [] X; direktni
i=1
produkt vektorskih prostora, odnosno kartezijev produkt X; X X, - - - X X,, sa zbrajanjem i

mnoZenjem skalarom definiranim po koordinatama. X = [] X; s produktnom topologijom
i=1

Jje topoloski vektorski prostor.

Dokaz. Moramo provjeriti da su operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom neprekidne s

obzirom na produktnu topologiju. Neka je A : X X X — X zbrajanje, a A; : X; X X;

zbrajanje u X; koje je po pretpostavci neprekidno. Uocimo:

XxX = (ﬂx,.)x(]—[xi] = l—[(X,-xXi).
i=1 i=1 i=1
Stoga A mozemo prikazati kao produkt preslikavanja A = A; XA, X- - -XA,. A; su po pretpos-
tavci neprekidni, pa je A kao produkt neprekidnih preslikavanja i sam neprekidan(1.1.9).
Neka je M : R X X — X mnoZenje skalarom te neka je M; : R X X; — X; mnoZenje
skalarom u X; koje je po pretpostavci neprekidno. Promatrajmo funkciju

n

f:Rx(]—[X,-

i=1

n

—>H(R><Xi)

i=1

definiranu kao f(¢, xy, ..., x,) = (¢, x1,t, X2, ..., 1, X,,). Ona je homeomorfizam. Sada vrijedi
M= (M; X M, X ---X M,) o f Sto je neprekidno.

Takoder, topologije na X;, i € {1,2...n} su Hausdorffove pa je onda i produktna topo-
logija Hausdorffova. Sada moZemo zakljuciti da je X topoloski vektorski prostor. m|
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Sada mozZemo uvesti definiciju.

Definicija 1.3.4. Neka su Y i Z potprostori topoloskog vektorskog prostora X. Neka je
S 1 Y XZ — X linearno preslikavanje definirano kao S(y,z) = y + z. Ako je S linearni
bijektivni homeomorfizam izmedu Y X Z i X, kazemo da je X produkt topoloskih prostora
YiZ.

S je ocito linearno preslikavanje 1 ako je bijekcija onda se radi o tzv. algebarskom
produktu. Lako se vidi da je S neprekidan jer je operacija zbrajanja u X neprekidna. No
ako je dodatno S~! neprekidan, to povladi da je S otvoreno preslikavanje pa je onda i
homeomorfizam. Ako je S bijekcija, onda imamo i prirodno definirane projekcije iz X na
YiZ. Ako je S ! neprekidan, onda ¢e i te projekcije biti neprekidne. Sada ¢emo vidjeti da
je za neprekidnost od S ~! dovoljno da je samo jedna od tih projekcija neprekidna:

Lema 1.3.5. Da bi definicija 1.3.4 bila zadovoljena, dovoljno je da je S neprekidna line-
arna bijekcija i da je barem jedna od kanonskih projekcija na Y ili Z neprekidna.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da je projekcija na Y neprekidna. Tada
je Pz(x) = x — Py(x), pa je Pz neprekidan kao razlika dviju neprekidnih funkcija. Razlika
X x X — X se lako prikaZe kao kompozicija zbrajanja, mnoZenja skalarom i projekcije
koji su neprekidni pa je zato i ona neprekidna. Onda je S~! = (Py, P;), a Pz i Py su obje
neprekidne pa je onda i S ! neprekidna. O

Konveksnost

Definicija 1.3.6. Za S podskup vektorskog prostora X kaZemo da je konveksan ako za sve
x,y €S i0 <1< 1vrijedi:
tx+(1-10yes.

Definicija 1.3.7. Za S podskup vektorskog prostora X kazZemo da je balansiran ako za
svaki 0 < a < 1 vrijedi:
aS CS.

Definicija 1.3.8. Topoloski vektorski je lokalno konveksan ako postoji baza okoline Ciji su
elementi konveksni.

Dual normiranog prostora sa slabo* topologijom je lokalno konveksan topoloski vek-
torski prostor (str. 68 1 teorem 3.10 u [6]).

Teorem 1.3.9. Neka je X normiran prostor. Tada je X* sa slabo* topologijom lokalno
konveksan topoloski vektorski prostor.

Vrijedi jos i sljedece (korolar teorema 1.14 u [6]):
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Teorem 1.3.10. Svaki lokalno konveksni topoloski vektorski prostor ima balansiranu i ko-
nveksnu (apsolutno konveksnu) bazu okoline.

Definicija 1.3.11. Neka je S podskup vektorskog prostora X. x € S je ekstremna tocka
ako ne postoje y,z € S i 0 <t < 1takvida je x = ty+ (1 —t)z. Skup svih ekstremnih tocaka
od S oznacavamo s 0,S .

Lema 1.3.12. Neka je X netrivijalan normiran prostor te neka je x ekstremna tocka je-
dinicne zatvorene kugle By u X. Tada vrijedi ||x|| = 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je ||x|| < 1. Ako je ||x|]| = 0, tada je x = 0. Uzmimo neki
y € X\{0}, te definirajmo z = ﬁy. Tadaje|lz|]| = 1te z, —z € Bx. Vrijedi 0 = %(—z)+(1—%)z
Sto je u kontradikciji s definicijom ekstremne tocke.

Neka je sad ||x|]| # 0. Definirajmo y = ”17”x, tada je ||yl = 1tey € By. Vrijedi

x =|lx|ly + (1 —||x]]) - O, Sto je u kontradikciji s definicijom ekstremne tocke. O

Definicija 1.3.13. Neka je X vektorski prostor i S C X neki njegov podskup. Konveksna
ljuska od S je najmanji konveksan skup koji sadrzi S .

Lako se vidi da je proizvoljan presjek konveksnih skupova i sam konveksan pa je gornja
definicija dobra.

Definicija 1.3.14. Neka je X topoloski vektorski prostor i S C X neki njegov podskup.
Zatvorena konveksna ljuska od S je najmanji zatvoren konveksan skup koji sadrZi S .

Navedimo sljedec¢i teorem o zatvorenoj konveksnoj ljusci koji je posljedica Hanh-
Banachova separacijskog teorema u kontekstu topoloskih vektorskih prostora (teorem 3.8

u [6]).

Teorem 1.3.15. Neka je B konveksan, balansiran i zatvoren skup u lokalno konveksnom
topoloskom vektorskom prostoru X, te neka je y € X \ B. Tada postoji f € X* takav da
vrijedi:

(i) If(x)| <1zasvexeB,i

(it) f(y) > 1.

Teorem 1.3.16. Neka je X lokalno konveksan topoloski prostor, S neki njegov konveksan
podskup koji ima ekstremne tocke, te f : S — R neprekidna i konveksna. Tada f postiZe
maksimum u nekoj ekstremnoj tocki od S .

Teorem 1.3.17 (Krein-Millman). Neka je X lokalno konveksan topoloski vektorski prostor.
Ako je K neprazan kompaktan konveksan skup iz X, onda je K zatvorena konveksna ljuska
svojih ekstremnih tocaka. Posebno, svaki neprazan kompaktan konveksan podskup lokalno
konveksnog topoloskog vektorskog prostora ima ekstremnu tocku.



POGLAVLIJE 1. PRELIMINARNA TEORIJA 15

Teorem 1.3.18 (Banach-Dieudonné). Neka je X Banachov prostor te neka je C konveksan
podskup dualnog prostora X*. Tada je C slabo* zatvoren ako i samo ako je C N\ ABx- slabo*
zatvoren za svako A > 0.

Teorem 1.3.19 (Millman). Neka je X lokalno konveksan topoloski vektorski prostor te K
neki njegov kompaktan podskup. Ako je x ekstremna tocka zatvorene konveksne ljuske od
K, onda x € K.

1.4 Teorija mjere

Definicija 1.4.1. Neka je Q skup. Familija skupova F C P(Q) je o-algebra ako vrijedi
sljedece:

(i) Qe F.

(ii) F € F povlaci Q\ F € F.
(iii) (Fayes C F poviaci Q F,eF.
Za (Q, F) se tada kaZe da je izmjeriv prostor.
Ako imamo neku familiju & C P(£2), moZemo traziti najmanju o-algebru koja sadrzi
F. Za nju kaZzemo da je generirana s /. Ako je X topoloski prostor, onda o-algebru ge-

neriranu svim otvorenim skupovima zovemo Borelovom. Na R obi¢no gledamo Borelovu
o-algebru.

Definicija 1.4.2. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor. Funkcija u : F — R U {oo} je (pozitivna)
mjera na (X, F) ako vrijedi:

(i) u(@) =0.
(ii) Za u parovima disjunktne skupove {A,}, C F vrijedi:

(o8]

u[OAn] = D (4.
i=1 i=1

Za (Q, F, u) kaZemo da je prostor mjere.

Ako postoji rastu¢i niz Ay € A, € --- € A, € ... u F takav da je u(A;) < oo te

U A, = Q, za mjeru kazemo da je o-konacna. Ako je u(QQ) < oo, onda za mjeru kazemo
neN
da je konaéna.
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Na R ¢emo obi¢no promatrati Lebesgueovu mjeru A koja je definirana preko poluza-
tvorenih intervala:
A([a, b)) = b—a.

Definicija 1.4.3. Neka su (Qy, Fy) i (%, F») izmjerivi prostori. Za funkciju f : Q; — Q,
kaZemo da je izmjeriva ako vrijedi f~'(F) € F, za svaki F € F,.

Za (Q, F) izmjeriv prostor s M(JF) ¢emo oznacavati sve izmjerive funkcije f : Q — R.

Sada se za (Q, F, u) moZe koriste¢i Lebesgueovu indukciju konstruirati integral nad
izmjerivim funkcijama M (F). Naravno, nisu sve izmjerive funkcije integrabilne. Nabro-
Jimo neka svojstva integrala:

Teorem 1.4.4. Neka su u,v integrabilne, te a € R. Vrijedi:
(i) au je integrabilna i fau du = afud,u;
(ii) u + v je integrabilna te fu +vdu = fud,u+fud,u;
(iii) min{u, v} i max{u, v} su integrabilne;
(iv) u <v povlaci fud,u < fudu;
(v) |fud,u| < fluld,u.
Definirajmo joS$ regularne mjere:

Definicija 1.4.5. Neka je (QQ, F) izmjeriv prostor gdje je F Borelova o-algebra. Defini-
ramo:

(i) u je regularna iznutra ako vrijedi:

W(E) =sup{u(F) | F C E, F je kompaktan i izmjeriv.} .

(ii) u je regularna izvana ako vrijedi:

u(E) =inf {u(G) | G 2 E, G je otvoren i izmjeriv.} .

Ako je u regularna iznutra i izvana, onda kazemo da je regularna.
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Mjere se predznakom

Sada ¢emo uvesti mjere koje mogu poprimiti i negativnu vrijednost, one ¢e nam biti po-
trebne pri dokazu Kellyjevog teorema.

Definicija 1.4.6. Neka je (U, F) izmjeriv prostor. Mjera s predznakom na (Q, F) je funk-
cija u : F — [—o0,00] takva da vrijedi:

(i) u(@) =0.

(ii) u poprima najvise jednu od vrijednosti +co.
(iii) Neka je (E ;) jen niz u parovima disjunktnih skupova iz F, vrijedi ( U EJ-) = > 1u(E))
JEN j=1

gdje suma desne strane konvergira apsolutno ako je u ( U E j) konacno.
JEN

Jasno je da je svaka mjera ujedno i mjera s predznakom. Mjere koje nisu mjere s pred-
znakom ¢emo nekad zvati pozitivnim mjerama da bismo naglasili da ne radi o mjerama s
predznakom.

Definicija 1.4.7. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor i u : F — R mjera s predznakom. Skup
E € F je:

(i) pozitivan ako u(F) > 0 za sve F € F takve da F C E;
(ii) negativan ako u(F) <0 za sve F € F takve da F C E;
(iii) nul skup ako u(F) = 0 za sve F € F takve da F C E.

Sada ¢emo navesti jako bitan teorem o dekompoziciji skupa € na pozitivan 1 negativan
skup na temelju mjere s predznakom ¢iji se dokaz moZe nadi u [2, str. 86]:

Teorem 1.4.8 (Hahnov teorem o dekompoziciji). Neka je u mjera s predznakom na (2, F).
Tada postoje pozitivan skup P i negativan skup N za u takvi da vrijedi:

(i) PUN = Q.
(ii) PNN = 0.
Ako su P' i N’ neki drugi takav par, onda su P A Pi N A N' nul skupovi za u.

Dekompozicija Q = P U N iz gornjeg teorema se zove Hahnova dekompozicija za u
1 obi¢no nije jedinstvena. Uz pomo¢ nje ¢emo na kanonski nacin moci prikazati mjeru s
predznakom kao razliku dvije pozitivne mjere. Za to ¢e nam biti potrebna sljedeca defini-
cija:
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Definicija 1.4.9. Za dvije mjere s predznakom u i v na (Q, F) kaZemo da su medusobno
singularne, ili da je u singularna u odnosu na v ili obrnuto, ako postoje E i F iz F takvi
da vrijedi:

(i) ENF =0.

(ii) EUF = Q.
(iii) E je nul skup za ui F je nul skup za v.
Takav odnos izmedu mjera oznacavamo kao:

ML

Sada moZemo dokazati teorem koji mjeru s predznakom prikazuje kao razliku dviju
pozitivnih mjera:

Teorem 1.4.10 (Jordanov teorem dekompozicije). Ako je u mjera s predznakom, onda
postoje jedinstvene pozitivne mjere u* i u~ takve da vrijedi p = u* — = te ut L u”.

Dokaz. Neka je Q = P U N Hahnova dekompozicija s obzirom na u. Definirajmo:

K (E) = u(E N P),
p(E) = —u(ENN).

Ocito vrijedi wW(E) = u(ENPYU(ENN)) = wW(ENP) - (—uw(ENN)) = u*(E) — u (E),
odnosno u = u* — u~. Takoder vrijedi u*(N) = (@) = 0 te u~ (P) = —u(0) = 0 iz Cega lako
vidimo da vrijedi g% L u~.

Nekajesadapu =v*—v sv" Lv  tenekasuE,F € Ftakvida EUF = Q,ENF =0,
te v*(F) = v (E) = 0. Tada je Q = E U F jos jedna Hahnova dekompozicija za u pa onda
mora vrijediti P A E nul skup za yu. Neka je sada A € F, vrijedi v'(A) = v'(ANE) =
UANE)=u(ANP)=u"(A) pavt =u", analogno vidimodav™ = u". O

Mjere u* i u~ se zovu pozitivne i negativne varijacije od u. u = u* — u~ se zove
Jordanova dekompozicija od u. Definiramo i totalnu varijaciju od y kao:

ul =" +p.

To je oCito pozitivna mjera.
Integracija s obzirom na mjeru s predznakom u se definira na funkcijama

Li(uw) = Liu") N Ly(u)
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[rau=[raw- [ raw.

Takoder, mjera s predznakom u je konacna odnosno o-konacna ako je |u| konacna
odnosno o-konacna. Takoder ona je Borelova ako je F Borelova o-algebra na Q, te je
regularna ako je |u| regularna.

Sada moZemo promatrati M(K) gdje K kompaktan Hausdorffov skup. M(K) je skup
svih kona¢nih regularnih Borelovih mjera na K, a to ¢emo koristiti u iskazu Rieszova te-
orema o reprezentaciji(2.1.2) koji ¢e nam biti potreban pri dokazu Kellyjeva teorema. Za
taj dokaz bit ¢e nam potrebna i sljedeca lema:

na sljedeci nacin:

Lema 1.4.11. Neka je u mjera s predznakom, tada za f € L' (|u)) vrijedi:

[ rad< [ 19

1ol oo
Sf|f|d,u++f|f|dp‘:f|f|d|ﬂ|_

Dokaz.
<




Poglavlje 2

Banachovi prostori

Navest ¢emo neke od klasi¢nih primjera Banachovi prostora. Tu ¢e nam jako bitni biti
prostori C (K) jer nam upravo oni, uz dodatni uvjet na K, daju karakterizaciju izometri¢no
injektivnih Banachovih prostora. Zatim ¢emo reci nesto i o L,(€2, F, u) prostorima gdje u
o-konacna mjera, te ¢emo na kraju uvesti pojam izometri¢no injektivnog prostora i navesti
jedan primjer takvoga prostora.

2.1 C(K) prostori

Neka ja K kompaktan Hausdorffov prostor. Prostor svih neprekidnih funkcija C (K) iz K u
R je Banachov prostor s normom:

11l = max ).

Na njemu, naravno, promatramo zbrajanje po tockama, a moZemo dodatno promatrati i
mnozenje po toCkama pa Ce to tada biti komutativna Banachova algebra s jedinicom. Gor-
nja norma je dobro definirana. Naime, funkcija x +— |f(x)| je kompozicija neprekidne
apsolutne vrijednosti |-| : R — R ineprekidne f : K — R pa je kao kompozicija neprekid-
nih funkcija i sama neprekidna. K je kompaktan skup pa onda neprekidne funkcije u R na
njemu postizu maksimum. Na njima ¢emo promatrati parcijalni uredaj:

f<g = f(x)<glk), VxeK.

Vidimo da je parcijalni uredaj definiran preko usporedbe po to¢kama, kao Sto je i norma
definirana kao maksimum vrijednosti po tim to¢kama. Iz toga lako vidimo da je na tom
parcijalnom uredaju moZemo raditi neke stvari koje su slicne kao i kad radimo s realnim
brojevima. Ako piSemo f > C za neki C € R, onda C promatramo kao C - idg¢ € C (K).
Dalje imamo:

20
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(1) f = 0povlaci||f]| = 0;

(i) f < g povlaci || fI| < llgll;
(iii) ||f]l < C povlati —C < f < C;
(iv) f<gia>0povlatiaf < ag;
(v) f<gia<Opovlatiaf > ag.

Te Cinjenice ¢emo Cesto koristiti bez da ih posebno navodimo. Neka su sad f, g € C (K).
Za proizvoljan s € K vrijedi:

0 < (f(s) +&(9))°,
~2f()g(s) < f(s)* + g(5)".

te

0 < (f(s) - &(9))°,
2£(s)s(x) < f(s)* + g(5)*.

Pa iz te dvije jednadZbe imamo:

21f()g(9)| < f2(s) + &°(s), Vs € K, 2.1)
i onda posebno:
127l < 1P + llgll? (2.2)

Ta jednadZba povezuje operacije mnoZenja i zbrajanja funkcija u C (K). Zapravo, ona ima
znacaj 1 drugim komutativnim Banachovim algebrama s jedinicom:

Teorem 2.1.1. Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom |le|]| = 1. A je
izometric¢no izomorfna algebri C (K) za neki K kompaktan Hausdorffov prostor ako i samo
ako vrijedi:

12ab|| < ||a* + b

, Ya,b e A.

Dokaz teorema se moze naci u [1, str. 80].
Sada navodimo jako bitan teorem koji govori o izomorfizmu duala C (K) i odredenog
prostora mjera na K:

Teorem 2.1.2 (Rieszov teorem o reprezentaciji). Neka je K kompaktan Hausdorffov to-
poloski prostor, tada je C (K)* izometricno izomorfan s M(K) odnosno prostorom svih
konacnih regularnih Borelovih mjera s predznakom na K i normom ||u|| = |u| (K). Dual-
nost je dana s:

o) = fodﬂ~

Ako je K metrizabilan, onda je svaka Borelova mjera regularna i M(K) je prostor svih
konacnih Borelovih mjera na K.
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2.2 L, prostori

Neka je (Q, F, w) prostor mjere gdje u o-konacna. Definirajmo sljedece:

EPQI):{MZX—)R|M€M(]:), flulpd,u<oo}, p € [l,),
Lo ={u:X—->R|ue M(F), AC > 0 tako da u ({|lu| > C}) = 0}.

Definirajmo sljedece polunorme:

lull, = (flulp d#)p , P €[1,00),u € L),
lulleo = inf{C >0 | u(flul = CH =0}, u € L.

To su polunorme zato Sto za svaki p € [1, oo] vrijedi [|u||, = 0 ako 1 samo ako je u = 0
skoro svugdje (tj. do na skup mjere nula). Na £, definiramo klasu ekvivalencije tako
da su f 1 g ekvivalentni ako vrijedi f = g skoro svugdje. Skup tih klasa ekvivalencije
na £,(u) oznacavamo kao L,(u). Ako je f € L,(u), onda f poistovjecujemo s nekim
reprezentantom klase f, i gore definirane polunorme postaju norme. S tim normama oni su
Banachovi prostori (teorem 13.7 u [7]).

Dokazimo sljedece:

Teorem 2.2.1. Ako na L. (Q, F, ), gdje je u o-konacna, definiramo mnoZenje elemenata
kao mnoZenje njihovih reprezentanata po tockama, tada je L.(€, F, ) komutativna Ba-
nachova algebra s jedinicom ||1|| = 1 gdje je 1 konstantna funkcija.

Dokaz. Neka su u,v € Lo(Q,F,u), imamo da je |u| < |jul]| i |v| < |]v|| skoro svugdje.
Onda |uv| = |u|[v| < ||lu|||v|| skoro svugdje, pa ||uv|| kao infimum svih C takvih da je |uv| <
C skoro svugdje mora biti manji od ||u||||v|]|, odnosno |[uv]| < |lu||||v]|. Dakle, mnoZenje
je submultiplikativno, a ocito i komutativno, pa je L. (€, F,u) komutativna Banachova
algebra. Takoder [|1||=1teu-1 = u. O

Korolar 2.2.2. L..(Q, F,u), gdje je u o-konacna, je izometricki izomorfan nekom C (K)
gdje je K kompaktan Hausdorffov prostor.

Dokaz. Neka su u,v € L,(Q, F,u). Kao 1 u prethodnom potpoglavlju dobijemo:
2 uv] < u? +1°.

Pa onda mora 1 vrijediti:
2wy £ ||u2 + v2|| .

Prethodni teorem je dokazao da je L. (€, F,u) Banachova algebra s jedinicom norme 1.
Sada koristeci 2.1.1 zaklju¢ujemo da je on izometri¢ki izomorfan nekom C (K). i
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Navodimo sljedece teoreme bez dokaza:

Teorem 2.2.3 (Holder). Neka je (2, F, i) prostor mjere. Neka su 1l < p < oc0il < g < o0
takvi da vrijedi 611 + % = tefelL,(uige€lL,(u). Tada je fg € Li(u) i vrijedi:

'ffgd,u‘ < (A1, 11gllg -

Teorem 2.2.4 (Rieszov teorem o reprezentaciji). Neka je 1 < p < oo i g takav da vrijedi
1/p+1/q =1, te neka je x* € (Lq(,u)) . Tada postoji f € Ly(u) takav da ||f|l, < ||lx*[| i:

x(g) = ffgdu, g € Ly(w).

Sada mozemo dokazati:

Korolar 2.2.5. Neka je 1 < p < oo te neka je 1 < q < oo takav da je 1/p + 1/q = 1.
Prostori L,(u) i (Lq(,u)) su izometricno izomorfni.

Dokaz. Neka je x* € (Lq(,u))*, po prethodnom teoremu postoji f € L,(u) takav da vrijedi
A1, < llx7]] 1:
x'(g) = ffgdﬂ, 8 € Ly(p).

Koriste¢i Holderovu nejednakost dobivamo:

*(g)] = ] f fe dﬂ‘ < 11A1L lgll,

Sada imamo [|x*|| > ||f||p pa ||lx*|| = ||f||p. Stoga je preslikavanje x* — f je izometrija
pa je ona automatski i injektivna. Takoder, za svaki f € L,(u) definiran je funkcional x*
pomocu gornje formule, pa je preslikavanje i surjekcija. Dakle, to je traZeni izometricki
izomorfizam. O

S L,[a, b] oznatavamo L, prostor na Borelovoj o-algebri na intervalu [a, b] s Lebesgu-
eovom mjerom.

Lema 2.2.6. L. [0, 1] je izometricki izomorfan s L, [0, 1/2].

Dokaz. Definirajmo T : L, [0,1] = L,[0,1/2] kao (T f)(x) = f(2x). To je ocito linearan
operator.

Ako je |f| < C osim na skupu N C [0, 1] koji je mjere nula, tada je |7(f)| < C svugdje
osim na skupu 2N. Lebesgueova mjera na R, pa i na [0, 1], je uskladena s mnoZenjem
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skalarom pa vrijedi 4 (2N) = 2A(N) = 2 -0 = 0. Stoga, |f| < C skoro svugdje ako i samo
ako je |T(f)| < C skoro svugdje pa || f]| = [IT(f)||. Dakle, T je izometrija pa je automatski i
injektivan.

Ako je g € L,[0, 1/2], definirajmo f(x) = g(%x). Ocitoje T(f) = g. O

Lema 2.2.7. Vrijedi:
Lo[0,1] = L,[0,1/2]® L,[1/2,1].

Dokaz. Definirajmo T : Lo[0, 1] — Lo[0,1/2] ® L.[1/2, 1] kao:

T(f) = (f - xw0125f  Xi1/2.11) -

Na produktnom topoloskom prostoru P = L.[0, 1/2] ® L,[1/2, 1] norma
Il f1l, = max {Hf”Lm[oJ/z] , ||f||Lm[1/2,1]}

je uskladena s produktnom topologijom na P. Ako je |f| < C gotovo svugdje na [0, 1], onda
je |f] < C gotovo svugdje na [0, 1/2] 1 [1/2, 1]. To znaci da vrijedi || fll;_0.1/2) < If 11z 0.1 1
WAllzoij2.0) < Wfllzojo.y ©dnosno [[fllp < Ifl;_jo.1;- T je ogranicen linearan operator, a oCito
je iinjekcija. Ako su g € L,[0,1/2]1h € Lo[1/2,1], onda T(g + h) = (g,h)paje T i
surjekcija. Pri tome smo g 1 4 proSirili nulom na [1/2, 1] odnosno [0, 1/2]. Vrijedi:

g + Al 0.7 < gllzofony + Wl 0.1 =
= ||g||Lw[0,1/2] + ”h”Lw[l/Z,l] < 2 max {”g”Lw[o,]/z] s ”h”Lm[l/Z,l]} =

=2I(g. Wllp -

Dakle, inverz od T je ograniceni T je traZeni izomorfizam. O

2.3 Dekompozicijska tehnika Pelczynskog

Krenut ¢emo od definicije komplementiranih (pot)prostora Banachovog prostora da bismo
mogli iskazati i dokazati dekompozicijsku tehniku Pefczynskog te kasnije dokazati izo-
morfnost Lo, [0, 1] 1 €.

Definicija 2.3.1. Neka je X Banachov prostor, a Y C X njegov zatvoren potprostor. Y je
komplementiran u X ako postoji zatvoren potprostor Z C X takav da vrijedi X = Y & Z,
odnosno ako je X direktna suma Y i Z.

Ako imamo izometri¢no ulaganje s ¥ u X onda moZemo Y promatrati kao potprostor od
X (izometri¢no izomorfan je njegovom zatvorenom potprostoru) i tako gledati je li kom-
plementaran u X. Kod Banachovih prostora gledamo samo zatvorene potprostore jer su
jedino oni Banachovi prostori. Sada navedimo jednu karakterizaciju:
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Propozicija 2.3.2. Neka je X Banachov prostor, a Y C X njegov zatvoren potprostor. X je
komplementiran u Y ako i samo ako se identitetaid : Y — Y moZe proSiriti do ogranicenog
linearnog operatoral : X — Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je X komplementiran u Y. Tada postoji zatvoren potprostor ¥ C
X takav da je X = Y @ Z te kanonska ogranicena projekcija Py : X — Y koja je proSirenje
identiteteid : ¥ — Y.

Pretpostavimo sada da se identiteta moZe proSiriti do ograni¢enog linearnog operatora
I : X — Y. I je tada idempotentan jer / (Ix) = id((/x)) = Ix. I je tada kanonska projekcija
sXnaY.lo(idy—-I)=1oidy—Iol=1-1=0pajeZ =Im(@idy —I) C Ker . Takoder,
ako je z € Ker /, imamo /(z) = 0 Sto povlaci da je z = idx(z) — I(z) pa je z € Z, 1 dobili smo
Z = Ker I paje po 1.2.7 Z kao jezgra linearnog operatora zatvoren. Ako je x € Y N Z, onda
mora biti /(x) = 01id(x) = I(x) = 0 pa x = 0, odnosno presjek im je trivijalan. Neka je S
definiran kaou 1.3.4. S(x,y) =0 povlaCi x+ y=0odnosnox e YNZpajex=y =019
je injekcija. Ako je x € X, imamo x = I(x) + (idx(x) — I(x)) pa S (I(x),idx(x) — I(x)) = x
1S je surjekcija, ocito neprekidna. Buduci da je I neprekidna projekcija, iz 1.3.5 slijedi da
je X = Y& Z te je Y komplementiran u X. O

Uvedimo sada prostore £(X), za 1 < p < oo i ¢p(X) za dani Banachov prostor X. To
su prostori nizova (x,),en u X takvi da vrijedi da je (||x,|),eq € €, odnosno lim [|x,|| = 0.

Norme su im definirane kao:
1
N nerllex), = [i ||xn||”]p ,
n=1
Gt mextlleoon = max [lxall-
Potrebne su nam sljedece tri leme:
Lema 2.3.3. Vrijedi €,(X) = £,(X) ® {,(X) i co(X) = co(X) ® co(X).
Dokaz. Nekaje T : €,(X) ® {,(X) — €,(X) definirano kao:

T ((-xn)nENa (yn)nEN) = (Zn)nEN
L akojen =2kzak eN,
“= 1y akojen=2k—1zakeN.

Neka su x = (X,)ners Y = Ondnen 12 = (Zu)nenw. Dalje raCunajmo:

20 1 n | n 1
2 ES = ES
S =3 Ml = D lhwellr + D lylr =
k=1 k=1 k=1

_ n n
—Sx+Sy.
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Kad pustimo n — oo, znamo da e parcijalne sume S7 1§ v konvergirati k ||x]|” i ||y||”
(u 6(X)p). Clanovi sume su pozitivni brojevi, pa je suma kao niz rastuca i onda ée S 2
konvergirati k ||z||” 1 dobili smo ||z]|” = [|x]||” +|[y]|”. Dakle, preslikavanje je dobro definirano.
Takoder vrijedi:

1 1
llzll = (Il + llylI") 7 < 27 max {1l , [y} -

Norma koja uzima maksimum normi elementa je uskladena s produktnom topologijom na
X X Y, stoga mozemo zakljuciti da je 7 ograniCen linearan operator. Provjerimo sada da je
T bijekcija.
Neka je T(x,y) = 0, odmah slijedi da su ||x,|| = |[y.|| = 0 zan € N odnosno x, =y, =0
paje jezgra trivijalna i T' je injekcija. Neka je (z,)qen € €,(X) proizvoljan, stavimo:
Xn = Zop, B EN,

Yn = Zon+1, R €N
I lako vidimo da je T (x,y) = z, dakle T je i surjekcija pa je bijekcija. Racunamo:
|17~ @|| = max {lidl, Y11} <l

Njegov inverz je ograni¢en pa smo dobili trazeni izomorfizam. Dokaz za cy(X) se provodi
na slican nacin. 0

Lema 2.3.4. Vrijedi {,(X®Y) = {,(X) D (,(Y)ico(X DY) = co(x) ® co(Y).

Dokaz. Sli¢no kao i u prosloj lemi, u direktnoj sumi gledamo norme koje uzimaju mak-
simum jer su uskladene s produktnim topologijama. Neka je z = (X, Yu)nen € €, (X @ Y).
Oznalimo x = (X,)uen, ¥ = (Vn)nen- Imamo:

(o8] o0
P = > sl < " max (Il Il = 1217
i=n n=1

Po simetriji isto vrijedi i za y. Dakle, x,y € €,(X) te max {||x]|, [[yll} < llzl|.
Neka su sad x,y € £,(X), a z neka ostane definiran kao gore. S druge strane:

||z||P—Zmax Ball, Ialll? < el + 1Iyall?) <
n=1

n=1
[ee]

o0
< Ml + >l = Il + Il <
=1 n=1

< 2 max {|lxIl, [Iyll}” .

Sada imamo z € ¢, (X @ Y). Definirajmo preslikavanje 7 : £,(X®Y) — {,(X) ® {,(Y)
kao T'(z) = (x,y). Ocito je bijekcija, a iz gornjeg racuna vidimo da su i on i njegov inverz
ograniceni pa je to trazeni izomorfizam. Dokaz za co(X) ide analogno. m|
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Lema 2.3.5. Vrijedi {,,(X) =~ X ® €,(X) i co(X) = X ® co(X).
Dokaz. Neka je x = (x,)sen € €,(X). Definirajmo (xo,y) gdje je y = (yp)nen:

Xo = X1,

Yn = Xn+1-
Ocito je da je xp € X te y € £,(X). Racunamo:
[I(xo, WII = max {[lxoll, IV} < (lxoll” + IIylI”) =

(o)
= el + > Il = lxll
n=2

Pretpostavimo sada da imamo (x,y) € X @ £,(X) te definirajmo x = (x,)nery kao:

X1 = Xo,

Xn = Yn-1-

I racunajmo:

() (9 (9]
Bl” = > bl < Bl + -l = ol + - lvall” =
n=1 n=2 n=1

= llxoll” + IIyll” < 2 max {[lxoll , IV} = lI(xo, II”.

27

Sada mozemo definirati: T : £,(X) — X&(,(X) kao T'(x) = (xo,y) s gornjim formulama. To
je ocito bijekcija, a iz prethodnih racuna se vidi da je preslikavanje izomorfizam. Analogno

se dokaze i za cy(X).

Sada smo spremni za dokaz Petczyniskijeve dekompozicijske tehnike:

O

Teorem 2.3.6 (Petczynskijeva dekompozicijska tehnika). Neka su X i Y Banachovi pros-
tori takvi da je X izomorfan komplementiranom potprostoru od Y te da je Y izomorfan
komplementiranom potprostoru od X. Pretpostavimo da vrijedi jedna od sljedecih tvrdnji:

(i) X=XeXiY~Ya®Y.
(ii)) X = €,(X) zaneki 1 < p < co.
(iii) X ~ co(X).

Tada su X i Y izomorfni.
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Dokaz. Po pretpostavciimamo X ~ Y@ EteY =~ F & X.
(1) Ra¢unamo:

X~YSE~x{YdY)dE~xYDd(YDE)~ YD X

Analogno dobijemoiY Y@ Xiondaslijedi X~ XY ~Y®X=~Y.
(i) Iz X ~ €,(X) koriste¢i lemu 2.3.3 slijedi X = £,(X) ~ ,(X) ® {,(X) ~ X ® X. Sada
sli¢no kao pod (i) zaklju¢imo da vrijedi ¥ ~ X @ Y. Iz leme 2.3.4 uo¢avamo:

(X)) = (YO E) = {,(Y)® (,(E).
Uz pomoc¢ leme 2.3.5 raCunamo:
X={,X)=t,Y)ol(E)y~Y®ol,(Y)l,(E)=Y®X.

Isadimamo Y ~r XY~ Y X ~ X.

2.4 Izometricna injektivnost

Sada uvodimo definiciju prostora koji su predmet proucavanja ovoga rada:

Definicija 2.4.1. Za Banachov prostor X kaZemo da je injektivan ako za svaki Banachov
prostor Y, E C Y njegov potprostor te ogranicen operator T : E — X postojiT 1 Y — X
koji prosiruje T. Ako se joS dodatno moZe osigurati da je ||T|| = ||T|| onda za X kazemo da
Jje izometri¢no injektivan.

[zometri¢na injektivnost nam jamci da operator moZemo prosiriti bez povecanja norme
kao u Hahn-Banachovom teoremu. Ako promatramo kategoriju svih Banachovih prostora
kojima su morfizmi linearne kontrakcije, onda su izometri¢no injektivni Banachovi prostori
upravo injektivni objekti u toj kategoriji.

Prvi primjer izometri¢no injektivnog Banachovog prostora je €:

Teorem 2.4.2. {, je izometricno injektivan Banachov prostor.

Dokaz. Neka je E zatvoren potprostor od X te 7 : E — {,, ograniCen linearan operator
definiran kao T'(x) = (V,)nen. Promatrajmo operatore na koordinate u €: T,(x) = y,. To
su ocito linearni funkcionali. Takoder:

T,,(x)| < sup |T,,(x)| = sup |yl = ITCOll < |IT[|{]xl] -
nenN neN
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Dakle, to su i ograniceni linearni funkcionali norme ||7,|| < ||T||. Dalje racunamo:

IT (Il = sup [ly,l| = sup [[T.(x)]| < (SUPIITnII) Il

neN neN neN

Stoga vrijedi:
IT]| = sup [Tl -
neN
Na svaki Tg : X — R sada moZemo primijeniti Hahn-Banachov teorem (1.2.9) 1 zakljuciti
da postoji T, : X — R koji progiruje 7, te vrijedi || T,|| = |7,|I. Definirajmo sada T : X —
{ kao:

1= (1),

Kao i gore za normu od T zaklju¢imo:

T,

17| = sup ||75|| = sup 1Tl = T .
neN neN

Dakle, pronasli smo proSirenje od T na cijeli X koje ima istu normu. Iz proizvoljnosti X,
E 1T slijedi da je £, izometri¢no injektivan. O



Poglavlje 3

Goodner-Nachbin-Kellyjev teorem

U ovom poglavlju dokazat cemo Goodner-Nachbin-Kellyjev teorem koristeci pristup iz [1].
Takoder pretpostavljamo da je K kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

3.1 Ekstremno nepovezani skupovi

Prvo ¢emo definirati ekstremno nepovezan prostor topoloski prostor i vidjeti da je on
takoder 1 projektivan.

Definicija 3.1.1. Za topoloski prostor X kazemo da je ekstremno nepovezan ili Stoneov
ako je zatvarac svakog otvorenog skupa i sam otvoren.

Definicija 3.1.2. Topoloski prostor P je projektivan ako za svaki par topoloskih prostora,
X i Y, i par neprekidnih preslikavanja h : Y — Xi f : P — X, gdje je h surjektivan, postoji
neprekidno preslikavanje r : P — Y takvo da je h o r = f. Za r kazemo da je podizanje od

f.

Projektivan topoloski prostor je projektivan objekt u kategoriji topoloSkih prostora. Na
slici 3.1 je komutativni dijagram koji to ilustrira.

k/
P—" vx
Slika 3.1: Projektivnost

Gleason[3] je dokazao sljedece:

30
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Teorem 3.1.3. Kompaktan Hausdorffov topoloski prostor K je ekstremno nepovezan ako i
samo ako je projektivan.

Predmet ovog poglavlja je sljedeci teorem:

Teorem 3.1.4 (Goodner-Nachbin-Kelly). Banachov prostor X je izometricno injektivan
ako i samo ako je izometricno izomorfan C (K) prostoru takvom da je K ekstremno nepo-
vezan.

Mi ¢emo teorem dokazati koristeéi uredajno potpune C (K) $to je ekvivalentno tomu da
je K ekstremno nepovezan.

3.2 Uredajno potpuni Banachovi prostori

Krenut ¢emo s definicijom uredajno potpunog C (K):

Definicija 3.2.1. C (K) je uredajno potpun ako za svaka dva neprazna podskupa A i B od
C (K) sa svojstvom da za proizvoljne f € Ai g € Bvrijedi f < g, postoji h € C (K) takav
da za proizvoljne f € Aig € Bvrijedi f <h < g.

Uoc¢imo da je to ekvivalentno postojanju infimuma u A C C (K) ograni¢enom odozdo.

Napomena 3.2.2. C (K) je uredajno potpun ako i samo ako svaki neprazan odozdo ogranicen
(uC (K)) podskup A C C (K) ima infimum u C (K).

Dokaz. Pretpostavimo da je C (K) uredajno potpun. Neka je @ # A C C (K) sa svojstvom
da postoji f € C (K) takav da za svaki g € A vrijedi g > f. Neka je sada B C C (K) skup
svih donjih granica od A, ocCito je neprazan jer f € B. Iz uredajne potpunosti slijedi da
postoji 4 € C (K) takav da je on donja granica za A i gornja granica za B.

Neka je k € C(K) donja granica od A, tada je k € B pa mora biti 2 > k. Stoga je h
najveéa donja granica.

Sada pretpostavimo da svaki odozdo ograni¢en A C C (K) ima infimum. Neka su A i
B neprazni podskupovi od C (K) takvi da za sve f € Aig € B vrijedi f < g. B je ocito
odozdo ogranien pa ima infimum 4 € C (K). Svaki f € A je donja granica od B pa mora
vrijediti f < h. Time je dokazano da je C (K) uredajno potpun. O

Napomena 3.2.3. Analogno se dokaZe da isto vrijedi i za supremum odozgo ogranicenog
skupa u C (K).

Takoder vrijedi sljedece:
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Lema 3.2.4. Neka je A € C (K) odozdo ogranicen te a > 0. Vrijedi:

infaf = ainf /.
Dokaz. Ako je g donja granica od A, tada je ag donja granica od @A jer f > g povlaci
af > ag. Sada lako slijedi tvrdnja. O

Propozicija 3.2.5. Ako je C (K) je uredajno potpun, onda je K ekstremno nepovezan.

Dokaz. Neka je U otvoren u K, trebamo pokazati da je U takoder otvoren. Promatrajmo
skup:
S={feCK|fzxul

Bududi da je C (K) uredajno potpun, postoji funkcija f € C(K) koja je infimum od §
u C(K). K je Hausdorffov i kompaktan pa je po lemi 1.1.15 i normalan stoga moZemo
iskoristiti Urysohnovu lemu (1.1.14). Neka je x € K \ U, tada po Urysohnovoj lemi postoji
neprekidna funkcija g : K — [0, 1] takvadaje g(x) =0Otedaje g (ﬁ) ={1}. OCitojeg e S
pa onda mora biti f < g, odnosno f(U) = {1}1i f(x) = 0. x je bio proizvoljan pa mozZemo
zakljuéiti f (X \ TU) = {0}.

f je neprekidna pa vrijedi:

f(0)cFO) =113 = ).

Slijedi f(ﬁ) = {1}. Sadaje f'({0})) = X\ U paje X \ U zatvoren, te slijedi da je U
otvoren.
O

Propozicija 3.2.6. Ako je K ekstremno nepovezan, onda je C (K) uredajno potpun.

Dokaz. Neka je K ekstremno nepovezan. Dovoljno je dokazati da svaki nenegativan pod-
skup A C C (K) ima infimum. Za svaki f € A it > 0 definirajmo:

Gr={s€ K| f(s) <t} = f((-00,0).

G, je ocito otvoren je jer praslika otvorenog skupa, a funkcija f je neprekidna po pretpos-
tavci. Zato je sljedeci skup, kao unija otvorenih skupova, i sam otvoren:

G =Gy

feA

K je po pretpostavci ekstremno nepovezan pa je onda G, otvoren. Stovige:

K:UE.
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Naime, ako postoji s € K \ J G,, to povlaci za svakit > 01 f € A imamo f(s) > t. Ako
>0
uzmemo bilo koji f € A, onda bi slijedilo da je f neograniCena, a to nije moguce jer je iz

C (K).
Sada, za svaki s € K vrijedi jedno od sljedeceg:

(i) Postoji t > 0 takav da svaki € > 0 vrijedi:

s€Gue 15¢ G,

seﬂa.

Ocito je da ako nije zadovoljen prvi uvjet, da mora biti zadovoljen drugi. Takoder, ako je
prvi uvjet zadovoljen za neki ¢ > 0, onda je takav ¢ jedinstven.
Definirajmo sada funkciju g : K — R kao:

(i)

0, ako s e ﬂa.

>0

t, akos€ G, ¢ s€G,zasvakie >0,
g(s) =

Sada definirajmo:
E={seKlgs)<n=| )G

Fi={seKlgs) <t =()Gue

E, je otvoren kao otvorena unija otvorenih skupova (G, su otvoreni jer je prostor ekstremno
nepovezan). F|, je zatvoren kao presjek zatvorenih skupova (G, su zatvoreni jer su to za-
tvaraci od G,). Neka je sada (1, ;) proizvoljan otvoren interval u R, vrijedi:

g (t,0)=E,\F, =E,N(K\F,).

Desna strana je otvoren skup kao konacan presjek dva otvorena skupa, stoga je g nepre-
kidna funkcija.
Fiksirajmo f € A. Nekasut > 01 € > 0. Skup E, sadrzi skup:

{se K| f(s)<t—¢€}.

Sada slijedi da je f < g za svaki f € A.
Neka je sada h € C(K) takav da je i donja granica od A. Nekasur > 0ie > 0
proizvoljni. Ako je f(s) <t — e zasvaki f € A, onda je h(s) < t — € pa imamo:

G C{seK|h(s)<t—¢€}.
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Iz neprekidnosti 4 sada slijedi:
Gre C{s€K|h(s)<t—¢}.
Na kraju imamo:

(seKlgs)<th=|JGcClseKIhs)<1}.

e>0

Dakle, za proizvoljan ¢ > 0, h(s) < t povlaci g(s) < t pa iz proizvoljnosti ¢t > 0 slijedi
g < h. Zakljucujemo da je g infimum skupa A u C (K). O

Korolar 3.2.7. C (K) je uredajno potpun ako i samo ako je K ekstremno nepovezan.

Dokaz. 123.2.613.2.5. O

3.3 Goodner-Nachbinov teorem

Zapocet cemo s uvodenjem sublinearnih preslikavanja. Pomocu njih ¢emo dokazati Goodner-
Nachbinov teorem.

Definicija 3.3.1. Neka je F vektorski potprostor Banachovog prostora X. Preslikavanje
V . F — C(K) je sublinearno ako vrijedi sljedece:

(i) Vex) =aV(x)zasvea>0ixeF.
(ii) Vix+y) < V(x)+ V(y) za sve x,y € F.

Napomena 3.3.2. Primijetimo da ako za sublinearna preslikavanja U,V : X — C(K) i
neki x € X vrijedi U(x) < V(x), tada za a > 0 vrijedi U(ax) < V(ax).

Dokaz. Ako je @ > 0, imamo U(ax) = aU(x) i V(ax) = aV(x). Sada iz U(x) < V(x)

imamo aU(x) < aV(x) te slijedi tvrdnja. |

Napomena 3.3.3. Ocito je svaki linearni operator V : X — C (K) i sublinearno preslika-
vanje.

Napomena 3.3.4. Primijetimo da za sublinearno preslikavanje U : X — C(K) vrijedi
U =0.

Dokaz. Neka je x € X. Imamo U(0) = U(0-x) =0-U(x) =0. O

Lema 3.3.5. Sublinearno preslikavanje V : F — C (K) je linearan operator ako i samo
ako vrijedi V(-y) = =V (y) za svakiy € F.
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Dokaz. Ako je V linearan operator, onda odmah slijedi V(—x) = =V(x).

Pretpostavimo da vrijedi V(-y) = —V(y) za svaki y € F. Ako je 4 > 0, iz definicije
sublinearnog preslikavanja za proizvoljan y € F imamo V(Ax) = AV(x). Ako je A4 < 0, tada
je —4 > 0 pa moZemo racunati:

V(Ax) = V(=A(=x)) = —=AV(-x) =
= A[-V(=x)] = AV(x).
Neka su x,y € F. Iz sublinearnosti preslikavanja V imamo V(x +y) < V(x) + V(y). S
druge strane raCunamo:
Vx+y) =V(=(x=-y)=-V(x-y 2
> = [V + V(=] = -V(=x) - V(-y) =
=V(x)+ V().
U prvom i zadnjem redu smo koristili pretpostavku leme, a pri prijelazu iz drugog u treci

red koristili smo V(—x —y) < V(—x) + V(—y) 1 mnoZenje nejednakosti s —1. Dokazali smo
daje V(x +y) = V(x) + V(y). Sada moZemo zakljuciti da je V linearan operator. O

Definicija 3.3.6. Sublinearno preslikavanje V : X — C (K) je minimalno ako ne postoji
drugo razli¢ito sublinearno preslikavanje U : X — C (K) takvo da je U(x) < V(x) za svaki
xeX.

Lema 3.3.7. Neka je X Banachov prostor i F vektorski potprostor od X. Neka su 'V :
X - C(K)i W : F — C(K) sublinearna preslikavanja takva da za svaki y € F vrijedi
W(y) + V(=y) = 0, te neka je C (K) uredajno potpun. Tada je preslikavanje VAW : X —
C (K) definirano kao

VAWK =inf{V(x-y)+ W) |ye F}. (3.1)
dobro definirano i sublinearno.
Dokaz. Fiksirajmo x € F. Koristeci sublinearnost od V dobivamo:
Viy) =Vx-y-x) =V(x-y)+x) < V(x-y) + V(-x),
odnosno:

V(=y) < V(x—y) + V(-x),
Vix—y) > =V(=x) + V(-y).
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Uz pomoc¢ toga i pretpostavke leme(W(y) + V(—y) > 0) imamo:
Vix=y+ W) =2 -V(=0)+V(=n) + W(y) =
= =V(=x) + (W) + V(=y)) = =V (-x).

Dakle, skup {V(x —y) + W(y) | y € F} je ograni¢en odozdo (s —V(—x)). To je skup u C (K)
koji je ogranicen odozdo, a C (K) je po pretpostavci uredajno potpun i onda taj skup ima
svoj infimum (lema 3.2.2)) pa je izraz za V A V(x) iz jednadzbe 3.1 dobro definiran.

Sada nam ostaje za provjeriti da je preslikavanje V A V sublinearno, a to ¢e lako slijediti
iz svojstava infimuma skupa.

VAWKk+y)=inf{Vix+y-2)+W(Q) |z€ F}=
=inf{Vix+y-22)+WQ22) |z € F}.

F je vektorski (pot)prostor pa je z — 2z izomorfizam pa i bijekcija Sto povlaci jednakost u
gornjoj jednadzbi. Dalje imamo:

Vix+y-200+WR22)=V({(x—-2)+(—2)+2W(z) <
SVix—2+ V-2 +2W(z) =
=(Vx-2+W@)+ (V-2 +W@).

Sada to vratimo u prethodnu jednadzbu:

VAWKk+y)=inf{Vx+y-22)+WQ2z)|z€ F} <
<mf{(Vx-2)+ W)+ (VO -2+ W) |z€ F} <
Sinf{Vix—2)+ W@ |ze F}+inf{V(y-2)+W(@)|ze F} =
=VAWKX) +VAW®Y).

O

Napomena 3.3.8. Za preslikavanje V AW : X — C(K) iz prethodne leme 3.3.7 vrijedi
VAWSWnaFiVAWZ<VnalX.

Dokaz. Za x € F imamo:
VAWKX) =inf{V(x—y)+ W) |ye F} < V(x—x)+ W(x) = W(x).
Za x € X vrijedi:

VAWKX) =mf{V(x-y)+ W) |ye F} < V(x-0)+ W) = V(x).
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Lema 3.3.9. Neka je V : X — C (K) sublinearno preslikavanje, te neka je C (K) uredajno
potpun. Tada postoji minimalno sublinearno preslikavanje W : X — C (K) takvo da vrijedi
W(x) < V(x) za sve x € X.

Dokaz. Definirajmo skup svih sublinearnih preslikavanja koja su manja (po tockama) od
V:
S={U:X — C(K)|U jesublinearno i U(x) < V(x) za sve x € X}.

Na tom skupu promatrajmo parcijalni uredaj definiran usporedbom preslikavanja po tockama.
Ako pokazemo da on ima minimalni element, dokazat ¢emo tvrdnju teorema. Taj mini-
malni element ¢e biti minimalno sublinearno preslikavanje. Ako ne bi bio, to bi znacilo da
postoji neki drugi L : X — C (K) koji je po tockama manji od toga minimalnog elementa,
pa je po tockama manji i od V (iz definicije ), $to povlaci da bi bio u S. Dakle, dobili
bismo element iz S koji je manji od minimalnog elementa, §to je kontradikcija.

Postojanje minimalnog elementa ¢emo pokazati koriStenjem Zornove leme. Neka je
® = (U,),c7 neki lanac (totalno ureden podskup) iz S. Zai € Zi x € X, koriStenjem 3.3.4 i
svojstva sublinearnog preslikavanja, imamo:

0=U;(0)=U;(x+(-x) < Ui(x) + Ui(-x),

odnosno U;(x) > —U;(x). Iz Cinjenice da je U; iz S slijedi U;(—x) < V(-x) pa iz 3.3.2
dobivamo —U;(—x) > —V(-x), 1 konacno U;(x) > —U;(x) > —V(—x). Dakle, za proizvoljan
x € X skup:

{Ui(x) i€} € C(K)

je ogranicen odzodo s V(x) € C(K). Bududi da je C (K) uredajno potpun, iz napomene
3.2.2 moZemo naéi infimum toga skupa i onda definirati:

qu(X) = inf U,‘(X).
i€T

Time smo definirali preslikavanje Ug(x) : X — C (K) za koje ¢emo pokazati da je subline-
arno. Za svaki x € X ii € 7 vrijedi Uy(x) < Uj(x) zbog infimuma u C (K).
Neka je x € X proizvoljan i neka je @ > 0, vrijedi:

Uy (ax) = inf U; (ax) = inf aU;(x) = a - inf U; = aUqg(x).
i€ i€l i€

U predzadnjoj jednakosti smo koristili lemu 3.2.4 i1 time smo dokazali prvo definicijsko
svojstvo sublinearnog preslikavanja.

Neka su i, j € Z. Bududi da je ® lanac, moZemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti
U; < U;. Zaproizvoljne x,y € X iz prethodnog, uz sublinearnost U;, imamo:

Up(x+y) S Ui(x+y) < Ui(x) + Ui(y) < Uj(x) + Ui(y),
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tj.

Uo(x +y) = Uj(x) < Ui(y).
Lijeva strana je manja od U;(y) za svaki i € I (jer smo i izabrali proizvoljno) pa onda mora
biti manja i od njihovog infimuma (u smislu C (K)):

Uo(x+y) = Uj(x) < Up(y).

Sada imamo:
Us(x +y) — Us(y) < Uj(x).

Analogno, na desnoj strani imamo U ;(x) za proizvoljan j € Z pa lijeva mora biti manja od
infimuma:

Uos(x +y) — Us(y) < Ug(x),

1 dobili smo:
Us(x +y) < Up(x) + Ug(y).

Ovime je zavrSen dokaz da je Ug sublinearno preslikavanje. Takoder imamo Ug < U;(x) <
V(x) pa mozemo zakljuciti da je Uy iz S. Dakle, lanac ®@ ima svoj minimalni element u
S 1 sada mozemo primijeniti Zornovu lemu i zakljuciti da S ima minimalan element W i
time je tvrdnja dokazana. O

Lema 3.3.10. Neka je C (K) uredajno potpuni 'V : X — C (K) sublinearno preslikavanje.
Ako je V minimalno, onda je linearni operator.

Dokaz. Neka je x € X proizvoljan te neka je F = {Ax | A € R} jednodimenzionalni pot-
prostor od X generiran tim elementom. Definirajmo preslikavanje W : F — C(K) kao
W (Ax) = —AV(=x). To je linearni operator definiran time da x, bazu od F, preslikava u
element —V(—x) € C (K). Neka je 4 > 0. Ra¢unamo:

W(Ax) + V(=Ax) = —AV(=x) + V(—-Ax) =
= —-AV(=x) + AV(-x) = 0.

Ako je 4 <0, tada je —4 > 0 pa imamo:

W(Ax) + V(=Ax) = =AV(=x) + V(=Ax) =
= —AV(=x) = AV(x) = =A[V(x) + V(—x)] >
> —-AV(x+ (=x)) =-AV(0) = 0.
Pri prijelazu iz drugog u tre¢i red smo koristili drugo svojstvo sublinearnosti te na kraju

napomenu 3.3.4. Dokazali smo da je W(y) + V(—y) > 0 za svaki y € F, a lako se vidi da
je W kao linearan operator takoder sublinearno preslikavanje pa moZemo primijeniti lemu
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3.3.7 1 zakljuciti da postoji sljede¢e dobro definirano sublinearno preslikavanje (s cijelog
X):

VAWER@ =mf{Vz-y)+ W) |yeF}=
=inf{V(z—Ax) + W(Ax) | 1€ R} < V(z-0) + W(0) = V(2).

Vidimo da je VA W < V, a V je po pretpostavci minimalno pa mora bitt W AV = V.
Takoder za A € R imamo:

VAW(x) =inf {V(Ax — ux) + W(ux) | u € R} <
< V(Ax — Ax) + W(dx) = W(Ax).

Dakle, na F imamo V A W < W, odnosno po prethodnom V < W na F. To povlaci da
za proizvoljan 4 € R imamo V(Ax) < W(dx) = —AV(-x) pa posebno za 4 = 1 imamo
V(x) < —V(—x). Takoder, iz sublinearnosti V slijedi 0 = V(-x + x) < V(-x) + V(x) Sto
povlaci —V(—x) < V(x) pa na kraju imamo V(x) = —V(—x). x je bio proizvoljan pa to
vrijedi za svaki x € X. Iz leme 3.3.5 sada slijedi da je V linearan operator. O

Sada smo spremni za Goodner-Nachbinov teorem.

Teorem 3.3.11 (Goodner-Nachbin). Neka je K kompaktan Hausdorffov prostor. Tada je
C (K) izometricno injektivan ako i samo ako je uredajno potpun.

Dokaz. Neka je E zatvoren potprostor Banachovog prostora X, te neka je S : E — C(K)
ogranicen linearan operator. Ako je ||S|| = 0, onda § = 0 te ima trivijalno proSirenje (nul
operator). Ako je ||S]| > 0, onda promatrajmo operator S = ﬁS. Tada je ||Sol| = 1 1 ako
pronademo operator T koji ga proSiruje uz cuvanje norme, onda imamo da 7' = ||S|| T
prosiruje S te ||T|| = |IS]|.

Stoga bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti ||S|| = 1. To povlaci da za svaki
x € E vrijedi:

IS CONl < NS Tl = lx]-

S(x) € C(K) pa za svaki k € K imamo:
IS < IS I < [l

odnosno:
—lxll < (Sx)(k) < ||lxll, Yk € K.

Ako uzmemo funkciju 1 € C(K) takvu da je 1(k) = 1 za sve k € K, gornju jednadZbu
mozemo zapisati kao:

— ||| - 1(k) < (Sx)(k) < ||x]| 1(k), Yk € K. (3.2)
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JednadZba vrijedi za sve k € K pa onda ju moZemo zapisati preko elemenata iz C (K):
=[x -1 <8Sx) <|xl-1.

Definirajmo preslikavanje Vy : X — C(K) kao Vy(x) = ||x]| - 1. Provjerimo da je to
sublinearno preslikavanje. Za svaki A € R imamo:

Vo(Ax) = [|Ax]| - T = 14| - (|lxl| - 1) = |A] Vo(x).
Za x,y € X, imamo:

Volx +y) = [lx+yll - L<(Ixll + [lylD - 1 =
= [lxlf- L+ yll - 1 = Vo(x) + Vo).

Dakle, V, je sublinearno preslikavanje. Takoder S : E — C (K) je po pretpostavci linearan
operator pa je po napomeni 3.3.3 i sublinearno preslikavanje. JednadZzbu 3.2 mozZemo
zapisati kao:

—Vo(x) £ S(x) < Vo(x).

Umjesto x uvrstimo —x:

—Vo(=x) < S(—x) < Vo(—x),
=Vo(=x) < =85 (x) < Vo(—x),
Vo(=x) > S(x) > =Vp(—x).

Pri prijelazu iz drugog u treéi red pomnozili smo jednadzbu s —1, i dobili S (x) > —Vy(—x)
za sve x € E. Takoder, C (K) je uredajno potpun pa sada moZemo iskoristiti lemu 3.3.7 i
zakljuciti da postoji sublinearno preslikavanje:

VoAS(x)=inf{Vo(x—y)+S()|yekE}.

Iz leme 3.3.9 slijedi da postoji minimalno sublinearno preslikavanje 7 : X — C(K), a iz
leme 3.3.10 slijedi da je ono linearni operator. Minimalnost 7 nam osigurava 7' < Vo A S
na X (paina E C X). Sada iz napomene 3.3.8 moZemo zakljuciti 7 < VonaX17 < S na
F.

Za x € Eimamo T(x) < S(x)1 T(-x) < S(—x). Iskoristimo linearnost S i 7' i imamo
—-T(x) < =S(x) odnosno T(x) > S(x). Sada mozemo zakljuciti S = T na E odnosno
T|g = S. Dakle, T je prosirenje od S. Posebno, to povlac¢iida ||T| > ||S| = 1.

S druge strane za x € X imamo:

T(x) < Vo(x) = [Ixll - 1,
—T(x) = T(=x) < Vo(=x) = [|=xI| - I = [|a] - 1.
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To povladi |T(x)| < ||x|| odnosno ||T|| < 1. Iz ||T]| = 11 ||T|| < 1 slijedi ||T|| = 1 odnosno
7] = [|S]|. Nasli smo proSirenje od S koje ima istu normu kao i S za proizvoljan linearan
operator S. Slijedi da je C (K) izometri¢no injektivan.

Sada ¢emo dokazati drugi smjer pa pretpostavimo da je C (K) izometri¢no injektivan.
Identiteta id : C (K) — C (K) je ocito linearan operator norme 1. Takoder, C (K) je potpros-
tor Banachova prostora ¢, (K) (prostora svih ograni¢enih funkcija nad K). Sada mozemo
iskoristiti izometricku injektivnost C (K) i zakljuciti da postoji P : € (K) — C (K) koji
prosiruje identitetu i ima normu 1. S obzirom na to da proSiruje identitetu na C (K),

o (K) —L—% C(K)

e

id

7

C(K)
Slika 3.2: Postojanje projekcije P

onda P mora biti surjekcija. Takoder za x € ¢, (K), imamo P(x) € C(K) sto povlaci
P o P(x) = P(P(x)) =1id (P(x)) = P(x). Dakle, P je projekcija.

Neka su A i B neprazni podskupovi od C (K) takvi da za svaki f € Ai g € B vrijedi
f < g. Definirajmo a : K — R kao a(k) = sup;, f(k) za svaki k € K. B je neprazan pa
postoji g € B,izasvaki f € Aik € K imamo f(k) < g(k). Dakle, skup {f(k) | f € A} ima
gornju granicu g(k) pa ima i supremum te je i neprazan pa slijedi da je a dobro definirano
preslikavanje te a < g. Takoder g € C(K) pa g(k) < max,x g(s) = ||gl| za svaki k € K.
To povlaci da svaki k € K vrijedi a(k) < g(k) < ||g]| 1 a je ograniCeno preslikavanje pa je
element £, (K).

Neka je P(a) = h. Dokazat cemo dazasve f € Aig e Bvrijedi f < h < g. hje oCito
iz C (K) jer u kodomeni od P.

Uzimimo b € C (K) takav da je b > 0, te neka je 0 < A < 2., raéunamo:

bl
1P (1 = ab)|| < [[P||[I1 = Ab[| = |1 — Ab||.
Za k € K imamo:
(1 = ab) (k) = 1(k) — Ab(k) = 1 — Ab(k) < 1.
Iskoristili smo Cinjenicu da b(k) > O te da je 4 > 0 odnosno Ab(k) > 0 pa —Ab(k) < 0. S
druge strane:
—(1=ab)(k) = -1+ Abk) < -1+ A||b|| <

<-l+—-|pl=-1+2=1.
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Dobili smo |(1 — Ab) (k)| < 1 za proizvoljno k € K §to povlaci |1 — Ab|| < 1. Vratimo to u
jednadzbu 3.3:
IP(1-2ab)| < 1.

Ocito je P(1) = 1 pa imamo:

Il —AaP®)l <1,
11— APh)(K)| < 1, Vk €K,
1 - APb)(k) < 1, Vk € K,
~A(Pb)(k) < 0, Yk € K,
APb)(k) > 0, Vk € K,

AP(b) > 0,

P(b) > 0.

Pri prijelazu iz predzadnjeg u zadnji redak iskoristili smo ¢injenicu da je A > 0. Dakle, za
b > 0 imamo P(b) > 0, odnosno za b > 0 imamo P(b) > 0 (P(0) = 0), dakle P je pozitivno
preslikavanje. Neka su f € Ai g € B proizvoljni. Sada iz f < aslijedia — f > 0 pa
koristeci pozitivnost P imamo

Pa-f)=0,
P(a) - P(f) 2 0,
h—f >0,
f<h.

Iskoristili smo Cinjenicu da je P(a) = h te da je P identiteta na C (K) pa je P(f) = f.
Analogno vidimo da iz a < g slijedi 4 < g. Dokazali smo da je C (K) uredajno potpun. O

3.4 Goodner-Nachbin-Kellyjev teorem
Prvo dokazimo sljedecu propoziciju:

Propozicija 3.4.1. Neka je X Banachov prostor. Ako je X izometricno izomorfan nekom
uredajno potpunom C (K), tada je X izometricno injektivan.

Dokaz. Neka je X Banachov prostor koji je izometricno izomorfan nekom uredajno pot-
punom C (K). Tada postoji I : X — C(K) koji je izometri¢ki izomorfizam. Neka je Y
Banachov prostora, E njegov zatvoren potprostori 7 : E — X ograniCen linearan operator.

Definirajmo operator 7} : E — C(K)kao Ty = I oT. Zay € E imamo ||T;(y)|| =
(TN = Tl pa vrijedi [|T4]] = [IT]l.
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C (K) je uredajno potpun pa iz Goodner-Nachbinova teorema (3.3.11) slijedi da izome-
tri¢no injektivan. Sada mora postojati operator T} : ¥ — C (K) koji prosiruje T te vrijedi
||f1|| = ||T4||. Definirajmo operator T:Y—>XkaoT =I""oT,.Zay e E imamo:

Te) = ("o Th) o) =1 (1) =
="' (Ty) = ("o Ty) () =" eloT)() =
=T().

T prosiruje T. Zay € Y imamo ||T(y)|| = Hl‘l (Tl(y))” = ||Tl(y)|| pa ||T|| =Tyl =IT|l. o

Teorem 3.4.2 (Goodner-Nachbin-Kelly). Banachov prostor X je izometri¢no injektivan
ako i samo ako je izometricno izomorfan uredajno potpunom C (K) prostoru.

Dokaz. Prethodna propozicija nam daje jedan smjer pa dokazimo drugi. Neka je X izome-
tri¢no injektivan. Pronadi ¢emo kompaktan Hausdorffov prostor K takav da je X izome-
tricno izomorfan s uredajno potpunim C (K).

Krenimo od jedini¢ne kugle u dualnom prostoru By- sa slabom™* topologijom i skupom
njezinih ekstremnih tocaka d, Bx-. Tvrdimo da postoji maksimalan otvoren (u By-) podskup
U od By- takav da vrijedi U N (—U) = (. Neka je F skup svih takvih podskupova. F je
neprazan jer je oCito @ € F. Neka je C = {U; | i € Z} lanac u F. Definirajmo:

V:UUl-.

i€

Pretpostavimo da postoji x € V N (=V). To povlaci da postoje i, j € X takvi da je x € U;
1 x € =U,. To su elementi lanca pa vrijedi U; C U, ili U; € U;. Ako je U; C U; slijedi
x € U; C Uj, ato je kontradikcija jer je U; N (=U;) = 0. Ako je U; C U,, iz x € -U;
slijedi —x € U; Sto povlaCi —x € U; odnosno x € —U; 1 opet dobivamo kontradikciju jer
U;Nn(-U;) = 0. Dakle, VN (=V) = 0. 1z definicije V je U; C V, 1 V je maksimalan element
lanca C. Iz Zornove leme slijedi da postoji maksimalan element u F.

Neka je K slabi* zatvara€ od U u By-. Po Banach-Alaougluovom teoremu (1.2.12) By-
je slabo* kompaktan. By- je Hausdorffov jer je slabo* topologija Hausdorffova pa je onda
K Hausdorffov. Sada je iz 1.1.16 K je kao slabo* zatvoren podskup od slabo* kompaktnog
By 1 sam slabo* kompaktan.

K je slabi* zatvara¢ od U u By- pa je K N d,Bx- zatvara¢ od U N 0.By- = U u d,Bx-.
—U je otvoren u 0,Bx- pa je d.Bx- \ (—U) zatvoren u 0,Bx-. Po definiciji zatvaraca kao
najmanjeg zatvorenog skupa koji sadrzi U slijedi da je K N d,Bx- € d.Bx- \ (=U) odnosno
KnNd,Bx-N(=U)=0,abudu¢idaje (-U) C d.Bx- imamo K N (-U) = 0.

Sada tvrdimo da vrijedi d,Bx- € K U (—K). Pretpostavimo da postoji x € d,Bx- \
(K U (=K)). K je zatvoren u Bx- pa je slabo* zatvoren (odnosno zatvoren u X* sa slabom*
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topologijom, 1.1.2). Onda je 1 —K zatvoren. Buduc¢i da je slaba* topologija Hausdorffova,
onda ona zadovoljava i T aksiom separacije pa je svaki jednoclan skup zatvoren (1.1.12).
Posebno je {x} slabo* zatvoren. Na kraju slijedi da je K U (—K) U {x} slabo* zatvoren kao
konacna unija slabo* zatvorenih skupova.

Sada slijedi da je X* \ (K U (=K) U {x}) slabo* otvoren. Iz 1.3.9 imamo da je X* sa
slabom* topologijom je lokalno konveksan topoloski vektorski prostor pa on po 1.3.10
ima apsolutno konveksnu bazu okoline. Element baze okoline oko x se moZe prikazati
kao x + V gdje je V element baze okoline oko 0. Posebno, to znaci da postoji apsolutno
konveksan otvoren skup V koji je okolina nule (element apsolutno konveksne baze okoline)
takav da vrijedida x + V € X* \ (K U (=K) U {x}) odnosno:

U =UuU ((x + V) N 6€BX*) - 8eBx* (33)

x € x+ V pax e U, Sto povlaci da je U strogi podskup od U;. Stoga ako dokazemo da
vrijedi U; N (=U,) = 0, dobit ¢emo kontradikciju s maksimalnoséu U u F. Pretpostavimo
da je postoji y € U; N (=U,). Buduéi da je U N —U = 0 onda trivijalno vrijediday ¢ U
iliy ¢ —U odnosnoy ¢ U ili —y ¢ U. Jasno je da ako je y € U; N (=U;), onda je 1
-y € U; N (=U,). Stoga, ako vrijedi —y ¢ U, moZemo jednostavno y zamijeniti s —y 1
dobiti bez smanjenja opcenitosti y ¢ U. Buduci da je y € Uj, onda iz definicije 3.3 vidimo
da mora vrijediti y € x + V Sto povlaci y ¢ K U (—K) pa posebno y ¢ —K, a onda ne moze
bitiniu-UC-K.Izy¢ (-U)iye (-Uy)slijediye —x—-V.

Izy e x+Viy e —x — V slijedi da postoje z1,2o € V takvi da vrijediy = x + z; 1
y=—-x-z1pax+z = —x—z 1dobivamo x = %zl + %Zz- V je konveksan skup pa onda
slijedi da je x € V §to je kontradikcija. Dakle, U; N (=U;) = 0 i dobili smo kontradikciju s
maksimalnoscéu U ¢ime je kona¢no dokazano:

0.Bx- € KU (-K) C Bx-. (3.4)

Po Krein-Millmanovom teoremu(1.3.17) By je slabo* zatvorena konveksna ljuska od 9, Bx-
i d,Bx- je neprazan, pa onda mora biti i slabo* zatvorena konveksna ljuska od K U (—K).
Naime, K U (—=K) je sadrZzan u By- koji je slabo* zatvoren konveksan skup pa onda slabo*
zatvorena konveksna ljuska od K U (—K) mora biti sadrzana u Bx-. No slabo* zatvorena
konveksna ljuska od K U (—K) je slabo* zatvoren konveksan skup koji sadrzi d,Bx- pa By:
mora biti sadrzan u njoj po definiciji (to je najmanji slabo* zatvoren konveksan skup koji
sadrzi d,By-). Stoga slabo* zatvorena konveksna ljuska od K U (—K) mora biti By:.

Promatrajmo kanonsko ulaganje (1.2.15) J : X — X** koje svakome x € X pridruzuje
X : X* — R definirano kao x(f) = f(x). Iz 1.2.14 slijedi da vrijedi sljedece:

x| = max Ifl. 3.5)

Fiksirajmo x € X i promatrajmo funkciju g : X* — R definiranu kao g(f) = |X(f)| za
f € X*. Apsolutna vrijednost je neprekidna funkcija s Ru R, a x : X* — R je slabo*
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neprekidna po definiciji slabo* topologije. Stoga je g kao kompozicija neprekidnih funkcija
takoder slabo* neprekidna. Nekasu 0 <t <11 f, o € X*, raCunamo:

gfi+(A-nf)=Kk0h+A-0fH)=
ex(f1) + (1 = DXL < t|R(fD)l + (1 =D [X(f)] <
< 18(f) + (1 = Dg(f).

Dakle, g je konveksna i slabo* neprekidna funkcija, a izraz 3.5 je maksimum te funkcije
na konveksnom slabo* neprekidnom skupu. Po teoremu 1.3.16 g postize maksimum na
ekstremnoj tocki od Bx-:

X|| = max X)| = maXxX X)| .
Il = max [f (O] = max. |f(o)

Onda iz izraza 3.4 vidimo:

= max )
Il = _max_1(x)
Akoje f € —K,ondaje —f € K te |f(x)| = |-f(x)|, pa moZemo traZiti maksimum samo na
K i dobiti:
llxll = max lf (0l = max X (3.6)

X : X* — R je slabo* neprekidna funkcija pa je onda i slabo* neprekidna ako promatramo
njezinu restrikciju na K odnosno tada ée biti element iz C (K). Na desnoj strani jednadZbe
3.6 upravo imamo normu od x u C (K). Dakle, J : X — C (K) je izometrija. Iz 1.2.5 je onda
inverzno preslikavanje sa slike J=! : J(X) — X izometrija. Bududi da je po pretpostavci
C (K) izometri¢no injektivan, postoji T : C(K) — X koji proSiruje J~! i ¢ija je norma
jednaka |IT]| = [|J7Y]| = 1.

Promatrajmo sada operator 7* : X* — C (K)" adjungiran operatoru 7 (1.2.11). Po Ri-
eszovom teoremu o reprezentaciji (2.1.2), C (K)" je izometri¢no izomorfan (kao normirani
prostor s operatorskom normom) s M (k) pa ih moZemo identificirati i promatrati 7 kao
T : X* - M(K). Djelovanje u € M(K) na f € C (K) je tada dano s:

%m=ﬁf@-

Neka je u € U gdje je U maksimalan otvoren skup u d,Bx- takav da je U N (=U) = 0,
njega smo definirali na poCetku dokaza. u je ekstremna tocka zatvorene jedini¢ne kugle
paiz 1.3.12 imamo [[u|| = 1, te takoder ||T*|| = ||T|| = 1, paza T*u = u € M(K) vrijedi
IT*ull < IT*|llull = 1 odnosno [jul] < 1.

Neka je V neka otvorena okolina oko u# u K. Podsjetimo se da na K gledamo relativnu
topologiju dobivenu iz slabe* topologije, pa moZemo reci da je V slabo* otvoren u K. Neka
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je sada Ky = K \ V, on je po definiciji slabo* zatvoren u K. Neka je x € X te definirajmo
v € X" na sljedeci nacin:

thﬁﬂwm=£ﬂmwﬁ. 3.7)

X : X* — R je slabo* neprekidna funkcija pa je onda i u-izmjeriva jer u Borelova mjera
odnosno mjera generirana svim slabo* otvorenim skupovima u K, pa je gornji integral
dobro definiran jer traZimo mjeru na V koji je slabo* otvoren u K pa i izmjeriv.

Definirajmo w € X* kao:

wm:ﬂﬂﬂwm=ﬁfmwm. (3.8)

Sli¢no kao 1 gore vidimo da je gornji integral dobro definiran. Samo ovdje imamo integral
po K koji je slabo* zatvoren u K pa je izmjeriv.
Sada koristeci 1.4.11 raCunamo:

v(x)| =

fﬂwwﬁsfvaMMS
1% 174

(3.9

Sfsuplf(x)ldl,u(f)lZSUpr(x)I dlu(f)l.
V fev fev \4

V € K C Bx- pauz pomoc 1.2.14 imamo:

sup f(x) < sup f(x) = [lx]|.

fev feBxx

I kad to vratimo u 3.9 te dobijemo:

()l < || fdlﬂ(f)l = [IxI[ - ful (V).
\4

Dakle, mora vrijediti da je [|v]| < |u| (V). Analogno vidimo 1 da je ||w|| < |u| (Kjp). Zbrojimo
sada v(x) 1 w(x) te uvrstimo njihove definicije 3.7 1 3.8:

meMijﬁ@m+fﬂﬁwm=
\% Ko
=£ﬂﬂwm=@m=®WWﬂ”w=

= (x,u) = u(x).

Pri prijelazu iz prvog u drugi red smo koristili ¢injenicu da su K i V disjunktni skupovi
takvi da K = Ky U V. Zatim smo koristili djelovanja mjere u € M(K) na X € C (K) kao
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elementa iz C (K)* po identifikaciji iz teorema 2.1.2. Nakon toga smo iskoristili definiciju
adjungiranog operatora (1.2.11) te &injenicu da T na C (K) djeluje kao i J~! koji je inverz
kanonskog ulaganja. x € X je bio proizvoljan pa imamo:

V+w=u. (3.10)

Sada ra¢unajmo:
L= flull = llv+wll < IVl + lIwll <

< ul (V) + |ul (Ko) = ul (K) = [lull < |luel| = 1.

MoZemo zakljuciti:
IVl + liwll = 1. (3.11)

Ako je |[v|| = 0, onda iz 3.10 imamo w = u = |[w|]|u 1 v = 0 = ||v||u. Analogno se zakljuci
da isto vrijedi i kad [|w|| = 0.
Pretpostavimo sada da su ||v|| 1 ||w/|| razli¢iti od 0. JednadZbu 3.10 moZemo zapisati kao:

1 1
[|v]] - (—v) + |w]| - (—w) = U. (3.12)
vl [lwl]

viwsuiz K C By- ¢ija je u ekstremna tocka i onda zbog 3.11 mora vrijediti:

1
u=-—1y,

vl
1

w.
[Iwll

Ako to ne bi vrijedilo, onda bi jednadzba 3.12 bila u suprotnosti s definicijom ekstremne
tocke 1.3.11. Dalje imamo:
v =l

w = [[w]l u.

Pretpostavimo sada da vrijedi |u| (Ky) = ||w|| > 0. Za x € X imamo:

1 1
w(x) = ——wx) = — | f(x)du(f).
lwll Iwll J,
Dalje raCunamo:
1 1
()] = — f f(X)d,U(f)‘S—f LFCOld |ul (f)
wll | Jx, wll Jx,
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Ky je po definiciji slabo* zatvoren u K, a kao podskup slabo* kompaktnog skupa je i sam
slabo* kompaktan pa slabo* neprekidna funkcija f — |%(f)| na njemu postiZze maksimum
M = r]p?{x |f(x)|. Sada imamo:

JEeko

1 1
Iu(x)IS”—f |f(x)|d|,u|(f)<—Mf dlul(f) <
W” Ko Ko

Al

1 1
< —Mul(Ko) = ——M - |lwl| = M.
[Iwll lIwll
Dakle, za svaki x € X vrijedi:
lu(x)| < max lf (0l (3.13)
€Ko

Dokazimo sada da u mora biti u slabo* zatvorenoj konveksnoj ljusci C od KyU (—Kj). Prvo
provjerimo da je C balansirana. Neka je f € Kj, tada je:

1 1
0= 2-( f)+(1 2)-f.
pa0eC.Nekajeae[0,1]ix e C. Imamo ax =a - x+ (1 —a) -0, pa zbog konveksnosti
ax € C. Odnosno aC C C, i time smo dokazali da je skup balansiran. Pretpostavimo da
u ¢ C 1 primijenimo teorem 1.3.15 na Y = X* sa slabo* topologijom, dobivamo da postoji
f € Y" takav da vrijedi:
lfI <1, ¥y eC,

f(u) > 1.

Y”* je skup svih linearnih funkcionala z : ¥ — R koji su neprekidni s obzirom na topologiju
od Y, a to je slaba* topologija na X*. X** je dual od X", tj. skup svih linearnih funkcionala
h : X* — R koji su neprekidni s obzirom na topologiju operatorske norme na X*. Slaba*
topologija je slabija od topologije operatorske norme, pa je onda i 4 neprekidan obzirom
na operatorsku normu, i vrijedi £ € X**. Imamo da je f € X**.

X je slabo* gust u X*™* (slaba* topologija na X**, generirana sa svim X*). Sada postoji
neka mreza (x;);cz u X (kao podskupu od X**) takva da x; slabo* konvergira k f. Ta se
konvergencija poklapa s konvergencijom po to¢kama iz X*, pa imamo da |£;(«)| konvergira
k [f(u)] > 1tj. |u(x;)| konvergira k | f(u)| > 1. Onda mora postojati neki j € Z takav da za
sve i > jvrijedi |u(x;)| > 1 odnosno |u(x;)] > 1 + €.

S druge strane, jer je Ky kompaktan onda ryréalg)( [y(x;)| konvergira k ryré%( lf(»)] < 1.1Isad

postoji neki k € 7 takav da za sve i > k vrijedi m?(x [y(x;)| < 1+ €. Izaberemo neki i takav
YEKQ

dajei> jii>k,1zax; smo dobili kontradikciju da s jednadzbom 3.13, tj. postoji x; € X
takav da je:
|u(x)] > max [y(x;)] .
YeKop
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Dakle, u je u C koji je sadrzan u By- Cija je ekstremna tocka pa onda mora biti 1 ek-
stremna tocka od C. C je slabo* zatvorena konveksna ljuska od Ky U (-Kj) pa se onda
po Millmanovom teoremu (1.3.19) u mora nalaziti u Ky U (—Kj). u smo izabrali iz V, a
Ky je njegov komplement pa u ¢ K, i mora biti u € (-K,). Dakle, u € V C K C U
1u € —Ky € —K € (=U) pa smo dobili da je U N (—=U) neprazan Sto kontradikcija s
njegovom konstrukcijom s pocetka dokaza. Dakle, mora vrijediti |u| (Ky) = |[w|| = 0.

Sad iz v+ w = u slijedi da je |u| (V) = ||v|]| = ||u|| = 1. V je bio proizvoljan otvoren skup
u K pa sad iz regularnosti 4 mora slijediti |u| = ¢, odnosno u = +6, pa u = 9,. Dakle,
za proizvoljan u € U dobili smo T*(u) = 9,. K je slabi* zatvara¢ od U. T~ je slabo*
neprekidan (s konvergencijom po tockama iz X* koja karakterizira slabu* topologiju na
X*), pa mora vrijediti da T*(x) = ¢, za sve x € X. Neka je sada f € C (K):

(TF ) = (T = (. 6,) = fK Fds, = () = 5(f).

Za f € C(K), Tf je u X. Pogledajmo kako na njega djeluje kanonsko ulaganje J koje
smo ranije definirali. Vrijedi J(Tf) = Tf paza x € K vrijedi Tf(x) = (Tf,x) = f(x).
Dakle, za svaki f € C (K) postoji Tf € X takav da je J(T f) = f. Stoga je J surjektivno
preslikavanje i onda je i izometri¢ki izomorfizam izmedu X i C (K).

Sada slijedi da je C (K) izometri¢no injektivan i po Goodner-Nachbinovom teoremu
(3.3.11) on mora biti uredajno potpun. O



Poglavlje 4

Posljedice Goodner-Nachbin-Kellyjevog
teorema

U proSlom poglavlju smo dokazali Goodner-Nachbin-Kellyjev teorem koji nam je dao ka-
rakterizaciju svih izometri¢no injektivnih prostora. Za pocetak, iskoristit éemo ga da bismo
pronasli viSe primjera izometri¢no injektivnih prostora koji nisu ¢.,. Uz njegovu pomo¢
¢emo takoder pokazati da su prostori £ 1 L [0, 1] izomorfni. Kao 1 u pro§lom poglavlju,
K je kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

4.1 Primjeri izometricno injektivnih prostora

Prvi netrivijalni primjer ¢e nam biti C (K) prostori koji su dualni prostori nekog Banacho-
vog prostora.

Teorem 4.1.1. Ako je C (K) izometri¢no izomorfan nekom dualnom prostoru Banachova
prostora, onda je C (K) izometricno injektivan.

Dokaz. Definirajmo pozitivni konus u C (K):
P={feCK)|f=0}.

Nekasu f,g €e C(K)te 0 <t < 1, oCito iz f,g > O slijedi tf + (1 —1)g = O pa je P
konveksan. Po pretpostavci teorema C (K) je dual nekog Banachova prostora X, pa moZemo
primijeniti Banach-Dieudonnéov teorem 1.3.18 da dokaZemo da je P slabo* zatvoren. Po
njemu je potrebno dokazati da je P N AB¢ (K) slabo* zatvoren za svaki 4 > 0. Neka je

50
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f € PNAB¢ (K), vrijedi ||[f]| < A1 f > 0 Sto je ekvivalentno:

0<f<a,
0<f<a-l,
l/ll<f La<ian
P T R

1 1

— A1 <=
=301 =3

To su sve ekvivalencije, pa vrijedi:

PNAB: (K) = {feC(K) | Hf—%/l- IH < %/1}

To je u normi zatvorena kugla oko tocke %/l- I radijusa %/l, a nju moZemo dobiti mnoZenjem
skalarom i translacijom By- koji su homeomorfizmi. 1z Banach-Alaougluova teorema By-
je slabo* kompaktna pa je onda i slabo* zatvorena. Dakle, P je slabo* zatvoren konveksan
skup. Preslikavanje f — —f je homeomorfizam pa je slijedi da je {f € C(K) | f < 0}
takoder slabo zatvoren.

DokaZimo sada da je C (K) uredajno potpun. Neka su A i B neprazni podskupovi od
C(K)takvidazasve fe Aige Bvrijedi f < g. Zasve f € Ai g € B definirajmo:

Cig=theC(K)|f<h<g}.

Ocito je f,g € Cy, pa je on neprazan. Translacija 74(h) = f + h i mnoZenje skalarom
6(f) = —f su homeomorfizmi pa je Cy, = 7¢(P) N 7, (6(P)) slabo* zatvoren kao presjek
dva slabo* zatvorena skupa. Takoder, svaki Cy, je ograni¢en u normi. Buduci da je C (K)
dual Banachovog prostora, sada slijedi (1.2.17) da je svaki Cy, slabo* kompaktan.

Neka su fi,fo...fn € Ai1g,8...8. € B. h = max(fi, f>... f,) je iz C(K) te je
h > f;, i =1...n. Pretpostavimo da za neki i € {1,2...n} ne vrijedi & < g;. Tada postoji
x € K takav da je h(x) > gi(x), pa onda postoji i j € {1,2...n} takav da je fj(x) = h(x)
te f;(x) > gi(x). No mora biti f; < g;jer fj € Aig; € B. Dakle, h < g;, i=1...npaje

h € () Cy,q,- Stoga, slabo* kompaktna familija
i=1

{Cf,glfeA,geB}

ima svojstvo konac¢nog presjeka. Iz 1.1.17 slijedi da je presjek te familije neprazan, od-

nosno postoji k € (] Cy,, 1 analogno kao maloprije vidimo da zasve f € Ai1g € B
feA,geB

mora vrijediti f <k < g.
A 1 B su bili proizvoljni i dokazali smo da je C (K) uredajno potpun pa iz Goodner-
Nachbinova teorema 3.3.11 slijedi da je C (K) izometri¢no injektivan. i
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Lako slijedi sljedeci korolar:
Korolar 4.1.2. L.[0, 1] je izometricno injektivan.

Dokaz. Pokorolaru 2.2.2 L,[0, 1] je izometri¢no izomorfan nekom C (K). 1z korolara 2.2.5
vidimo da je L. [0, 1] izometri¢no izomorfan s dualnim prostorom (L,[0, 1])*. Prethodni
teorem nam sad jamci da je L [0, 1] izometri¢no injektivan. O

4.2 Izomorfnost ¢, i L.[0, 1] prostora

U ovom odjeljku ¢emo prezentirati jednu interesantnu posljedicu dobivenih rezultata i Petc-
zynskijeve dekompozicijske tehnike, a to je da su Banachovi prostori €, 1 L [0, 1] izomor-
fni. Krenimo od jedne leme:

Lema 4.2.1. Neka su X i Y Banachovi prostori te neka je X injektivan. Ako postoji linearno
izometricno ulaganje prostora X u Y, onda je X komplementiran u Y.

Dokaz. Neka je T : X — Y linearno izometri¢no ulaganje. To je izometricki izomorfizam
na svoju sliku pa je Im T zatvoren u Y i moZemo ga identificirati s X. 77! : InT — X
je izometricki izomorfizam. Iz injektivnosti od X (2.4.1) slijedi da postoji J : ¥ — X
ograni¢eno prosirenje operatora T~! koji ustvari ulaganje Im 7 u X odnosno identiteta s X
u X ako identificiramo Im 7" 1 X. J je onda proSirenje te identitete. 1z propozicije 2.3.2 sada
slijedi da je Im T komplementiran u Y odnosno X je izometri¢no izomorfan prostoru koji
je komplementiran u Y. O

Teorem 4.2.2. (., i L.[0, 1] su izomorfni.

Dokaz. Neka je {A,},av particija skupa [0, 1] kojoj su svi elementi pozitivne mjere. Kons-
truirat ¢emo jednu takvu particiju kao:

1
An: [an,an+§), zan22,

n—1 1
a, = Zzn—l’ zan > 2.
i=1

Lako se vidi da je unija tih skupova [0, 1] i da su medusobno disjunktni, mjera svakog je

A1(A,) = & > 0. Ako je x = (Xu)nen € {w, definiraymo preslikavanje 7' : €, — Loo[0, 1]

2}1
kao:

(o)

T ((xn)neN) = Z XiX A;-

i=1
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Vrijedi:
ITOll = inf{C >0 A{|T(x)| > C}) =0} =
= sup{lx,| [ n € N} = [|x]].

T je izometrija pa je to automatski izometri¢no ulaganje u L [0, 1]. Iz teorema 2.4.2 znamo
da je {. izometri¢no injektivan pa posebno i injektivan pa uz primjenu leme 4.2.1 za-
kljucujemo da je £, komplementiran u L.[0, 1].

L]0, 1] je separabilan pa moZemo odabrati gust niz (¢,),n U njegovoj jedini¢noj kugli.
Ako je f € L,[0, 1] onda definirajmo x = (x,,),en kao:

xn=f en(D)f (1) dt .
[0.1]

Sada racunamo:

|xn| = < ”()OnHl ”f“oo .

f on(0) f (1) dt
[0.1]

©, je gust u jedini¢noj kugli pa mora vrijediti:

llxll = sup [x,| < sup llgull; [1flleo = Iflleo - sUplially = 11 flle -
neN neN neN
Preslikavanje f u x je izometrija pa je onda automatski i izometri¢no ulaganje L.[0, 1]
u {,. Iz 4.1.2 imamo da je L.[0, 1] injektivan i1 uz primjenu leme 4.2.1 je L.[0, 1] je
komplementiran u £,.
Sli¢no kao u lemi 2.3.3 vidimo da £, = € @ €. Takoder iz lema 2.2.7 1 2.2 slijedi:

L[0,1] = Lo[0,1/2] ® L, [0,1/2] = Lo[0, 1] ® L, [0, 1].

Sada moZemo primijeniti dekompozicijsku tehniku Petczynskog (2.3.6 pod (1)) 1 zakljuciti
da su L.[0, 1] 1 €, izomorfni. O
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Sazetak

U ovome radu proucavamo izometri¢no injektivne Banachove prostore, koji su definirani
kao Banachovi prostori X nad poljem F € {R, C} takvi da za sve Banachove prostore Y, za-
tvorene potprostore E C Y 1 ograniCene operatore 7 : E — X, postoji ograni¢eno linearno
prosirenje T:Y — XodT takvo da je ||T|| = ||T||. Prema Hahn-Banachovom teoremu os-
novni primjer takvog prostora je samo polje F. Dokazat ¢emo Goodner-Nachbin-Kellyjev
teorem koji daje njihovu karakterizaciju: X je izometri¢no injektivan ako i samo ako je
izometri¢no izomorfan prostoru C (K) neprekidnih funkcija f : K — F, pri ¢emu je K
ekstremno nepovezan kompaktan Hausdorffov prostor. Navest ¢emo neke netrivijalne pri-
mjere izometri¢no injektivnih Banachovih prostora. Kao interesantnu posljedicu dobive-
nih rezultata i Petczynskijevove dekompozicijske tehnike, dokazat ¢emo da su prostori €.,
1 L,[0, 1] medusobno izomorfni.



Summary

In this thesis, we study isometrically injective Banach spaces, which are defined as Banach
spaces X over the field F € {R, C} such that for all Banach spaces Y, closed subspaces E C
Y, and bounded linear maps T : E — X, there exists a bounded linear extension T:Y—>X
of T such that ||T|| = ||T||. By the Hahn-Banach theorem, the basic example of such a
space is the underlying field F. We will prove the Goodner-Nachbin-Kelly theorem, which
provides their characterization: X is isometrically injective if and only if it is isometrically
isomorphic to a space C (K) of continuous functions f : K — F, where K is an extremally
disconnected compact Hausdorff space. We will also provide some non-trivial examples
of isometrically injective Banach spaces. As an interesting consequence of the obtained
results and Pelczynski’s decomposition technique, we will demonstrate that the spaces €.,
and L [0, 1] are mutually isomorphic.
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