Tetivni cetverokuti: nepoznato o poznatom

Muhar, Damjan

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:141639

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-13

STE U 2
gt\\_,'\s Z4 G

72
% £,
S %
© % . e
& Z Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
2 & Zagreb
% &
< N
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:141639
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:12624
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12624
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12624

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Damjan Muhar

TETIVNI CETVEROKUTI: NEPOZNATO
O POZNATOM

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc. dr. sc. Marija Gali¢

Zagreb, studeni 2023.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Sadrzaj

Uvod

1

Tetivni Cetverokut

1.1 Pojam tetivnog Cetverokuta . . . . . . ... ... ... ....
1.2 Osnovne karakterizacije tetivnog Cetverokuta . . . . . .. ..

Manje poznate karakterizacije tetivnog cetverokuta

2.1 Odnosikutova . . . . . . . . . . ...
2.2 Karakteristicnetocke . . . . . . . ... ... ..
2.3 Ostale karakterizacije . . . . . . . . ... ... ... .....

Ptolemejev teorem

3.1 Povijesni kutak iiskaz teorema . . . . . ... ... ... ...
32 Dokazi. . ... ...

Povrsina tetivnog Cetverokuta

4.1 Brahmaguptinaformula . . . . . .. ... ... ... ...

Specijalni slucajevi tetivnog cetverokuta

5.1 Harmonijski Cetverokut . . . . . .. ..o L
5.2 Bicentri¢ni Cetverokut . . . . . ... ... L.
53 Tetivniortoid . . . . . . ... .. ...
5.4 Newtonov Cetverokut . . . . . . . .. ... ... ...

Tetivni Cetverokuti u nastavi matematike

6.1 Motivacijska aktivnost . . . ... ... L.
6.2 Aktivnosti otkrivanja tetivnih ¢etverokuta i njihovih svojstava

Bibliografija

il

iii

W NN

[SSERNOREN BN |

20
20

25
25

29
29
35
37
38



Uvod

Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojem se moZze opisati kruznica, odnosno cetverokut ko-
jem su stranice tetive neke kruznice. Opéepoznata karakterizacija tetivnog Cetverokuta je:
,Cetverokut je tetivan ako i samo ako su njegovi nasuprotni unutarnji kutovi suplemen-
tarni.” Medutim, tetivni Cetverokuti imaju brojne druge karakterizacije koje ¢emo navesti i
dokazati u ovome radu. Primjerice, vanjski kut konveksnog Cetverokuta jednake je veliine
kao nasuprotni unutarnji kut cetverokuta ako i samo ako je ¢etverokut tetivan.

Klaudije Ptolemej, anticki matematicar, geograf i astronom, dokazao je lemu koja nam
je danas poznata kao Ptolemejev teorem: ,,Umnozak duljina dijagonala tetivnog Cetverokuta
jednak je zbroju umnozaka duljina njegovih nasuprotnih stranica. S druge strane, indijski
matematicar koji je djelovao u 7. stoljecu, Brahmagupta, otkrio je Brahmaguptinu formulu
za racunanje povrsine tetivnog Cetverokuta.

U prvom poglavlju ovoga rada navodimo definiciju tetivnog Cetverokuta te njegove
osnovne karakterizacije s pripadaju¢im dokazima. U drugom poglavlju analiziramo neke
manje poznate karakterizacije i svojstva ove klase Cetverokuta. Zatim, u treCem i Cetvrtom
poglavlju, navodimo i dokazujemo ve¢ spomenuti Ptolemejev teorem i Brahmaguptinu
formulu.

Tetivni Cetverokuti, osim $to im se moZe opisati kruZnica, mogu imati i jo§ neka do-
datna svojstva. U petom poglavlju analiziramo specijalne slucajeve tetivnih Cetverokuta:
harmonijske i bicentri¢ne Cetverokute, tetivne ortoide te Newtonove Cetverokute.

U posljednjem poglavlju navedeni su primjeri istrazivackih aktivnosti kojima ucenici
otkrivaju tetivne Cetverokute i njihova svojstva. Ucenici se s tetivnim Cetverokutima su-
sreCu ve¢ u osnovnoj Skoli kada otkrivaju da se kvadratu i pravokutniku moZe opisati
kruznica, no sam pojam tetivnog Cetverokuta otkrivaju tek tijekom srednjoSkolskog obra-
zovanja.

Cilj ovog rada je priblizavanje veCeg broja manje poznatih karakterizacija tetivnih
Cetverokuta Citatelju te poticanje Citatelja na promisljanje o ostalim svojstvima ove klase
cetverokuta.



Poglavlje 1

Tetivni Cetverokut

Ovo poglavlje zapo€injemo navodenjem definicije tetivnog Cetverokuta. Zatim slijede os-
novne karakterizacije tetivnih ¢etverokuta i njihovi dokazi.

1.1 Pojam tetivhog Cetverokuta

Definicija 1.1.1. Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojem se moZe opisati kruZnica.

Vrhovi tetivnog Cetverokuta pripadaju kruZnici te su stoga stranice Cetverokuta tetive
kruznice. Iz te Cinjenice proizlazi naziv ove klase Cetverokuta. Ovdje uvodimo oznake
(kao na Slici 1.1) koje ¢emo koristiti u ostatku rada. Neka je ABCD tetivan Cetverokut te
neka su njegove stranice duljina a = |AB|, b = |[BC|, ¢ = |CD|id = |DA|. DuZine AC i
BD dijagonale su promatranog tetivnog &etverokuta, a njihove duljine ozna¢avat éemo s
e = |AC|1 f = |BD|. Unutarnje kutove tetivnog Cetverokuta oznacavat ¢emo s /DAB =
a,/ABC =, /BCD =vyi /CDA = 6.

Slika 1.1: Tetivni ¢etverokut ABCD
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1.2 Osnovne karakterizacije tetivhog cetverokuta

U nastavku ovog rada pozivat cemo se na dvije propozicije iz Euklidovih Elemenata III.
Propozicija 20. govori nam da je veli¢ina srediSnjeg kuta nad nekim lukom kruznice jed-
naka dvostrukoj veli¢ini obodnog kuta nad tim lukom. Druga propozicija koja nam je
potrebna je Propozicija 21. koja tvrdi da su svi obodni kutovi nad istim lukom kruZnice
jednakih veli¢ina. Sada navodimo opclepoznate karakterizacije tetivnih Cetverokuta. Neke
od njih koristit éemo u dokazima u sljede¢im poglavljima. Dokazi sljede¢ih dvaju teorema
preuzeti su iz [16].

Teorem 1.2.1. Kut izmedu stranice i dijagonale konveksnog cCetverokuta jednak je kutu
izmedu nasuprotne stranice i druge dijagonale ako i samo ako je Cetverokut tetivan.

Dokaz. Prvo dokazujemo: Kut izmedu stranice i dijagonale konveksnog Cetverokuta jed-
nak je kutu izmedu nasuprotne stranice i druge dijagonale = Cetverokut je tetivan.

Neka je /ZBDA = /BCA. Trebamo dokazati da je Cetverokut ABCD tetivan. Pretposta-
vimo suprotno, tj. da ABCD nije tetivan. Svakom trokutu moZemo opisati kruZnicu (po te-
oremu o sjeciStu simetrala stranica trokuta). Ako trokutu AABD opiSemo kruznicu k, onda
tocka C ne pripada toj kruznici (jer smo pretpostavili da ABCD nije tetivan Cetverokut).
Tocka C je tada ili izvan ili unutar te kruZnice.

Pretpostavimo da je to¢ka C izvan kruznice k (kao na Slici 1.2). Neka je tocka C’
sjeci$te duzine AC i kruZnice k. Tada je &etverokut ABC’D tetivan. Buduéi da su kutovi
/BDA i /BC’A obodni kutovi nad istim lukom kruZnice, slijedi da su njihove veli¢ine
jednake, tj. vrijedi ZBDA = /BC’A. Medutim, na poCetku dokaza smo pretpostavili da je
(BDA = /BCA. Sada zakljuc¢ujemo da vrijedi ZBC'A = /BCA.

Slika 1.2: Slucaj kada je tocka C izvan kruZnice k
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Kut ZBC’A vanjski je kut trokuta ABCC’. Stoga njegova veli¢ina odgovara zbroju
veli¢ina dvaju odgovarajuéih unutarnjih kutova tog trokuta:

/BC'A = /BCC’ + /C’'BC,

odnosno
/BC'A = /BCA + /C’'BC.

Iz /BC’'A = /BCA slijedi da je £/C’BC = 0°, odnosno da tocka C pripada pravcu BC’.
Tocka C pripada pravcu AC’ Sto znaci da je ona presjek pravaca BC' 1 AC’, tj. da se toCke
C 1 C’ podudaraju. To je u kontradikciji s pretpostavkom da je toCka C izvan kruZnice k.
Zakljucujemo da je Cetverokut ABCD tetivan. Slucaj u kojem je tocka C unutar kruznice k
dokazuje se analogno.

Preostaje dokazati: Cetverokut je tetivan = kut izmedu stranice i dijagonale konveks-
nog Cetverokuta jednak je kutu izmedu nasuprotne stranice 1 druge dijagonale.
Ova implikacija slijedi direktno iz Propozicije 21. iz Euklidovih Elemenata III. O

Teorem 1.2.2. Simetrale stranica cetverokuta ABCD sijeku se u jednoj tocki ako i samo je
Cetverokut tetivan.

Dokaz. Simetrale stranica Cetverokuta ABCD sijeku se u jednoj tocki = ABCD je tetivan.
Neka je S tocka u kojoj se sijeku sve Cetiri simetrale stranica ¢etverokuta (kao na Slici 1.3).

C

Slika 1.3: Simetrale stranica Cetverokuta ABCD sijeku se u jednoj tocki ako 1 samo je
Cetverokut tetivan

Buduéi da se ta tocka nalazi na simetrali duZine AB, slijedi da je ona jednako udaljena
od njenih krajeva, tj. |[SA| = |S B|. Medutim, tocka S nalazi se i na simetrali duZina BC,
CD i AD. Stoga vrijedi: |[SB| = |SC|, [SC| = |SD|, |SA| = |SD|. ZakljuCujemo da je
ISA| = |SB| = |SC| = |SD|, odnosno da su tocke A, B, C i D jednako udaljene od tocke
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S. Drugim rije€ima, te tocke pripadaju kruznici sa srediStem S i radijusom r = [SA]|.
Zakljucujemo da je Cetverokut ABCD tetivan.

Preostaje dokazati: Cetverokut ABCD je tetivan = simetrale njegovih stranica sijeku
se u jednoj tocki.

Neka je § srediSte kruznice kojoj pripadaju vrhovi Cetverokuta ABCD. Buduci da
tocke A, B, C 1 D pripadaju kruZnici, vrijedi: |SA| = |SB| = |SC| = |SD| = r, gdje je r
radijus kruZnice. 1z jednakosti |[SA| = |S B| slijedi da se S nalazi na simetrali stranice AB.
Analogno zaklju¢uemo da tocka S pripada i simetralama preostalih stranica Cetverokuta
ABCD, odnosno simetrale stranica sijeku se u jednoj tocki i to je upravo tocka S'. O

Sljedeca karakterizacija najucestalija je u literaturi te je dio odredenih obrazovnih pro-
grama srednjih Skola.

Teorem 1.2.3 (Teorem o tetivhom Cetverokutu). Ako je cCetverokut tetivan, onda zbroj
veli¢ina dvaju nasuprotnih kutova tog cetverokuta iznosi 180°.

Dokaz. Neka je k kruznicai ABCD (tetivan) Cetverokut kojem vrhovi pripadaju toj kruZnici.
Promotrimo trokut AABC. Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta je 180° pa slijedi:

LCAB + /ABC + /BCA = 180°. (1.1)

Kutovi ZCAB1 /CDB jednakih su veliCina jer su to obodni kutovi nad istim lukom kruZnice
k. Analogno, veliCine kutova ZBCA 1 ZBDA su takoder jednake. Sada slijedi

LCDA = /CDB + /BDA = /CAB + (BCA.
Dodavanjem veli¢ine kuta ZABC na obje strane jednakosti dobivamo:
LCDA + /ABC = tCAB + /BCA + /ABC.

Sadaiz (1.1) slijedi da je ZCDA + /ABC = 180°. Analogno se pokaZe da je i zbroj veli¢ina
kutova /DAB i /BCD jednak 180°. |

Vrijedi i obrat ovog teorema.

Teorem 1.2.4 (Obrat teorema o tetivnom Cetverokutu). Ako su nasuprotni kutovi cetverokuta
suplementarni, onda je taj cetverokut tetivan.

Dokaz. Neka je ABCD cetverokut uz oznake kao na Slici 1.4. Zadano je @ +y = 180° i
B+ 6 = 180°. Neka je k kruZnica opisana trokutu AABC. Trebamo dokazati da je ABCD
tetivan Cetverokut, tj. da toCka D takoder pripada kruzZnici k. Tocka E sjeciSte je kruznice
k i pravca AD. Zelimo pokazati da se totke D i E podudaraju.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da se tocke D 1 E ne podudaraju (tada ABCD nije tetivan
cetverokut). Tada postoji trokut ACDE. Razlikujemo dva slucaja ovisno o tome je li tocka
D unutar ili izvan kruZnice k.

1° Toc¢ka D nalazi se izvan kruZnice k.

Cetverokut ABCE je tetivan pa vrijedi 8 + ¢ = 180°. S druge strane, zadano je da vrijedi
B+ 06 = 180°. Iz toga slijedi da je ¢ = 6. Kut ¢ vanjski je kut trokuta ACDE pa vrijedi
¢ = 0 + w. Budu¢i da su veli¢ine kutova ¢ i ¢ jednake, zaklju¢ujemo da je w = 0°, odnosno
da se tocke D i E podudaraju. Dosli smo do kontradikcije s pocetnom pretpostavkom da se
tocke D i E ne podudaraju. Stoga je Cetverokut ABCD tetivan.

Slika 1.4: Prikaz oba slu€aja u kojima tocka D ne pripada kruznici k

2° Tocka D nalazi se unutar kruZnice k.
Analogno kao u prvom slucaju, bududi da je ABCE tetivan, zakljucujemo da vrijedi ¢ = 6.
Kut ¢ vanjski je kut trokuta ACED pa vrijedi 6 = ¢+ w. Veli€ine kutova ¢ 1 6 su jednake pa
slijedi da je w = 0°, odnosno da se tocke D i E podudaraju. Dakle, kao i u prvom slucaju,
dosli smo do kontradikcije s pretpostavkom da ABCD nije tetivan Cetverokut.
O



Poglavlje 2

Manje poznate karakterizacije tetivnog
Cetverokuta

U ovom poglavlju navodimo karakterizacije tetivnih Cetverokuta koje nisu uobicajene u
literaturi.

2.1 Odnosi kutova
Dokaze teorema koje ¢emo navesti u ovom potpoglavlju Citatelj moze detaljnije pogledati
u [16].

Teorem 2.1.1. Vanjski kut konveksnog cetverokuta jednake je velicine kao nasuprotni unu-
tarnji kut Cetverokuta ako i samo ako je Cetverokut tetivan.

Dokaz. Neka je ¢ vanjski kut pri vrthu A, a @ odgovarajuéi unutarnji kut Cetverokuta
ABCD. Tada vrijedi: @ + ¢ = 180°. Po Teoremu 1.2.3 vrijedi @ + y = 180°. Dokaz
provodimo navodenjem niza ekvivalencija:
a+vy=180°
Sat+ty=a+e,
Sy =0
O

Teorem 2.1.2. Neka je ABCD konveksan cCetverokut. Vrijedi: /DAC + {ACD = 8 ako i
samo ako je cetverokut ABCD tetivan.

Dokaz. Neka je ABCD konveksan tetivan Cetverokut. Nizom ekvivalencija dokazujemo
trazenu tvrdnju:
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ABCD je tetivan Cetverokut © a +vy = 180°,
S (LCAB + (DAC) + (LACD + £BCA) = 180°,
< (DAC + L/ACD = 180° — (LCAB + /BCA).

Slika 2.1: ZCAD + £DCA = 8 ako 1 samo ako je Cetverokut ABCD tetivan

Buduc¢i da je zbroj mjera unutarnjih kutova trokuta jednak 180°, dobivamo
(DAC + {ACD = 180° — (LCAB + /BCA) & (CAD + /DCA = . (2.1)

O

Teorem 2.1.3. Neka je ABCD konveksan cetverokut. Vrijedi: « — 3 = LCAB — /ABD ako
i samo ako je cetverokut ABCD tetivan.

Dokaz. Mjerakuta a jednaka je zbroju mjera kutova ZCAB1 /DAC, a mjera kuta 8 jednaka
je zbroju mjera kutova ZABD i /DBC. 1z toga slijedi:
(DAC = a — LCAB, (2.2)
(DBC =3 - LABD. (2.3)
Primjenom Teorema 1.2.1 dobivamo da je Cetverokut ABCD tetivan ako i samo ako
vrijedi:
(DAC = /DBC,
& a—- LCAB = - LABD,
© a—-p=LCAB - /ABD.
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Slika 2.2: @ = 8 = /BAC — LABD ako i samo ako je Cetverokut ABCD tetivan

2.2 Karakteristicne tocke

U ovom potpoglavlju, uz karakterizacije tetivnog Cetverokuta, navodimo i neke definicije
te teoreme vezane uz proizvoljan Cetverokut koji su potrebni za razumijevanje odredenih
teorema u nastavku rada.

Definicija 2.2.1. TeZisnica Cetverokuta je spojnica jednog vrha cetverokuta s teZistem tro-
kuta kojem su vrhovi preostala tri vrha Cetverokuta.

Teorem 2.2.2. TeZisnice Cetverokuta sijeku se u jednoj tocki J koju nazivamo geometrijsko
teZiste Cetverokuta. Ono dijeli svaku teZiSnicu cetverokuta u omjeru 3 : 1, mjereci od vrha.

Dokaz ovog teorema Citatelj moZe pronaci u [11], a dokaze teorema koje ¢emo navesti u
nastavku ovog potpoglavlja u [1].

Teorem 2.2.3. DuZine koje spajaju polovista nasuprotnih stranica cCetverokuta i duZina
koja spaja polovista dijagonala sijeku se u jednoj tocki koja ih raspolavlja.

Dokaz. Neka su to¢ke P, Q, R i S redom polovista stranica AB, E, CD i AD. Neka
je to¢ka J sjeciste pravaca PR i QS. Duzina PS srednjica je trokuta AABD pa vrijedi:
PS||BD, |PS| = %lBDl. Sli¢no, duZina OR srednjica je trokuta ABCD pa vrijedi: QR||BD,
|OR| = %lBDl. Zakljuéujemo da je PQRS paralelogram. Stoga su duZine PR i QS dijago-
nale paralelograma.

Oznaéimo s U i V redom polovista dijagonala AC i BD danog &etverokuta. Tada je
duzina PV srednjica trokuta AABD pa vrijedi: PV||AD, |PV| = %IADI. Sli¢no, duzina
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Slika 2.3: To¢ka J raspolavlja duzine PRi UV

RU srednjica je trokuta AACD pa vrijedi: RU||AD, |RU| = %lADl. ZakljuCujemo da je
Cetverokut PURV paralelogram. Buduci da se dijagonale paralelograma medusobno ras-
polavljaju, slijedi da se duzine PR i UV sijeku u tocki J koja ih raspolavlja.

]

Napomena. Moze se pokazati da je toCka u kojoj se duzine navedene u prethodnom te-
oremu sijeku upravo teziste danog Cetverokuta.

Definicija 2.2.4. Neka je ABCD tetivni Cetverokut te neka su tocke P, Q, Ri S redom
polovista stranica AB, BC, CD i AD. NoZista okomica iz to¢aka P, Q, R i S na nasuprotnu
stranicu Cetverokuta oznacimo s P, Q', R’ i S’. DuZine PP, QQ’, RR' i S8’ nazivamo
maltitudama cetverokuta ABCD.

Teorem 2.2.5. Okomice iz polovista stranica tetivnog Cetverokuta na nasuprotne stranice
Cetverokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Neka je O srediSte kruZznice opisane tetivnom cetverokutu ABCD, a J njegovo
teZiSte. PoloviSta stranica AB, BC, CD i AD ozna¢imo redom s P, 0, RiS kao na Slici 2.4.
Noziste okomice iz to¢ke S na stranicu BC ozna¢eno je sa S’, a Q je noZiste visine iz tocke
O na navedenu stranicu. Pravci SS’ i OJ sijeku se u tocki M. DuZine SS’ i OQ su para-
lelne, a to¢ka J raspolavlja duzinu QS (slijedi iz Teorema 2.2.3). Tada tocka J raspolavlja
i duZinu OM. Dakle, S S’ prolazi tokom M koja je centralnosimetri¢na tocki O s obzirom
na to¢ku J, odnosno prolazi tockom koja ne ovisi o izboru okomice kojom zapocinjemo.
Stoga Ce i ostale okomice iz polovista stranica tetivnog Cetverokuta na nasuprotnu stranicu

(maltitude Cetverokuta ABCD prolaziti tockom M, tj. sjeci Ce se u toj tocki. O
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Slika 2.4: Tocka M sjeciste je maltituda Cetverokuta

Definicija 2.2.6. Tocku u kojoj se sijeku maltitude tetivnog Cetverokuta nazivamo anticen-
trom Cetverokuta.

Napomena. Primijetimo da smo u dokazu prethodnog teorema pokazali da je anticentar te-
tivnog Cetverokuta tocka centralnosimetri¢na srediStu opisane kruZnice s obzirom na teZiSte
danog Cetverokuta.

Sada ¢emo iskazati 1 dokazati pomo¢ni teorem koji ¢e nam koristiti u dokazivanju joS
jedne zanimljivosti vezane uz tetivne Cetverokute.

Teorem 2.2.7. Udaljenost stranice trokuta od sredista njemu opisane kruZnice jednaka je
polovini udaljenosti nasuprotnog vrha i ortocentra trokuta.

Dokaz. U ovom dokazu koristit ¢emo oznake kao na Slici 2.5. Neka je A’ noZiSte okomice
iz sredista opisane kruZnice (to¢ke O) na stranicu BC. Tocka L dijametralno je suprotna
tocki C s obzirom na kruZnicu opisanu trokutu. Po Talesovom poucku o obodnom kutu
nad promjerom kruZnice slijedi da je trokut ABCL pravokutan. DuZina OA’ spaja polovista
dviju stranica pravokutnog trokuta ABCL, odnosno, OA’ srednjica je trokuta ABCL pa
vrijedi |OA’| = %lBL|. Budu¢i da je trokut ABCL pravokutan s pravim kutom u vrhu B i

da je AD visina trokuta AABC iz vrha A, slijedi da su duZine BL i AH okomite na duZinu
BC, tj. medusobno su paralelne. S druge strane, duzine BH i AL okomite su na AC jer BH
pripada visini trokuta AABC iz vrha B, a trokut ACAL je (po Talesovom poucku o obodnom
kutu nad promjerom kruZnice) pravi s pravim kutom pri vrhu A. Zaklju€ujemo, etverokut
ALBH ima dva para paralelnih stranica pa je to paralelogram. Stoga vrijedi |BL| = |AH|.
Tada je |OA’| = %lBLl = %lAH | Sto smo 1 htjeli dokazati. O
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Slika 2.5: Usporedba udaljenosti stranice trokuta od srediSta kruZnice te udaljenosti nasu-
protnog vrha i ortocentra trokuta

Teorem 2.2.8. DuZine koje spajaju vrhove tetivnog cCetverokuta s ortocentrom trokuta Ciji
su vrhovi preostala tri vrha cetverokuta medusobno se raspolavljaju.

Slika 2.6: DuZine se sijeku u toc¢ki X

Dokaz. Koristit cemo oznake kao na Slici 2.6. Neka su Hp 1 H4 redom ortocentri tro-
kuta AABC i ADBC, a toCke Q i Q) nozista okomica iz O (srediSta Cetverokutu opisane
kruznice) na BC 1 AD. Primjenom Teorema 2.2.7 slijedi:

|AHp| = 2|00| = |DH,|.

Duzine AHp, i DH, okomite su na BC te su stoga medusobno paralelne. Zaklju¢ujemo
da je AHpH 4D paralelogram pa se njegove dijagonale AH, 1 DHp medusobno raspolav-
ljaju. Ponovimo analogan postupak: Neka su Hp i H¢ ortocentri trokuta AACD 1 AABD.
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Primjenom Teorema 2.2.7 slijedi:
|BHc| = 2|0Q1| = |CHjpl.

Bududi da je H-BC Hg paralelogram, njegove dijagonale CH i BHp se raspolavljaju. Ana-
logno moZemo pokazati da se 1 duzine DHp 1 BHp raspolavljaju iz Cega slijedi traZzena
tvrdnja. O

Propozicija 2.2.9. Tocka X u kojoj se sijeku duZine koje spajaju vrh tetivnog cetverokuta s
ortocentrom trokuta Ciji su vrhovi preostala tri vrha Cetverokuta podudara se s anticentrom
M zadanog cetverokuta.

Dokaz. Po Teoremu 2.2.8 slijedi da se duZine koje spajaju vrh tetivnog Cetverokuta s orto-
centrom trokuta ¢iji su vrhovi preostala tri vrha ¢etverokuta sijeku u jednoj tocki koja ih ras-
polavlja. Trebamo pokazati da se tocka X podudara s anticentrom M zadanog Cetverokuta.

Slika 2.7: Tocke X 1 M se podudaraju

Neka su tocke S, P, Q i R redom polovista stranica AD,AB,BC i CD. Promatramo
trokut ADAH), na Slici 2.7. DuZina S X paralelna je s duZzinom AH), pa je stoga okomita
na BC. Dakle, S X prolazi anticentrom M. Analogno se pokaZe da i duzine PX,0X i RX
prolaze tockom M iz Cega slijedi traZena tvrdnja. O

2.3 Ostale karakterizacije

Dokazi prvog i posljednjeg teorema u ovom potpoglavlju preuzeti su iz [16], a dokazi
preostalih teorema iz [17].

Teorem 2.3.1. Neka je ABCD konveksan Getverokut takav da stranice AB i DC nisu para-
lelne te neka je tocka P sjeciste pravaca AB i DC. Vrijedi: |AP| - |PB| = |DP| - |PC| ako i
samo ako je cetverokut ABCD tetivan.
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Dokaz. DokaZzimo prvo smjer: Cetverokut ABCD je tetivan = |AP| - |PB| = |DP| - |PC].
Buduci da je ABCD tetivan, kutovi ZCAB 1 £CDB su jednakih mjera jer su to obodni kutovi
nad istim kruznim lukom. Trokuti ACAP i ABDP imaju zajednicki kut Z/BPC, a zakljucili
smo da vrijedi ZCAB = /CDB, iz Cega, po KK poucku o sli¢nosti trokuta, slijedi da su ti
trokuti sli¢ni. Iz njihove sli¢nosti slijedi:

|AP| _ |PC|
IDP| — |PB|’

Sto moZemo zapisati i u sljedeem obliku:

|AP| - |PB| = |DP| - |PC].

Slika 2.8: |AP| - |PB| = |DP| - |PC| ako i samo ako je ¢etverokut ABCD tetivan

Sada dokazujemo drugi smjer, odnosno: |AP| - |PB| = |DP| - |PC| = cCetverokut ABCD
je tetivan. Ako vrijedi jednakost |[AP| - |PB| = |DP| - |PC|, onda vrijedi i

|AP| _ |PC|
IDP|  |PB|’

Dakle, trokuti ACAP i ABDP imaju dva para proporcionalnih stranica, a kut ZBPC medu
njima zajednicki je tim trokutima. Po S KS poucku o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti
ACAP 1 ABDP sli¢ni. Sli¢ni trokuti imaju odgovarajuce kutove jednakih mjera pa vrijedi
LCAB = /CDB. Dobili smo da je kut izmedu stranice i dijagonale konveksnog Cetverokuta
jednak kutu izmedu nasuprotne stranice i druge dijagonale pa po Teoremu 1.2.1 slijedi da
je ABCD tetivan.

m]
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Teorem 2.3.2. Za konveksni cetverokut ABCD vrijedi jednakost
sin ZCAB - sin LACD = sin /ABD - sin .CDB

ako i samo ako je Cetverokut tetivan.

Dokaz. Neka je T sjeciSte dijagonala Cetverokuta ABCD. Primjenom poucka o sinusu na

D

Slika 2.9: Prikaz trokuta AABT i ATCD

trokute AABT 1 ATCD redom dobivamo:

AT IBT|
sin /ZABT ~ sin /TAB

IcT| |DT|
sin /CDT ~ sin /TCD’

Iz tih dviju jednakosti slijedi:

|AT| ICT|  |BT] |DT|
sin ZABT sin /CDT  sin /TAB sin /TCD’

Stoga imamo:

|AT|-|CT| = |BT|- |DT| © sin £LTAB - sin /TCD = sin /ABT - sin £.CDT,
tj.
|AT| - |CT| = |BT| - |DT| & sin LCAB - sin /ZACD = sin /ZABD - sin /CDB.
Bududi da je s lijeve strane znaka ekvivalencije karakterizacija tetivnog Cetverokuta (Te-

orem 2.3.1), zakljuCujemo da je onda i s desne strane takoder karakterizacija tetivnog
Cetverokuta. |
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Teorem 2.3.3. Za konveksni cetverokut ABCD vrijedi:
cosa +cosy =cosf+cosd =0

ako i samo ako je Cetverokut tetivan.

Drugim rijeCima, zbroj kosinusa nasuprotnih unutarnjih kutova Cetverokuta jednak je
nuli ako i samo ako je Cetverokut tetivan.

Dokaz. Najprije dokazujemo: Ako je ABCD tetivan Cetverokut, onda vrijedi cos @+cosy =
cosf+coso = 0. S obzirom da je Cetverokut ABCD tetivan, vrijedi @ +y = 180°. Stoga je

cosa + cosy =cosa + cos(180 o —a) = cosa — cosa = 0.

Buduci da je 8 + 6 = 180°, druga jednakost dokazuje se analogno.

Sada dokazujemo: Ako je cosa + cosy = cos S + cos 6 = 0, onda je Cetverokut tetivan.
Dokaz provodimo metodom svodenja na kontradikciju. Pretpostavimo suprotno, tj. da
cetverokut ABCD nije tetivan. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da vrijedi
a > 180° —v. Kut @ unutarnji je kut Cetverokuta pa za njega vrijedi 0 < @ < 180°. Funkcija
kosinus padajuca je na intervalu (0, 180°) pa dobivamo: cos @ < cos 180° — y. Slijedi:

cosa + cosy < cos(180° —y) + cosy = —cosy + cosy = 0.

Bududi da je u promatranom slucaju @ + y > 180°, slijedi da je f + 6 < 180°, odnosno
B < 180° — 6. Provodimo analogan postupak: cos 8 > cos 180° — ¢. Slijedi:

cos B + cos§ > cos(180° — §) + cos§ = —cos § + cosd = 0.

Dobiveni rezultati cosa@ + cosy < 01 cosf + cosé > 0 u kontradikciji su s polaznom
pretpostavkom da vrijedi cos @ +cosy = cos S+cosd = 0. Dakle, Cetverokut je tetivan. O

Teorem 2.3.4. Neka je ABCD konveksni cCetverokut sa stranicama duljina a, b, c i d te
dijagonalama duljina |AC| = e i |BD| = f. Za duljine dijagonala Cetverokuta vrijedi

(ac + bd)(ad + bc)
e =
ab + cd

_ [(ab + cd)(ac + bd)
B ad + bc

f

ako i samo ako je cetverokut ABCD tetivan.
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Slika 2.10: Cetverokut ABCD s konstruiranom dijagonalom BD

Dokaz. Tzvedimo najprije izraz za duljinu dijagonale BD konveksnog etverokuta. Primje-
nom poucka o kosinusu na trokute AABD i ABCD dobivamo:

f?=a*+d*-2adcosa,
2 =b*+ ¢* —2bccosy.
Prvu jednadZbu mnozimo izrazom bc, a drugu izrazom ad. Tim postupkom dolazimo do
sljedecih jednakosti:
bef? = a*be + bed* — 2abed cos a,
adf? = ab*d + ac*d — 2abcd cosy.

Zbrajanjem tih dviju jednadzbi dobivamo:
(bc + ad) f2 = ac(ab + cd) + bd(cd + ab) — 2abcd(cos a + cosy).

Stoga je
f2 _ (ab + cd)(ac + bd) — 2abcd(cos a + cos y).
ad + bc
Po Teoremu 2.3.3 cetverokut ABCD je tetivan ako 1 samo ako je cosa + cosy = 0.
Stoga je Cetverokut ABCD tetivan ako 1 samo ako je

_ (ab + cd)(ac + bd)

2
f ad + bc

Duljina duZine je nenegativna pa kona¢no dobivamo:

_[(ab + cd)(ac + bd)
B ad + bc )

f



POGLAVLIJE 2. MANJE POZNATE KARAKTERIZACIJE TETIVNOG
CETVEROKUTA 18

Analogan postupak primijenimo i pri izvodu izraza za duljinu druge dijagonale Cetverokuta.
Tako dobivamo:

2= (ac + bd)(ad + bc) — 2abcd(cos B + cos 0)
- ab + cd '

Ponovno primjenjujemo Teorem 2.3.3 i zakljucujemo da je ABCD tetivan ako i samo ako
je
, (ac+ bd)(ad + bc)
e =
ab + cd

odnosno

. (ac + bd)(ad + bc)

ab + cd
(|

Teorem 2.3.5. Neka je ABCD konveksan cCetverokut te neka su tocke E i F redom sjecista
pravaca AD i BC, odnosno AB i CD. Simetrale kutova /\CFD i /AED medusobno su
okomite ako i samo ako je cetverokut ABCD tetivan.

Dokaz. Koristit éemo oznake kao na Slici 2.11. Za kutove u trokutu AAED vrijedi: ZAED =
180° — a — 9, a za kutove u trokutu AABF vrijedi: /ZBFA = 180° — @ — . Neka su kutovi
¢ 1 w kao na Slici 2.11 i neka su FM i EN simetrale kutova /BFA i /AED. Sjeciste tih
simetrala ozna¢imo sa X.

Slika 2.11: Simetrale kutova ZCFD 1 /AED medusobno su okomite ako i samo ako je
cetverokut ABCD tetivan
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Kut y vanjski je kut trokuta AMCF pa vrijedi jednakost: y = ¢ + %AC FD. Nadalje, kut
® vanjski je kut trokuta AMXE pa vrijedi: ¢ = w + %AAED. MnoZenjem te jednakosti s 2
te uvrStavanjem poznatog slijedi:

2w =2¢ - LAED,
1
= 2()/ - EACFD) - LAED,
=2y - (CFD - {AED,

=2/BCD - 180° +a+ B —180° + a + 0,
=(@+B+y+06-360°)+a+vy.

Izraz unutar zagrade jednak je nuli jer je zbroj kutova u Cetverokutu jednak 360°. Dakle,

+
2w =a+vy, tj.w:azy.

Po Teoremu 1.2.3 slijedi da je Cetverokut ABCD tetivan ako 1 samo ako vrijedi:

180°
=90°,

a+y=180" o w=

odnosno ako i1 samo ako su simetrale kutova /CFD i /AE D medusobno okomite. O



Poglavlje 3

Ptolemejev teorem

3.1 Povijesni kutak i iskaz teorema

Kao $to smo ve¢ u uvodu spomenuli, Klaudije Ptolemej bio je anticki matematicar, geograf
i astronom. Zivio je u Aleksandriji na prijelazu s 1. u 2. stoljeé¢e. Najpoznatije Ptolemejevo
djelo je Almagest (originalnog naziva Matemati¢ka kolekcija) u kojem je matemati¢kom
teorijom opisano kretanje geometrijskih tijela. Bavio se 1 sfernom geometrijom te trigo-
nometrijom. Takoder, dokazao je lemu koju danas znamo pod imenom Ptolemejev teorem
¢iji iskaz i nekoliko dokaza navodimo u ovom poglavlju.

Teorem 3.1.1 (Ptolemejev teorem). Umnozak duljina dijagonala tetivnog Cetverokuta jed-
nak je zbroju umnoZaka duljina njegovih nasuprotnih stranica, tj. ako je ABCD tetivni
Cetverokut, onda vrijedi

|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD|.

3.2 Dokazi

Planimetrijski dokaz primjenom sli¢nosti trokuta

Dokaz. Neka je ABCD cetverokut uz oznake kao na Slici 3.1 te neka se tocka M nalazi
na pravcu AC tako da vrijedi ZABM = /DBC. Kutovi /ZDBC 1 DAC su obodni kutovi
nad istim kruznim lukom pa su oni jednakih mjera: ZABM = /DBC = /DAC. Analogno,
vrijedi: ZCAB = /CDB. Budu¢i da AMAB i ACDB imaju dva para jednakih kutova
(.ABM = /DBC i tMAB = /CAB = /CDB), po KK poucku o sli¢nosti zaklju¢ujemo da
su ti trokuti sli¢ni, tj. AMAB ~ ACDB. Tada vrijedi:

IAB| _ |AM|
IBD|  |CD|’

20
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Sto moZemo zapisati i ovako:

|AB| - |CD| = |AM| - |BD|. (3.1)

Slika 3.1: Prikaz Cetverokuta ABCD i tocke M

Tocka M odabrana je tako da je ZABM = £/DBC. Stoga vrijedi:
(DBC + /MBO = /ABM + /MBO.

1z toga slijedi: ZMBC = /ABO. Uz to vrijedi 1 /ZBCA = /BDA (obodni kutovi nad istim
kruznim lukom) pa, po KK poucku o sli¢nosti trokuta, zaklju¢ujemo da su ACMB ADAB
sli¢ni. Vrijedi:

|IBC| _|CM|
|BD| ~ |AD|’
Sto moZemo zapisati i ovako:
|AD| - |BC| = |CM]| - |BD|. (3.2)

Konacno, zbrajanjem lijevih i desnih strana jednakosti (3.1) 1 (3.2) dobivamo:

|JAD| - |BC| +|AB| - |CD| = |CM| - |BD| + |AM| - |BD],
= |BD| - (ICM| + |AM])),
= |BD| - |AC]|.



POGLAVLIJE 3. PTOLEMEJEV TEOREM 22

Drugi planimetrijski dokaz
Sljedeci dokaz preuzet je iz [7].

Dokaz. Promotrimo trokute ABCD, AACD i AABD omedene stranicama i dijagonalama
tetivnog Cetverokuta ABCD. Duljine stranica trokuta ABC D pomnoZimo vrijednoS¢u [AD|.
Tim postupkom dobivamo trokut AB;C,D; koji je slian trokutu AABD s koeficijentom
sli¢nosti k; = |AD|. Duljine stranica dobivenog trokuta su: |B{C;| = |BC| - |AD|,|C;D,| =
|CD| - |AD|,|B1D;| = |BD| - |AD| (trokut je prikazan na Slici 3.2).

|AD| - |BC| |AB| - |CD|
) B,=D,=B, .

D,=A, |AC] - |BD| C,=D;

Slika 3.2: Trokuti AB,C; D, AA,C>D; i AA3B;D5 Cine jedan Cetverokut

Analogno, duljine stranica trokuta AACD pomnozimo vrijednoS¢u |BD|, a duljine stra-
nica trokuta AABD vrijednoscu |CD|. Tako dobivamo trokute AA,C,D, i AA3B3D5 za koje
vrijedi AA,Co D, ~ AACD, AA3B3D3 ~ AABD s koeficijentima sli¢nosti redom k, = |BD)|
1 k3 = |CD|. Duljine stranica tako dobivenih trokuta su: |A,C;| = |AC| - |BD|,|C2D,| =
|CD|-|BD|, |A2Ds| = |AD||BD, |A3Bs| = |AB|-|CD|,|B3;D;| = |BD|-|CD|, |A3Ds| = |AD|-|CDI.

Po Teoremu 1.2.1 vrijedi

(ACD = /ABD. (3.3)
Analogno,
(DBC = /DAC. (3.4)
Nadalje, vrijedi
|B\D\| = |BD| - |AD| = |A2Ds| (3.5)
i
|C2Ds| = CD| - |BD| = |B3Ds|. (3.6)

Zbog (3.3), (3.4), (3.5) 1 (3.6) od trokuta AB,C D1, AA,C, D5 1 AA3B3; D3 moZemo sastaviti
cetverokut kao na Slici 3.2. Koristeéi rezultate dobivene u ovom dokazu te ¢injenicu da
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je Cetverokut ABCD tetivan 1 da je zbroj kutova u trokutu jednak 180°, dobivamo da za
kutove dobivenog Cetverokuta vrijedi:

/D\D3Bs + /B3D3As, = /A3B3iDs + /B3D3As,
= 180° — /D;A;B;,
= 180° — /DAB,
= /BCD

(B\D\Ds+ /CiD By, = /DB,C| + £C,D By,

= 1800 - ZB]C]D],
=180° — ZBCD,
= /DAB.

Bududi da Vl'ijedi (D\DsB; + /B3D3As; = (BCD i /B\D\D;s + /C{DB; = /DAB, tj.
Cetverokut C;D;D3;A; ima oba para nasuprotnih kutova sukladna, zakljuCujemo da je taj
Cetverokut paralelogram. Ptolemejev teorem slijedi iz jednakosti duljina nasuprotnih stra-

nica paralelograma:
|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD|.

Treéi planimetrijski dokaz
Izvor posljednjeg dokaza Ptolemejevog teorema kojeg cemo navesti je [2].

Dokaz. Neka su DO, DP i DR okomice iz vrha D redom na pravce BC, AC 1 AB. Buduci
da je ABCD tetivan Cetverokut, po Teoremu 1.2.1 slijedi: ZzDAC = /DBC, /ACD = /ABD
1 /.DRB = /APD = /BOD = 90°. Takoder, vrijedi: /ZRAD = 180° — (4DAC + /CAB) =
£0OCD. 1z navedenih jednakosti mjera kutova po KK poucku o sli¢nosti trokuta slijedi:
AAPD ~ ABOD, ADPC ~ ADRB 1 ADRA ~ ADOC. Budu¢i da su AAPD i ABOD sli¢ni
imamo:

AP| _ |AD|
|BO|  |BD|’
Sto moZemo zapisati i ovako:
|AP| - |BD| = |BO| - |AD|. (3.7)

1z sli¢nosti trokuta ADPC i ADRB slijedi da je

ICP| _|CD|
|BR|  |BD|’
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Slika 3.3: Prikaz okomica DO, DP i DR iz vrha D redom na pravce BC, AC i BA

Sto moZemo zapisati i ovako:
|CP|-|BD| =|CD| - |BR)|. (3.8)

Analogno, ADRA ~ ADOC povlaci

AR| _ |AD|
|ICO|  |CD|’
odnosno
|AR| - |CD| = |AD| - |CO|. 3.9)

Uvrstavanjem jednakosti |[AP| = |AC| — |CP|1|BO| = |BC| —|CO| u (3.7) dobivamo:
(IAC| = |CP|) - |BD| = (IBC| - |COl) - |AD],
tj.
|AC| - |BD| = |BC| - |AD| + |CP|-|BD| —|CO| - |AD|. (3.10)
Nadalje, vrijedi |BR| = |AB| + |AR|. Stoga, uvrsStavanjem u (3.8) dobivamo:
|BD| - |CP| = |AB| - |CD| + |AR| - |CD|. (3.11)
Zbrajanjem izraza s lijevih i desnih strana jednakosti (3.9), (3.10) i (3.11) dobivamo:

|AC| - |BD| = |AD| - |BC| + |AB| - |CD|.
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PovrSina tetivnog Cetverokuta

4.1 Brahmaguptina formula

Brahmagupta, indijski matematicar iz 7. st., otkrio je formulu za raCunanje povrSine tetiv-
nog Cetverokuta. S jedne strane, Brahmaguptina formula predstavlja generalizaciju Hero-
nove formule (izraz za povrSinu trokuta), a s druge je strane specijalan sluc¢aj Bretschne-
iderove formule koju navodimo bez dokaza (dokaz se mozZe pronadi u [5]).

Teorem 4.1.1 (Bretschneiderova formula). Za povrsinu P cetverokuta ABCD vrijedi:

p= \/(s — a)(s = b)(s — ¢)(s — d) — abed cos? & ; 4

gdje su a,b,c, i d duljine stranica cetverokuta, s je njegov poluopseg, a « i vy velicine
nasuprotnih kutova cetverokuta.

Znamo da su nasuprotni kutovi tetivnog Cetverokuta suplementarni, odnosno da vrijedi
a + vy = 180°. UvrStavanjem vrijednosti tog izraza u Bretschneiderovu formulu dobivamo
Brahmaguptinu formulu:

P= \/(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — abcd cos? ¢ ;- 7,

= \/(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — abcd cos? 18200 ,

= (s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d).

Teorem 4.1.2 (Brahmaguptina formula). Za povrsinu P tetivnog cetverokuta ABCD vri-
Jjedi:

P = (s —a)(s - b)(s — c)(s - d),

25
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gdje su a, b, c, i d duljine stranica cetverokuta, a s je njegov poluopseg.
Dokaz je preuzet iz [4].

Dokaz. Neka je ABCD tetivni Eetverokut uz oznake kao na Slici 4.1. Dijagonala BD dijeli

Slika 4.1: PovrSina P tetivnog Cetverokuta jednaka je zbroju povrSina AABD i ABCD

dani Cetverokut na dva trokuta, AABD 1 ABCD. PovrSina P tetivnog Cetverokuta jednaka
je zbroju povrSina tih dvaju trokuta:

P = Prapp + Prpep. 4.1)

Povrsina trokuta jednaka je polovini umnoSka duljina dviju stranica trokuta te sinusa kuta
izmedu njih:

1
PAABD = Eadsina,

|
P.gcp = Ebc simy.

Bududi da je Cetverokut ABCD tetivan, vrijedi ¥y = 180° — @. UvrStavanjem dobivenih
izraza u (4.1) te primjenom trigonometrijskog identiteta sin(180° — @) = sin @ dobivamo:

1 1
P = Ead sina + Ebc sin‘y,
1 1
= Ead sina + Ebc sin(180° — ),
1 Jsing + lb .
= 2a sin > ¢ sin a,

1
= 3 sin a(ad + bc).
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Vrijednosti izraza s lijeve i desne strane jednakosti su jednake pa su onda i njihovi kvadrati
jednakih vrijednosti:

1
P = 1 sin a(ad + be)*> | -4,
& 4P? = (1 — cos? a)(ad + be)?,

& 4P? = (ad + bc)? — (cos alad + be)). (4.2)

pri &emu smo koristili osnovni trigonometrijski identitet sin” @ = 1 — cos? a.

Primjenom poucka o kosinusu na trokute AABD 1 ABCD dobivamo sljedece jednakosti:
f2 =b*+c* —2bccosy,
f?=a*+d* - 2adcosa.
Sada slijedi
b+ - 2bccosy = a’> +d* + 2ad cos a,
& b* +¢® = 2bccos(180° — @) = a* + d” + 2ad cos a,
© b+ c* +2bccosa = a* + d* + 2ad cos a,
& 2cosalad +be) =b*+ > —a* -d* | :2,
& cos afad + be) = %(b2 +c—at—d). (4.3)

UvrStavanjem dobivenog izraza (4.3) u (4.2) dobivamo:

1
4P* = (ad + bc)* - Z(bz +t—-a*-d*? -4,
& 16P? = 4(ad + be)* — (b + & — a* — d°)°.

Primjenom algebarskog identiteta razlike kvadrata te kvadrata binoma dolazimo do sljede¢ih
jednakosti:

16P* = [2(ad + bc) — (b* + ¢ — & — dH)][2(ad + be) + (b + ¢ — a* — d?)],
= (a® + 2ad + d* — b* + 2bc — *)(—a* + 2ad — d* + b* + 2bc + ¢?),
=[@+d)’—(b-c)’lb+c) - (a-d)7],
=(a+d-b+c)a+d+b—-c)b+c+a—-d)(b+c—a+d).

Dakle, vrijedi 16P> = (—a+b+c+d)a-b+c+d)a+b—c+d)a+b+c—d)izega
slijedi da je povrSina P tetivnog Cetverokuta ABCD dana izrazom

1
P:Z\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d)
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kojeg nazivamo Brahmaguptinom formulom. Algebarskom manipulacijom dolazimo do
drugog zapisa te formule:

1
P:Z\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d),

1 1 1 1
= \/E(—a+b+c+d)§(a—b+c+d)§(a+b—c+d)§(a+b+c—d),

= V(s —a)(s — b)(s — )(s — d).



Poglavlje 5

Specijalni slucajevi tetivnog Cetverokuta

Osim $to se nekim Cetverokutima moZe opisati kruznica, oni mogu imati i neka dodatna
svojstva. Ako se tetivnom Cetverokutu mozZe i upisati kruznica, onda takav ¢etverokut nazi-
vamo bicentricnim ¢etverokutom. Nadalje, tetivne Cetverokute kojima je umnozak duljina
nasuprotnih stranica jednak nazivamo harmonijskim Cetverokutima. U ovom poglavlju
¢emo, uz bicentri¢ne 1 harmonijske Cetverokute, promotriti joS dvije specijalne skupine
tetivnih Cetverokuta, a to su tetivni ortoidi te Newtonovi Cetverokuti.

5.1 Harmonijski cetverokut

Definicija 5.1.1. Tetivni cetverokut je harmonijski ako je umnoZak duljina njegovih nasu-
protnih stranica jednak.

Detaljnije o primjerima i dokazima u ovom potpoglavlju Citatelj moZe pronaci u [19].

Propozicija 5.1.2. Zadana je kruZnica k i tocka N izvan nje. Neka su NA i NB tangente iz
tocke N na kruZnicu k s diralistima A i B. Neka je p prozivoljan pravac koji prolazi tockom
N i sijece kruZnicu u tockama P i R. Tada je cetverokut APBR harmonijski.

Dokaz. Zelimo pokazati da je umnozak duljina nasuprotnih stranica &etverokuta APBR
jednak, Sto moZemo zapisati i na sljedeéi naCin:

|JAR| _ |BR|

|AP| ~ |BP|’
Promatramo trokute ANAR i ANPA. Ta dva trokuta imaju zajednicki kut ZRNA. S druge
strane, /NAR je kut kojeg zatvaraju tangenta NA i tetiva AR kruZnice k, dok je ZAPR

obodni kut nad tetivom AR. Sada primjenjujemo sljedeci teorem (dokaz Citatelj moze
pogledati u [3]):

29
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Slika 5.1: Cetverokut APBR

Teorem 5.1.3 (Teorem o kutu izmedu tangente i tetive). Kut izmedu tetive kruznice i tan-
gente na tu kruZnicu u jednoj od krajnjih tocaka tetive jednak je obodnom kutu nad tom
tetivom.

Dakle, vrijedi ZNAR = /APR. Po KK poucku o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti
ANAR i ANPA sli¢ni. Tada vrijedi:

IAR| _INR| _ |AN|

= = . 5.1
|AP| |AN| |PN]| S
Analogno zakljucujemo da su ANBR 1 ANPB takoder sli¢ni trokuti. Slijedi:
BR| |NR| |BN
|BR| _ INR| _ |BN| (5.2)

|BP| ~ |BN|  |PN|’
Bududi da je |AN| = |BN|, iz (5.1) 1 (5.2) moZemo zakljuditi:

|AR| _ |BR|
|AP|  |BP|

Sto moZemo zapisati i ovako:
|AR| - |[BP| = |AP| - |BR|.

Dakle, umnozak duljina nasuprotnih stranica promatranog ¢etverokuta je jednak pa se radi
o harmonijskom Cetverokutu. m|
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Prije nego Sto navedemo sljedece propozicije prisjetit cemo se pojmova koji e biti
sadrZani u njihovim iskazima i dokazima.

Definicija 5.1.4. Apolonijeva kruZnica je skup tocaka ravnine cije su udaljenosti od dviju
fiksnih tocaka u konstantnom omjeru.

Sli¢no, Apolonijeva kruZnica za duZinu AB i omjer ’é skup je toCaka Cije su udaljenosti

od jednog i drugog kraja duZine AB u omjeru §.

Definicija 5.1.5. Za dvije kruznice kaZemo da su ortogonalne ako se sijeku i ako su tan-
gente na te kruznice u tockama presjeka medusobno okomite.

Sada navodimo nekoliko propozicija vezanih za harmonijske Cetverokute.
Propozicija 5.1.6. Neka je ABCD harmonijski Cetverokut upisan u kruznicu s, i neka je

|AD| _ |AB| _
|CD|  |BC|

Tada su kruZnica s, i Apolonijeva kruznica za duzinu AC i omjer k ortogonalne (uz oznake
kao na Slici 5.2).

Dokaz. Dokaz zapocinjemo konstruiranjem simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta trokuta
AACD pri vthu D. Neka je to¢ka E sjeciSte simetrale kuta ZCDA 1 pravca AC, a tocka
F sjecisSte simetrale vanjskog kuta trokuta AACD prvi vrhu D 1 pravca AC. Buduci da su
DE i DF simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta trokuta pri istom vrhu, one su medusobno
okomite, odnosno vrijedi ZFDE = 90°. Po obratu Talesovog poucka o obodnom kutu nad
promjerom kruZnice slijedi da se to¢ka D nalazi na kruZnici kojoj je promjer duZina EF.
Navedenu kruZnicu oznaéimo sa s,, a njeno srediste (poloviste duZine EF) ozna¢imo s I.
Po pretpostavci propozicije vrijedi:

|AD| _|AB| _
|CD|  |BC|

iz Cega zakljuCujemo da se tocke B i D nalaze na Apolonijevoj kruZnici za duZinu AC i
omjer k.
Sada primjenjujemo sljedece teoreme (dokaze Citatelj moze pronaci u [9] 1 [10]):

Teorem 5.1.7 (Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta). Simetrala unutarnjeg kuta
trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru duljina preostalih dviju stranica.

Teorem 5.1.8 (Teorem o simetrali vanjskog kuta trokuta). Simetrala vanjskog kuta trokuta
dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu izvana u omjeru duljina preostalih dviju stranica.
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Slika 5.2: Prikaz Cetverokuta ABCD, kruznice s; 1 kruznice s,

Dakle, vrijedi:

AE| _ |ADI _
|[EC| |CD|
i
|AF| _|AD| _
ICF| |CD|

Zakljuéujemo da se i tocke E i F nalaze na Apolonijevoj kruZnici za duZinu AC i omjer
k, tj. da je s, traZzena Apolonijeva kruZznica. Preostaje nam dokazati da je /D tangenta
kruznice s;.

Ranije smo zakljucili da vrijedi: ZFDE = 90°. Uvodimo oznake za kutove: ZAFD = ¢,
/IDC = a,, tDAF = «. Trokut AFDE je pravokutan pa za veli¢inu kuta ZDEF vrijedi:
(DEF = 90° — ¢. Simetrala DE dijeli kut ZCDA na dva kuta jednakih veli¢ina (ozna¢imo
ih s 0, kao na Slici 5.2): Z«CDE = /EDA = ¢,. Trokut AIFD je jednakokraCan jer je
|[F| = |DI| = r,, gdje je r, radijus kruznice s,. Stoga je ZFDI = ¢. Sada imamo:

ZFDE:QD+(),’1+61, (53)

odnosno
Y+ a;+ 06, =90°. (5.4)
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Sada promatramo trokut AACD. Buduci da je zbroj unutarnjih kutova trokuta jednak 180°,
slijedi:
LACD = 180° — (61 + 01 + @),
= 180° - 26, — «.

Ponovno ra¢unamo zbroj unutarnjih kutova, ali ovaj put trokuta AECD:

180° = /DEC + /ECD + /CDE, (5.5)
180° =90° — ¢ + 180° — 26, — a + 6, (5.6)
90° =0; + ¢ +a. (5.7)

Iz (5.4)1(5.7) slijedi: @ = a;.

Srediste kruznice s; oznacimo s O kao na Slici 5.2, a kut ZEDO oznaCimo sa . Tada
za mjeru kuta ZIDO vrijedi: ZIDO = a + 6; + . Nadalje, kut ZDOC sredisnji je kut
nad tetivom CD kruZnice s;, a kut ZDAC obodni je kut nad istom tetivom. Slijedi da
je £DOC = 2/DAC = 2a. Trokut ADOC jednakokracan je jer su DO i OC polumjeri
kruZnice s,. Stoga je ZOCD = /CDO = 6, + . Sada iz zbroja kutova u trokutu ADOC
dobivamo:

180° = 2.CDO + +/DOC + +OCD,
=0, +yY+2a+9; +,
=201 + 2¢ + 2a.

Dijeljenjem lijeve i desne strane jednakosti brojem 2 dobivamo:
o1 + v+a= 90°.

1z toga slijedi da je ZIDO = a + §; + ¢ = 90°, odnosno da je ID tangenta kruZnice s;.
S druge strane, iz £ZIDO = 90° slijedi i da je OD tangenta kruznice s,. Stoga su sy 1 s,
ortogonalne kruZznice.

O

Propozicija 5.1.9. Cetverokut ABCD upisan u kruznicu s, je harmonijski ako i samo ako
se pravac AC i tangente na kruZnicu s, s diralistima B i D sijeku u jednoj tocki (pri cemu
AC i BD nisu promjeri kruZnice s).

Dokaz. Propozicija se dokazuje primjenom rezultata iz Propozicija 5.1.21 5.1.6. Koristit
¢emo oznake kao u prethodnoj propoziciji.
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Tvrdnja : ,,Ako je etverokut ABCD upisan u kruznicu s; harmonijski, onda se pravac
AC 1 tangente na kruZnicu s; s diraliStima B i D sijeku u jednoj tocki.” slijedi iz rezultata
dobivenih u dokazu Propozicije 5.1.6. Buduci da je Cetverokut harmonijski, znamo da je
umnozak duljina njegovih nasuprotnih stranica jednak, $to mozemo zapisati u sljedecem

obliku:
ADI _ AB| _,

|CD| |BC]|
Ponovimo korake konstrukcije geometrijskih objekata sa Slike 5.2 kao u Propoziciji 5.1.6.
Pravac ID tangenta je na kruZnicu s, pa je i IB tangenta na istu kruZnicu. Dakle, pravac
AC 1 tangente iz toc¢ke I na kruZnicu s; s diraliStima B i D sijeku se u tocki /.

Tvrdnja : ,,Ako se pravac AC i tangente na kruZnicu s; s diraliStima B i D sijeku u
jednoj tocki, onda je Cetverokut ABCD upisan u kruznicu s, harmonijski.” slijedi direktno
1z Propozicije 5.1.2. Uistinu, / je toc¢ka izvan kruznice s, koja pripada tangentama /D i IB
na kruZnicu s, (s diraliStima D 1 B), a AC je pravac koji prolazi tockom / te sijece kruZnicu
u dvije tocke (A 1 C). 1z toga slijedi da je Cetverokut ABCD harmonijski. O

Propozicija 5.1.10. Ako je cetverokut ABCD harmonijski, onda vrijedi:
|AC| - |BD| = 2|AB| - |CD| = 2|BC| - |AD|.

Dokaz. Cetverokut je harmonijski pa je umnozak duljina njegovih nasuprotnih stranica
jednak:
|AB| - |CD| = |BC| - |AD|. (5.8)

S druge strane, harmonijski ¢etverokut je tetivan pa moZemo primijeniti Ptolemejev teorem
(Teorem 3.1.1):
|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |AD|. (5.9)

Iz 5.8 1 5.9 slijedi:

|AC - |BD| = |BC| - |AD| + |BC| - |AD|,
|AC| - IBD| = 2|BC| - |AD|

|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |AB| - |CD|,
|AC| - |BD| = 2|AB| - |CD|.

Dakle, dobili smo trazenu tvrdnju: |AC| - |BD| = 2|AB| - |CD| = 2|BC| - |AD|. |
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5.2 Bicentricni ¢etverokut

Kako bismo mogli definirati bicentri¢ne Cetverokute, prisjetimo se definicije tangencijal-
nog Cetverokuta.

Definicija 5.2.1. Konveksan cCetverokut kojem moZemo upisati kruZnicu nazivamo tangen-
cijalnim cetverokutom.

Definicija 5.2.2. Bicentrican cetverokut je konveksan cetverokut kojem se moZe opisati i
upisati kruznica.

Navest ¢emo iskaz i dokaz teorema (izvor je [13]) koji govori o nuZznom i dovoljnom
uvjetu da tangencijalan Cetverokut bude i tetivan, odnosno da je bicentrican. U dokazu tog
teorema koristit ¢emo sljedecu lemu:

Lema 5.2.3. Kutovi koje s razlicitih strana tetive zatvaraju tetiva kruZnice i tangente na tu
kruZnicu u krajnjim tockama tetive su suplementarni.

Odnosno, uz oznake kao na Slici 5.3, vrijedi: € + w = 180°.

Slika 5.3: Kutovi € 1 w su suplementarni

Dokaz. Neka je k kruzZnica i neka je tocka 7" izvan kruznice. 1z tocke T konstruirane su
tangente na kruznicu k s diraliStima X i Y kao na Slici 5.3. Trokut AXYT je jednakokracan
pa vrijedi: € = u. S druge strane, kutovi w 1 u su sukuti pa imamo: w + u = 180°. Stoga je
e+ w = 180°. |
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Teorem 5.2.4. Neka je ABCD tangencijalan cetverokut. Tangentne tetive Cetverokuta
ABCD okomite su ako i samo ako je ABCD bicentrican.

Slika 5.4: Tangentne tetive Cetverokuta ABCD okomite su ako i samo ako je ABCD bicen-
tri¢an

Dokaz. Oznacimo kutove kao na Slici 5.4. Kutovi ZFPE i £HPG su vrini pa zaklju¢ujemo
da je /FPE = tHPG =: ¢. Promatramo Cetverokute BFPE 1 DHPG. Zbroj kutova u
cetverokutu je 360° pa vrijedi:

E+u+ ¢+ p=360°

w+Y+p+06=360°

Zbrajanjem lijevih i desnih strana tih dviju jednakosti dobivamo:
E+twHu+yY+20+pB+06="720° (5.10)

Primjenom Leme 5.2.3 dobivamo: € + w = 180° i u + ¢ = 180°. Uvrstimo dobiveno u
(5.10) pa imamo:

360° + 20+ B+ =720° & B+ 6 =360° — 2.
Tangentne tetive su okomite ako i samo ako je
=90 B+06=360°-180° B+ = 180°.

Dobili smo jednu od opéepoznatih karakterizacija tetivnih cetverokuta, tj. po Teoremu 1.2.3
slijedi da je ABCD tetivan Cetverokut pa je stoga i bicentrican. O



POGLAVLIJE 5. SPECIJALNI SLUCAJEVI TETIVNOG CETVEROKUTA 37

5.3 Tetivni ortoid

Definicija 5.3.1. Cetverokut kojem su dijagonale medusobno okomite nazivamo ortoidom.

Sada ¢emo navesti iskaze i dokaze dvaju teorema vezanih za tetivne ortoide, tj. ortoide
kojima se moZe opisati kruznica (izvor dokaza je [1]).

Teorem 5.3.2. Ako je ortoid tetivan, onda se anticentar tog Cetverokuta podudara s tockom
presjeka njegovih dijagonala.

Slika 5.5: Anticentar se podudara sa sjeciStem dijagonala

Dokaz. Neka je O srediSte kruznice opisane tetivnom ortoidu ABCD, J njegovo teZiste,
Hp ortocentar trokuta AABC, a H, ortocentar trokuta ABCD (oznake kao na Slici 5.5).
Buduéi da su AC i BD okomite, to¢ka H), pripada pravcu BD. Po Teoremu 2.2.8 i Pro-
poziciji 2.2.9 slijedi da pravac DH), prolazi anticentrom M cetverokuta ABCD. Stoga M
pripada dijagonali BD.

Nadalje, tocka H, pripada pravcu AC. Primjenom Teorema 2.2.8 i Propozicije 2.2.9
zakljuc¢ujemo da pravac AH, prolazi anticentrom M Cetverokuta ABCD. Tada M pripada
dijagonali AC. Time smo dokazali da se anticentar M tetivnog ortoida ABCD podudara s
presjekom njegovih dijagonala. O

Teorem 5.3.3 (Brahmaguptin teorem). U tetivnom ortoidu okomica iz sjecista dijagonala
na stranicu cetverokuta raspolavlja nasuprotnu stranicu.

Dokaz. U ovom dokazu koristimo oznake oznake kao na Slici 5.5. Neka je RP’ okomica
iz poloviSta R stranice CD na njoj nasuprotnu stranicu AB. Po Teoremu 2.2.5 okomice
1z polovista stranica tetivnog Cetverokuta na nasuprotnu stranicu Cetverokuta (maltitude)
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sijeku se u jednoj toCki koju nazivamo anticentrom cetverokuta (tocka M na Slici 5.5).
Bududi da je Cetverokut ABCD tetivan ortoid, po Teoremu 2.2.5 slijedi da se anticentar
M podudara s tockom presjeka dijagonala promatranog Cetverokuta. Dakle, RP’ je malti-
tuda Cetverokuta ABCD pa ona prolazi anticentrom M koji je takoder i sjeciSte dijagonala
Cetverokuta. Stoga je pravac RP’ = MP’ okomica iz sjeciita dijagonala M na stranicu AB
koja prolazi poloviitem R stranice CD. Zaklju¢ujemo da M P’ raspolavlja stranicu CD. Iz
Cinjenice da se maltitude Cetverokuta ABCD sijeku u jednoj tocki, koja je ujedno i sjeciSte
dijagonala, slijedi traZena tvrdnja. O

5.4 Newtonov cetverokut

Definicija 5.4.1. Newtonov cetverokut je konveksan Cetverokut koji je upisan u kruZnicu, a
Jedna njegova stranica promjer je te kruZnice.

Slika 5.6: Newtonov Cetverokut

Newtonov Cetverokut specijalan je slucaj tetivnog Cetverokuta, Sto je jasno iz same
definicije. Ime je dobio po engleskom matematicaru Isaacu Newtonu koji se bavio pro-
blemom pronalaska promjera d kruZnice takvog da je on ujedno i Cetvrta stranica konvek-
snog Cetverokuta upisanog u tu kruZnicu kojem su preostale tri stranice duljina a, b i c.
RjeSavajuci taj problem dosSao je do jednakosti koju, takoder po njemu, nazivamo Newto-
nova jednadzba:

d> = (a® + b* + ¢*)d — 2abc = 0.

Iako se nije bavio njenim rjeSavanjem, Newton je navedenu jednadZbu izveo na Sest nacina.
Navest ¢emo jedan u kojem se koriste Ptolemejev teorem i Pitagorin poucak.
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Neka je ABCD Newtonov Cetverokut uz oznake kao na Slici 5.6. Izvest cemo Newto-
novu jednadzbu kao u [12]. Primjenom Ptolemejevog teorema dobivamo:

ac + bd = ef. (5.11)

Kutovi ZABD i /ACD obodni su kutovi nad promjerom te su stoga pravi (Talesov poucak o
obodnom kutu nad promjerom kruznice). Primjenom Pitagorinog poucka na trokute AABD
i AACD dobivamo: > =d* —a*i f>=d*—c*,tj.e= Vd> —a?if = Vd* — 2 jersuei f
nenegativne velicine. Uvrstimo dobivene izraze u (5.11):

ac +bd = Vd? — a2 Nd? — 2.

Kvadriranjem lijeve 1 desne strane jednakosti te algebarskom manipulacijom dolazimo do
traZene jednakosti:
(ac + bd)* = (d* - a*)(d* - ),

& a’c? + 2achd + b*d* = d* - &*d* - Pd* + d* P,
& d' - d* (@ + b* + ) - 2achd = 0,
& d[d® - (@ + b* + ¢*)d — 2abc] = 0.
Dakle, za d # 0 slijedi da je d° — (a* + b* + ¢*)d — 2abc = 0.



Poglavlje 6

Tetivni Cetverokuti u nastavi matematike

Iako se u osnovnoj Skoli joS uvijek ne uvodi pojam tetivnog Cetverokuta, ucenici vec tada
otkrivaju da se kvadratu i pravokutniku moZze opisati kruznica. Pojam tetivnog Cetverokuta
uvodi se u srednjoj Skoli te se otkrivaju i neke od njegovih osnovnih karakterizacija. Na-
vest ¢emo primjer niza aktivnosti kojima ucenici otkrivaju tetivne Cetverokute i njihova
svojstva.

Za pocetak motiviramo otkrivanje tetivnih cetverokuta kontekstualiziranim zadatkom.
Zatim slijedi aktivnost razvrstavanja ¢etverokuta na one kojima se moZe i one kojim se ne
moze opisati kruznica te aktivnost konstruiranja opisanih kruZnica ¢etverokutima. Nakon
toga ucenici pomocu nekoliko primjera tetivnih Cetverokuta otkrivaju teorem o tetivnom
cetverokutu (Teorem 1.2.3). Naposljetku ucenici, radeéi u alatu dinami¢ne geometrije,
otkrivaju Ptolemejev teorem (Teorem 3.1.1).

6.1 Motivacijska aktivnost

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e uociti Cetverokut s opisanom kruZnicom.

Primjer zadatka kojeg moZemo zadati ucenicima:

Zadatak: Marko Zeli posaditi stablo jabuke tako da ono bude jednako udaljeno od Cetiriju
kuéa prikazanih na Slici 6.1. Na kojem mjestu Marko treba posaditi stablo?

Napomena: Tocke kojima prikazujemo kuce zadamo tako da one pripadaju istoj kruznici
(kao na Slici 6.1). Ucenici zadatak dobivaju ili na nastavnom listicu ili u obliku unaprijed
pripremljenog apleta u alatu dinami¢ne geometrije.

Diskusija i rjeSenje: Ucenike potpitanjima navodimo na zakljucak da se stablo treba na-

laziti na mjestu srediSta kruznice koja prolazi zadanim to¢kama. Ucenici dobivaju dodatan
zadatak spojiti zadane tocke duZinama te odrediti geometrijski lik koji se dobije na taj
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Slika 6.1: Cetiri kuce

nacin 1 opisati medusobni odnos kruznice 1 dobivenog geometrijskog lika. Zakljucuju da
spajanjem to¢aka duzinama dobivamo Cetverokut koji je upisan pocetnoj kruznici, odnosno
kruZnica je opisana tom Cetverokutu.

Slika 6.2: SrediSte kruZnice i Cetverokut upisan kruZnici

6.2 Aktivnosti otkrivanja tetivnih Cetverokuta i njihovih
svojstava

Nakon motivacijskog zadatka slijedi aktivnost ponavljanja cetverokuta kojima se moze i
kojima se ne moZe opisati kruZnica.
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Aktivnost — Prepoznavanje cetverokuta

Cilj aktivnosti: Ucenici e prepoznati Cetverokute kojima se mozZe i kojima se ne moze
opisati kruZnica.

Napomena: Ucenici zadatak mogu dobiti na nastavnom listicu ili im nastavnik moze dati
kartice s Cetverokutima koje treba razvrstati. Aktivnost je pogodna za rad ucenika u paru.

o <o

Slika 6.3: Kartice s raznim Cetverokutima

Primjer zadatka kojeg moZemo zadati ucenicima:

Zadatak: Razvrstaj zadane Cetverokute s obzirom na to moZe li im se opisati kruZnica.
Kartice s ¢etverokutima nalaze se na Slici 6.3.

Diskusija i rjeSenje: Primjer ucenickog rjesenja nalazi se na Slici 6.4.

Cetverokuti kojima se moZe opisati kruznica Cetverokuti kojima se ne moze opisati kruznica

[T &>
Q //

\
\
\
\
\
'

T

Slika 6.4: Razvrstani Cetverokuti s obzirom na to moZe li im se opisati kruZnica
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Pitanjima u diskusiji poti¢emo ucenike na prisje€anje postupka konstruiranja trokutu
opisane kruZnicu, a zatim i kruZnice opisane kvadratu. Ucenici jo§ u osnovnoj Skoli otkri-
vaju da je srediSte trokutu opisane kruZnice sjeciSte simetrala njegovih stranica, a srediSte
kruznice opisane kvadratu u sjecis$tu njegovih dijagonala.

U sljedecoj aktivnosti ucenici, po uzoru na konstrukciju trokutu opisane kruznice, kons-
truiraju opisane kruzZnice Cetverokutima (u slu€ajevima u kojima je to moguce).

Aktivnost — Konstruiranje opisanih kruznica

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e, pokuSavajuci konstruirati opisane kruZnice, prepoznati one
Cetverokute kojima se moZe te one kojima se ne moZe opisati kruZnica.

Napomena: Aktivnost je pogodna za rad ucenika u skupinama (npr. cetvero€lanim). Svaka
skupina dobije svoj nastavni listi¢ s nekoliko ¢etverokuta kojima pokusavaju opisati kruZnicu.
Nakon $to sve skupine zavrse s dobivenim zadatkom, u razrednoj se diskusiji komentiraju
Cetverokuti iz svih skupina te se, generalizacijom pomocu nepotpune indukcije, dolazi do
opceg zakljucka.

Primjer zadatka kojeg moZzemo zadati jednoj skupini uc¢enika:
Zadatak: Prisjetite se kako konstruiramo trokutu opisanu kruznicu. Po uzoru na taj pos-
tupak pokuSajte konstruirati opisane kruznice sljedecih etverokuta (Slika 6.5):

Prisjetite se kako konstruiramo trokutu opisanu kruznicu.
Po uzoru na taj postupak pokusajte konstruirati opisane kruznice sljedecih ¢etverokuta:

L\
<> &>

Slika 6.5: Primjer zadatka kojeg moZemo zadati jednoj skupini ucenika

Diskusija i rjeSenje: S ucenicima diskutiramo kakve su sve Cetverokute imali zadane te
jesmo li svima mogli opisati kruznicu. Ucenike navodimo na zakljucak da se kruZnica
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Slika 6.6: Rjesenje zadatka za jednu skupinu ucenika

44

moze opisati samo onim cetverokutima kojima se simetrale stranica sijeku u jednoj tocki.

Komentiramo da su stranice Cetverokuta kojem smo opisali kruZnicu ujedno 1 tetive te

kruznice te da stoga takve Cetverokute nazivamo tetivnim.
RjeSenje zadatka sa Slike 6.5 nalazi se na Slici 6.6.

Aktivnost — Teorem o tetivnhom cCetverokutu

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e otkriti da je zbroj veli¢ina dvaju nasuprotnih kutova tetivnog

Cetverokuta jednak 180°.

1. Izmjerite veli¢ine unutarnjih kutova tetivnog Cetverokuta te zapisite potrebne podatke u tablicu.

Cetverokut A

Cetverokut B

Cetverokut C

Cetverokut D

SR ™R

2. Izratunajte zbrojeve veli¢ina svih parova unutarnjih kutova tetivnog ¢etverokuta. Uodavate li neku

pravilnost? Zapisite svoja opazanja.

Cetverokut A

Cetverokut B

Cetverokut C

Cetverokut D

a+p

at+y

a+é

Bty

B+8

y+46

Slika 6.7: Nastavni listi¢
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Ucenici dobivaju zadatak izmjeriti unutarnje kutove tetivnog Cetverokuta te popuniti
tablicu trazenim podacima. Ucenike moZemo podijeliti u skupine i svakoj skupini dati
nastavni listi¢ s nekoliko primjera tetivnih Cetverokuta. Aktivnost se moze organizirati i
u obliku radnih centara tako da podijelimo ucenike u nekoliko jednakobrojnih skupina te
svaka skupina dobije nastavni listi¢ s jednim tetivnim Cetverokutom kojem mjere veliCine
unutarnjih kutova. Nakon nekoliko minuta, kada svi dovrSe zadatak, skupine medusobno
zamijene listice te mjere kutove sljedeéeg tetivnog Cetverokuta i tako sve dok svaka skupina
ne dobije sve listice.

Slika 6.9: Cetverokuti C i D

Napomena: Broj varijanti listica jednak je broju skupina ucenika. Na Slici 6.7 nalaze se
zadaci s nastavnog listica kojeg dobiva svaki ucenik, a na Slikama 6.8 1 6.9 su primjeri
tetivnih Cetverokuta koje dobivaju ucenici u radnim centrima.
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Zadatak:

1. Izmjerite veliCine unutarnjih kutova tetivnog cetverokuta te zapiSite potrebne po-
datke u tablicu.

2. IzraCunajte zbrojeve veliina svih parova unutarnjih kutova tetivnog Cetverokuta.
Uocavate li neku pravilnost? ZapiSite svoja opaZzanja.

Diskusija i rjeSenje: Ucenici trebaju zakljuditi da postoje odredene pravilnosti u popunje-

noj tablici, odnosno da su nasuprotni kutovi tetivnog Cetverokuta suplementarni. RijeSen
nastavni listi¢ nalazi se na Slici 6.10.

1. Izmjerite veli¢ine unutarnjih kutova tetivnog ¢etverokuta te zapisite potrebne podatke u tablicu.

Cetverokut A Cetverokut B Cetverokut C Cetverokut D
S 65° 80° 95° 30°
B 105° 90° 110° 120°
y 115" 100° 85° 150°
B 75° 90° 70° 60°

2. IzraCunajte zbrojeve veli¢ina svih parova unutarnjih kutova tetivnog etverokuta. UoCavate li neku
pravilnost? ZapiSite svoja opaZanja.

Cetverokut A Cetverokut B Cetverokut C Cetverokut D
a+p 170" 170° 205° 150°
a+y 180° 180° 180° 180°
a+o 140° 170° 165° 90°
B+y 220° 190° 195° 270°
B+4 180° 180° 180° 180°
y+4 190° 190° 1557 210°

Slika 6.10: RijeSen nastavni listié

AKktivnost — Ptolemejev teorem

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e otkriti Ptolemejev teorem.

Ucenici u alatu dinami¢ne geometrije mijenjaju duljine stranica Cetverokuta te ih mjere
kao i duljine dijagonala Cetverokuta. Racunaju umnozak duljina dijagonala te zbroj umnozaka
duljina nasuprotnih stranica te zakljucuju da su te vrijednosti jednake.
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Zadatak: U alatu dinami¢ne geometrije mijenjajte dimenzije tetivnog ¢etverokuta pomicuci
rubne tocke te zapiSite duljine stranica i duljine dijagonala tog Cetverokuta u tablicu. Za-
tim izraCunajte umnoZzak duljina dijagonala te umnozak duljina nasuprotnih stranica. Sto
uocCavate?

Diskusija i rjeSenje: S uCenicima komentiramo njihove zakljucke te pitamo vrijede li ti
zakljucci u svim slucajevima. Ucenici trebaju zakljuciti da je umnozak duljina dijagonala
jednak zbroju umnozaka duljina nasuprotnih stranica cetverokuta.

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomac

.A‘ / 4] :; @ O _{_ x ABC | <>

» Algebra X | = Grafiéki prikaz X | = Prorafunska tablica
A =(0,0 fCr fKle v|BEEH B B~
B, =(0,4) B [ei A [e B8 e c |en D
® cx+y-=16 ER umneZak duljina dijagonala | bd | ac lacrod
e |AC| - |BD| = 59.23 2 | 5280 4188 2117 6289
©® A=-(.0.95,-3.88) 3 6289 4161 2123 6289
: :::3é‘;5-'-“4) a-c+b-d=59.23 | 4| 52.80 4156 21.28 6280
® TosAy 5 | 529 415 2134 529
® o630 5 62.9 414 2139 629
@ &=733 7 | 629 4135 215 529
: :‘;_25‘7“2 | & | 5503 3226 2347 5503
® h=783 5 9 5408 3235 2276 5498
z,=59.23 10 5523 3206 2263 5523
2,503 | 1] 56.3 3071 2347 563
@ tekstl = “|AC|- [BD| = 59 o | 12 | 578 2836 2558 578
® tekst2 = "a:c+b-d =50 13 5874 2545 20.43 5874
s [ 1a | 5003 2573 3228 5903
2= 5049 5028 2508 333 5028
. f:k:t;“; A K 5037 2479 3423 5937
17 59.41 2465 3459 59.41
ET 58.26 2869 28.67 5826
| 19 | 5941 2485 3476 5941
|AC| - |BD| = ac + bd |20 | 5054 2426 3528 5054
bal 5096 2271 3725 5996
| 22 | 50.45 1963 4082 60.45
2 5052 16.16 4438 6052
7 6029 13587 4672 60.29

Slika 6.11: Primjer rjeSenja zadatka u alatu dinami¢ne geometrije
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Sazetak

U ovom diplomskom radu navedene su brojne karakterizacije i svojstva tetivnih cetverokuta
te aktivnosti za ucenike kojima se otkrivaju neke od njih u nastavi matematike. Na pocetku
rada navedena je definicija tetivnog Cetverokuta zajedno s iskazima i dokazima njegovih
opéepoznatih karakterizacija. Dokazali smo da je kut izmedu stranice i dijagonale tetivnog
cetverokuta jednak kutu izmedu nasuprotne stranice i druge dijagonale. Takoder, poka-
zali smo da se simetrale stranica konveksnog Cetverokuta sijeku u jednoj tocki ako i samo
ako je Cetverokut tetivan. U drugom poglavlju predstavljene su karakterizacije tetivnih
Cetverokuta koje nisu uobicajene u literaturi. Primjer takvog teorema je: ,,Zbroj kosinusa
nasuprotnih unutarnjih kutova Cetverokuta jednak je nuli ako 1 samo ako je Cetverokut te-
tivan.” U treCem poglavlju u fokusu je Ptolemejev teorem za kojeg su navedena tri pla-
nimetrijska dokaza. U cetvrtom poglavlju analizirana je Brahmaguptina formula koja
predstavlja poopéenje Heronove formule na tetivne Cetverokute. Pretposljednje poglav-
lje donosi pregled specijalnih sluCajeva tetivnih Cetverokuta. U radu su navedena svoj-
stva tetivnih Cetverokuta kojima je umnozak duljina nasuprotnih stranica jednak, tetivnih
Cetverokuta kojim se moZe upisati kruZnica, zatim tetivnih ¢etverokuta s okomitim dijago-
nalama te Newtonovih Cetverokuta. U zadnjem poglavlju navedene su istraZivacke aktiv-
nosti za ucenike koje se mogu iskoristiti u nastavi matematike s ciljem otkrivanja tetivnih
Cetverokuta i njihovih svojstava.



Summary

This thesis presents numerous characterizations and properties of cyclic quadrilaterals, as
well as activities for students to explore some of them in math classes. The thesis begins
with the definition of a cyclic quadrilateral, along with statements and proofs of its well-
known characterizations. We have proven that the angle between a side and a diagonal
of a cyclic quadrilateral is equal to the angle between the opposite side and the other di-
agonal. Additionally, we have shown that the four perpendicular bisectors to the sides of
a convex quadrilateral are concurrent if and only the quadrilateral is cyclic. The second
chapter presents characterizations of cyclic quadrilaterals that are not commonly found in
literature. An example of such a theorem is: ,,The sum of the cosines of opposite interior
angles of a quadrilateral is zero if and only if the quadrilateral is cyclic.” The third chapter
focuses on Ptolemy’s theorem, for which three planimetric proofs are provided. The fourth
chapter analyzes Brahmagupta’s formula, which generalizes Heron’s formula for cyclic
quadrilaterals. The penultimate chapter provides an overview of special cases of cyclic
quadrilaterals. The thesis includes properties of cyclic quadrilaterals with equal product
of opposite sides, cyclic quadrilaterals that can be inscribed in a circle, as well as cyclic
quadrilaterals with perpendicular diagonals and Newton’s quadrilaterals. The final chapter
presents research activities for students that can be used in math classes to discover cyclic
quadrilaterals and their properties.
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