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Uvod

Logika je jedna od najstarijih disciplina u znanosti s po¢ecima razvoja iz drevnih vremena.
Prvi su logicari htjeli uspostaviti pravila koja bi omogucila razlikovanje valjanih i nevalja-
nih argumenata. Logika se nastavljala razvijati te je u 20. stoljecu imala veliki utjecaj na
razvoj racunalne znanosti.

Modalna logika nastala je u 20. stoljecu iz potrebe za formalizacijom izraza poput
nuznosti i mogucnosti koje ne mozemo prikazati klasicnom logikom sudova. U danasnje
vrijeme modalne logike ¢ine familiju logika sa slicnim pravilima i nizom razli¢itih simbola.
Jedna od njih je temporalna logika koja formalizira izraze o proslosti i buduénosti, kao Sto
su "uvijek ¢e biti” 1 "uvijek je bilo”. Modalni su jezici jednostavni, ali dovoljno izrazajni
za opis relacijskih struktura te imaju veliki znacaj u racunalnoj znanosti. U ovom radu
bavimo se metodama za dokazivanje odlucivosti modalnih logika.

Pitanje odlucivosti problema ekvivalentno je pitanju mogucnosti stvaranja racunalnog
programa koji za svaku instancu tog problema uvijek ispiSe rjeSenje. Kao takvo, posebno
je bitno u dana$njem dobu konstantnog razvoja racunala.

Prvo poglavlje pruza uvod u normalne modalne logike. Definiramo sintaksu i seman-
tiku osnovnog modalnog jezika te neke sisteme modalne logike.

Zatim, u drugom poglavlju definiramo svojstvo kona¢nih modela te pokazujemo koris-
nost tog svojstva za dokazivanje odluc¢ivosti modalnih logika. Metoda dokazivanja odlu-
¢ivosti koja koristi svojstvo konacnih modela naziva se metoda konacnih modela. Navest
¢emo 1 neka ogranienja te metode. Tocnije, dokazat cemo da ne posjeduju svi odlucivi
sistemi modalne logike svojstvo kona¢nih modela. Navedeno ogranic¢enje prirodno povlaci
da trebamo razmotriti i neke druge metode.

U treCem poglavlju dajemo dvije alternative metodi kona¢nih modela. To su metoda
interpretacije 1 metoda kvazimodela. Dokazujemo odlucivost logike KvB na dva naina
upravo koristeéi te dvije metode.

U zadnjem, Cetvrtom poglavlju prvo definiramo sintaksu i semantiku osnovnog tempo-
ralnog jezika. Zatim, definiramo temporalnu logiku K,V i metodom mozaika dokazujemo
odlucivost te logike.



Poglavlje 1

Osnovne definicije i Cinjenice

U ovom poglavlju definiramo osnovne pojmove vezane uz modalnu logiku. Poglavlje se
sastoji od tri potpoglavlja. U prvom potpoglavlju definiramo sintaksu modalne logike, u
drugom semantiku, a u treCem definiramo normalne modalne logike. Uz pojedine definicije
dat ¢emo i primjere definiranih pojmova tamo gdje je to potrebno radi boljeg razumijevanja.

1.1 Sintaksa modalne logike

Potpoglavlje zapoc¢injemo definiranjem alfabeta osnovnog modalnog jezika. Zatim defini-
ramo formulu osnovnog modalnog jezika i stupanj formule.

Definicija 1.1.1. Alfabet osnovnog modalnog jezika je unija sljedecih skupova:
e skup prebrojivo mnogo propozicionalnih varijabli Prop = {p,q,r,...};
o skup logickih veznika, modalnih operatora i logickih konstanti {—,V, 0O, L};
e skup pomocnih simbola {(,)} (zagrade).

U nastavku koristimo i logi¢ke veznike A, — i «»>. Oni nisu navedeni u definiciji buduci
da se mogu iskazati pomoc¢u navedenih logickih veznika. Primjerice, znamo iz logike
sudova da je formula A A B logicki ekvivalentna formuli =(—A V —B). Takoder, koristimo
unarni modalni operator < kao pokratu za —0O- 1 logicku konstantu T kao pokratu za —.L.
Operatore O 1 ¢ ¢itamo redom “nuzno” 1 “moguce”, a nazivamo ih operator nuznosti i
operator mogucnosti.

U nastavku definiramo pojam formule osnovnog modalnog jezika. Definicija je analogna
definiciji formule logike sudova uz dodatak operatora O.
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Definicija 1.1.2. Atomarna formula osnovnog modalnog jezika je svaka propozicionalna
varijabla ili logicka konstanta 1.
Pojam formule osnovnog modalnog jezika definiramo rekurzivno:

1. svaka atomarna formula je formula
2. ako su ¢ i Y formule, tada su i rijeci — ¢, ¢ Vi i O ¢ takoder formule.

Rijec alfabeta logike sudova je formula ako je nastala primjenom konacno mnogo koraka
1i 2. Formule obicno oznacavamo simbolima ¢, s, x.

Primjer 1.1.3. Primjeri modalnih formula su rijeci 0OOO(p V —0Oq) , T i =L A p, dok
rije¢i p—, pq i Op A VL nisu formule.

SloZenost modalne formule, analogno logici sudova, definira se kao broj veznika i mo-
dalnih operatora u formuli. Za razliku od logike sudova, u modalnoj logici definiramo
1 stupanj modalne formule. Intuitivno, stupanj formule je maksimalni broj ugnijeZdenih
modalnih operatora.

Definicija 1.1.4. Stupanj modalne formule ¢, u oznaci deg(y), definiramo rekurzivno na
sljedeci nacin:
deg(L) =0
deg(p) =0
deg(—¢) = deg(y)
deg(e V) = max{deg(p), deg(y)}
deg(D ) = 1+ deg(y)

Stupanj konacnog skupa formula X definiramo kao maksimalni stupanj svih formula iz
2, to jest deg(X) = max{deg(yp), p € X}.

Primjer 1.1.5. 1. Stupanj formule -0O(0OOT V (O—-O0Op A Oq)) je 4.

2. Stupanj skupa formula {O0L, S0Op,—~p V g,0(-0p V &g A Or)) je 3.

1.2 Semantika modalne logike

Prvo ¢emo definirati pojmove relacijskih struktura koje se nazivaju Kripkeov okvir i Krip-
keov model. Zatim ¢emo definirati pojam istinitosti i valjanosti formule na Kripkeovom
okviru, odnosno Kripkeovom modelu ¢ime ¢emo povezati modalni jezik s navedenim re-
lacijskim strukturama. Na kraju definiramo pojam filtracije modela u odnosu na skup for-
mula te iznosimo teorem o filtracijama.
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Definicija 1.2.1. Kripkeov okvir za osnovni modalni jezik je uredeni par § = (W, R) gdje
je W neprazni skup koji nazivamo nosac (domena), a R binarna relacija na skupu W koju
nazivamo relacija dostiZivosti. Elemente nosaca W nazivamo svjetovi. Za svjetove w,v €
W kaZemo da je svijet v dostiZiv iz svijeta w ako je (w,v) € R.

Umyjesto (w, v) € R pisat cemo wRyv te kazemo da je svijet v sljedbenik svijeta w.
Primjer 1.2.2. Navodimo primjere nekih Kripkeovih okvira te ih ilustriramo.

1. Neka je & = (W, R) Kripkeov okvir gdje je nosac W = {1,2,3,4,5, 6}, a relacija
R={(1,4),(1,2),(2,1),(2,5),(3,4),(3,6),(6,3),(6,5)}.

Na sljedecoj slici ilustriramo upravo definirani okvir.

@

2. Neka je § = (W,R) gdje je nosac W = Z i relacija R je definirana ovako: xRy ako i
samo ako je |x| = y.
Slijedi ilustracija navedenog okvira.

C

&
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U nastavku definiramo strukturu koja se naziva Kripkeov model. Nakon toga cemo
mod¢i definirati istinitost formule na nekom svijetu i na Kripkeovom modelu. Ve¢ sada
mozemo pretpostaviti da ¢e formule poput T i p — p biti istinite na svim svjetovima i
okvirima kao Sto su uvijek istinite u logici sudova bez obzira na interpretaciju. Kao Sto u
logici sudova istinitost formule ovisi o funkciji interpretacije, ovdje ¢e nam od vaznosti biti
funkcija zvana valuacija. No, za razliku od logike sudova, u modalnog logici ne moZemo
definirati istinitost formule iskljucivo putem funkcije ve¢ nam je bitan i Kripkeov okvir.

Definicija 1.2.3. Kripkeov model za osnovni modalni jezik je uredeni par M = (F, V) gdje
je & = (W,R) okvir za osnovni modalni jezik, a V: Prop — P(W) funkcija koju nazivamo
valuacija. KaZemo da je model M baziran na okviru .

U nastavku umjesto Kripkeov okvir i Kripkeov model piSemo samo kratko okvir, od-
nosno model. Zatim, umjesto M = (W, R), V) piSemo M = (W, R, V).

Primjer 1.2.4. Za primjere okvira iz 1.2.2, navodimo primjere modela baziranih na njima.

1. Neka je M = (W, R, V) model baziran na prvom okviru iz proslog primjera, a defini-
cija valuacije V je sljedeca:

o V(p)={1,4}

o V(g) = {6}

e V(r)=1{1,6,3},

e V(s) = 0 za preostale s € Prop

Tada model Mt ilustriramo na sljedeci nacin:

O
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2. Neka je § = (W,R) okvir kao u proslom primjeru, a M = (F,V) model, gdje je
valuacija V definirana ovako:
e V(p)={nlnelNj
e Vg ={nlneZ}

e V(r) =0, za preostale r € Prop

Na sljedecoj slici ilustriramo upravo definirani model.

p

@D

|
—

O <
%@ Qs g

@)=

Vidimo da valucija preslikava propozicionalnu varijablu u skup svih svjetova na kojima
je ta varijabla istinita. Iz toga se na oCekivan nacin definicija istinitosti na svijetu proSiruje
na proizvoljne formule. Slijedi formalna definicija istinitosti formule na svijetu.

Definicija 1.2.5. Neka je 9t = (W, R, V) model i neka je w € W svijet. Istinitost formule ¢
na svijetu w iz modela I, u oznaci M, w + ¢, definiramo rekurzivno na sljedeci nacin:

o N, w Ik p ako i samo akow € V(p), za svaki p € Prop

o M, wiw L

M, w - =@ ako i samo ako nije M, w I ¢

M, w Ik @ Vi ako i samo ako M, w I+ @ ili M, w -

M, w I+ O¢ ako i samo ako za svaki svijet v € W takav da vrijedi wRv vrijedi i
NM,v kg
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KaZemo da je formula ¢ istinita na modelu Mt ako je istinita na svakom svijetu modela .
Oznaka: M - ¢.

KaZemo da je formula ¢ ispunjiva na modelu I ako je istinita na nekom svijetu modela
M.

KaZemo da je formula ¢ oboriva na modelu I ako je njena negacija — ¢ ispunjiva na
modelu M. Oznaka: M ¥ ¢ .

Napomena 1.2.6. Ako vrijedi M,w + p za neku p € Prop, kaZemo da svijet w forsira
propozicionalnu varijablu p.

Iako smo modalni operator < definirali kao pokratu operatora O, radi boljeg razumije-
vanja i razvijanja snaznije intuicije slijedi formalna definicija.

Napomena 1.2.7. Iz ekvivalencija operatora <& i izraza ~O-, lako se pokaZe da vrijedi
sljedeca tvrdnja:

M, w - O @ ako i samo ako postoji svijet v e W takav da wRv i vrijedi M, v IF ¢.
Sada nam je jasnije zasto operatore O i & Citamo redom “nuzno” i moguce”. Uzmimo
model M = (W,R, V), svijet w € W 1 njegovog proizvoljnog sljedbenika v. Ako vrijedi
I, w - O, tada za sljedbenika v od w nuzno vrijedi M, v I ¢, a ako vrijedi M, w - O ¢
tada je moguce da vrijedi MM, v I ¢.

Definicija 1.2.8. Kazemo da je formula ¢ valjana na svijetu w u okviru § ako za svaku
valuaciju V vrijedi (3, V),w  ¢. Oznaka: &, w I+ .

KaZemo da je formula ¢ valjana na okviru § ako je valjana na svakom svijetu okvira §.
Oznaka: & v ¢

KaZemo da je formula ¢ valjana ako je valjana na svakom okviru.

KaZemo da je formula ¢ valjana na klasi okvira F ako je valjana na svakom okviru iz F.
Oznaka: F I+ .

Primjer 1.2.9. Prvo éemo dati primjer okvira te pokazati koje formule jesu i nisu va-
ljane na okviru. Zatim dajemo primjer modela baziranog na definiranom okviru te po-
kazujemo primjere formula koje jesu i nisu istinite na modelu, odnosno na svjetovima.
Neka je & = (W,R) okvir gdje je W = {1,2,3} i relacija dostiZivosti je zadana sa R =
(2,1),(3,2),2,2)).
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Osim tautologija, primijetimo da vrijedi i § v Op — OOp jer je ta formula valjana na
svakom svijetu bez obzira na valuaciju.

Medutim, formula Op — OOp nije valjana na okviru § jer za valuaciju V takvu da V(p) =
{2} vrijedi (¥,V),3 ¥ Op — OOp. ProSirimo definiciju valuacije V sa V(q) = {1,2} te
ilustrirajmo model M = (F, V).

p-q

Primijetimo da vrijede sljedece tvrdnje o istinitosti formula:
e I - Og — O0Oq
o Nk Oq
e M, 1 --OpADOp
e M. 2pAgASOpA—(Op)
e N, 3 I O0Oq

Napomena 1.2.10. Definicije ispunjivosti i valjanosti moZemo prosiriti i na skupove for-
mula.

Skup formula T istinit je na nekom svijetu w modela I ako je svaka formula iz T istinita
naw. Oznaka: M, w i+ T.

Skup formula U ispunjiv je na modelu I ako je istinit na nekom svijetu modela M.

Skup formula " valjan je na nekom okviru § ako je svaka formula iz I valjana na §. Oz-
naka: F +T.

Skup formula I valjan je na klasi okvira F ako je svaka formula iz 1" valjana na F. Oznaka:
FirT.

Primjer 1.2.11. Primijetimo da smo u prethodnom primjeru umjesto
N,2 1= p AgAOp A —(Op) mogli napisati M, 2 v {p, q, Op, ~(Op)}.
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Definicija 1.2.12. KaZemo da je skup formula I zatvoren na potformule ako za sve formule
©, Y vrijedi:

e agko—~pel,ondaycel,
e ako ¢V, onda ¢, €T,
e akooypel, ondaypel.

Navodimo dva primjera skupa formula, jedan koji je zatvoren na potformule i jedan
koji nije zatvoren na potformule.

Primjer 1.2.13. Skup formula {-0O(p A &q), ~—<Oq,0(p A 0q), p A Oq, p, g, q, =<Oq) je
zatvoren na potformule. Skup formula {—~T,—L1, L, p} nije zatvoren na potformule. Nedos-
taje formula T da bude zatvoren na potformule, iako je formula —L koja je ekvivalentna
Jormuli T element skupa formula.

Definicija 1.2.14. Neka je M = (W,R,V) model i neka je I skup formula zatvoren na
potformule.
Definiramo binarnu relaciju ~r na svim svjetovima w,v € W na sljedeci nacin:

w~r v & za svaku formulu ¢ € I vrijedi M, w + ¢ ako i samo ako M, v I+ ¢.

Lako se pokaZe da je relacija ~r relacija ekvivalencije. Klasu ekvivalencije svijeta w € W
oznacavamo sa [W]r.

Neka je Wr = {[w]r | w € W}, a preslikavanje Vi : Prop — P(Wr) takvo da za svaku
propozicionalnu varijablu p € I vrijedi:

Vr(p) = {wlr | w € V(p)}.

KaZemo da je neki model M = (Wr, R, V) filtracija modela Wi u odnosu na skup I ako za
relaciju R i sve svjetove w,v € W vrijede sljedeca svojstva:

(MIN): ako je wRv, onda je [w]R[V],

(MAX): ako je [WIR[V], onda za svaku formulu & ¢ € T koja zadovoljava M, v + ¢
vrijedi M, w - O .

Iskazujemo teorem o filtracijama. Dokaz se moze pronaci u [1] kao Filtration Theorem.

Teorem 1.2.15. Neka je T skup formula zatvoren na potformule te neka je model M =
(Wr, R, V) filtracija modela M = (W, R, V) u odnosu na skup T. Za svaku formulu ¢ € T i
svaki svijet w € W vrijedi:

M, w Ik ¢ ako i samo ako M, [w]r - ®.
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1.3 Normalne modalne logike

Sada imamo sve potrebne definicije koje nam omogucuju definiciju sistema modalne lo-
gike. Prvo definiramo pojam normalne modalne logike, zatim definiramo najmanju nor-
malnu modalnu logiku te dodavanjem aksioma definiramo i neke druge sisteme.

Definiramo i modalnu logiku KvB koja se bitno razlikuje od ostalih definiranih, ne samo
u nacinu definicije, ve¢ i u jednom zanimljivom svojstvu koji ¢emo obraditi u sljedeCem
poglavlju.

Definicija 1.3.1. Normalna modalna logika A je svaki skup formula koji sadrzi sve tauto-
logije, sve formule oblika O(¢ — ) — (O — OY) i O ¢ & —O- @ te je zatvoren na
pravila izvoda modus ponens, uniformnu supstituciju i generalizaciju.

Najmanju normalnu modalnu logiku oznacavamo sa K.
U sljedecoj definiciji uvodimo neka proSirenja sistema K.
Definicija 1.3.2. Redom uvodimo oznake za modalne formule:
(4) =op — oap
(T) =p—Op

(3) =OpAOGg—=> (P AV O(PAG) NV O(gAOp)

Sa K4 oznacavamo prosirenje logike K aksiomom (4).
Sa T oznacavamo prosirenje logike K aksiomom (T).
Sa S4 oznacavamo prosirenje logike K aksiomima (T) i (4).
Sa S4.3 oznacavamo prosirenje logike K aksiomima (T), (4) i (.3).
Definicija logike KvB nesto je sloZenija te zahtjeva da prethodno definiramo joS neko-
liko pojmova.

Definicija 1.3.3. Neka je A normalna modalna logika i § = (W, R) proizvoljan okvir. Okvir
& nazivamo A—okvir ako vrijedi & + A. Model baziran na A—okviru nazivamo A—model.
Ako je formula ¢ ispunjiva na nekom A—modelu, kaZemo da je formula ¢ jedna A—ispunjiva
formula.
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Definicija 1.3.4. Neka je § = (W, R) okvir s nosacem W i relacijom dostiZivosti R. KaZemo
da je (&, A) opci okvir ako je A neprazna familija podskupova od W zatvorena na:

1. konacne unije: ako je X,Y € A, onda X UY € A
2. komplemente: ako je X € A, ondaje W\ X € A
3. prasliku po relaciji R: ako je X € A, onda je {w € W | wRv, za nekiv € X} € A.

Skupove koji su elementi od A nazivamo dopustivima. Model nad opcim okvirom (F,A)
je trojka (§,A,V) gdje je V valuacija sa svojstvom da za svaku propozicionalnu varijablu
p vrijedi V(p) € A. Valuacije s ovim svojstvom isto tako zovu se dopustive za opci okvir

(&, A).

Napomena 1.3.5. Valjanost formule na opcéim okvirima i na modelima nad opcéim okvirima
definiramo analogno definiciji valjanosti na Kripkeovim okvirima i modelima.

Slika 1.1: Op¢i okvir J nad kojim je definirana logika KvB

Definicija 1.3.6. Neka je 3 = (J,R, A) opci okvir takav da redom imamo:
o J=NU{w,w+1},
e xRy :oy<x#w+lilix=w+1iy=uw,

e A={XCJ|Xkonacaniw ¢ X ili X kofinitan i w € X} je familija svih dopustivih
skupova.

Logiku koja se sastoji od svih formula valjanih na opéem okviru J oznacavamo KvB.

U sljede¢em poglavlju navest ¢emo neke primjere modalnih formula koje su valjane na
upravo definiranom opéem okviru.



Poglavlje 2

Metoda konacnih modela

U ovom poglavlju razmatramo metodu kona¢nih modela za dokazivanje odlucivosti modal-
nih logika. Definirat ¢emo svojstvo konacnih modela i pojam aksiomatizabilnosti, a zatim
¢emo navesti teoreme koji iskazuju korisnost uvedenih pojmova za dokazivanje odlucivosti
modalnih logika.

Zelimo istaknuti da u ovom poglavlju ne¢emo dokazivati niti jednu tvrdnju. Ovo po-
glavlje trebalo bi posluziti kao motivacija za sljedee poglavlje. Naime, u zadnjem pot-
poglavlju ovog poglavlja navest cemo neka ogranicenja metode konacnih modela za do-
kazivanje odlucivosti modalnih logika. To prirodno povla¢i da razmotrimo i neke druge
metode.

2.1 Svojstvo konacnih modela i svojstvo konac¢nih okvira

Ovo potpoglavlje zapocet ¢emo definicijama svojstva konacnih modela i svojstva konac¢nih
okvira. Zatim ¢emo definirati nekoliko pojmova vezanih uz izracunljivost. Definirane poj-
move ¢emo Koristiti u definiciji jakog svojstva konacnih modela. Potpoglavlje zavrSavamo
teoremom koji povezuje jako svojstvo konacnih modela s odlu€ivosti modalne logike.

Definicija 2.1.1. Za logiku A kaZemo da ima svojstvo konacnih modela (eng. finite model
property; kratko: fmp) ako postoji klasa modela M takva da M \« A i da za svaku ispunjivu
Jormulu postoji konacan model I € M na kojem je istinita.

Primjer 2.1.2. Sve logike koje smo definirali aksiomima imaju svojstvo konacnih modela.
Dokaz da logika K ima svojstvo konacnih modela moZe se pronaci u 5. poglavlju knjige
[8], dokaz za logiku K4 moZe se pronaci u [3] kao teorem 3.22, za logike T i S4 u [6]
redom kao leme 2.6.4 i 2.6.5, a za logiku S4.3 u [1] kao Bullov teorem.

12
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Definicija 2.1.3. Za logiku A kaZemo da ima svojstvo konacnih okvira (eng. finite frame
property) ako postoji klasa konacnih okvira F takva da vrijedi F v A\ i da je svaka formula
¢ & A oboriva na nekom okviru & € F.

Teorem 2.1.4. Modalna logika A ima svojstvo konacnih modela ako i samo ako ima svoj-
stvo konacnih okvira.

Dokaz prethodnog teorema moZe se pronaci u [1] kao teorem 3.28.

Sada slijedi nekoliko definicija pojmova koji ¢e nam biti od vaZnosti za definiranje
jakog svojstva konacnih modela. Vise o navedenim pojmovima mozete procitati u [9].

Turingov stroj matematicki je model koji opisuje rad apstraktnog stroja. Stroj se sastoji
od beskonacne trake na kojoj u svakom polju moZe biti zapisan neki simbol i od glave
stroja koja Cita i manipulira simbole na traci. Slijedi formalna definicija.

Definicija 2.1.5. Turingov stroj je uredena sedmorka (Q,X,U,1, 9, qo, F) gdje:

e ( je konacan skup stanja

X je konacan skup koji nazivamo ulazna abeceda

I' O X je radna abeceda s istaknutim znakom U € I'\Z koji, kada je napisan na traci,
oznacava prazno mjesto

0:(OQ\F)xT' » OxI'x{L,S, D} je funkcija prijelaza
e go € Q je pocetno stanje
e F C Q je skup zavrsnih stanja.

Turingov odlucitelj je Turingov stroj s dva zavrsna stanja: stanje prihvacéanja (oznaka:
q.) i stanje odbijanja (oznaka: q.), te sa svojstvom da svako izvrsavanje s ulaznim podat-
kom iz skupa X* stane u jednom od navedenih zavrsnih stanja. Zato za probleme za koje
postoji Turingov odlucitelj kazemo da su odlucivi.

Definicija 2.1.6. Neka je X abeceda. Za funkciju f : £* — X* kaZemo da je Turing-
izrac¢unljiva (ili kracée izracunljiva) ako postoji Turingov stroj koji je racuna. To znaci da
za svaki ulazni podatak w € £* Turingov stroj na traku ispise f(w).

Neka je A normalna modalna logika. Pojmovi A-dokaza i A-dokazive formule defini-
raju se standardno kao i u logici sudova. PiSemo +, ¢ ako je formula ¢ jedna A-dokaziva
formula. Budu¢i da definicija A-izvedive formule iz danog skupa formula nije sasvim ista
kao definicija tog pojma u klasi¢nim logikama (primjerice, logici sudova i logici prvog
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reda), ovdje je navodimo. Pojam A-izvedivosti treba nam kako bismo mogli definirati
pojam A-konzistetnog skupa.

Definicija 2.1.7. Neka je I skup formula, a ¢ proizvoljna formula. Neka je A normalna
modalna logika. KaZemo da je formula ¢ izvediva iz skupa 1" u logici A ili A-izvediva iz
skupa T ako vrijedi jedno od sljedeceg:

1. Fp ()
2. postoje formule Y\, ..., Y, € takve da vrijedi -n (W1 N -+ ANr,) = @.

U tom slucaju pisemo I k5 ¢. U suprotnom pisemo I ¥ ¢.

Za skup formula I kaZemo da je A-konzistentan ako vrijedi I ¥, L. Inace kaZemo da
Jje A—nekonzistentan.

Formula ¢ je A-konzistentna ako za skup {¢} vrijedi da je A-konzistentan.

Definicija 2.1.8. Neka je A normalna modalna logika, f : N — N neka funkcija i M
skup modela takav da svaki model sadrZi konacno mnogo svjetova i nepraznu relaciju
dostiZivosti te vrijedi A = Ay, gdje Ay oznacava skup svih formula koje su valjane na
svim modelima iz M.

KaZemo da logika A ima svojstvo konacnih modela reda f(n) u odnosu na skup M
ako je svaka N-konzistentna formula ¢ ispunjiva na nekom modelu iz M koji sadrZi najvise
f(¢l) svietova, gdje | ¢ | oznacava duljinu reprezentacije formule ¢ na Turingovom stroju.

Ako je funkcija f izracunljiva, tada kaZemo da logika A ima jako svojstvo konacnih
modela u odnosu na skup M.

Primijetimo da iz prethodne definicije slijedi da svaka modalna logika koja ima jako
svojstvo kona¢nih modela ima i ”obi¢no” svojstvo kona¢nih modela. Naime, A = Ay
povlaci M - A.

Primjer 2.1.9. Multiplikativni aditivni fragment intuicionisticke linearne logike primjer je
logike koja ima svojstvo konacnih modela, no nema jako svojstvo konacnih modela. (Vidi:

[2].)

Definicija 2.1.10. Turingov enumerator je jedna verzija Turingovog stroja koji je ”spojen
na printer” te koji nema zavrsna stanja. No, ima jedno istaknuto izlazno stanje q.. koje
sluzi za ,,ispis” sadrZaja trake kad god se stroj nade u tom stanju. Kako stroj nema zavrsno
stanje, ispis traje beskonacno, a prelazak na ispis iduce trake moZe se shvatiti kao prelazak
u novi red u beskonacno dugoj listi.

Definicija 2.1.11. Za skup kaZemo da je rekurzivan ako postoji Turingov odlucitelj koji za
dani ulazni podatak stane u stanju prihvacanja ako je taj ulazni podatak element skupa, a
u suprotnom stane u stanju odbijanja.
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Za neki skup kaZemo da je rekurzivno prebrojiv ako postoji Turingov enumerator koji
na traku ispisuje sve i samo elemente tog skupa.

Dokaz sljedeéeg teorema dan je u [1] (kao teorem 6.7).

Teorem 2.1.12. Neka je A normalna modalna logika i M rekurzivan skup modela. Ako
logika A ima jako svojstvo konacnih modela u odnosu na skup M, tada je logika A odluciva.

Prije nego $to iskazemo jo§ neke teoreme koji povezuju svojstvo konac¢nih modela i
odlucivost modalne logike, trebamo definirati pojam aksiomatizabilnosti. To ¢emo napra-
viti u sljedecem potpoglavlju.

2.2 Aksiomatizabilnost

Slijede definicije konacno aksiomatizabilne logike i aksiomatizabilne logike. Nakon defi-
nicija navodimo teoreme koji povezuju (konacnu) aksiomatizabilnost i svojstvo konacnih
modela s odlucivosti modalne logike.

U citavom ovom potpoglavlju neka je sa A oznacena proizvoljna normalna modalna
logika.

Definicija 2.2.1. Za skup formula I" kaZemo da je skup aksioma za logiku A ako je A
najmanja logika koja sadrZi T'.

Definicija 2.2.2. KaZemo da je logika A konacno aksiomatizabilna ako postoji konacan
skup aksioma za logiku A.

KaZemo da je logika A aksiomatizabilna ako postoji skup aksioma za A koji je rekur-
zivno prebrojiv skup.

Pogledajmo jo$ rezultata koji nam dokazuju korisnost svojstva kona¢nih modela za
dokazivanje odlucivosti modalnih logika. Sljedeca dva teorema su iskazana i dokazana u
[1] kao teoremi 6.151 6.13.

Teorem 2.2.3. Ako je A konacno aksiomatizabilna logika sa svojstvom konacnih modela,
onda je odluciva.

Teorem 2.2.4. Ako je A aksiomatizabilna logika koja ima svojstvo konacnih modela u
odnosu na rekurzivno prebrojiv skup modela M, onda je logika A jedna odluciva logika.
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2.3 Logika KvB nema svojstvo kona¢nih modela

U prethodnom potpoglavlju vidjeli smo da je svojstvo konacnih modela korisno za dokazi-
vanje odlucivosti modalnih logika. No, postavlja se pitanje Sto je s logikama koje nemaju
svojstvo konacnih modela, ali su odlucive. Jedna takva je logika KvB. U nastavku slijedi
dokaz da logika KvB nema svojstvo konacnih modela, a u sljede¢em poglavlju ¢emo nekim
drugim metodama dokazati da je logika KvB odluciva.

U propozicijama koje slijede koristimo op¢i okvir J koji je definiran u definiciji 1.3.6
u prethodnom poglavlju.

Propozicija 2.3.1. Formula 00T — 0(@O(0p — p) — p) je valjana na opéem okviru 3.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji dopustiva valuacija V i svijet w € J takvi da
wi- OOT, aliw ¥ O(@(@p — p) — p). Iz potonjeg slijedi da postoji svijet v € J takav
dajewRviv ¥ Oo@p — p) — p,odnosno v I O(Op — p)iv ¥ p. Promotrimo sada
moguénosti za svjetove wiv.

Primijetimo prvo da svijet v ne moZe biti w + 1 buduéi da po definiciji relacije R ne
postoji svijet w takav da vrijedi wR(w + 1).

Pretpostavimo sada daje w = w + 1. Tada je v = w te 1z v ¥ p 1 dopustivosti valuacije
slijedi da je V(p) konacCan (jer ne sadrZzi svijet w). Stoga je skup w \ V(p) neprazan te kao
podskup od w koji je dobro ureden, ima najmanji element m. Zbog w I+ O(Op — p) i
wRm vrijedi m = Op — p, ali kako je m € w \ V(p), znamo da vrijedi m ¥ p. Kako je
m najmanji element skupa w \ V(p), svaki svijet n < m (Sto je po definiciji relacije R iz
1.3.6 ekvivalentno mRn) zadovoljava n I+ p. Stoga vrijedi m I+ Op. Medutim, ovo zajedno
s m ¥ p je u kontradikciji s m  Op — p. Dakle, svijet w ne moZe biti w + 1.

Primijetimo da ne moZe vrijediti w = O jer ne postoji svijet v € J takav da je ORv. 1z
toga slijedi da je w = w ili neki element iz w razli¢it od 0. U oba slucaja imamo wRO.
Iz ¢injenice w I+ OO T bi trebalo vrijediti O = T, ali 0 nema sljedbenika, pa je ovo isto
kontradikcija. Kako smo u oba slucaja dosli do kontradikcije, pocetna je pretpostavka bila
pogresna. O

Propozicija 2.3.2. Na svakom okviru na kojem je valjana 0T — O(O(@p — p) — p),
valjana je i formula 0OT — OL.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji okvir § = (WR) tako da imamo & - OO T —
o@@p — p) = p)i§ ¥ OOT — OL. Iz potonjeg slijedi da postoji svijet @ € W takav
da @ ¥ OOT — OL (primijetimo da je ta formula neovisna o valuaciji), to jest @ I+ OOT
ia I+ -OL. Iz prvo navedenog i poCetne pretpostavke slijedi @ I+ O(O(Op — p) — p).
Cinjenica & + —OL ekvivalentna je & - ==& L. Nakon §to pokratimo dvostruku negaciju
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1 =L dobijemo a I ©T. To povlaci da postoji svijet S € W tako da vrijedi aRB. Sada iz
a - O(@(@p — p) — p)iaRB imamo da vrijedi sljedece:

BIro@p—p)—p (%)

Po definiciji valjanosti formule na okviru, poCetne pretpostavke trebaju biti valjane na
svim modelima koji sadrze okvir § neovisno o valuaciji. Uzmimo valuaciju V za koju
vrijedi V(p) = {y : BRy}\{B}. Tada za svaki svijet y koji je dostiziv iz 8 vrijedi v I p, a
onda ocito vrijedi i y  Op — p. Stoga vrijedi S I O(Op — p). Bududi da po definiciji
valuacije vrijedi 8 ¥ p tada imamo 8 ¥ O(Op — p) — p, §to je kontradikcija s dokaznom
¢injenicom (). |

Propozicija 2.3.3. Formula 00T — OL nije valjana na opéem okviru J.

Dokaz. Primijetimo da zbog wRO0 vrijedi w F O T. Iz svijeta (w + 1) dostiZiv je samo svijet
w. Tada vrijedi (w + 1) F OCT. Zbog (w + 1)Rw vrijedi (w + 1) ¥ OL te zato formula
OO T — Ol nije valjana na opem okviru J. O

Definicija 2.3.4. Modalna logika A je potpuna u odnosu na okvire ako postoji klasa ok-
vira F takva da je A = Ay, gdje Ay oznacava skup svih formula koje su valjane na svim
okvirima u klasi F.

Dajemo primjere logika koje su potpune u odnosu na okvire.

Primjer 2.3.5. Logika K potpuna je u odnosu na klasu svih okvira, K4 u odnosu na klasu
tranzitivnih okvira, a S4 u odnosu na klasu okvira koji su tranzitivni i refleksivni.
Dokazi se mogu pronaci u [1] (kao dokazi teorema 4.23, 4.27, 4.29.)

Teorem 2.3.6. Logika KvB nije potpuna u odnosu na okvire.

Dokaz. Kada bi postojala klasa okvira F iz definicije 2.3.4, onda bi po definiciji 1.3.6 1
propoziciji 2.3.1 na svakom od okvira § € F bila valjana formula 00T — O(O(Op —
p) — p). Tada iz propozicije 2.3.2 slijedi da je na okviru & valjana i formula 00T — OL.
Medutim, sada bi iz definicija 2.3.4 i 1.3.6 slijedilo da je formula OO T — O.L valjana na
op¢em okviru J, Sto je u kontradikciji s propozicijom 2.3.3. O

Napomena 2.3.7. Modalna logika KvB nema svojstvo konacnih modela.

Dokaz. Zbog teorema 2.1.4 dovoljno je dokazati da logika KvB nema svojstvo konacnih
okvira. U tu svrhu pretpostavimo da ima, te neka je F klasa konacnih okvira iz defini-
cije 2.1.3. Tada iz Cinjenice da je svaka formula modalne logike KvB valjana na okviru F
slijedi KvB C Ly, a iz uvjeta da nijedna formula ¢ ¢ KvB nije valjana na cijeloj klasi F
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dobivamo da vrijedi KvB“ C L. Ovo posljednje povlaci Ly C KvB. Koristeci i prije doka-
zanu obratnu inkluziju, dobivamo KvB = Ly, Sto je u kontradikciji s prethodnim teoremom
2.3.6. |



Poglavlje 3

Metode interpretacije i kvazimodela

U proslom poglavlju uvjerili smo se u korisnost svojstva kona¢nih modela za dokazivanje
odlucivosti modalnih logika. Na primjeru logike KvB vidjeli smo i da sve modalne logike
ne posjeduju to svojstvo. Prirodno se postavlja pitanje odlucivosti takvih logika.

U ovom poglavlju dokazat ¢emo da je logika KvB odlu¢iva pomocu dvije razliCite
metode: metode interpretacije 1 metode kvazimodela. Iako je u ovom poglavlju naglasak
na dokazivanju odlucivosti logike KvB, metode koje ¢emo obraditi primjenjive su i na
druge logike koje nemaju svojstvo kona¢nih modela.

Poglavlje zapo¢injemo razmatranjem metode interpretacije. To je metoda za dokaziva-
nje odlucivosti problema u kojoj u¢inkovito svodimo jedan problem na drugi problem koji
je ve¢ dokazano odluciv. Buduci da postoji puno odlucivih problema cilj nam je pronaci
problem, ili klasu problema, na koje se problem odlucivosti modalnih logika moze pri-
rodno svesti. Stovise, Zeljeli bismo da svodenje bude §to opéenitije: da je primjenjivo na
veliki broj problema modalne ispunjivosti i da postupak svodenja bude uniforman. Prik-
ladna grupa problema je problem odlucivosti monadske logike drugog reda SnS koja je
definirana na beskonac¢no dubokim stablima gdje svaki ¢vor ima n sljedbenika.

Prvo ¢emo formalno definirati SnS, zatim ¢emo dati skicu dokaza Rabinovog teorema
koji dokazuje da je SnS odluciva, a zatim obradujemo metodu kvazimodela. Za veci dio
ovog poglavlja koristili smo seminar [5].

3.1 Teorije SnS

Prvo definiramo monadsku teoriju drugog reda funkcija n sljedbenika, to jest teoriju koju
oznacavamo sa SnS. Razumijevanje definicije bitno je za sljedece potpoglavlje u kojem
dokazujemo Rabinov teorem koji ¢emo koristiti u dokazu odlucivosti logike KvB.

19
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Definicija 3.1.1. Za alfabet A sa A* oznacavamo skup svih konacnih rijeci generiranih
tim alfabetom. Definiramo sljedece pojmove:

1. Parcijalan uredaj < na A*: x <y akoy = xz za neki z € A*. Ako vrijedi x <y i
X # y tada pisemo x < y.

2. Pretpostavimo da je A totalno ureden nekom relacijom < 4. Tada definiramo leksi-
kografski uredaj < na A* kao x <y :© x < yilije x = zau iy = zbv, gdje je
a<q b.

3. Za svaki a € A definiramo funkciju a-tog sljedbenika r, : A* — A" kao r,(x) = xa.

Definicija 3.1.2. Neka je n prirodan broj ilin = w, i neka je T, := {i € w|i < n}*. Defini-
ramo strukturu N, = (T,, ri, <, <)i<n, gdje za leksikografski uredaj < koristimo standardni
uredaj prirodnih brojeva. W,, nazivamo strukturom funkcija n sljedbenika.

Monadska teorija drugog reda funkcija n sljedbenika, u oznaci SnS, je teorija dru-
gog reda u kojoj postoje samo jednomjesni predikati drugog reda, to jest samo pripadnost
skupu, i koristi signaturu koja odgovara strukturi W, (dakle, funkcijske simbole i-tog sljed-
benika r; te relacijske simbole uredaja).

Primjer 3.1.3. Neka je n = 17. Tada je T, skup svih rijeci oblika aya,a,...a,, gdje su
a; € {0,1,2,...,16}, i < m. Primijetimo da ne moZemo razlikovati rijec poput ayaa,az =
3516 gdje su ayp = 3, ay = 5, a, = 1 ias = 6 od rijeci apaja, = 3516 gdje je a, = 16.
Taj problem rjesiv je stavljanjem tocaka iznad prve i zadnje znamenke viseznamenkastih
elemenata skupa T,. Tada je rije¢ apa,as jednaka 3516.

Primjer 3.1.4. Neka je
e n=0. Tada je Nty = (0, <, ).

e n=1. Tada je %, = (Ty, ry, <,<). Vidimo da je Ty = {&, 0, 00, 000, 0000, ...} gdje je €
oznaka za praznu rijec¢. Funkcija ry : To — T, preslika jedan ¢vor u drugi ¢vor koji
ima tocno jednu nulu vise. Struktura I, beskonacno je stablo s korijenom & u kojem
svaki ¢vor x € Ty ima toc¢no jedno dijete ry(x).

e n = 2. Tada je struktura M, = ({0, 1}*, ro, 12, <, <) beskonacno binarno stablo. Prve
Cetiri razine beskonacnog binarnog stabla prikazane su na slici 3.1. Beskonacno
binarno stablo ¢emo formalno definirati u definiciji 3.2.2 sljedeceg potpoglavlja.

e n = 3. Tada je struktura 95 = ({0, 1,2}, ro, 11, 12, <, <) beskonacno stablo u kojem
svaki ¢vor ima tocno tri djeteta. Uzmimo ¢vor 12 € T,. Prvo, drugo i trece dijete
¢vora 12 redom su ¢vorovi ro(12) = 120, r1(12) = 121 i r,(12) = 122. Primijetimo
da za svaki ¢vor x € T, i njegovo dijete y € T, vrijedi x <y i x < y.
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3.2 Rabinov teorem

Ovo potpoglavlje sadrzi redom definicije sljedeéih pojmova: stablo, beskonac¢no binarno
stablo, tablica, automat oznaCen alfabetom te pojma izvrSavanja. Sve te definicije Ce biti
potrebne u dokazu Rabinovog teorema. Nakon $to dokazemo jednu instancu Rabinovog
teorema, dokazat ¢emo da je logika KvB odluciva.

Teorem 3.2.1 (Rabin). Za bilo koji prirodan broj n ili za n = w, SnS je odluciva.

Dokaz Rabinovog teorema moze se pronaci u [7]. Mi ovdje dajemo skicu dokaza Ra-
binovog teorema za slucaj n = 2, odnosno za problem $25. Osim S$to nam je ovaj slucaj
jedini nuZan za dokaz odlucivosti logike KvB, ostali sluCajevi za n € w dokazuju se sasvim
analogno ovom, jedino je problem S wS nesto zahtjevniji. Za ovaj dokaz potrebno je uvesti
pojam automata na beskona¢nim binarnim stablima, a za to je prvo potrebno definirati
beskonacna binarna stabla.

0/8\1
00/ \01 10/ \1

1
/N /N /N /N
000 001 010 011 100 101 110 111

Slika 3.1: Prve Cetiri razine beskona¢nog binarnog stabla

Definicija 3.2.2. Neka su ro,r; : {0, 1} — {0, 1}* redom funkcije 0-tog i 1-tog sljedbenika.
Beskonacno binarno stablo je uredeni par (T,R), pri cemu je T := {0,1}" skup svih
konacnih nizova (rijeci) nula i jedinica, a R C T X T relacija takva da za svaki x € T
vrijedi xRro(x) i xRry(x). Elemente skupa T zovemo ¢vorovima stabla. Za svaki x € T,
cvorove ry(x) i ri(x) nazivamo djecom ¢vora x, a ¢vor x roditeljem ¢vorova ry(x) i ri(x).
Praznu rije¢ € zovemo korijenom stabla T.

Za svaki ¢vor x € T, podstablo u ¢voru x je stablo T, :={y € T | x <y}, gdje je uredaj
kao u definiciji 3.1.1. Samo stablo T je isto podstablo oblika T,, stoga poistovjecujemo ta
dva zapisa. Put u stablu T je skup m C T, koji sadrZi korijen x, za svaki y € r vrijedi tocno
jedno od ro(y) € mili r\(y) € m te ako y # x, onda je i roditelj od y u m.

Navodimo nekoliko primjera definiranih pojmova.
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Primjer 3.2.3. Pogledajmo sliku 3.1. Cvorovi 0 i 1 djeca su korijena €, dok je korijen &
roditelj djece 0 i 1. Takoder, cvorovi 010 i 011 imaju istog roditelja: ¢vor 01. KaZemo da
su 010011 djeca ¢vora 01.

Skupovi my = {e, 1,11,111,...} i my = {&,1,10,101,1010...} primjeri su puteva u be-
skonacnom binarnom stablu. Navedeni putevi imaju logicki slijed Sto, naravno, nije uvjet.

Primjer 3.2.4. Na sljedecoj slici ilustriramo prve Cetiri razine podstabla u ¢voru 011.

011

0110 0111

01100 01101 01110 01111

/N /N /N /N
011000 011001 011010 011011 011100 011101 011110 011111

Slika 3.2: Prve Cetiri razine podstabla u ¢voru 011

Neka je ry : To11 — To11 funkcija 0-tog sljedbenika, skup my = {011} i za svakin € N
definiramo skup m,, = {ro(x) | x € m,}. Tada je m = | ),y 7, put u podstablu T,.

Propozicija 3.2.5. Neka je T, stablo, © neki u stablu T, i x, y € n. Tada vrijedi x <y ili
y< X

Dokaz. Pretpostavimo da ne vrijedi x < y niti y < x. Znamo da su ¢vorovi x i y oblika
X =a1a...a,1y = b\b,...b, zaneke ay, ...,a,, by, ...b,, € {0, 1}. Za svaki ¢vor puta vrijedi
da je i roditelj tog ¢vora u putu. Slijedi da za svaki i < n1svaki j < m vrijedi a;...a; € 7
1 by..b; € m. 1z poCetne pretpostavke slijedi da postoji k < min{n,m} takav da a; # by.
Oznacimo najmanji takav sa l. Akoje /= 1,ondasu0, 1 € 7 §to je u kontradikcijom s time
davrijediili ro(e) € milir|(e) € . Akojel > 1,ondaay...a;_; = by...b._;. Cinjenice a; # by
1ay...a;,by...b; € m zajedno s prethodnom tvrdnjom povlace a;...a;-10,a;...a;-11 € m. No, to
je u kontradikciji s ¢injenicom da vrijedi ili ro(a;a;...a;-1) € mili ri(aya;...a;-1) € 7. O

Definicija 3.2.6. Za proizvoljnu funkciju f : A — B oznacimo s In(f) skup
In(f) :={b € B| card(f'(B)) > R}.
Elemente ovog skupa nazovimo gomilista ili akumulacijske tocke funkcije f.

U idu¢im definicijama podrazumijevamo da je zadan konacan skup Z koji zovemo al-
fabet.
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Definicija 3.2.7. Neka je T, stablo s korijenom x. X-oznaceno stablo (ili krace X-stablo)
je uredeni par (v, T,), gdje je v : T, — X. Preslikavanje v nazivamo valuacijom stabla.
X-podstablo u x nekog X-stabla (v, T) je uredeni par (v|r_, T,). Umjesto toga krace pisemo
v, Ty).

Primjer 3.2.8. Neka je alfabet ¥ = {ay, a1}, stablo Ty, iz primjera 3.2.3, ry funkcija 0-tog
sljedbenika i valuacija v definirana na sljedeci nacin:

g, ako x = ry(y) za nekiy € Ty,
v(x) = .
a1, inace.

Tada je (v, To11) jedno X- stablo. Ilustriramo X- stablo (v, To11) na sljedecoj slici.

@
011
0110 0111
Qo / \ aq (o7} / \ aq
01100 01101 01110 01111

I N . AN I VAN
011000 011001 011010 011011 011100 011101 O11110 O11111

Slika 3.3: Prve Cetiri razine Z-stabla (v, T¢1)

Ako je zadano stablo T 1 neki njegov ¢vor x, onda skup svih X-stabala (v, T',) oznaca-
vamo s V=, Primijetimo da je drugi ¢lan uredenog para (v, T,) konstantan, tako da ustvari
nabrajamo samo po svim moguéim funkcijama v. Uvedimo i oznaku V* := |,y V=.

Definicija 3.2.9. Tablica nad Z-stablima (ili krace X-tablica) je ureden par W = (S, M),
gdje je S konacan skup cije elemente zovemo stanja, a M : S XX — P(S X §) je (nedeter-
ministicka) funkcija prijelaza.

Konacni automat nad X-stablima (X-automat) je uredena cetvorka W = (S, M, S, F),
gdje su S i M isto definirani kao u definiciji Z-tablice, S C S je skup pocetnih stanja i
F C P(S) je skup oznacenih podskupova od S .

Primjer 3.2.10. Razlog naziva Z-tablica leZi u tome sto je stvarno moZemo prikazati kao
tablicu. Primjerice, -tablicu W = (S, M) gdje su £ = {ag, a1}, S = (80, 51, 52), a M je
definirana kao M(a;, s;) = {(sr, s¢) 1 i < k < j} moZemo prikazati na sljedeci nacin:
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2\S So S1 $2
Qo {(s0, 50)} | {(s0, 50), (51, 51)} | {(s0, 50), (51, 51), (52, 52)}
ai 0 {(s1,51)} {(s1,51), (52, 52)}

Neka je S = {so, 51} skup pocetnih stanja i F = {{so}, {s0, $2}} skup oznacenih podsku-
pova podskupova od S. Tada je N = (S, M, Sy, F) primjer jednog X-automata.

Definicija 3.2.11. Neka je t = (v, T,) neko X-stablo te W = (S, M) neka Z-tablica. Izvrsa-
vanje X-tablice W na Z-stablu t je preslikavanje r : T, — S gdje za svaki y € T, vrijedi
(r(0), r(y1)) € M(r(y),v(y)). Na isti nacin definiramo izvrsavanje automata N na stablu.
Skup svih takvih izvrsavanja oznacavamo s Rn(2, t).

Prije nego Sto ¢emo navesti daljnje definicije vazno je razviti intuiciju oko X-automata
i njihovih izvrSavanja na stablima. Kao prvo, rije¢ “konacni” u nazivu automata ne znaci
da izvrSavanje traje kona¢no mnogo koraka, kao Sto je sluc¢aj kod automata na rije¢ima
nekog jezika. Isto kao 1 kod automata nad rijeCima, naziv “konacni” odnosi se na to da
ima samo kona¢no mnogo stanja. StoviSe, svako izvr§avanje automata na stablima trajat
¢e beskonacno.

Stroj krece od korijena oznacenog stabla te u svakom koraku na temelju stanja i oznake
u trenutnom ¢voru nedeterministi¢ki ’bira” dozvoljena stanja za djecu tog ¢vora na temelju
funkcije prijelaza M. VaZno je uociti da svaki ¢vor ima svoju oznaku i svoje stanje. Dakle,
u n-tom koraku istovremeno se nalazimo u 2"~! stanja, ovisno o &voru koji promatramo na
n-toj razini stabla. Takoder, stanja ¢vorova x0 1 x1 ovise isklju¢ivo o oznaci 1 stanju ¢vora
X.

Slijedi konkretan primjer jednog izvrSavanja.

Primjer 3.2.12. Neka je skup ¥ = {ay, a;} alfabet, t = (v, T¢11) Z-stablo iz primjera 3.2.8
i W = (S, M) Z-tablica iz primjera 3.2.10. Definiramo preslikavanje r : To;; — S na
sljedeci nacin:

r(x) = s za svaki ¢vor x € Ty, .
Preslikavanje r jedno je izvrsavanje X-tablice W na X-stablu t.
Definicija 3.2.13. KaZemo da automat N = (S, M, S, F) prihvaca Z-stablot = (v, T),)

ako postoji izvrsavanje r € Rn(U,t) takvo da je r(x) € S i za svaki put m C T, vrijedi
In(rl;) € F. Uvedimo oznaku

TA) :={(v,T,) | xe T, Aprihvaca (v, T,)}.

KaZemo da je skup A C V* definabilan ako postoji automat U takav da je A = T (N).
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ProSirimo sada intuiciju o kona¢nim automatima iz prethodnih razmatranja. Da bi auto-
mat prihvacao neko stablo, odnosno da bi neko izvrSavanje bilo ”ispravno”, mora zapoceti
nekim od pocetnih stanja u korijenu. Medutim, kako se stroj nikad ne zaustavlja, situacija
sa zavr$nim stanjima je dosta neobi¢no definirana. Naime, umjesto zavrs$nih stanja imamo
oznacene skupove stanja, te kretanjem od korijena prema dolje, neovisno o odabiru puta,
skup onih stanja koja posjetimo beskona¢no mnogo puta mora biti oznacen skup.

Napomena 3.2.14. Za skup A C V* kaZemo da je invarijantan ako za svako X-stablo
t = v,T)isvaki x € T vrijedi da jet € A ako i samo ako je (V',T,) € A, gdje je
V'(xy) :=v(y),y € T. Drugim rijec¢ima, invarijantne skupove stabala "ne zanima” koji je
koji ¢vor, sto je korijen i slicno, nego samo relativni raspored ¢vorova i njihove oznake.
Dakle, ako bismo oznake citavog stabla "translatirali” od korijena prema nekom ¢voru
x tako da odnos roditelja i djece ostane ocuvan, onda bi podstablo s korijenom u x bilo
“ekvivalentno” originalnom stablu.

Primijetimo da familija svih invarijantnih podskupova od V* &ini Booleovu algebru, to
Jjest zatvorena je na uniju, presjek i komplement. S obzirom na to da pitanje prihvacanja
oznacenih stabala kod automata ovisi iskljucivo o oznakama tog stabla, za svaki automat
A skup T(N) je invarijantan. Dakle, da bismo za neki drugi invarijantan skup A dokazali
da je definabilan, dovoljno je konstruirati automat N takav da je (v, T) € T(N) ako i samo
ako je (v, T) € A, to jest dovoljno je promatrati samo cijelo stablo T jer nas ne zanima koja
podstabla prihvaca .

Sada, koristeci ove zakljucke moZemo dokazati sljedeca dva rezultata.

Lema 3.2.15. Za svaki definabilan skup A postoji automat W = (S, M, {so}, F) takav da je
T = A.

Dokaz. 7Zbog definabilnosti skupa A postoji automat A = (§',M’,S(, F’) takav da je
T(A') = A. Neka su sy, 52,..., 5t € §( sva poCetna stanja automata kojima zapocinju
izvriavanja koja prepoznaju stabla iz A. Sada definiramo U := (S := (S")%, M, {sy :=
(81, - 1)}, F), gdje je

k
M((q1, -q0,@) =M (@r @), qi,qeeS @ el
i=1

te vrijedi da je {(gy, ..., gp)s .- (¢}, .., q})} € F ako i samo ako postoje stanja g; ,q; , ..., q]
takva da je {ql.ll, qu, -~ q;} € F'. Buduci da je M nedeterministicna funkcija, izvrSavanja
automata U su zapravo sva izvrSavanja automata A’ po bilo kojoj od k komponenti. Iz
definicija stanja s¢ i skupa F slijedi da automat 2 prihvaca ona stabla koja prihvac¢a automat
A’ u bilo kojem od svih mogudih izvrSavanja s po¢etkom u nekom od k pocetnih stanja. Iz
toga vidimo da vrijedi T(A) = T(A") = A. O
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S obzirom na rezultat prethodne leme, od sada pa nadalje za konacne automate ¢emo
koristiti 1 oznaku (S, M, s¢, F)) umjesto (S, M, {so}, F) kad je rije¢ o automatu sa samo jed-
nim pocetnim stanjem.

Teorem 3.2.16. Ako su skupovi A i B definabilni, onda su i skupovi AUB i AN B definabilni.

Dokaz. Neka su dani skupovi A = T(A) i B = T(B), za neke konacne automate A =
(S, M,s0,F)1%B = (§',M’, s, F'). Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da je
skup S NS’ = 0, inace gledamo kona¢ne automate sa skupovima stanja S x {0} 1 S" x {1}.
Sada je jasno da automat

AUB:=ES US' . MUM ({sy,sy}, FUF)
prepoznaje upravo skup A U B. Uz iste oznake definiramo 1 automat
Ax B := (S xS, M,(s0,50), F :={G S xS"| pi(G) € F, px(G) € F'}),

gdje je M((s,s), @) := M(s,a@) x M'(s', @), te p1 1 py koordinatne projekcije (x,y) — x i
(x,y) — y, redom. UoCavamo da automat 2 X B prepoznaje skup A N B. |

Definicija 3.2.17. Neka je t = (v, T) neko X, X X,-oznaceno stablo te p, projekcija (x,y) —
x. Definiramo projekciju oznacenog stabla kao p,(t) := (p1(v), T) € V*. Projekciju skupa
stabala definiramo po elementima, odnosno pi(A) := {p,(t) | t € A}, A € V=*%,

Neka je skup B C V*' i ¥, neki alfabet. Najveéi skup A C V**2 takav da je p;(A) = B
nazivamo X,-cilindrifikacija skupa B.

Ako su ¢vorovi stabla oznaceni uredenim parovima koji su elementi skupa X; X Z,,
onda projekciju p; oznacenog stabla dobivamo tako Sto umjesto uredenih parova proma-
tramo samo prve ¢lanove uredenih parova kao oznake ¢vorova. Sli¢no vrijedi i za skupove
oznacenih stabala.

S druge strane, ako imamo skup stabala B ¢iji su ¢vorovi oznaceni znakovima iz nekog
alfabeta Z,, onda njegovu X,-cilindrifikaciju dobivamo tako da umjesto znakova iz Z; kao
oznake promatramo uredene parove iz X; XX,. X,-cilindrifikacija je tada skup svih moguéih
uredenih parova gdje su prvi ¢lanovi parova iz skupa A.

Razlog naziva cilindrifikacija geometrijske je prirode. Ako imamo neki skup tocaka
u ravnini (npr. krivulja) B € R?, onda je cilindar nad skupom B upravo najveéi skup
A C R3 takav da je pi12(A) = B, gdje je pi, koordinatna projekcija (x,y,z) — (x,y). U
ovom slucaju taj skup moZzemo definirati jednostavnije kao A := B X R, ali ovaj pristup
nije primjenjiv u definiciji 3.2.17 jer je tamo p;(A) “dodefinirana” na elementima skupa A,
dakle B x V*2 ima drugo znadenje.
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Teorem 3.2.18. Ako je skup A C V**2 definabilan, onda je i skup p,(A) C V*' definabilan.
Obratno, ako je skup B C V*' definabilan, onda je njegova X,-cilindrifikacija C C V*>*
definabilna.

Dokaz. Neka su dani skupovi A = T(U) i B = T(B), za neke konacne automate
A=(S,M,s50,F)iB=(S',M, s, F’). Sada je jasno da za automat

QIg = (S’Ml’ 50, F)»

gdje je Mi(s,a) = U M(s, (a,B)), vrijedi T'(U,) = pi(A), a za automat
Bexy

B, = (S, M}, sy, F'),
gdje je M (s, (@, B)) = M'(s, @), vrijedi T(B,) = C. -
Sljedecu definiciju uvodimo radi opisivanja komplementa definabilnih skupova.

Definicija 3.2.19. Neka je Q = ((L;, U;))1<i<x niz uredenih parova skupova stanja, T neko
stablo i S skup stanja. Za preslikavanje ¢ : T, — S kaZemo da je tipa Q (oznaka: ¢ € [Q])
ako postoji i,1 < i <k, takav da In(¢p) N L; = 0 i In(¢p) N U; # 0.
Ako je ¢ tipa Qi za neki j,1 < j <k, vrijedi ¢(T,) N L; = 0, kaZemo da je ¢ tipa Q-prazno
(oznaka: ¢ € [Q, e]).

Neka je N = (S, M) Z-tablicai s € S neko stanje. KaZemo da N dualno prihvaéa
Y-stablo (v, T,) (oznaka: (v,T,) € DU, Q, 5)) ako za svaki r € Rn(U, (v, T,)) za koji vrijedi
r(x) = s postoji put 1 C T, takav da r|, € [Q].

Sljedece dvije leme su krucijalne za dokaz Rabinovog teorema, no ne¢emo ih dokazi-
vati. Dokazi se mogu pronaci u [7].

Lema 3.2.20. Za svaki Z-automat N postoji Z-tablica W' = (S, M), niz Q i stanje s € S
takvi da
(v, T) € VE\ T(N) ako i samo ako (v, T) € DA, Q, s).

Lema 3.2.21. Neka je N = (S, M) X-tablica, s € S stanje, D) = 2 X P(S) produkt alfabeta i
partitivnog skupa stanja, Q = ((L;, U;))1<i<x niz i A skup svih Z-stabla takav da

t=WT,) € A ako i samo ako
Vrlr € Rn(U, py())Ar(x) =5 — In(r € ToArl; € [Q, e])VAV(y € T AV(Y) = (@, @)Ar(Y) € g)].

Tada postoji tablica B = (S¥, M®), stanje s® i niz Q® = (L?, U?))1<i<k, gdje je LY = 0
takvi da vrijedi A = D(B, Q% s°).
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Lema 3.2.22. Neka je U = (S, M) Z-tablica, sy € S stanje,
Q = ((Li, U))i<i<k | Q-1 = ((Li, Uy))1<i<k—1 nizovi uredenih parova skupova stanja. Ako za
Y-stablo t = (v, T) vrijedi t € DU, Q, sy), onda postoji skup H C (T \{€}) X Uy takav da:

Vrlr € Rn(U, 1) A r(e) = so = [Va(rlx  [-1]) — Ax((x, r(x)) € H)]].

PokusSat ¢emo dati neku ideju dokaza prethodne leme. Uzmimo proizvoljno stablo
t = (v,T) takvo da t € DU, Q, sy) za neki automat A, niz Q i stanje so. Ako za neko
izvrSavanje r € Rn(2,t), koje zadovoljava r(e) = s, vrijedi da za svaki put 7 r|, nije tipa
1, tada iz Cinjenice t = (v, T) € DA, Q, s5¢) zakljuCujemo da postoji put my takav da
vrijedi In(r|,,) N Ly = 01 In(rly) N Ux # 0. 1z In(r|,,) N Uy # 0 zakljuCujemo da postoji
¢vor x takav da r(x) = s € U;. Skup H e sadrzavati takve parove (x, s).

Primijetimo da formulu iz iskaza prethodne leme moZemo napisati i u obliku:

Yrir € Rn(U, 1)) Ar(e) = s — An(r|; € [Qu—1]) VvV Ax(r(x) € H)].

Naredna lema vazna je za dokaz Rabinovog teorema. Dokaz leme izostavljamo, a moze
se pronadi u [7].

Lema 3.2.23. Neka je A = (S, M) Z-tablica, sy € S stanje te T stablo. Ako postoji skup
Hy C T XS takav da za svako izvrsavanje r € Rn(U, T), takvo da r(g) = sy, postoji ¢vor
x € T takav da vrijedi (x, r(x)) € Hy, onda postoji konacan skup H, C Hy s istim svojstvom.

Idu¢i teorem ima sloZeniji dokaz koji se moZe pronaci u trecem poglavlju [7] kao 3.11.

Teorem 3.2.24. Komplement V* \ T() definabilnog skupa je definabilan.

Sljedeci teorem nuZan je za dokaz Rabinovo teorema. No, prije nego Sto prijedemo na
teorem, bitno je uvesti joS par definicija pojmova koje ¢emo koristiti u dokazu teorema.

Definicija 3.2.25. Neka je W = (S, M) X-tablica, te S” C S. Definiramo ogranicenje
tablice W na S’ kao N|s. = (S, M’), gdje je M'(a, s) = M(a,s) N Z X S".

Primijetimo da su izvrSavanja r tablice Uls, na stablu 7', upravo ona izvrSavanja tablice
A za koja vrijedi r(y) € S’ za svaki y > x.

Definicija 3.2.26. Slabu monadsku teoriju drugog reda funkcija n sljedbenika, u oznaci
WS nS, definiramo analogno kao SnS sa jedinom razlikom da su varijable ogranicene na
konacne skupove.
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J. E. Doner 1965. godine je dokazao odlucivost teorije WS2S. Dokaz se moze se
pronaci u [4].

Teorem 3.2.27. Pitanje vrijedi li T(N) = 0 za zadani automat N je odlucivo. Navedeno
pitanje nazivamo problem praznosti za konacne automate nad stablima.

Dokaz. Za sve automate oblika A = (S, M, s¢, {0}) vrijedi T(A) = @, pa postoji automat A
za koji vrijedi T(A) = 0.

Cilj nam je pronaci algoritam kojim za svaki 2-automat A = (S, M, sy, F') moZemo
odrediti vrijedi li 7(A) = 0.

Promotrimo jednoclan alfabet 3= {a} i S-automat A = (S, M, 5o, F), gdje je M(s, ) =
Ugex M(s,B). Za stabla nad jednoclanim alfabetima postoji samo jedna valuacija stoga
¢emo izostavljati alfabet i valuaciju dok pricamo o navedenim stablima. To jest, umjesto
T-stablo (v, T) pisat ¢emo stablo 7. Takoder, umjesto M(s, @) pisat cemo M(s).
Primijetimo da je svako izvrSavanje automata 2 na X-stablu (v, 7T") ujedno i izvrSavanje
automata U na stablu 7. Takoder, za svako izvrSavanje r € Rn(2, T) postoji valuacija v
takva da r € Rn(%, (v, T)). Ta zapazanja i ¢injenica da je skup svih podstabla stabla T
invarijantan povlace:

T(N) # 0 ako i samo ako T(A) # 0 ako i samo ako T(N) = {T, : x € T}.

Zato se mozemo, radi jednostavnosti, fokusirati samo na automate nad jednoclanim sta-
blima. B

Po teoremu 3.2.24 znamo da je skup V>\T () definabilan §to povlaci da postoji automat
B takav da vrijedi T(B) = VZ\T(ﬁ), to jest T(ﬁ) = VE\T(B). Sada po lemi 3.2.20 znamo
da postoje tablica €, niz Q i stanje s” za koje vrijedi:

T € T(Y) ako i samo ako T € D(C, Q, 5').

Iz te tvrdnje slijedi da ako za proizvoljnu Z-tablicu A = (S, M), proizvoljni niz Q =
((Li, Uj))1<i<k 1 proizvoljno stanje sy € S moZemo utvrditi vrijedi li T € DU, Q, s¢) tada
je problem praznosti za konacne automate nad stablima odluciv. Zato u nastavku dajemo
algoritam kako odrediti vrijedi i T € D(, Q, s0).

Algoritam je ovaj: prvo ¢emo pitanje 7 € D(U, Q, s¢) svesti na konacno mnogo pitanja
vrijedi i T € D(W,Q’, s), gdje je W neka tablica, niz Q" = ((L], U]))i<i<x 1 skup Ly =
(. Zatim ¢emo ta pitanja svesti na kona¢no mnogo pitanja oblika 7 € D(U”, Q;_y, s).
Bududi da je prethodna dva koraka moguce ponavljati sve dok ne dodemo do konacno
problema oblika 7 € D, ((0, U)), s), na kraju ¢e preostati pokazati da je taj problem
svediv na dokazano odluciv problem. Preciznije, svest ¢emo problem 7" € D(, (0, U)), s)
na kona¢no mnogo problema WS2S'.
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Krenimo s reduciranjem na konacno problema 7" € D(U, Q', s), gdje je
Q' = (L, U))i<i<k 1 Ly = 0. U tu svrhu definiramo niz (H,,),.; podskupova skupa stanja
S na sljedeéi nacin:

e 5 € Hyakoisamo ako VYr[r € Rn(U, T) A r(e) = s — dn(r|, € [, e])],

e s€ H,, akoisamo ako s ¢ | J,.,, H; 1 vrijedi:

Vrlr e Rn(U,T) Ar(e) = s — An(r], € [Q,e]) V Iy(r(y) € U H))]. (3.1

i<m

Primijetimo da zbog uvjeta s ¢ | ;.,, H; prilikom definiranja skupa H,,,; vrijedi da se svako
stanje moze nalaziti u samo jednom skupu niza. Ako kardinalnost skupa S ozna¢imo s n,
tada za sve skupove H,,, gdje je m > n, vrijedi H,, = 0.

Po definiciji skupa H, vidimo da se u njemu nalaze se sva moguca pocetna stanja s za
koja bi svako izvrSavanje r stabla 7' na automatu 2 postojao put r takav da je r|, € [, e].
Bududi da r|, € [Q, e] povlaci r|, € [€2], vidimo da vrijedi T € D(U, Q, s).

Promotrimo skupove H,,.1, za m € N, poCevsi od skupa H,. Za stanje s € H; vrijedi
da za svako izvrSavanje za koje je s pocetno stanje postoji put & takav da je r|, € [Q, e] ili
postoji ¢vor y takav da r(y) € H.

Primijetimo da ¢e od te dvije opcije vrijediti samo:

Vrir € Rn(T) A r(e) = s = y(r(y) € ] H)]

i<m

jer da vrijedi:
Yrir € Rn(U, T) A r(e) = s — IAn(r|, € [Q, e])]

bi stanje s bilo element skupa H te se ne bi moglo nalaziti u H;.

To znaci da postoji put 7' C T, takav da vrijedi |, € [, e]. Buduci da do ¢vora y moZemo
imati samo kona¢no mnogo drugih ¢vorova vidimo da postoji put # ¢ 7,1’ C «, takav da
rl, € [Q] te zato 1 za stanja s € H; vrijedi T € D(U, Q, s). Analogno zakljuCujemo da za
svako stanje s € H, vrijedi T € D(U,Q, s’). Na sli¢an nain moZemo dokazati da za
svako stanje s za koje vrijedi T € D(U, Q, s), vrijedii s € J,,<, H,. Zbog sli¢nosti dokaza
¢emo izostaviti dokaz te tvrdnje.

Time smo dobili da vrijedi:

T € DA, Q, 50) ako i samo ako s, € U H,
ako i samo ako s) € H; zaneki j,0< j<n

ako 1 samo ako za sy 1 neki H; vrijedi 3.1.
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Iz leme 3.2.21 slijedi da postoje tablice B; = (S i, M), stanja s i nizovi
Q¥ = (L), U))1<izt takvida L, = 0, 0 < j < n, takvi da vrijedi T € D, Q, s) ako i
samo ako T € D(B;, ¥, s%) za neki j < n.

Sada nam je cilj svako od pitanja vrijedi i 7 € D(U, Q, s¢), gdje je Q duljine k,a L; = 0
svesti na kona¢no mnogo pitanja vrijedi i T € D(A, Q_1, o), gdje je
Q-1 = (L, Uj))i1<i<k—1- Primjenjujuci lemu 3.2.22 na nas slucaj dobivamo da ako vrijedi
T € D(U, Q, 50), tada postoji skup H C Uy takav da za svako stanje s € H U {s} vrijedi:

Vrir e Rn(W, 7)) Ar(e) = s — An(r|; € [Q_1]) V Ax(e < x A r(x) € H)]. (3.2)

Ukratko ¢emo objasniti zaSto za nas slucaj vrijedi i obrnuta implikacija.

Ako za izvrSavanje r, za koje r(g) = sy, vrijedi da postoji put «r takav da r|, € [€;_;], onda
sigurno vrijedi i 7|, € [Q]. No, Sto je s izvrSavanjima za koje ne postoji takav put veé
vrijedi da postoji ¢vor x; > g, takav da r(x;) = s, € H?

Uzmimo takvo izvrSavanje r, navedeni ¢vor x; 1 stanje s1. Neka je 7, putu 7',. Vidimo
da ne moze vrijediti r|;, € [€-;] jer bi tada postojao put 7 u 7 takav da r|, € [ ].
Bududi da je skup podskupova od T invarijantan i jer za stanje s; vrijedi formula 3.2,
dolazimo do zakljucka da postoji ¢vor x, # x; takav da r(x,) € H. Analogno dolazimo
do zakljucka da postoji beskona¢no ¢vorova x takvih da r(x) € H c U,. Zato vrijedi
In(r|;) Uy # 0. Vidimo da za svaki r i svaki & vrijedi In(r|,) (\ Ly = 0 jerje Ly = 0 iz
Cegaslijedi T € D(U, €, sy). Time smo dokazali da vrijedi i obrnuta implikacija.

Ogranicavanjem na skup S\ H otklonili bi moguénost da vrijedi r(x) € H za neki ¢vor
x, zato slijedi da za izvrSavanja tablice A’ = |\ g, vrijedi:

Yr'[r € Rn(W,T)) A r'(e) = s — An(r'|; € [_1]) ako i samo ako vrijedi 3.2 (3.3)

Pitanje vrijedi li 3.3 ekvivalentno je pitanju vrijedi li 7 € DA, Qy_y, 5) te smo time
uspjesno sveli pitanje T € D(U, Q, 59) na konacno mnogo pitanja T € DA, Oy, 5), gdje
su A’ ogranicenja tablice A skupovima oblika S = (S\H) za skup H € P(S), to jest
S’ e P(S).

Jo$ nam je preostalo pitanje vrijedi li 7 € D(U, ((0, U)), so) za neku tablicu U, jednoclan
niz ((0, U)) 1 stanje s, svesti na odluciv problem.
Primijetimo da za svako izvrSavanje r € Rn(2U, T') i svaki put 7 u T vrijedi r|, ¢ [0]. Zato
primjenjujuci lemu 3.2.22 na ovaj slucaj dobivamo da vrijedi T € D(%, (0, U)), s¢) ako
i samo ako postoji skup Hy C U takav da za svako izvrSavanje r € Rn(U,T), za koje je
pocetno stanje s € H U {so}, postoji ¢vor x > & takav da r(x) € Hy. Po lemi 3.2.23 slijedi
da postoji neprazan skup Hy = {sy, $2, ..., Sm} € Hp 1 konacna stabla E;, 1 < i < m takva da
za svaki i, 1 <i < m, vrijedi da ako je r € Rn(U, E;), r(e) = s;, tada r(E;\{e}) ( H, # 0.
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Pitanje da li za proizvoljan skup H; C Hj 1 stanje s € S postoji konacno stablo E takvo
da za svako A-izvrSavanje r na kona¢nom stablu E, r(s) povlaci r(E\{e}) () H; # 0 izrazivo
jeu WS2S§ sto ga €ini odlucivim po [4].

m]

Napomena 3.2.28. Neka je yo : T — {0, 1} karakteristicna funkcija skupa A C T. Za
svaki n € w nadalje ¢emo koristiti oznaku X, := {0, 1}". Uvedimo za proizvoljni n € w i
skupove Ay, A,, ..., A, C T oznaku A= (AL Ay, ..., A))te promotrimo X,-stablo (v;, T), pri
Cemu je
VA(X) = (XAl(x)9XA2(-x)a -'-’XA,Z(X))’ xeT.

Uocimo da je preslikavanje koje danoj uredenoj n-torki A pridruZuje stablo (vz, T) bi-
Jjekcija izmedu P(T)" i VSZ" = {wT) | v: T — X,}. Oznacimo to preslikavanje s
TP Vo

Intuitivno, preslikavanje 7 prima uredenu n-torku A podskupova stabla T i “oznacava”
stablo T tako da oznaka svakog ¢vora bude niz nula i jedinica koje upuéuju na to je li taj
&vor ¢lan pojedinog skupa iz A. Jasno je da je to bijekcija jer je svaki niz podskupova od
T jedinstveno odreden oznacenim stablom gdje oznaka ¢vora odreduje ¢lanstvo tog ¢vora
u pojedinom skupu.

U ostatku ovog potpoglavlja promatrat cemo monadsku teoriju drugog reda S2S. Za for-
mule logike drugog reda koristit ¢emo oznake oblika F(Ay, A,, ..., A,) Sto znaci da se u for-
muli pojavljuju slobodne skupovne varijable A, A, ..., A,,. Konkretne skupove oznacavamo
isto kao i skupovne varijable, a slobodne individualne varijable x;, i € w zamjenjujemo
singletonima {x;}, i € w kako bi sve slobodne varijable bile skupovne. Shodno tomu, re-
lacijske 1 funkcijske simbole koji se javljaju uz slobodne individualne varijable oblika npr.
R(x,y) zamjenjujemo formulama oblika dxdy(x € X Ay € Y A R(x,y)) gdje su x 1y sada
vezane, a X 1 Y slobodne varijable za singletone koji sadrZze samo x odnosno y.

Teorem 3.2.29. Neka je n € w. Postoji Turingov odlucitelj koji na traku kao ulaz prima
proizvoljnu formulu drugog reda F(Ay, A, ...,A,) € S2S te ulazi u stanje q, ako je to
ispravno napisana formula, pri cemu na traci kao izlaz ostavlja zapisan X,-automat g
tako da vrijedi

TUp) NV = 1({(A1, Ag, ...y Ay) € P(T)" | Ny B F(AL, Agy ..y ADD). (3.4)

Za svaki automat koji zadovoljava jednadZbu 3.4 kaZemo da reprezentira formulu
F(Ay,...,Ap).

Desna strana 3.4 zapravo je slika skupa po funkciji 7. Teorem kaze da za svaku formulu
S$2S s n skupovnih varijabli postoji automat koji prepoznaje sva ona X,-stabla ¢ za koja je
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ta formula istinita uz valuaciju koja i-toj skupovnoj varijabli pridruZuje i-tu komponentu
uredene n-torke 77! (¢), te da je problem pronalaska tog automata odluciv.

Teorem 3.2.29 dokazuje se svodenjem proizvoljne formule na preneksnu normalnu
formu drugog reda, gdje “vanjski” kvantifikatori idu po skupovnim varijablama, a “unu-
tarnji” po individualnima. Medurezultat o postojanju ovakve normalne forme za svaku
formulu drugog reda kljuCan je za konac¢ni dokaz Rabinovog teorema. Dokaz teorema
3.2.29 moze se pronaci u [7] kao teorema 1.7.

Teorem 3.2.30 (Rabin). Teorija drugog reda S2S je odluciva.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je zadana formula iz 2§
oblika G = 4A,dA,..JA,F(A,, A,, ..., A,). Naime, ako je neka skupovna varijabla A pod
univerzalnim kvantifikatorom u preneksnoj normalnoj formi, jednostavno ga mozemo za-
mijeniti egzistencijalnim, a skup A ”idejno” zamijenimo njegovim komplementom, to jest
sve potformule oblika x € A zamijenimo s x ¢ A, i obratno. S obzirom na to da je §2§
monadska logika drugog reda, ovo su jedine potformule u kakvima se skupovna varijabla
A mozZe pojaviti.

Ovakva ¢e zamjena potformulu pretvoriti u njenu negaciju. Tu negaciju primjenom De
Morganovih pravila mozemo izluciti ispred iduceg kvantifikatora te ako je on sada uni-
verzalni ponovno primijenimo isti postupak. Ako na kraju pretvaranja svih kvantifikatora
u egzistencijalne i kraenja dvostrukih negacija na pocetku formule ostane negacija, nju
moZemo zanemariti jer je pitanje odlucivosti bilo koje formule ekvivalentno odlucivosti
njene negacije.

Neka je UAr neki automat koji reprezentira formulu F(Ay, A,, ..., A,). Sada iz 3.4 slijedi
daje N, £ dA;JA,...3A, F(AL, A,, ..., A,) ako 1 samo ako je T'(Ar) # 0. Medutim, prema
teoremu 3.2.27 postoji Turingov odlucitelj koji odlucuje vrijedi li T(Ar) # O ili ne. Dakle,
on isto tako odlucuje vrijedi li 9N, £ 4A;3A,...JA, F (A1, Ay, ..., Ay) = G. O

Za dokazati varijantu teorema SnS za neki drugi n € w dovoljno je umjesto be-
skona¢nih binarnih stabala promatrati beskonana “n-mjesna” stabla te sve definicije i
tvrdnje iz ovog dijela prilagoditi njima. Slucaj S wS dokazuje se uspostavljanjem ekviva-
lencije izmedu ¢vorova beskonacnog ”w-mjesnog” stabla 1 podstabala beskonacnog binar-
nog stabla, uz oCuvanje relacije roditelj-dijete. Cjelovit dokaz dan je u tocki 1.9 [7] kao
teorem 1.12.
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Teorem 3.2.31. Logika KvB je odluciva.

Dokaz. Ovdje dajemo skicu dokaza. Prisjetimo se da je logika KvB definirana nad op¢im
okvirom J = (J, R, A), gdje je redom:

e J=NU{w,w+ 1},
e XRy:oy<x#zw+lilix=w+1liy=ow,

e A={XCJ| Xkonataniw ¢ X ili X kofinitan i w € X} je familija svih dopustivih
skupova.

Cilj ovog dokaza je svesti problem ispunjivosti modalne formule na opéem okviru J na
problem ispunjivosti odredene formule monadske logike drugog reda S 2S.

Za dokaz su vazne sljedece dvije tvrdnje:

1. Postoji izomorfizam koji preslika op¢i okvir J u podstrukturu strukture funkcija 2
sljedbenika 9, = (T, o, 12, <, <). Oznac¢imo tu izomorfnu sliku s 3" = (J',R’, A").

2. Navedena izomorfna slika je definabilna u jeziku logike S2S, odnosno postoje for-
mule monadske logike drugog reda J(x), R(x,y) i A(P) takve da:

J ={te T, | N JO),

R ={(t;,th) € Ta X T2 | Ny + R(x, y)[11, 121},
A" ={UC T, | APIUIL,

pri éemu J(x)[f] zna&i da uvrtavamo rije¢ ¢ € {0, 1}* u slobodnu varijablu x formule
J, znaCenje R(x,y)[t1,1] je da uvrStavamo t, i 1, redom u slobodne varijable x i
y formule R, a A(P)[U] da uvritavamo skup U u slobodnu predikatnu varijablu P
formule A.

Dokaz ovih tvrdnji, koji se bazira na pronalasku navedenog izomorfnog preslikavanja, de-
taljno je raspisan u [1] kao teorem o odlucivosti logike KvB.

Preostalo je definirati preslikavanje modalne formule u formulu monadske logike dru-
gog reda. U tu svrhu ¢emo prvo definirati preslikavanje T, koje preslika modalnu formulu u
formulu logike drugog reda, a zatim ¢emo iskoristiti funkciju 7', za definiciju preslikavanja
modalne formule u formulu monadske logike drugog reda.
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Preslikavanje T, definiramo ovako:
T.(p) = Px,

Tx(_' ()0) = —'Tx((p),
T V) =T(p)V T(¥),
T.(@¢) = Vy(xRy — Ty(¢)).

Za svaku modalnu formulu ¢ sastavljenu od propozicionalnih varijabli py, pa, ..., P,
svaku valuaciju V i svaki svijet w € J vrijedi sljedeca ekvivalencija:

(3, V) Ik ¢ ako isamo ako N - T(p)[w, V(p1), V(p2), ..., V(pa)l,

gdje T (p)[w, V(p1), V(p2), .... V(pn)] znaci da u formulu logike drugog reda T,(¢) uvr-
stimo svijet w u slobodnu varijablu x, a skupove svjetova V(p;) u slobodne predikatne
varijable P; za svaki i, 1 <i < n.

Za svaku modalnu formulu ¢ sastavljenu od propozicionalnih varijabli py, pa, ..., p,
definiramo formulu monadske logike drugog reda S ar — KvB(¢) na sljedeci nacin:

3P,..3P,Ax(A(P)) A ... A A(P,) A J(x) A T(p)).

Slijedi da je modalna formula ¢ ispunjiva na okviru J ako 1 samo ako
I, I Sat — KvB(p). Time smo uspjesno sveli problem odlucivosti logike KvB na problem
odlucivosti teorije S 25 . Buduci da je po teoremu 3.2.30 teorija S 25 odluciva zakljuCujemo
da je i logika KvB odluciva. O

3.3 Dokaz odlucivosti logike KvB metodom kvazimodela

U ovom potpoglavlju dokazujemo odlucivost logike KvB pomocu metode kvazimodela.
Kvazimodeli su strukture vrlo sli¢ne modelima koje smo do sada promatrali. No, kvazi-
modeli umjesto valuacije imaju tzv. opisnik.

Naime, neka je J = (J, R, A) op¢i okvir nad kojim je definirana logika KvB u definiciji
1.3.6. Primijetimo da uklanjanjem tocke w + 1 iz opCeg okvira J dobivamo tranzitivnu
strukturu te na njoj moZemo primijeniti metodu filtracije kako bi nova struktura opet bila
tranzitivna.

Definicija 3.3.1. Kazemo da je skup formula I zatvoren ako je zatvoren na potformule i
Jednostruke negacije, odnosno za svaku formulu ¢ € T koja nije oblika ¢ = — vrijedi
l"/AS] I.

Zatvarac skupa formula ', u oznaci CI(T'), je presjek svih zatvorenih skupova formula koji
sadrze I
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Definicija 3.3.2. Neka je I skup formula zatvoren na potformule. Hintikkin skup H nad
skupom T je maksimalan podskup od skupa T koji zadovoljava uvjete:

1. L ¢H;
2. ako je ¢ €T, onda je ~¢ € H ako i samo ako ¢ ¢ H
3. ako je p Ny €T, onda je ¢ Ny € H ako i samo ako je o € H iy € H.

Napomena 3.3.3. Uocimo da za Hintikkine skupove vrijedi analogon 3. uvjeta za ostale
Booleove veznike jer se svi oni mogu izraziti pomocu negacije i konjunkcije.

lako bi se iz 1. i 2. uvjeta dalo naslutiti da Hintikkini skupovi moraju biti konzistentni,
zapravo je moguce pronaci primjer inkonzistentnih Hintikkinih skupova.

Primjer 3.3.4. Skup formula {Op AQOq,Op,0q, p, q} je zatvoren na potformule, a istodobno
i konzistentan Hintikkin skup nad samim sobom. Primijetimo da je to ujedno i jedini Hin-
tikkin skup nad njim te da ista stvar vrijedi i za sve ostale skupove koji ne sadrZe nijednu
negaciju ni L.

Skup formula S = {O(p A q), p A g,—Op,—0Oq,0p,0q, p, q} je zatvoren na potformule, a
njegov podskup {0(p A q), p A g, ~Op, —0q, p, q} je Hintikkin skup nad skupom S koji nije
konzistentan. Naime, uzmimo proizvoljan model M = (W,R, V) i svijet w € W takav da
w - O(p A q). Za svakog sljedbenika v € W svijeta w vrijedi v I p A q Sto povlaciv v p i
v I q. Buduci da navedene tvrdnje vrijede za svakog sljedbenika svijeta w slijedi w + Op
i w I+ Oq. Zakljucujemo da iz O(p A q) moZemo izvesti Op i Oq, stoga skup formula S nije
konzistentan.

Definicija 3.3.5. Neka je ¢ modalna formula. KvB kvazimodel za ¢ je par Q = (§, A),
gdje je ¥ = (Q,S) konacan okvir koji sadrZi dva istaknuta svijeta c i oo te zadovoljava:

(F1) na skupu Q \ {oo} relacija S je tranzitivna i linearna';
(F2) cSw ako i samo ako je w # oo;

(F3) wSc ako i samo ako je w = c iliw = oo;

(F4) ocoSw ako i samo ako w = c;

(F5) ne postoji w € Q takav da je wS oo,

1Za sve x,y vrijedi barem jedno od sljedeéeg: xSy, ySx, x =y
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ad: Q — P(Cl()) je funkcija koju zovemo opisnik te zadovoljava:
(LO) postojiw € Q takav da je ¢ € A(w);
(L1) za sve w € Q, A(w) je Hintikkin skup;

(L2) za sve Oy € Cl(p) je Oy € A(w) ako i samo ako postoji v € Q takav da je wSv
iy e Av),

(L3) ako je Oy € A(w), onda postoji v € Q takav da je € A(v) i wSv, ali nije vSw.

Prije nego Sto dokaZzemo lemu iz koje Ce direktno slijediti odlucivost logike KvB, do-
kazat ¢emo jedan pomocni rezultat u vezi tranzitivnih filtracija.

Propozicija 3.3.6. Neka je I" skup zatvoren na potformule i neka je M = (W, R, V) model
na kojem je relacija R tranzitivna. Neka su kvocijentni skup W i valuacija V definirani kao
kod filtracije modela M u odnosu na skup T te neka je relacija R definirana kao:

[UlR[w) :& za svaku formulu  takvu da je Sy € Tiv ik V Oy vrijedi u v Oy, (3.5)
Tada je M := (W, R, V) doista filtracija te je relacija R tranzitivna na W.

Dokaz. Dokazimo da je 9t uistinu filtracija. U tu svrhu provjeravamo ispunjenost sljedeé¢ih
uvjeta na svim svjetovima w,v € W:

(MIN) ako je wRv, onda je [W]R[v];

(MAX) ako je [w]R[v], onda za svaku formulu ¢y € T koja zadovoljava M, v I
vrijedi M, w I Oy

Neka je wRy te uzmimo formulu ¢ takvu da je Oy € I'i v I ¢ vV Oy, 1z potonjeg slijedi
dajev IF ¢y iliv Ir Oy, U prvom slu¢aju odmah imamo u + Oy zbog wRv, a u drugom
dobivamo da postoji u € W takav da je vRu 1 u I . No sad zbog tranzitivnosti R vrijedi
wRu te stoga w I Oy, Dakle, u oba sluc¢aja prema 3.5 vrijedi [w]R[v], stoga je uvjet (MIN)
dokazan.

Neka je sada [w]R[v] i uzmimo formulu ¢y € T takvu da vrijedi 9, v - . 1z potonjeg
naravno slijediiv I ¢V Oy, te sad iz 3.5 imamo M, w - Oy, Sto dokazuje svojstvo (MAX).

Iz svojstava (MIN) 1 (MAX) slijedi da je uistinu rije€ o filtraciji. Dokazimo sada da
je R tranzitivna na W. Neka je [u]R[v]R[w]. Uzmimo proizvoljnu formulu ¢y € T takvu
daw Ir ¢ vV Oy. Iz toga i iz [VIR[w] po 3.5 slijedi v I O, pa vrijedi i v - ¢ V O,
Zbog toga i [u]R[v] opet po 3.5 imamo u I O, iz Cega slijedi [u]R[w], dakle relacija R je
tranzitivna. |
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Lema 3.3.7. Neka je J = (J,R, A) opci okvir nad kojim je definirana logika KvB. Modalna
formula ¢ je ispunjiva na opcem okviru 3 ako i samo ako postoji kvazimodel za formulu ¢
velicine najvise 2" + 1, gdje je n broj elemenata u skupu Cl(¢p).

Dokaz. 1deja dokaza je sljedeca: uklonimo svijet w + 1 iz nosaca, napravimo filtraciju
ostatka u odnosu na neki skup zatvoren na potformule, te opet dodamo svijet w + 1 1 po
potrebi proSirimo relaciju dostiZivosti. Rezultat toga nece nuzno biti filtracija, ali svejedno
moZemo iz njega dobiti kvazimodel.

Neka je ¢ jedna proizvoljna formula koja je ispunjiva na modelu ¢iji je okvir J. Tada
postoji svijet w € J i dopustiva valuacija V takva da vrijedi (J,V),w I+ ¢. Prisjetimo
se, valuaciju V nazivamo dopustivom ako za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi
V(p) € A.

Neka je skup Jy := J \ {w + 1}, relacija Ry := R N Jy X Jp (primijetimo da je relacija
Ry tranzitivna) te 3o := (Jo, R, V|;,). Uzmimo filtraciju J := (J, R, V) modela J, u odnosu
na skup Cl(p). Nosa¢ J i valuaciju V definiramo standardno, a relaciju R isto kao u 3.5. Iz
propozicije 3.3.6 znamo da je relacija R tranzitivna.

Sada definiramo kvazimodel (Q, S, 1) tako da je O = JoU{w + 1}, pri ¢emu je ¢ = [w]
ico=w+1,S = RU{(w+ 1,[w]), te opisnik A jednostavno svakom svijetu w € Q
pridruzuje skup svih formula koje su istinite na w. Iz propozicije 3.3.6, svojstva (MIN),
tranzitivnosti relacije R i definicije kvazimodela trivijalno slijede sva svojstva iz definicije
3.3.5 osim (L.3) i toga da je cRec, stoga njih dokazujemo u nastavku.

Da bismo dokazali da je cRc, uzmimo neku formulu y takvu da je Oy € Cl(p) i c I
Y vV QY. Ako vrijedi ¢ IF Oy tada ne trebamo niSta viSe dokazivati. Promotrimo slucaj
kada vrijedi ¢ I . Uocimo da je svijet ¢ kofinitan kao konacan presjek kofinitnih skupova,
zbog dopustivosti valuacije V. To znaci da ima barem dva elementa: w i neki n € w. Tada
imamo wRn i n ¥, dakle w IF O, te je stoga i ¢ - Oy, §to dokazuje tvrdnju cRc.

Preostaje dokazati svojstvo (LL3). Neka je Oy € A(u), odnosno u - Oy Ako je u = oo,
onda vrijedi ¢ I ¢, odnosno ¢ € A(c) te po definiciji relacije S imamo oS¢, ali ne i ¢S co.
Ako je u # co, onda mora postojati najmanji element m € u za koji vrijedi m I Oy. Dakle,
postoji svijet k < m takav da k I ¢, ali taj k ne moZe biti iz skupa u jer je on manji od m.
Stoga vrijedi [k] # u i uR[k], ali ne vrijedi [k]Ru, dakle uvjet (L3) je opet zadovoljen za
skup [k].

Primijetimo da je funkcija A|5, injekcija u skup P(Cl(¢)) Cija je kardinalnost 2" te da
skup Q ima jedan element viSe od skupa Jy. Time direktno slijedi tvrdnja leme o gornjoj
medi veli¢ine kvazimodela.

Dokazimo sada obratnu implikaciju iz iskaza leme. Neka je (Q, S, 2) neki kvazimodel
na kojem je ispunjiva formula ¢ te neka je Qp := Q \ {co}.



POGLAVLIJE 3. METODE INTERPRETACIJE I KVAZIMODELA 39

Definirajmo binarnu relaciju ~ na skupu Q, ovako:
w~v & w=viiWwSvivSw), (3.6)

Lako je provjeriti da je ~ jedna relacija ekvivalencije. Zatim, definiramo binarnu relaciju
> nad kvocijentnim skupom Qy/. ovako:

w]>1[v] & wSvinievSw. 3.7

Iz svojstva (F1) slijedi da je relacija > strogi totalni uredaj. Neka su svi elementi skupa Q,
poredani u niz gy, qi, ..., gy tako da prvo dolaze elementi iz najmanje klase ekvivalencije,
onda iz druge najmanje, i tako sve do najveée u odnosu na uredaj >. Sada definiramo
funkciju f : J — Q na sljedeci nacin:

qw, W< N
fw):=<c, w>Niw<w+1

oo, w=w+1

Tvrdimo da za sve svjetove w 1 v takve da je wRy, vrijedi f(w)S f(v). U tu svrhu prvo
promotrimo slucaj w = w + 1. Iz wRv slijedi v = w, dakle treba dokazati coS ¢, a to slijedi
direktno iz (F4). Neka je sad w = w. Iz wRv slijedi da je v € w, dakle treba dokazati
wSn,n € w, a to slijedi iz (F2). Jos je ostao slucaj kad je w € w. Tadajeiv € w te je
v <w. Akoje N < w, ondaje f(w) = c, te trazena tvrdnja cSn,n € wili ¢S c slijedi iz (F2),
a ako je w < N, onda treba dokazati ¢,,S ¢,. 1z v < w 1 zadanog poretka elemenata niza g
dobivamo [w] > [v], dakle [w] > [v] ili ¢, ~ ¢, ali kako je v # w, u oba slu€aja vrijedi
qwS ¢,. Time smo dokazali da je funkcija f homomorfizam koji preslikava opéi okvir (J, R)
u strukturu (@, S).

Promotrimo valuaciju na (J, R) definiranu kao V(p) := {w € J | p € A(f(w))}. Ona je
dopustiva na opéem okviru J jer ako je w € V(p), onda je n € V(p) za sve n > N zbog
f(n) = f(w), dakle V(p) je kofinitan. Sasvim analogno se vidi da vrijedi i obrat.

Tvrdimo da za svaku formulu ¢ € Cl(¢p) 1 svaki svijet w € J vrijedi sljedeca ekvivalen-
cija:
(3, V),w IF ¢ ako i samo ako ¢ € A(f(w))

Navedenu tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule . Baza indukcije slijedi
direktno iz definicije valuacije V, dok u koraku indukcije slucajevi s Booleovim veznicima
slijede trivijalno iz toga da je A(f(w)) Hintikkin skup. Promotrimo jos slucaj kada je

Y = Oy za neku formulu y € Cl(y). Pretpostavimo prvo da vrijedi (3, V), w I Oy. Tada
postoji svijet v € J takav da je wRv i v I y. Kako je funkcija f homomorfizam, imamo
fw)S f(v), dok je po pretpostavci indukcije y € A(f(w)). Iz ovoga i (L2) slijedi da vrijedi
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Ox € A(f(w)). Dokazimo sada obratnu implikaciju. U tu svrhu pretpostavimo da vrijedi
Ox € A(f(w)) zaneki w € J. Trebamo dokazati da vrijedi (3, V), w I Ox. Akojew = w+1,
onda je f(w) = co. Tada iz (F4) 1 (L2) slijedi y € A(c). 1z ¢ = f(w) 1 pretpostavke indukcije
sadaimamo w I+ y,aondaiw+ 1 I Oy. Ako je w # w + 1, onda prema (L.3) postoji svijet
g € Q takav da vrijedi y € A(q) i f(w)S g, a ne vrijedi gS f(w). 1z (F5) i f(w)S g slijedi da
g # 0. To zna¢i da za v € f~!(g) vrijedi v # w + 1. Primijetimo da ne vrijedi vRw, jer
bi inace vrijedilo f(w) = ¢S f(w). Zatim, ne vrijedi w = v, jer tada ne bismo mogli imati
SS f(w)ine f(w)S f(v). Bududi da je relacija R linearna na skupu J \ {w + 1} tada vrijedi
wRv. Po pretpostavci indukcije imamo v IF y, dakle opet dobivamo w IF Oy.

Sada iz upravo dokazane tvrdnje i svojstva (L0) dobivamo da postoji svijet w € J takav
da (3, V),w I ¢, §to smo i trebali dokazati. O

Teorem 3.3.8. Logika KvB je odluciva.

Dokaz. Nekaje J = (J, R, A) opci okvir nad kojim je definirana logika KvB, to jest vrijedi:
e J=NU{w,w+ 1},
e XRy: oy<x#w+lillix=w+1liy=0w,

e A={XCJ| Xkonataniw ¢ X ili X kofinitan i w € X} je familija svih dopustivih
skupova.

Neka je zadana formula ¢ za koju treba odrediti postoje li svijet w € J i dopustiva valuacija
V takva da je (3, V), w I ¢. Prema lemi 3.3.7 to pitanje ekvivalentno je pitanju postojanja
kvazimodela za formulu ¢ veli¢ine najvise 2/ 4 1.

Konstruirajmo Turingov enumerator koji radi sljedece: za svaki prirodni broj n, pocevsi
od n = 11 inkrementirajuéi n za 1 nakon svakog koraka, u pojedinom koraku pobrojavamo
sve uredene trojke (Q, S, ) takvedaje |Q| =n, S COXQid: Q — P(Cl(p)) kojih ima
kona¢no mnogo. S obzirom na to da vrijednosti samih elemenata iz Q nisu bitne, mozemo
uzeti, primjerice, Q = {1,2, ..., n}.

Sada za provjeru ispunjivosti formule ¢ pokrecemo zadani enumerator i u svakom ko-
raku provjeravamo je li generirana uredena trojka kvazimodel za ¢. Ako naidemo na neku
koja je, onda je formula ispunjiva, a ako dostignemo n = 2/“®! + 1 bez da smo nasli ijednu
takvu formulu, onda nije ispunjiva. Automat koji obavlja opisanu provjeru je Turingov
odlucitelj jer se zaustavlja i u slucaju potvrdnog i negativnog odgovora. Dakle, problem
ispunjivosti formula logike KvB je odluciv, stoga je logika KvB odludiva. O



Poglavlje 4

Metoda mozaika

Glavni je cilj ovog poglavlja upoznati se s metodom mozaika za dokazivanje odlucivosti
modalne logike. U tu svrhu ¢emo dokazati odlucivost logike K;N pomocu te metode. Prvo
¢emo definirati osnovni temporalni jezik, nakon ¢ega dokazujemo odlucivost logike K;N.

4.1 Osnovni temporalni jezik

U ovom potpoglavlju definirat ¢emo sintaksu i semantiku osnovnog temporalnog jezika te
istinitost formule u svijetu modela.

Definicija 4.1.1. Alfabet osnovnog temporalnog jezika je unija sljedecih skupova:
e skup prebrojivo mnogo propozicionalnih varijabli Prop = {p,q,r,...};
o skup logickih veznika, modalnih operatora i logickih konstanti {—, vV, (F),{P), L},
e skup pomocnih simbola {(, )} (zagrade).

Formulu osnovnog temporalnog jezika definiramo analogno kao formulu osnovnog
modalnog jezika. Takoder, sloZenost temporalne formule, analogno sloZenosti modalne
formule, definira se kao broj veznika i modalnih operatora u formuli.

Primijetimo da se alfabet osnovnog temporalnog jezika razlikuje od alfabeta osnovnog
modalnog jezika samo u modalnim operatorima. Umjesto jednog modalnog operatora O
imamo dva modalna operatora (F) i (P). Umjesto (F') i (P) Cesto piSemo redom F'i P.

Oznake F 1 P dolaze od engleskih rijeci “future” (buducnost) 1 "past” (proslost). Naime,
formulu F ¢ shvaéamo kao “formula ¢ ¢e biti istinita u nekom trenutku u buduénosti”, a
formulu P ¢ kao “formula ¢ je bila istinita u nekom trenutku u proslosti”.

U nastavku definiramo nekoliko pojmova semantike temporalne logike.

41
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Definicija 4.1.2. Dvosmjerni okvir je uredena trojka ¥ = (W, Rp, Rr), gdje je W nosac, a
Rp i Ry binarne relacije takve da Rp = {(v,w) | wWRpV}.

Kazemo da je relacija Rp inverzna relacija relacije Rp.

Definicija 4.1.3. Dvosmjerni model je ureden par M = (§,V), gdje je § = (W,Rp, Rr)
dvosmjerni okvir te V. Prop — P(W) funkcija koju nazivamo valuacija.

U nastavku umjesto dvosmjerni okvir i dvosmjerni model piSemo samo kratko okuvir,
odnosno model.

Slijede definicije istinitosti formula dobivenih primjenom modalnih operatora buduénosti
i proslosti.

Definicija 4.1.4. Istinitost formule u svijetu modela definira se analogno osnovnom modal-
nom jeziku. Navodimo samo slucajeve modalnih operatora. Neka je I = (W,Rp, R, V)
model. Tada za svaki svijet w € W vrijedi:

M, w I+ F ¢ ako i samo ako postoji svijet v € W takav da wRpv i vrijedi M, v I ¢.

M, w I P ako i samo ako postoji svijet v e W takav da wRpv i vrijedi I, v I ¢.

Primijetimo da, bududi da je relacija Rp uvijek inverzna relacija relacije Rr, moZemo
izostaviti spominjanje relacije Rp. StoviSe, moZzemo definirati istinitost formule dobivene
primjenom modalnog operatora P bez upotrebe relacije Rp na sljedeci naCin:

I, w - Py ako 1 samo ako postoji svijet v € W takav da vRpw 1 vrijedi M, v IF ¢.

Dajemo primjer modela i formula osnovnog temporalnog jezika koje su ispunjive na
tom modelu. Tim primjerom pokazat ¢emo zasto navedeni jezik zovemo temporalnim.

Primjer 4.1.5. Pretpostavimo da Zelimo opisati odnose godina s nekim dogadajima. Pri-
mjerice, neka je M = (W, <, V) model, gdje je nosa¢c W skup godina od 1900. do danas
(2023.), relacija < je standardni uredaj na skupu prirodnih brojeva, a skup V(p) tumacimo
kao skup svih godina za koje vrijedi da je dogadaj p istinit.

Nikola Tesla roden je 1856. godine. Ako oznacimo dogadaj njegovog rodenja s propozi-
cionalnom varijablom r, vidimo da vrijedi M, 1856. I+ r. Zatim, za sve godine g € W takve
da g < 1856 vrijedi: M, g + Fr. Primjerice, za 1850. godinu vrijedi I, 1850 W+ Fr, sto
moZemo procitati kao “za 1850. godinu vrijedi da ce se Nikola Tesla roditi u nekoj buducoj
godini”. U drugu ruku za sve godine g € W takve da g > 1856 vrijedi I, g + Pr. To
ukljucuje i danasnju 2023. godinu, tj. posebno vrijedi M, 2023  Pr. To moZemo procitati
i kao: ”Nikola Tesla se rodio u nekoj prosloj godini u odnosu na 2023. godinu™.
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Nas drugi primjer vezan je uz otkrice interneta 1983. godine. Neka propozicionalna
varijabla p predstavlja tvrdnju "postoji internet”. Tada za sve godine g > 1983 vrijedi
I, g I+ p. Primijetimo da za 1982. godinu vrijedi M, 1982 I —F-p. To moZemo procitati
i ovako: “Za 1982. godinu vrijedi da ne postoji buduca godina u kojoj nece postojati
internet” odnosno u afirmativnom obliku: ”Svake godine poslije 1982. godine postojat ée
internet”.

Pokratu za =F— oznacavamo s G i ¢itamo “uvijek Ce biti slucaj da vrijedi” (eng. it is
always Going to be the case”).

Pokratu za =P— oznaavamo s H te ¢itamo “uvijek je bio slucaj da vrijedi” (eng. it
always Has been the case”). Primjer upotrebe operatora H je i, 1983.  H-p. Navedenu
tvrdnju Citamo: “'za sve godine prije 1983. vrijedi da nije postojao internet”.

4.2 Odlucivost logike K;N

U ovom potpoglavlju dokazat ¢emo odlucivost logike K;N metodom mozaika.

Potpoglavlje zapoc¢injemo definicijom temporalne logike K;N. Definiramo i sljedece
pojmove: plocica, put plocCica, zasi¢en skup plocCica za formulu, povijest formule te pro-
Sirenje povijesti. Nakon svih potrebnih definicija, dokazat ¢emo dvije leme iz kojih e
slijediti odlucivost logike K;N.

Definicija 4.2.1. Logika K;N je skup formula osnovnog temporalnog jezika valjanih na
okviru (N, <).

U sljede¢em primjeru navodimo nekoliko formula logike K;N i svojstva okvira (N, <)
1z kojih te formule slijede.
Primjer 4.2.2. Ovo su neke od formula logike K;N':

e FFp — Fp (tranzitivnost)

e H1 Vv PH1 (postoji najmanji element)

o F'T (ne postoji najveci element)

FpANFg— F(pAq VF(FpAq)V F(p A Fq) (linearna uredenost)

H(Hp — p) — Hp (dobra uredenost skupa N).

Logika K;N joS je jedan primjer logike koja nema svojstvo kona¢nih modela, ali je
odluciva. Slijedi dokaz da logika K;N nema svojstvo kona¢nih modela, nakon ¢ega doka-
zujemo njezinu odlucivost metodom mozaika.
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Teorem 4.2.3. Logika K;N nema svojstvo konacnih modela.

Dokaz. 1z teorema 2.1.4 slijedi da ako logika K;N ima svojstvo kona¢nih modela, onda
ima i svojstvo kona¢nih okvira. Po definiciji 2.1.3, to znaci da onda postoji klasa konacnih
okvira F takva da vrijedi F + K;N. Pokazat ¢emo da ne postoji konacan okvir ¥ takav
da & I+ K;N iz Cega Ce slijediti da logika K;N nema svojstvo kona¢nih okvira, stoga ni
svojstvo kona¢nih modela.

Uzmimo proizvoljan konacan okvir § = (W, Rr). 1z konacnosti okvira ¥ slijedi da postoji
niz svjetova wy, ws, ..., w, € W, n > 0, takav da vrijedi wiRpw,Rp...Rpw,Rpw; (takav niz
nazivamo ciklus) ili postoji svijet w € W bez sljedbenika. Ako okvir §§ sadrzi ciklus, onda
na tom okviru nije valjana formula H(Hp — p) — Hp € KN koja je valjana samo
na dobro uredenim okvirima. Ako okvir §§ sadrzi svijet bez sljedbenika, onda formula
FT € KN nije valjana na okviru & buduc¢i da ta formula nije istinita na svjetovima bez
sljedbenika. Zaklju¢ujemo § ¥ K;N te smo time zavrsili dokaz teorema. O

U nastavku dokazujemo odlucivost logike K;N metodom mozaika, no prije toga tre-
bamo uvesti joS nekoliko definicija i par lema.

Definicija 4.2.4. Plocica je uredeni par (®, A), gdje su ® i A Hintikkini skupovi koji za-
dovoljavaju sljedece uvjete:

(BO) ako F o € Nilio € A, onda Fyp e ®
(Bl) ako Po € ®ilip € ®, onda Pp € A
(B2) FT € A.

Za plocicu kaZemo da je mala ako zadovoljava:
(B3) ako F e ®,ondape Nili Fo e A
(B4) ako Po € A, onda ¢ € ®ili Py € ®.

Definicija 4.2.5. Put (malih) plocica od Hintikkinog skupa ® do Hintikkinog skupa A je
bilo koji niz (®;, A;)o<i<n (malih) plocica takav da ®y = ©, A, = A te za svaki i < n vrijedi
A= Dy
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Definicija 4.2.6. Neka je ¢ neka formula osnovnog temporalnog jezika.
Za skup plocica B kaZemo da je zasi¢en skup plocica za formulu ¢ (eng. saturated set of
bricks for ¢, kratko: ¢-SSB) ako zadovoljava sljedece uvjete:

(S0) postoji plocica (O, A) € B takvada -PT e i e DUA
(S1) za sve (®,A) € B, ako F ¢ € A, onda postoji plocica (A,T') € B takvada ¢ € T
(S2) za svaku plocicu (D, A) € B postoji put malih ploc¢ica od ® do A u skupu B.
Definicija 4.2.7. KaZemo da je skup formula I zatvoren ako je:
e zatvoren na potformule
e zatvoren na jednostruke negacije
o za svaku formulu ¢ € I koja nije oblika Fy niti Py vrijedi Fo € I'i Pp € T.

Zatvarac skupa formula T, u oznaci CI(T'), je presjek svih zatvorenih skupova formula koji
sadrze I.

Primijetimo da smo time promijenili definiciju zatvorenog skupa formula temporalnog
jezika u odnosu na zatvoreni skup formula osnovnog modalnog jezika, a samim time i
definiciju zatvaraca (usporedi s 3.3.1.)

Lema 4.2.8. Ako je formula ¢ osnovnog temporalnog jezika ispunjiva na okviru (N, <),
onda postoji ¢-SSB kardinaliteta najvise 2*", gdje je n broj elemenata u skupu Cl({e, T}).

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu formulu ¢ koja je ispunjiva na nekom modelu (N, <, V). Za
svaki n € N definiramo skup I',, na sljedeci nacin:

Ly ={y € Cllle, TH I (N, <, V), n - 4}

Skup B definiramo na sljede¢i naCin:
B ={(T"y, T [n < mj.

Tvrdimo da je skup B jedan ¢-SSB skup. Prvo ¢emo dokazati da su elementi skupa B
plocice. Ocito su skupovi I', Hintikkini skupovi.

Pokazimo da za proizvoljan par (I',,I',,) € B vrijedi uvjet (B0).

Pretpostavimo da vrijedi Fy € T, ili ¢ € I',, za neku proizvoljnu formulu . Oba slucaja
povlace da postoji svijet k > m takav da (N, <, V), k I . Relacija < je tranzitivna, stoga
n<mim < k povlaCe n < k iz Cega slijedi (N, <, V),n I Fy. 1z pretpostavke da vrijedi
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Fy € T, ili ¢y € T, slijedi Fy € Cl({{p, T}) ili ¥ € Cl({p, T}). Oba slucaja povlace
Fy € Cl({g, T}). ZakljuCujemo Fy € T',. Uvjet (B1) dokazuje se analogno.

Iz T € Cl({p, T}) slijedi FT € Cl({e, T}). Buduéi da svaki svijet okvira (NN, <) ima sljed-
benika, zakljuCujemo FT € I',,. Time smo dokazali i uvjet (B2) te zavrSili dokaz da su
elementi skupa B plocice.

Pokazimo da za skup B vrijedi uvjet (S0). Po pretpostavci leme formula ¢ je ispunjiva
pa postoji svijet k takav da (N, <,V),k I ¢ iz Cega slijedi ¢ € I'y. Iz definicije skupa
Cl({p, T}) slijedi =PT € Cl({p, T}). Iz definicije operatora P slijedi (N, <, V),0 I+ =PT,
stoga zakljuCujemo —-PT € I'y. Ako je k = 0, onda je uvjet (S0) ispunjen za plocicu
(T'o,T'1), inace za plocicu (I'y, I;).

Kako bi dokazali ispunjenost uvjeta (S1) uzmimo proizvoljnu plocicu (I',, I',,) € B te pret-
postavimo da vrijedi Fy € T',,. Zaklju¢ujemo da vrijedi (N, <, V), m I+ Fy iz Cega slijedi
da postoji svijet k € N takavdam < k1 (N,<,V),k I+ . Zatvara¢ Cl({yp, T}) zatvoren
je na potformule, stoga Fy € Cl(p, T) povlaci ¢ € Cl(p, T). ZakljuCujemo da za plo€icu
(I, Tx) € B vrijedi ¥ € Iy.

Uvjet (S2) bit ¢e dokazan ako pokazemo da su plocice oblika (I',, I',;;) male ploCice. Ako
to dokaZzemo, onda izravno slijedi da je svaki niz (I';, I';41),<i<,» put malih ploc¢ica od T',, do
r,.

Kako bi dokazali da uvjet (B3) vrijedi za svaku ploc¢icu (I',, I',,41) € B uzmimo proizvoljnu
formulu Fy takvu da vrijedi Fy € T',,. 1z (N, <, V), n I+ F slijedi da postoji k € N, n < k
takav da vrijedi (N, <, V), k I ¢. Imamo dva sluc¢aja: k = n+ 11k > n+ 1. Ako vrijedi
k = n+1, ondaslijedi € I',,,;. Pretpostavimo da vrijedin+1 < k. Ondaiz (N, <, V), k I
slijedi (N, <, V),n+ 1  Fy te zaklju€ujemo Fy € T,,;.

Uvjet (B4) dokazuje se analogno, stoga izostavljamo dokaz. Time smo dokazali da je skup
B jedan ¢ —S S B skup.

Preostalo je dokazati da je skup B kardinaliteta najvige 22" ™l Vidimo da za svaki n
vrijedi ', € Cl({p, T}), stoga moZemo imati najvise 2!/°/»™)I takvih skupova te najvise
(2ICleTI2 = 22ACKIPTHI razligitih plocica sastavljenih od tih skupova. Time smo zavrsili
dokaz leme. O

Kako bismo dokazali odlucivost logike K;N, valja dokazati da vrijedi i obrnuta impli-
kacija prethodne leme. No, prije nego Sto dokaZemo obrnutu implikaciju trebamo uvesti
jos par definicija.
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Definicija 4.2.9. Neka je ¢ formula osnovnog temporalnog jezika. Povijest formule ¢ je
ureden par (L, ), gdje je L € N, a funkcija A : {0,1,...,L} — Cl({e, T}) zadovoljava
sljedece uvjete:

(HO) —PT € A(0)
(HI1) za sve n < L je A(n) Hintikkin skup
(H2) za svakin < L je (A(n), A(n + 1)) mala plocica.
MozZe se pokazati da za proizvoljnu formulu ¢ € Cl({¢, T}) vrijedi:

(H3) ako zanekin < L vrijedi Fyy € A(n), onda ili postojim € Ntakavdan <m < L
iy € A(m) ili vrijedi Fy € A(L)

(H4) ako za neki n < L vrijedi Py € A(n), onda postoji m € N takavdam < n i
v e A(m).

Ako je jasno za koju formulu definiramo povijest ili ako je ta informacija suviSna,
govorimo samo “’povijest” umjesto “povijest formule ¢”.

Definicija 4.2.10. KaZemo da je povijest (L', ") prosirenje povijesti (L, 1) ako vrijedi
L < L’ iza svaki prirodan brojn € {0, 1, ..., L} vrijedi ’(n) = A(n). Oznaka: (L, ))<(L’, 1").

Lema 4.2.11. Ako za formulu ¢ postoji ¢-SSB, onda je ¢ ispunjiva na okviru (N, <).

Dokaz. Uzmimo formulu ¢ takvu da postoji skup B koji je ¢ —S S B. Koristit éemo plocice
iz skupa B za izgradnju modela nad (N, <) na kojem je formula ¢ ispunjiva. Ideja je
sljedeca: uzet ¢emo jednu plocicu iz skupa B koja zadovoljava uvjet (S0) te pomocu nje
1zgraditi povijest. Koristit ¢emo tu povijest 1 ploCice i1z skupa B da kreiramo proSirenja te
povijesti. Ponavljajuci postupak kreirat ¢emo niz povijesti. Koristit éemo definirani niz
povijesti da definiramo model na kojem je formula ¢ ispunjiva.

Uzmimo proizvoljnu povijest (L, 1) formule ¢. 1z uvjeta (H2) zakljuCujemo da je (A(L —
1), A(L)) plocica. Ako vrijedi (A(L — 1), A(L)) € B, onda za proizvoljnu formulu ¢ vrijedi:

ako Fy € A(L), onda postoji (L', A") takva da (L, ) < (L', )iy € A'(L). 4.1)

Kako bi dokazali prethodnu tvrdnju pretpostavimo da vrijedi (A(L — 1), A(L)) € B1 Fy €
A(L). 1z uvjeta (S1) zakljucujemo da postoji plocica (A,I') € B takva da je A = A(L) i
Y € I'. Zbog uvjeta (S2) zakljuCujemo da postoji put plocica (Z;, ;41 )o<i<k takav da Xy = A
i Z; = I'. Taj put “zalijepimo” na povijest (L, ), to jest definiramo L’ = L + k te funkciju
A’ definiramo na sljede¢i nacCin:



POGLAVLIJE 4. METODA MOZAIKA 48

X(n) = A(n), zan < L,.
X, zan=L+1.

Time je za povijest (L', A”) ispunjeno 4.1.

Koristeéi 4.1 mozZemo konstruirati niz (Lo, 4p) < (L, 4;) < ... povijesti formule ¢ takav da
=PT € 2p(0), ¢ € 19(0) U Ao(Lo) te da za svaki i i svaku formulu Fyr € A;(L;) postoji j > i1
svijet L; < m < L; takav da ¢ € A;(m). Za kreiranje niza povijesti koristili smo uvjet da za
svaku funkciju A; povijesti (L;, A;) vrijedi (4;(L; — 1), 4;,(L;)) € B. Primijetimo da je bitno
ispuniti taj uvjet samo za prvi €lan niza jer je za ostale uvjet ispunjen zbog nacina na koji
smo definirali funkcije A; za i > 0. Pokazimo da moZemo pronaci ploCicu (L, 4y) za koju
vrijedi (A(Ly — 1), 0(Ly)) € B.

Uzmimo plocicu (O, A) € B koja ispunjava uvjet (S0). Definirajmo Ly = 1 te 4(0) = @ i
Ao(1) = A. Time smo pokazali da uistinu moZemo definirati takav niz povijesti.

Promotrimo valuaciju V : Prop — P(N) definiranu na sljedeci nacin:

V(p) ={n e N | p e A;(n) zanekii € N}.

Tvrdimo da za svaku formulu ¢ € Cl({g, T}) i svaki n € N vrijedi:

(N, <, V),n I ¢ ako 1 samo ako ¢ € A;(n) zanekii € N. 4.2)

Navedenu tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule . Baza indukcije slijedi
direktno iz definicije valuacije V.

Pretpostavimo da 4.2 vrijedi za sve formule sloZenosti k£ > 0. Uzmimo proizvoljnu formulu
¥ sloZenosti k + 1. Vrijednosti funkcija A su Hintikkini skupovi, stoga slucajevi kada je
formula ¢ nastala Booleovim veznicima slijede izravno.

Promotrimo slucaj kada je ¢ oblika Fy za neku formulu y sloZenosti k. Pretpostavimo
da za neki svijet n € N vrijedi (N, <, V),n + Fy. Znaci da postoji svijet m > n takav
da (N, <,V),m  y. Po pretpostavci indukcije postoji i € N takav da vrijedi y € A;(m).
Po uvjetu (H2) i Cinjenici da za sve plocCice vrijedi (B0) vidimo da za svaki [ < m vrijedi
Fy € A,(D) $to ukljuCuje i Fy € A;(n).

PokaZimo da vrijedi i obrnuti smjer tvrdnje 4.2. Pretpostavimo da vrijedi Fy € 4;(n) za
neki i. Po definiciji povijesti, preciznije uvjetu (H3), vidimo da ili postoji svijet m takav
dan<m<Liy e A;(m)ilivrijedi Fy € A(L;) . Promotrimo prvi slu€aj. Po pretpostavci
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indukcije vrijedi (N, <, V),m I y iz Cega slijedi (N, <, V),n + Fy. Ako ne postoj takav
m, vec vrijedi Fy € A(L;), onda znamo da u naSem nizu povijesti postoji povijest (L;, 4;),
J > 1, 1svijet m takav da y € A;(m). Po pretpostavci indukcije vrijedi (N, <, V),m I y iz
cega slijedi (N, <, V), n I Fy. Slucaj kada je formula ¢ oblika Py dokazuje se analogno.

Bududi da smo definirali niz povijesti tako da vrijedi ¢ € 1¢(0) U Ay(Ly) iz 4.2 slijedi da za
valuaciju V vrijedi (N, <, V), 0 I ¢ ili (N, <, V), Ly I ¢ te smo time zavrSili dokaz. O

Teorem 4.2.12. Logika KN je odluciva.

Dokaz. Neka je zadana formula ¢ za koju treba odrediti postoje li svijet w € J 1 valuacija
V takva da je (N, <, V),w I ¢. Prema lemama 4.2.8 i 4.2.11 to pitanje ekvivalentno je
pitanju postojanja ¢ —S S B kardinaliteta najvise 22/C/¢ T,

Kreiranje Turingovog enumeratora kojim odgovaramo na pitanje postojanja ¢ —S S B veli€ine
najvise 22! M analogno je kreiranju Turingovog enumeratora u dokazu odlucivosti lo-
gike KvB pomocu kvazimodela (3.3.8), stoga ¢emo taj dio izostaviti. O
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Sazetak

U ovom radu predstavljeni su neki osnovni pojmovi sintakse i semantike modalne logike.
Zatim su definirani neki sistemi modalne logike poput sistema KvB.

Definirano je svojstvo konacnih modela te prezentirana metoda kona¢nih modela za
dokazivanje odlucivosti modalnih logika. Istaknut je nedostatak te metode, a to je da ne
posjeduju sve odlucive logike svojstvo konacnih modela. Logika KvB primjer je jedne
takve logike. Zato su predloZene druge metode za dokazivanje odlucivosti modalnih logika.
Rijec je o metodama interpretacije, kvazimodela i mozaika.

Predstavljena je teorija SnS te je iskazan Rabinov teorem o odlucivosti teorije SnS.
Metodom interpretacije dokazana je odlucivost logike KvB. To je ostvareno tako da je
problem odlucivosti logike KvB sveden na problem odlucivosti teorije SnS. Odlucivost
logike KvB dokazana je i pomocu kvazimodela.

Definirano je jedno proSirenje osnovnog modalnog jezika naziva temporalni jezik. Za-
tim je definirana temporalna logika K;N. Metodom mozaika dokazana je odlucivost logike
K;N.

Iako su metode interpretacije, kvazimodela i mozaika predstavljene kroz dokaz odlucivosti
logika KvB 1 K;N, ove metode primjenjive su i na neke druge modalne logike.



Summary

In this master thesis, some basic concepts of syntax and semantics of modal logic are
presented. Then, certain systems of modal logic, such as the system KvB, are defined.

The finite model property is defined, and the technique for proving the decidability of
modal logics via finite models is presented. A shortcoming of this technique is highlig-
hted: not all decidable logics possess the finite model property. Logic KvB serves as an
example of such a logic. Therefore, some other techniques for proving the decidability
of modal logics are proposed. Those are the decidability via interpretations, quasi-models
and mosaics.

The theory SnS is introduced, and Rabin’s theorem on the decidability of the theory
SnS is expressed. The decidability of logic KvB is proven using interpretations. This is
achieved by reducing the decidability problem of logic KvB to the decidability problem of
the theory SnS. The decidability of logic KvB is also demonstrated using quasi-models.

An extension of the basic modal language called temporal language is defined. Then,
the temporal logic K, N is defined. The decidability of the logic K;N is proven via mosaics.

Although the decidability via interpretations, quasi-models, and mosaics are presented
through the proof of decidability of logics KvB and K;N, these methods are applicable to
other modal logics as well.



Zivotopis

Rodena sam 1998. godine u Zagrebu. Zavrsila sam Osnovnu Skolu Stenjevec i Osnovnu
glazbenu Skolu Ivana Zajca gdje sam svirala flautu. SrednjsSkolsko obrazovanje zavrsila
sam u V. gimnaziji u Zagrebu. Tijekom srednjoSkolskog obrazovanja sudjelovala sam na
drzavnim natjecanjima iz matematike. Godine 2017. upisala sam preddiplomski sveuciliSni
studij Matematika na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta Sve-
uciliSta u Zagrebu, a zatim diplomski studij Racunarstvo i matematika na istom odsjeku.
Tijekom fakultetskog obrazovanja volontirala sam u Dje¢jem domu Antun Gustav Mato§
gdje sam poducavala matematiku.



	Sadržaj
	Uvod
	Osnovne definicije i činjenice
	Sintaksa modalne logike
	Semantika modalne logike
	Normalne modalne logike

	Metoda konačnih modela
	Svojstvo konačnih modela i svojstvo konačnih okvira
	Aksiomatizabilnost
	Logika KvB nema svojstvo konačnih modela

	Metode interpretacije i kvazimodela
	Teorije SnS
	Rabinov teorem
	Dokaz odlučivosti logike KvB metodom kvazimodela

	Metoda mozaika
	Osnovni temporalni jezik
	Odlučivost logike KtN

	Bibliografija

