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Uvod

Nogomet, kao globalni fenomen, ne samo da plijeni paznju milijuna navijaca diljem
svijeta, veC je i znaCajan ekonomski entitet. S rasponom transfera igraca koji dosezu
znacajne iznose, procjena trziSne vrijednosti nogometasa postala je klju¢na u donoSenju
odluka za klubove, menadZere igraca i ostale dionike u nogometnom ekosustavu.

U ovom radu istraZuje se inovativan pristup procjeni trzZiSne vrijednosti nogometasa
koriStenjem metoda statistiCkog ucenja. StatistiCko uCenje pruza snazZan alat za analizu
velikih podataka i identifikaciju skrivenih uzoraka koji mogu utjecati na cijenu igraca. Kroz
koriStenje naprednih modela statistickog ucenja, ovaj rad ima za cilj razviti modele koji ¢e
biti u mogucnosti preciznije procijeniti trziSnu vrijednost nogometasa na temelju razlicitih
¢imbenika kao Sto su performanse, statisticki pokazatelji, dob, pozicija na terenu, i drugi
relevantni faktori.

Ovaj rad sastoji se od pet poglavlja. Prvo poglavlje obuhvaca definiranje modela li-
nearne regresije, njene vrste i opis glavne metode za procjenu njenih parametara. Drugo
poglavlje fokusira se na osnovne pojmove statistickog ucenja 1 glavne metode pri ana-
lizi 1 validaciji modela. Trece i1 Cetvrto poglavlje pruzaju teorijski uvid u modele koji se
shvacaju kao unaprjedenje modela linearne regresije. Naposljetku, peto poglavlje pruza
opis problema i metoda koje su koriStene, kao i numericki i graficki prikaz rezultata dobi-
venih u radu. Kao primarna literatura koristene su knjige (1) i (6). Kao suplement za bolje
1 dublje razumijevanje koriSten je prilog (3).






Poglavlje 1

Modeli linearne regresije i procjena
parametara modela

Svrha linearne regresije je izrada modela kojim opisujemo podatke. Regresijskom ana-
lizom doznajemo postoji li povezanost izmedu varijabli te ukoliko postoji, saznajemo na
koji nacin jedna varijabla ovisi o drugoj varijabli ili viSe njih. Pomocu regresijske analize
kljucno je utvrditi moZe li se promatrana varijabla procjeniti pomoc¢u opazenih vrijednosti
drugih varijabli. Model linearne regresije pretpostavlja da je regresijska funkcija linearna
u varijablama x, ..., x,. Iako su opsezno razvijani u predkompjutersko doba statistike, i
dan danas postoje snazni razlozi za proucavanje i upotrebu modela linearne regresije. Jed-
nostavni su i ¢esto pruzaju adekvatni i lako objasnjiv opis kako ulazne varijable utjecu na
izlaznu. Na poslijetku, mogu se primjeniti na transformirane ulazne podatke sto znacajno
proSiruje njihovo podrucje primjene.

1.1 Oblikovanje modela

Neka je dan vektor prediktora (ulaznih varijabli ili varijabli poticaja) X" = (X1, Xa, ..., X,),
kojim Zelimo predvidjeti vrijednost varijable odaziva (izlazne varijable) Y. Linearni regre-
sijski model kao funkcija od X ima oblik

gdje je € Gaussov sluajni vektor s ofekivanjem nula i varijancom o2 koja ozna¢ava od-
stupanja od zavisnosti koja nisu opisana modelom. Nazivamo ju slucajna greska i piSemo
e ~ N(0, oI). B, j = 0, ..., p su nepoznati parametri modela odnosno koeficijenti. Varija-
ble X; mogu biti razli¢ite prirode:
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1. kvantitativne varijable
2. transformacije kvantitativnih varijabli (log X, X2, VX)
3. polinomna reprezentacija (X, = X7, X; = X7)

4. dummy varijable, odnosno indikatori pripadnosti odredenoj klasi. Ako statistiC¢ka
jedinica koju promatramo pripada nekoj klasi, vrijednost joj je 1, inace je 0. Najcesce
se koriste kod podataka kao Sto su spol, rasa, politicka opredjeljenost, itd. Da bi se
modelirala kategorijalna varijabla koja moze poprimiti k razliCitih vrijednosti, treba
definirati K — 1 dummy varijabli gdje je jedna kategorija, od ukupno k, referentna ili
bazi¢na kategorija.

Gotovo uvijek analizu neke pojave radimo pomocu viSe od jednog mjerenja. Tada je
(Xi15 Xi2y ooy Xip, ¥i), 1 = 1,2,...,n sluCajni uzorak iz linearnog regresijskog modela kojeg
opisuje n linearnih jednadZzbi:

yi =PBo+Bixi + ... +Bpxi, + €

2 =Bo+P1xar + ... + Bpxo, + €

Yu =Po+Bi1Xp + ..o + BpXypy + €.

Radi jednostavnosti koristimo matri¢ni prikaz pa zbog toga redom oznacavamo:

I X1 Xppv-- X2p

I Xy xi2o-0 xip
X = .

1 Xnl Xp2°°° Xpp

X je matrica dimenzije n X (p + 1) u kojoj su u svakom retku vrijednosti nezavisnih varijabli
za pojedino od n mjerenja sa jedinicom na prvoj poziciji. Pretpostavljasedajen > p + 1.
Sli¢no ¢emo sa Y oznaciti vektor stupac duljine n koji sadrzi opaZene vrijednosti zavisne
varijable te sa € vektor stupac slucajnih greSaka koji je iste dimenzije n:

Y1
Yy
y=|"

Yn
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€]
€

Vektorski zapis modela postaje:

Y=XB+e (1.1)

1.2 Procjena parametara modela

Cilj nam je pronaci nepoznate parametre §; iz (1.1) koji ¢e nam opisivati veliinu utjecaja
pojedine prediktorske varijable X; na Y. Najpoznatija metoda procjene parametara modela
linearne regresije je metoda najmanjih kvadrata. Kao Sto joj ime kaze, koeficijente f =
(Bo,B1s -ees ,BP)T odabiremo tako da minimiziramo sumu kvadrata reziduala:

n n P
RSS(B)= > (vi— fx)) = > (i —Bo— . %8’ (1.2)
=1 =1

J=1 J

Definicija 1.2.1. j je najbolji procjenitelj metodom najmanjih kvadrata uzorka (x; i Yi)s i =
1,2,..,n,j=1,2,....,p ako,@ minimizira RS S (B)

Sa statistickog stajaliSta, navedeneni kriterij je prihvatljiv ako mjerenje (x;,y;) pred-
stavlja nezavisne slu¢ajne ishode iz njegove populacije. Cak i ako x;-ovi nisu izvuceni
slucajno, kriterij je i dalje opravdan ako su y;-ovi uvjetno nezavisni uz dani x;. Slika 1.1
prikazuje geometriju smje§tanja najmanjih kvadrata u R”*! dimenzionalni prostor:
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X1

Slika 1.1: Linearna prilagodba najmanjih kvadrata s X € R%. Izvor (1, str. 45)

U vektorskom zapisu, suma kvadrata reziduala ima oblik:
RSS(B) = (Y — XB)' (Y - XPB) (1.3)

To je kvadratna funkcija koja ima p + 1 parametar. Minimiziramo je buduéi da koristimo
metodu najmanjih kvadrata. Njenim deriviranjem po $-i dobivamo jednadzbe

ORSS .o
35 " 2XT(Y - XB) (1.4)

ORSS  _ ;
i 2XTX (1.5)

Ako pretpostavimo (na trenutak) da X ima puni stup&ani rang, odnosno da je X’ X pozitivno
definitna i prvu derivaciju izjedna¢imo s nulom

X"(Y-XB)=0 (1.6)
Na taj nacin dobivamo jedinstveno rjeSenje

B=X"X)"X"Y. (1.7)
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Sada imamo procjenjene parametre regresije te moZemo izracunati predvidene vrijednosti
zavisne varijable y za dani vektor nezavisnih varijabli x,. Te vrijednosti dane su sa

fxo) = (12 x)B.
Pomocu toga ratunamo procjenu vektora zavisnih varijabli za svih n mjerenja. On je
dan s

Y =XB8=XX"X)"'x"y,

gdje je 3 = f(x).

Matricu H = X(X”X)™'X7 koja se pojavljuje u jednadzbi ponekad nazivamo “kapa” ma-
tricom jer stavlja kapu na Y. Ona je simetri¢na i idempotentna, odnosno vrijedi H> = H i
H' =H.

Reziduali e = y — § igraju vaznu ulogu u istraZivanju adekvatnosti modela i u otkrivanju
odstupanja od temeljnih pretpostavki. Dakle, minimiziramo RS S (8) = ||y — Xp||* odabirom
B tako da je vektor reziduala y — $ okomit na potprostor razapet stupcima matrice X. 9
predstavlja ortogonalnu projekciju od y s obzirom na taj potprostor, Sto vidimo na slici 1.2.

i
X1

Slika 1.2: N-dimenzionalna geometrija regresije najmanjih kvadrata s dva prediktora. Vek-
tor § je ortogonalna projekcija izlaznog vektora y na hiperravninu razapetu ulaznim vekto-
rima x; 1 x,. ¥ predstavlja vektor predikcije dobiven metodom najmanjih kvadrata. Izvor
(1, str. 46)

Moze se desiti da je neka nezavisna varijabla jako korelirana s nekom drugom (ili vise
njih) nezavisnom varijablom, odnosno da se neka x; moze skoro prikazati kao linearna
kombinacija jednog ili viSe stupaca matrice X. Tada je matrica X X loSe uvjetovana ili
skoro singularna Sto moZe dovesti do nestabilnosti metode najmanjih kvadrata u smislu da
koeficijenti 8 nisu jedinstveno odredeni. Dakle, cilj je izbaciti redudantne varijable koje
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nam ne donose nista novo u model.

Ovdje ¢emo navesti neke Cinjenice o distribuciji podataka u modelu. Pretpostavili smo
da su opaZanja zavisne varijable y; nekorelirana i imaju konstantnu varijancu o i da su
x; dani, to jest, nisu slucajni. Iz (1.7) slijedi da je varijacijsko - kovarijacijska matrica
procjene parametara najmanjih kvadrata jednaka

Var(B) = (XTX) o2

Varijancu o obi¢no procjenjujemo s

1 n
A2 - 532
o _N—p—lgl(y’ yi)',

gdje je Y—¥ = &, anazivnik N—p—1 &ini 62 nepristranim procjeniteljem za o->. Kako bismo
mogli donositi zakljuCke o parametrima i modelu, dodatno pretpostavimo da je uvjetno
oCekivanje od Y linearno u X, X5, ..., X, te da su odstupanja od Y oko njegovog ocekivanja
aditivna 1 Gaussova. Stoga imamo

Y = EYIX), ... X)) + €

P
= ﬁo + Z Xj j + €,
J=1
gdje je € slu¢ajna varijabla s distribucijom € ~ N(0, o). Iz prethodnog slijedi
B~NB, X"X) "), (1.8)

te
(N=p-16>~xr_pi-

Dodatno, B i 6 su statisticki nezavisni.
Iz varijance reziduala dolazimo do kovarijance vektora zavisne varijable koja je jednaka

con(Y) = E[(Y = XB)(Y — XB)] = E[¢¢"] = oI (1.9)

Prikazane pretpostavke distribucije koristimo za testiranje hipoteza, te pouzdanih intervala
za koeficijente B, j = 0, ..., p. Kako bismo testirali hipotezu da je pojedini koeficijent
B = 0, formiramo standardizirani koeficijent ili Z - score:
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gdje je v;, j-ti dijagonalni element matrice (X" X)~'. Na temelju nulte hipoteze da je 8, = 0,
zjima t,_,_; distribuciju i zbog toga velika vrijednost od z; vodi do odbacivanja navedene
nulte hipoteze.

Ako & zamijenimo s poznatom vrijednoS¢u o, z; ¢e imati standardnu normalnu distribuciju.
Povecavanjem uzorka, razlika medu repnim kvantilima standardne normalne i #-distribucije
postaje zanemariva zbog ¢ega uobi€ajeno koristimo kvantile normalne razdiobe. Navedenu
situaciju moZemo vidjeti na slici 1.3 gdje su istaknuti kvantili za testiranje hipoteza na
razinama znacajnosti p = 0.01 i p = 0.05.

Tad Probabifiges
@01 0.02 003 004 0.05 006

Slika 1.3: Repni kvantili P(||Z]] > z) za t3p 1 tjoo distribuciju. Primje¢ujemo da
povecCavanjem uzorka razlika izmedu kvantila ¢ 1 standardne normalne distribucije pos-
taje neznatna. Izvor (1, str. 48)

Cesto moramo simultano testirati zna¢ajnost neke grupe koeficijenata. Na primjer, za-
nima nas moze li se kategoricka varijabla s k razina iskljuciti iz modela. Tada moramo
testirati mogu li se koeficijenti dummy varijabli, njih k£ — 1, koriStenih za predstavljanje tih
razina postaviti na nulu. U tom slucaju koristimo F statistiku:

_ (RSSo—RSS1)/(p1 = po)
~ RSS1/(N-p -1

9

gdje je RS S| suma kvadrata reziduala za procjenjene vrijednosti ve€eg modela sa p; +1 pa-
rametara, a RS S o suma kvadrata reziduala manjeg modela sa py+ 1 parametara. F statistika
mjeri promjenu sume kvadrata po dodanom parametru u ve¢em modelu i normalizirana je
pomoéu procjene od o%. Z — score-ovi z; su ekvivalentni F statistici za izbacivanje pojedi-
nog parametra ; iz modela. S Gaussovim pretpostavkama i nultom hipotezom koja tvrdi
da je manji model dovoljan, F statistika ima F,;_,0 n—p1-1 distribuciju.

Sli¢no, mozemo izolirati 8;, te pomocu (1.8) dobiti 1 — 2« pouzdani interval za §;:

A

1 A
B —"vie, B+ v ). (1.10)

~. =
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Takoder, moZemo dobiti pribliznu grupu pouzdanosti za cijeli vektor parametara g:

(1-a)

Co=BIB-B' X' XB-B <xp )

Ta grupa pouzdanosti za S generira odgovarajuu grupu pouzdanosti za stvarnu funkciju
f(X) = X"B, koja je jednaka {X”B|B € Cg}.

1.3 Gauss - Markovljev teorem

Jedan od najpoznatijih rezultata u statistici dokazuje da procjena parametara S pu-
tem najmanjih kvadrata ima najmanju varijancu medu svim linearnim procjeniteljima.
Medutim, restrikcija na nepristrane procjene nije nuzno mudra, Sto ¢emo takoder preciznije
1 razjasniti. To nas opaZanje moZe navesti da razmotrimo pristrane procjene poput ridge
regresije koju ¢emo kasnije definirati.

Prije iskaza Gauss - Markovljevog teorema iskazat ¢emo i definirati neke pojmove koji su
potrebni za njegovo razumijevanje kao i za njegov dokaz.

Definicija 1.3.1. Procjenitelj S, je nepristran procjenitelj za T ako vrijedi
E[S,]=r1
Pretpostavimo zasada da za sluCajne greske vrijede Gauss - Markovljevi uvjeti:
e Fle] =0,zasvei=1,2,...,n,

2 zasvei=1,2,..,n,

e Varle] =0
e cov(e,€)) =0,zasvei # j.
Tada su procjenitelji najmanjih kvadrata nepristrani:
E4lB] = B, VB € R,

Teorem 1.3.2. Neka vrijede Gauss - Markovljevi uvjeti te neka je B procjenitelj od 8 dobi-
ven metodom najmanjih kvadrata. Tada vrijedi

cov(B) = (X" X)™! (1.11)
Dokaz. Ozna¢imo A = (XTX)~'X”. Tada je B = AY. Sada pomoéu (1.9) imamo

cov(B) = Acov(Y)AT = 0?AIAT = 0?AAT = 2(XTX) ' XTX(XTX) ! = 2 (XTX)™!
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Neka je L : R**! — R linearni funkcional parametara:

L) =1

Definicija 1.3.3. Neka je Y vektor opaZenih vrijednosti zavisne varijable, to jest, varijable
odaziva. Statistika T = t(Y) je:

1. Linearni procjenitelj za L(B) ako je oblika
T=C",
za neki neslucajni vektor ¢ € R".
2. Nepristrani procjenitelj za L(B) ako je
E[T] = L(B), VB € R

3. Najbolji linearni procjenitelj za L(B) ako je za L(B) on:
e linearan procjenitelj
e nepristran procjenitelj

o u klasi svih nepristranih linearnih procjenitelja ima najmanju varijancu.

Budu¢i da su predvidene vrijednosti zavisne varijable y oblika f(x) = x{ 3, fokusi-
rat éemo se na procjenu bilo koje linearne kombinacije parametara = a’ 8. Prema (1.7),
procjena najmanjih kvadrata od a’ g je

6=a"X"X)'XTXB = d’B.

S obzirom da matrica X sadrzi vektor jedinica i vektore stupce nezavisnih varijabli, od-
nosno mjerenja koja su dana, i cijela matrica X je fiksna. Zbog toga je 6 zapravo linearna
funkcija ¢j Y u varijabli vektora opazZenih vrijednosti varijable odaziva Y. Pretpostavimo
da je linearan model ispravan. Tada je procjena a’ 8 nepristrana buduéi da vrijedi

Eld'Bl = Eld" X"X)'XTY] = a" (X" X)"' X" = a" B.

Gauss - Markovljev teorem tvrdi da ukoliko imamo bilo koji drugi linearni procjenitelj
6 = c"Y koji je nepristran za a” 8, tada mora vrijediti Var(a’B) < Var(c"Y).

Teorem 1.3.4. (Gauss-Markov). Neka je 8 procjenitelj metodom najmanjih kvadrata za
parametre linearnog regresijskog modela te neka je L(B) = a'B. Ako vrijede Gauss -
Markovljevi uvjeti, tada je statistika

T:aTB

najbolji linearni nepristrani procjenitelj za L([).
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Dokaz. Neka je b' Y proizvoljan nepristran linearan procjenitelj od a’ 8. Buduéi da je b”Y
nepristran procjenitelj od a’ 8 = E(bT XPB), za sve B iz ega pak zakljuCujemo

b'X=d" (1.12)
Sadaiz (1.11)1(1.12) imamo:
Var(b'Y) = b" cov(Y)b = b" (c* )b = o?b"b (1.13)
i
Var(aTB) = aTcov(ﬁ)a =c?d XTX)\a =" XXTX) ' X b. (1.14)

Zbog toga i &injenice da je M = I — X(X"X)"'XT pozitivno semidefinitna matrica vrijedi
Var(b"Y)=Var(a"B) = o [b"b-b"X(XTX)"'XTb] = b [I-X(XTX)'XT1b > 0. (1.15)
Time je dokazana tvrdnja teorema. O
Promotrimo sada srednje kvadratnu pogresku procjenitelja @ koji procjenjuje 6:
MSE®) = E[6 - 61> = Var(6) + [E[6] - 6] (1.16)

Prvi izraz srednje kvadratne pogreske je varijanca procjenitelja, dok je drugi izraz njegova
kvadratna pristranost. Po Gauss - Markovljevom teoremu procjenitelj najmanjih kvadrata
ima najmanju varijancu medu svim linearnim nepristranim procjeniteljima Sto povlaci da
on ima najmanju srednju kvadratnu pogresku medu njima. Medutim, moZe postojati pris-
trani procjenitelj sa manjom srednjom kvadratnom pogreskom. Takav procjenitelj zami-
jenjuje malo pristranosti za vece smanjenje varijance. Metode koje smanjuju ili postav-
ljaju na nulu nekog od koeficijenata najmanjih kvadrata mogu rezultirati pristranom pro-
cjenom. S obzirom da Zelimo procjenitelja sa §to manjom moguéom srednjom kvadratnom
pogreskom, u nastavku rada razmotrit ¢emo neke od pristranih procjena, poput varijabilnog
odabira podskupa i ridge regresije, buduci da se oni uobicajeno koriste.

1.4 ViSestruka regresija

Visestruki linearni regresijski model je linearni model sa p > 1 ulaznih varijabli. Pro-
cjenu koeficijenata metodom najmanjih kvadrata (1.7) je najlakSe razumjeti na primjeru
jednostruke linearne regresije (p = 1) bez slobodnog ¢lana, odnosno:

y=x6+e.
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Procjena metodom najmanjih kvadrata i reziduali tada izgledaju:

A~ Z?: XiYi
B = nl 2 b
i=1 %
ri=yi— XiB-
Koristeéi vektorske zapise y = (y1, ..., y,)?, x = (x1, ..., x,)! 1 definiciju skalarnog produkta
gornje jednadZbe postaju
p= Y (1.17)
(X, x)
r=y—xB. (1.18)

Vidjet éemo da ova jednostavna jednovarijatna regresija daje temelj za viSestruku linearnu
regresiju. Pretpostavimom da su stupci matrice X|, ..., X, ortogonalni, tj. vrijedi (x;, x;) = 0
za svaki j # k. Tada su procjenitelji koeficijenata viSestruke linaerne regresije 3 ; pomocu
metode najmanjih kvadrata jednaki odgovarajuéim procjeniteljima koeficijenata jednos-
truke linearne regresije, to jest
A _ (X;,Y)
T XL X))

(1.19)

Dakle, u slucaju ortogonalnih ulaznih podataka, to jest nezavisnih varijabli, te nezavisne
varijable nemaju utjecaja na medusobne procjenitelje parametara u modelu. Ortogonalni
ulazni podaci se gotovo nikada ne pojavljuju u opazenim podacima, veé u projektiranim
istrazivanjima u kojima je ortogonalnost sprovedena. Zbog toga se ulazni podaci moraju
ortogonalizirati kako bismo iskoristli gornje rezultate.

Pretpostavimo sada da imamo ishodiSte 1 jednu nezavisnu varijablu, to jest ulazni podatak,
X. Tada koeficijenti od X dobiveni metodom najmanjih kvadrata imaju oblik

(X - X1,y)
(X -X1,X - X1)

B = (1.20)

gdjeje X = Y7, <11 = X, je vektor s n jedinica. Procjena (1.20) rezultat je dvije primjene
jednostruke regresije (1.19). Prvi je korak u tom postupku primjena jednostruke regresije
od X na 1 da bi dobili rezidual Z = X — X1. Drugi je pak korak primjena jednostruke
regresije od Y na rezidual Z kako bi dobili koeficijent 3. Na taj je nacin X, odnosno Y
ortogonaliziran s obzirom na 1, odnosno Z. Dakle, drugi korak navedenog postupka je
jednostruka regresija u kojoj se koriste ortogonalni prediktori 11 Z.

Na slici 1.4 prikazan je navedeni proces za dvije opCenite nezavisne varijable X; 1 X5.
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B

Slika 1.4: Regresija metodom najmanjih kvadrata ortogonalizacijom ulaza. Provedemo re-
gresiju od X, na X, rezultirajuci vektorom reziduala Z. Potom je opet primjenjena jednos-
truka regresija od Y na Z, te je dobiven koeficijent viSestruke regresije od X,. Pribrajajuci
projekcije ¥ na X; i Z dobivamo prilagodbu najmanjih kvadrata ¥. Izvor (1, str. 54)

Bududi da Zelimo dobiti postupak za procjenu koeficijenata viSestruke linearne re-
gresije, generaliziramo gornji postupak do slucaja s p nezavisnih varijabli, a to je prikazano
u sljedeéem algoritmu regresije uzastopnom ortogonalizacijom:

1. Incijaliziraj Zy = Xy =1

2. Za j=1,2,..., p primjeni jednostruku regresiju od X; na Zy, Z,, ..., Z;_; kako bi dobio
koeficijente ¥;; = (Z;, X;)/<Z;,Z;),l = 0,1, ..., j — 1 i vektor reziduala Z; = X; —
S0 iz

3. Primjeni jednostruku regresiju od Y na rezidual Z, kako bi dobio procjenu ,B,,.

Rezultat algoritma je procjenitelj:

N Z,Y
B = u. (1.21)
(Zy,Zp)
Kako su ulazni podaci Zy, Zi,...,Z;_; u drugom koraku ortogonalni, koeficijenti koji su
ovdje dobiveni jednostrukom regresijom su zapravo koeficijenti viSestruke regresije. Al-
goritam je poznat kao Gram - Schmidt postupak za viSestruku regresiju.

U slucaju kada je X, jako koreliran s nekime od ostalih X;-ova, vektor reziduala Z, ¢e
biti blizak nuli te iz (1.21) zaklju¢ujemo da e tada koeficijent ﬁp biti jako nestabilan. To
¢e takoder vrijediti za sve varijable u koreliranom skupu. U toj bi situaciji svi Z — score-
ovi mogli biti maleni Sto bi znacilo da da bilo koja varijabla iz koreliranog skupa moze biti
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izbrisana, no ipak ih ne moZemo sve izbrisati.

Iz jednadZbe (1.21) takoder dobivamo i alternativnu formulu za procjenitelj varijance:

o2 o

(Z,, 2,y ZI1

Var(B,) = (1.22)

Iz formule (1.22) zaklju€ujemo da preciznost kojom moZemo procijeniti ,[3,, ovisi o duljini
vektora reziduala Z,,.

prikaZzimo sada drugi korak algoritma u matri¢noj formi:
X =7I. (1.23)

Ovdje je Z matrica Ciji su stupci vektori Z; u pravilnom redoslijedu, a I" je gornjetrokutasta
matrica s elementima ¥;;. UvrStavanjem dijagonalne matrice D kojoj je j-ti dijagonalni
element D;; = ||Z;;||, dobivamo

X =ZD7'DI' = OR, (1.24)

odnosno QR dekompoziciju matrice X. Matrica Q je ortogonalna matrica dimenzije nX(p+
1). OR dekompozicija prikazuje prikladnu ortogonalnu bazu za prostor stuapca matrice X.
Iz ovog prikaza lako dolazimo do rjeSenja metode najmanjih kvadrata:

B=R'QTY. (1.25)

Iz toga slijedi:
Y =00"Y. (1.26)

Bududi da je matrica R gornjetrokutasta, jednadzba (1.25) je lako rjeSiva.
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1.5 Multivarijatna regresija

Pretpostavimo da imamo viSe varijabli odaziva Y1, ..., ¥; koje Zelimo procjeniti na temelju
danih ulaznih varijabli Xy, X1, ..., X,,. Pretpostavimo linearni model za svaki od njih:

p
Yi = Box + ZXj,Bjk + & = filX) + &.
=

Ako pretpostavimo da imamo uzorak duljine N gornji izraz u matri¢noj notaciji mozemo
zapisati kao
Y=XB+E,

gdje je Y N x K matrica odaziva s elementima y;, X je ulazna matrica dimenzije N X (p+1),
B je (p + 1) X K matrica parametara te £ N X K matrica greSaka. Direktna generalizacija
jednovarijatne sume kvadrata reziduala (1.2) dana je s:

K K
RSS(B) = > > (i = filx)* = tr[(Y = XB)')(¥ - XB)]. (1.27)
k=1 i=1
Matrica procjenitelja ima istu formu kao i prije
B=X"x)5-1x"Y. (1.28)
Ako su greske € = (€, ..., &) bilo bi prikladno modificirati (1.27). Preciznije, pretposta-

vimo da je Cov(e) = . Dobijemo sljedeci izraz:

N
RSS(B:Z)= ) (i = fe) (i = flx)
i=1

Sto proizlazi direktno iz teorije o multivarijatnoj normalnoj distribuciji.



Poglavlje 2

Ocjena preciznosti modela statistickog
ucenja

2.1 Fleksibilnost modela

Kako bi smo ocijenili kvalitetu modela na danom skupu podataka, trebamo nekako mo¢i
mjeriti koliko dobro predikcije dobivene modelom odgovaraju opaZenim podacima. Dakle,
potrebno je kvantificirati koliko dobro vrijednost varijable odziva odgovara stvarnoj vrijed-
nosti varijable odziva. NajceSCe koriStena mjera u problemu regresije naziva se srednjek-
vadratna greska. Neka je f procjena za regresijsku funckiju dobivena nekim modelom.
Srednjekvadratna greska, u oznaci MSE dana je sa:

S S PR
MSE—n;@l FO))

gdje je f(x;) predikcija koju f daje za i-tu opservaciju. Ako je (x1,y1), (X2, Y2)s --es (X, Y1)
skup za trening, tada znamo da f dobiven metodom najmanjih kvadrata minimizira MSE
na danom treningu skupu. Medutim, nas ne zanima vrijedi li f(x;) = y;, ve€ vrijedi li
f(x0) = yo, gdje je (xo,y0) prethodno neopazZena testna opservacija koja nije koriStena za
prilagodbu modela regresije. Dakle nas cilj je odabrati onu metodu koja ima najniZu testnu
MSE. Problem je §to ponekad nemamo toliko podataka pa samim time ni skup testnih
podataka na raspolaganju. Zbog toga je jedna od opcija koristiti model koji minimizira
MSE na skupu za trening, ali ne postoji garancija da ¢e ona imati i najmanju testnu MSE.
Mnogi algoritmi statistickog ucenja (ridge regresija, lasso) imaju parametre koji kon-
troliraju ono §to zovemo fleksibilnost modela. U slucaju kada metoda daje malu MSE na
skupu za trening, a veliku testnu MSE kazemo da se dogodio overfitting podataka. To se
dogada jer metoda previse trazi uzorke u podacima koji mogu biti samo uzrok slucajnosti,
a ne nepoznate funkcije f. Testna MSE je tada velika zato Sto uzorci koje je metoda nasla

17
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u skupu za trening jednostavno ne postoje u testnim podacima. Neovisno o overfittingu,
gotovo uvijek o¢ekujemo da ¢e MSE skupa za trening biti manja od testne MSE jer vecina
metoda statistickog ucenja direktno ili indirektno djeluje s ciljem minimiziranja MSE na
skupu za trening. Zbog toga je osnovno svojstvo statistickog ucenja da, neovisno o skupu
podataka 1 metodi, MSE skupa za trening monotono pada, a testna MSE poprima takozvani
U- oblik. U—- oblik testne MSE posljedica je dvaju opre¢nih svojstava metoda statistickog
ucenja, a to su pristranost i varijanca koje ¢emo sada predstaviti.

2.2 Pristranost, varijanca i kompleksnost modela

Kako bismo lakse razumjeli klju¢ne pojmove u ovom poglavlju uvodimo pojam funkcije
gubitka.

Definicija 2.2.1. Izmjerivo preslikavanje L : R*> — [0, +00) zove se funkcija gubitka. U
slucaju kada je Y kvantitativna varijabla, tipicno se za funkciju gubitka uzima L((yy,y2)) =

01 — )

Tada kvadratnu gresku od f(X) definiramo kao L((Y, f(X))) = (¥ - f(X))?. Sada
pomocu tih pojmova definiramo bitne pojmove - testna greska i ocekivana testna greska.

Definicija 2.2.2. Testna greska definirana je sa
Err. = BIL(Y, f:(X))I7]

gdje je T fiksan skup za trening, a (X,Y) nezavisan i jednakodistribuiran kao slucajan
uzorak za skup za trening.

Definicija 2.2.3. Ocekivana testna greska definirana je sa
Err =E"[Err,]

gdje je Err, prethodno definiriana testna greska, E" ocekivanje na produktnom vjerojat-
nosnom prostoru.

Testna greSka nam govori kako se model dobiven pomocu konkretnog skupa za tre-
ning ponasa na novim podacima prosjecno. S druge strane, o¢ekivana testna greska gleda
ocekivanje te greSke s obzirom na razne skupove za trening.

Definicija 2.2.4. Greska predikcije na skupu za trening T = {(x;,y;) : i = 1, ...,n} naziva se
greska skupa za trening i definira se kao

_ 1
err = Z} Ly, f(x0))
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Na slici 2.1 crvene krivulje prikazuju testnu greSku Err. za 100 simuliranih skupova
podataka 7 duljine 50. Debela crvena krivulja predstavlja njihov prosjek tj. Err. Svijetlo
plave krivulje prikazuju greske predikcije na skupovima za trening, err. Debela plava
krivulja predstavlja oekivanu gresku predikcije na skupu za trening, dakle E[err].

o High Biaa Low Bias
Lo Varance High Variance

— —_—

Pradichon Emror
a4 06

02
1

T T T T T T T T
o B 10 15 20 25 an 5

Mode] Complexity {df)

Slika 2.1: PonaSanje testne greske, Err. i greSke predikcije na skupu za trening err, u
ovisnosti o kompleksnosti modela. Izvor (1, str. 220)

Iz gornje slike moZemo zakljuciti kako greSka za trening nece uvijek biti dobra pro-
cjena testne greske bududi da greska za trening monotono pada kako kompleksnost modela
raste, dok kod testne greske uo¢avamo U- oblik pripadne krivulje. Sto je veéa kompleks-
nost modela, manja je njezina pristranost, ali ve¢a varijanca. Idealno bi bilo da dobivena
funkcija ne daje jako razlicite rezultate za razliCite skupove za trening. Ako se to dogodi
kaZzemo da model ima veliku varijancu. Pristranost se pak odnosi na greSku koja proizlazi
iz pretpostavke o vezi izmedu varijable odziva i prediktora. Linearni model primjer je ne-
fleksibilnog modela za koji o¢ekujemo visoku pristranost, dok ¢e fleksibilniji modeli imati
manju pristranost. Dakle vidimo da su pristranost i varijanca dva suprotna pojma. Odnos
pristranosti 1 varijance se u statistickom ucenju naziva bias-variance tradeoff. U nastavku
iskazujemo teorem koji se Cesto naziva dekompozicija ocekivane testne greske.

Teorem 2.2.5. Vrijedi
Err = E"[E[(Y - f(X))*]]
= E[E"[/,(X)] = r(X))’] + E[E"[(f(X) = E"[f;(X))*]] + Var(e)
gdje je r(x) regresijska funkcija, odnosno r(x) = E[Y|X = x], a (X, Y) je nezavisan od .

2.1)
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U gronjoj dekompoziciji u tocki x € R” prvi ¢lan predstavlja kvadrat pristranosti, drugi
¢lan varijancu od f(x), a tre¢i ¢lan ireducibilnu gresku. 1z toga zaklju€ujemo, ako Zelimo
minimizirati ocekivanu testnu gresku trebamo pronac¢i model sa malom pristranosti i ma-
lom varijancom.



Poglavlje 3
Odabir podskupa

Kao $to smo ve¢ napomenuli, procjena najmanjih kvadrata Cesto nije najbolja procjena
zbog Cega koristimo i pristrane modele. Dva su glavna razloga zbog ¢ega nismo zadovoljni
tom procjenom:

e Prvirazlog je preciznost, odnosno to¢nost procjene. Procjenitelji najmanjih kvadrata
¢esto imaju malu pristranost, ali veliku varijancu. To¢nost procjene se ponekad moze
poboljsati smanjivanjem ili postavljanjem pojedinih koeficijenata na nulu. Radeci
to, Zrtvujemo malo pristranosti kako bi smanjili varijancu procjenjenih vrijednosti i
poboljsali cjelokupnu tocnost predvidanja.

e Drugi razlog je tumadenje. Cesto imamo velik broj procjenitelja, ali bismo htjeli
odrediti manji podskup koji ¢e prikazati najjace djelovanje. Odnosno Zelimo redu-
cirati model tako da u njemu ostanu samo one nezavisne varijable ¢iji je u¢inak na
zavisnu varijablu najveci te ¢ijom Ce se linearnom kombinacijom lako opisati utjecaj
novog mjerenja na ishod. U tom smislu, voljni smo Zrtvovati neke sitne detalje kako
bismo dobili Siru sliku.

3.1 Odabir najboljeg podskupa

Kod konstrukcije regresijskog modela, uklanjanje irelevantnih varijabli u€init ¢e model
lak$im za interpretaciju 1 manje sklonim prekomjernom prilagodavaju podacima, samim
time viSe generaliziranim.

Prva od metoda odabira podskupa varijabli koju éemo opisati je Metoda odabira najboljeg
podskupa (eng Best - Subset Selection method). Njen cilj je pronaci podskup nezavis-
nih varijabli X; koje najbolje predvidaju varijablu odaziva Y uzimajuéi u obzir sve moguce
kombinacije prediktora. Dakle, ako imamo na raspolaganju p prediktora, ova metoda kreira

21
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modele s k varijabli gdje je redom k € {1, 2, ..., p} 1 za svaki k pronalazi model s najmanjom
sumom kvadrata reziduala. Na slici 3.1 prikazujemo sve modele podskupova za poznati
primjer modela raka prostate kod kojeg je p = 8. Donje crvene tocke predstavljaju modele
koji su prikladni za odabir putem metode odabira najboljeg podskupa. Bitno je napome-
nuti da najbolji podskup duljine 2 ne mora sadrzavati varijablu koja je bila u najboljem
podskupu duljine 1 i tako dalje. Takoder, donja crvena linija nuZno opada, stoga ju ne
mozemo koristiti za odabir najbolje veli¢ine podskupa. Odgovor na pitanje kako odabrati
k ukljucuje kompromis izmedu pristranosti i varijance (bias - variance tradeoff’), zajedno
sa subjektivnom Zeljom za Stednjom.
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Slika 3.1: Svi moguéi modeli podskupa za primjer raka prostate. Za svaku veli¢inu pod-
skupa prikazujemo zbroj kvadrata reziduala za svaki model te veliCine. Izvor (1, str. 58)

Prednosti ove metode su generaliziranje regresijskog modela uklanjanjem nepotreb-
nih prediktora dajuéi jednostavan i lako razumljiv model. Metoda pruza ponovljiv 1 objek-
tivan nacin smanjenja broja prediktora u usporedbi s ruénim odabirom varijabli kojima se
moze manipulirati kako bi se sluZilo vlastitim hipotezama i interesima.

Mana ovog algoritma je da broj modela koji se moraju uzeti u obzir raste eksponencijalno
s brojem prediktora u modelu.
Ostali pristupi o kojima raspravljamo u ovom poglavlju funkcioniraju na sli¢an nacin.
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3.2 Stepwise unaprijed i unatrag

S obzirom da otkrivanje najboljeg modela medu svim mogucim podskupovima predik-
tora moZe biti jako sporo (posebno za p puno veci od 40), pokuSavamo pronaci brzi nacin
traZenja najefikasnijeg modela.

Stepwise selekcija se pojavljuje u 2 oblika: unaprijed i unazad. Obje imaju za cilj
maksimiziranje korelacije izmedu Y i ¥ koriste¢i onoliko malo prediktora koliko je za to
potrebno. Da bi se to postigla potrebna je neka vrsta pravila odlucivanja o tome mijenja
li se R do Zeljenog stupnja dodadavanjem ili uklanjanjem prediktora, buduc¢i da znamo
da ¢e dodavanje ili uklanjanje prediktora, osim u vrlo neobi¢nim okolnostima, promije-
niti R u odredenoj mjeri. R ovdje oznaCava linearni korelacijski koeficijent koji govori
o korelaciji i smjeru linearne povezanosti izmedu dvije varijable i poprima vrijednosti u
segmentu[—1, 1].

Stepwise unaprijed zapocCinje tako da se u model prvo ubaci samo slobodan Clan, a
zatim od zadanog skupa od k varijabli pronalazi i ubacuje u model varijablu (nazovimo je
P1) s najve¢om apsolutnom korelacijom s Y. Zatim od preostalih k — 1 varijabli metoda
pronalazi varijablu (P,) kada se doda u model koji sadrzi samo P,. Metoda nastavlja istim
postupkom sve dok ne dobijemo model sa svih k prediktora. Dakle, na kraju ¢emo imati
izgenerirano k modela, pa moZemo odabrati model koji balansira izmedu velike vrijednosti
R 1 malog broja prediktora. Varijable koje su dodane kasnije u model najces¢ée ne dorpi-
nose toliko povecanju od R, pa se varijable obi¢no ne smatraju vrijednim zadrZavanja u
predikcijskom modelu.

Opisani postupak obi¢no se ne provodi konstruiranjem svih k modela, veé, umjesto toga
koriStenjem testa statisticke znacajnosti za odlucivanje treba li modelu dodati varijablu ili
potpuno zaustaviti postupak odabira. U prvom koraku metode, variajbla P; se bira samo u
slucaju da je korelirana s ¥ pomocu statisti¢ki znacajnog kriterija, kao Sto je naprimjer p -
vrijednost manja od 0.05. U slucaju da ne postoji niti jedna varijabla znacajno korelirana
s Y medu njih k, postupak staje s modelom bez prediktora. Pretpostavljajuéi da je jedan
pronaden, drugi korak bira prediktora, iz preostalih k — 1 varijabli, koji najviSe poveéava
R(do statisticki znaCajne razine) kada se doda modelu koji sadrzi samo P,. Ako takve
varijable ne postoje, postupak se zaustavlja na modelu koji ima P; kao jedini prediktor.
Ako se pronade takav, proces se nastavlja sve dok viSe ne postoje varijable koje prethodno
nisu dodane u model, takve da povecavaju R do statisti¢ki znaCajne razine ili dok se ne
iscrpe svi prediktori.

Ovaj se postupak moZze dodatno poboljSati dopuStanjem uklanjanja varijabli koje su
prethodno ve¢ dodane u model. U kasnijim koracima metode stepenaste slekcije unaprijed,
moguce je da varijabla koja je znacajno povecala R u nekom od prethodnih koraka postane
beznacajno povezana s Y nakon dodavanja drugih varijabli u model nakon nje. U tom
slu¢aju uklanjanje te varijable ne bi znatno smanjilo R, pa ta varijabla postaje kandidat



24 POGLAVLIJE 3. ODABIR PODSKUPA

za uklanjanje. Ovakvo usavrSavanje stepwise regresije unaprijed je zapravo kombinacija
prethodno opisane stepwise regresije unaprijed 1 stepwise regresije unatrag koju ¢emo
opisati u nastavku.

Kako je stepwise unaprijed pohlepan algoritan, on proizvodi velik broj nepotrebnih
modela zbog ¢ega bi se mogao smatrati manje optimalnim od odabira najboljeg podskupa.
Medutim, on moZe biti bolji iz raCunskih razloga. Naime, za velik broj nezavisnih varijabli
teSko je izraCunati niz najboljih podskupova, no uvijek mozemo izraCunati niz stepwise
unaprijed odabirom. Takoder, za odabir najboljeg podskupa svake duljine se placa cijena u
varijanci, dok je stepwise unaprijed ograniCenija pretraga zbog ¢ega ¢e imati manju vari-
jancu, ali mozda vecu pristranost.

Odabir stepwise unatrag zapocinje punim modelom nako ¢ega ih uklanja jednog po
jednog koriste¢i neki od kriterija za uklanjanje. Prvi nacin je pomoc¢u linearnog korelacij-
skog koeficijenta R. U stepwise selekciji unaprijed, varijabla se dodaje u trenutnom koraku
ako najviSe povecava R, dok se u stepwise selekciji unatrag uklanja ona koja najmanje
snizi R u odnosu na ostale prediktore u modelu. Drugi nacin za uklanjanje prediktora iz
modela je koristeci z — score. U tom slucaju je kandidat za izbacivanje varijabla s najma-
njim z — scoreom. Za razliku od stepwise unaprijed koja se moze uvijek koristiti, stepwise
unatrag se moze koristiti samo u slucaju kada je n > p.

Osim koriStenja testova stastisticke znacajnosti odluka o ubacivanja ili izbacivanju pa-
rametara iz modela se moze temeljiti i na A/C kriteriju. Kada u modelu ima k parametara i
L je maksimalna vrijednost funckije vjerojatnosti, A/C vriejdnost se racuna na nacin:

AIC =2k - 2In(L).

U svakom koraku dodavanja ili izbacivanja varijable, radnja ¢e biti izvrSena nad onom koja
minimizira AIC vrijednost.

3.3 Stagewise regresija unaprijed

Stagewise regresija unaprijed je ograniCenija od stepwise regresije unaprijed. Ona
potinje kao stepwise regresija unprijed sa slobodnim &lanom jednakim Y i centriranim
prediktorom s koeficijentima 0. U svakom koraku ova metoda identificira varijablu koja
je najvisSe u korelaciji s trenutnim rezidualom. Zatim izracunava koeficijent jednostavne
linearne regresije reziduala na odabranoj varijabli 1 dodaje je trenutnom koeficijentu oda-
brane varijable. Postupak se nastavlja sve dok nijedna varijabla nema znacajne korelacije
s rezidualima. U ovom procesu, za razliku od stepwise regresije unaprijed, nijedna od
ostalih varijabli nije prilagodena u trenutku kada se varijabla dodaje u model. Posljedica
toga je da stagewise regresija unaprijed moZze zahtijevati puno viSe od p koraka da bi pos-
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tigla prilagodbu najmanjim kvadratima, pa je u povijesti zbog toga bila odbacena zbog
neucinkovitosti.

Na slici 3.2 su prikazani rezultati proucavanja male simulacije u svrhu usporedbe regre-
sije najboljim podskupom sa manje zahtijevnim alternativama, stepwise unaprijed i una-
trag, te stagewise unaprijed odabirom. Vidimo da je njihovo djelovanje vrlo sli¢no Sto se
Cesto dogada. Takoder uocavamo da je kod stagewise regresije unaprijed potrebno vise
vremena kako bi postigla minimalnu gresku.
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Slika 3.2: Usporedba Cetiriju metoda odabira podskupa na simuliranom problemu linearne
regresije. Prikazana je srednja kvadratna greska procjenjenog koeficijenta B(k) za svaku
veli¢inu podskupa. Izvor (1, str. 59)






Poglavlje 4

Metode sazimanja

Zadrzavanjem odredenog skupa prediktora i izbacivanjem ostalog, metode odabira pod-
skupa generiraju model koji je interpretabilan i ima vjerojatno manju greSku predvidanja
od punog modela. Medutim, jer je to diskretan proces, varijable su ili zadrZane ili odbacene
procesom $§to rezultira visokom varijancom pa ne smanjuje greSku punog modela. Za raz-
liku od metoda odabira podskupa, metode saZimanja su neprekidnije, te stoga nisu sklone
tako visokoj varijabilnosti.

4.1 Ridge regresija

Ridge regresija sazima regresijske koeficijente stavljanjem penalizacije na njihovu veli¢inu.
Koeficijenti regresije minimiziraju penaliziranu sumu kvadrata reziduala,

N p P
pridse = argl;nin{Z(Yi —Bo— Z xijﬁj)2 +4 Zﬂi}' .1
=1

i=1 j j=1

Ovdje je A > 0 parametar sloZenosti koji kontrolira koli¢inu sazimanja. Sto je 1 vedi,
koeficijenti ¢e se vise saZeti. Koeficijenti ridge regresije se saZzimaju prema nuli i jedan
prema drugome. Ridge problem se moze zapisati i kao:

N P P
Bridse = arg[;nin D oi—Bo= ) xB)za ) B <t (4.2)
j=1

i=1 Jj Jj=1

Ovakav zapis izri¢ito ogranicava veli¢inu parametara. Postoji 1 —1 korespondencija izmedu
parametra A u (4.1)itu (4.2).
U slucaju kada ima mnogo koreliranih varijabli u linearnom regresijskom modelu, njihovi

27
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koeficijenti mogu postati slabo odredeni i izloZeni visokoj varijanci. Ako postoji jako po-
zitivan koeficijent za jednu varijablu on se moze “ponistiti” slicno velikim negativnim ko-
eficijentom na njegovom koreliranom paru. Nametanjem ogranicenja veli¢ine koeficijenta,
kao u (4.2), postizemo ublazavanje problema.

RjeSenja dobivena ridge regresijom ovise o skaliranju ulaznih podataka, tako da se oni
normalno standardiziraju prije rjeSavanja (4.1). Dodatno, uo¢imo da je slobodni ¢lan S
izostavljen iz izraza penaliziranja. To je zbog toga Sto bi procedura ovisila o pocetnoj tocki
izabranoj za Y kada bi slobodni ¢lan bio penaliziran. Odnosno, dodavanje konstante ¢
svakom ishodu y; ne bi pojednostavilo rezultat u pomaku predvidanja za isti iznos c. Moze
se pokazati da rjeSenje (4.1) mozZe biti podjeljeno u dva dijela. Koriste se centrirani ulazni
podaci Sto znaci da se svaki x;; zamijeni s x;; — X;. Tada procjenjujemo Sy say = % Vi
Ostali koeficijenti se procjenjuju ridge regresijom bez slobodnog ¢lana, koriste¢i centrirane
x;;. Ubuduce pretpostavljamo da je centraliziranje napravljeno, pa ulazna matrica X ima p
(umjesto p + 1) stupaca.

ZapisSimo (4.1) u matriénoj formi:

RSS(A) = (Y - XB)' (Y - XB) + 48", (4.3)
iz Cega se lako vidi da su rjeSenja ridge regresijom dana s:
Bridse = (XTxX + AD7' X"y, (4.4)

gdje je I px p jedini¢na matrica. Izborom kvadrati¢nog penaliziranja 87 8 dobiveno rjeSenje
ridge regresijom ponovno bi bila linearna funkcija od Y. Prije invertiranja, rjeSenje dodaje
pozitivnu konstantu dijagonali matrice XX i to &ini problem nesingularnim, ¢ak i ako
X" X nije punog ranga. U slu¢aju ortogonalnih ulaznih podataka procjene 3¢%¢ su zapravo
skalirane verzije problema najmanjih kvadrata, odnosno

A

1+4

Ridge regresija takoder se moze izvesti kao srednja vrijednost od aposteriorne distribu-
cije procjenitelja koeficijenata, s prikladno odabranom apriornom distribucijom. Aposteri-
orna distribucija nacin je da saZzmemo ono $to znamo o neizvjesnim veli¢inama u Bayeso-
voj analizi. To je kombinacija apriorne distribucije 1 funkcije vjerodostojnosti (eng. likeli-
hood function), koja nam govori koje su informacije sadrZane u opaZzenim podacima. Dru-
gim rijeCima, aposteriorna distribucija saZima ono S$to znamo nakon $to su podaci opazeni.
Dakle pretpostavimo Y; ~ N(By + x] B, o), a koeficijenti 3; su apriorno distribuirani kao
N(0,72), nezavisno jedan od drugoga. Zatim (negativna) log-aposteriorna gustoéa od f3,
pretpostavljajuci da su 72 i o poznati, jednaka je izrazu (4.1), za A = ‘:—22 Pa je tako 3’
mod aposteriorne distribucije. Buduéi da je distribucija Gaussova, to je ujedno i aposteri-
orna srednja vrijednost.

B‘ridge _ ﬁ
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Dodatan pogled na funkcioniranje ridge regresije daje nam dekompozicija singularnih
vrijednosti (SVD) centrirane matice ulaznih podataka X. Matrica X je dimenzije n X p i
njena dekompozicija singularnih vrijednosti ima oblik:

X =UDVT, 4.5)

gdje su U 1 V ortogonalne matrice dimenzije n X p, odnosno p X p. Stupci matrice U ra-
zapinju prostor stupaca od X, dok stupci matrice V razapinju prostor redaka matrice X. D
je dijagonalna matrica dimenzije p X p s elementima na dijagonalid, > d, > ... > d, > 0.
Te dijagonalne elemente zovemo singularne vrijednosti od X. Za matricu X vrijedi da je
singularna ukoliko vrijedi d; = 0 za jednu ili viSe singularnih vrijednosti.

Koriste¢i dekompoziciju singularne vrijednosti mozemo zapisati vektor prilagodbe s obzi-
rom na koeficijente dobivene metodom najmanjih kvadrata kao

XB* =XxX"xX)"'x"y = UU"Y. (4.6)

UTY su koordinate vektora Y s obzirom na ortonormiranu bazu U. Sada su rjeSenja ridge
regresije dana s
Xpridse = X(XTX + AD7'XTY

=UDD* + A)'DUTY

» ” 4.7
= u; dj uly.

T Sy B

j=1 J

2

gdje su u; stupci matrice U. Takoder vrijedi dji - buduci da je 4 > 0. Dakle ridge regresija,
J

kao i linearna regresija racuna koordinate od Y s obzirom na ortonormiranu bazu U, te
2

. .. . . d; o .
zatim sazima dobivene koordinate faktorom dzjr < To znaci da su na koordinate vektora
i
baze s manjim d}z. primijenjene vecée koliCine saZimanja.
Medutim, $to mala vrijednost od df zapravo znaci? Dekompozicija singularne vrijednosti
centrirane matrice X samo je drugi nacin izraZzavanja glavnih komponenti ( eng. principal

components) varijabli iz X Matrica kovarijance dana je sa:

S =X"X/n

paiz (4.5) imamo
X'X = vD*VT, (4.8)

Sto predstavlja svojstvenu dekompoziciju matrice X7 X (i matrice S, do na faktor ). Svoj-
stvene vektore v; (stupce matrice V) jo§ nazivamo smjerovi glavnih komponenti od X.
Prva glavna komponenta smjera je v; 1 ona ima svojstvo z1 = Xv, te ima najvecu uzoracku
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varijancu od svih normiranih linearnih kombinacija stupaca iz X. Ta uzoracka varijanca
jednaka je:

dZ
Var(zy) = Var(Xv,) = =, (4.9)
n

takoder mozemo pisati i z; = Xv; = u;d;. Dobivena varijabla z; zove se prva glavna
komponenta od X zbog cega je onda u; normalizirana prva glavna komponenta. Sljedece
glavne komponente z; imaju maksimalnu varijancu d? /n te su ortogonalne s ranijima. Zad-
nja glavna komponenta ima najmanju varijancu. Zbog tako male singularne vrijednosti d;
odgovaraju onim smjerovima u prostoru stupaca matrice X koji imaju malu varijancu te
ridge regresija najvisSe saZima upravo te smjerove.

Definirajmo sada funkciju efektivnih stupnjeva slobode prilagodbe ridge regresijom:

df(d) = tr[X(XTX + A —1X"]
= tr(Hy)
)4 dj%

d>+ 2

J=1 "

(4.10)

Ovo je monotona padajuca funkcija u 4. Obicno, u linearnoj regresijskoj prilagodbi s p
varijabli stupanj slobode je p, odnosno broj slobodnih koeficijenata. Ideja je da iako svih p
koeficijenata nece biti nula, oni su ogranicent, tj. kontrolirani s . Uo¢imo da je df(1) = p
kadad1 =01df(1) —» 0kada A — oco. Imamo joS jedan stupanj slobode za slobodan ¢lan,
no on je apriorno bio ukonjen.

Slika 4.1 prikazuje glavne komponente nekih podataka u dvije dimenzije. Kada raz-
motrimo prilagodbu linearne plohe duZ te domene struktura podataka omogucava nam da
preciznije odredimo njen nagib u dugom smjeru nego u kratkom. Ridge regresija Stiti od
potencijalne velike varijance gradijenta koji su procjenjeni u kratkim smjerovima. Tome je
tako jer se podrazumijeva da ¢e odaziv u smjerovima koji imaju veliku varijancu ulaznih
varijabli biti sklon najvecoj varijabilnosti.



4.2. LASSO REGRESIJIA 31

Langest Principal
Companenl

S8 L Zmadlesi Principal
Companenl

k
]
=
b
B

Slika 4.1: Glavne komponente nekih ulaznih podataka. Najveca glavna komponenta je
smjer koji maksimizira varijancu prikazanih podataka, a najmanja glavna komponenta mi-
nimizira varijancu. Ridge regresija saZzima koeficijente nisko - varijabilnih komponenti
viSe nego onih visoko - varijabilnih. Izvor (1, str. 67)

4.2 Lasso regresija

Lasso je takoder metoda metoda saZimanja, bas kao i ridge. Izmedu njih postoje neke male,
ali znaCajne razlike. Lasso procjenitelj definiran je kao

N P p
B = argl;nin Z(yi —po - Z xiiB))%, za Z Bl <t (4.11)
i=1 =1 j=1

Bas kao 1 u ridge regresiji, moZe se reparametrizirati konstantu S, standardizacijom predik-
tora. RjeSenje za S je Y, i nakon toga prilagodavamo model bez slobodnog Clana. Lasso
problem moZemo zapisati i u Lagrangeovoj formi:

R ] N p 4
ﬁlasso — arglgn/”n{i Zyl _ﬁO _ Z xijﬁj)z + /12 |ﬂ]|} 4.12)
i=1 Jj=1 J=1

Kao sto vidimo postoje velike slicnosti s postavljanjem ograni¢enja na veli¢innu koeficije-
nata u ridge regresiji. L, ridge kazna Z;’:] ,8? je zamiijenjena s L; lasso kaznom Zle 1Bl
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Potonje ogranicenje dovodi do nelinearnosti njegovog rjeSenja u y; zbog ¢ega ne postoji za-
tvorena forma rjeSenja kao §to je bio slucaj kod ridge regresije. Racunanje rjeSenja Lasso
regresije je kvadratian problem programiranja, medutim dostupni su u¢inkoviti algoritmi
za rjeSavanje cjelokupnog puta rjeSenja. Zbog prirode ogranicenja, uzimanjem dovoljno
malog ¢ uzrokovat ¢emo da neki koeficijenti budu tocno jednaki nuli. Zbog toga lasso
regresija radi neku vrstu neprekidnog odabira podskupa. Ako odaberemo ¢ koji je veéi
od fy = 5.’:1 I,éjl (gdje je B ;= ,@?, koeficijenti procjenjeni metodom najmanjih kvadrata),
tada su i lasso procjenitelji 3 ;. Medutim, s druge strane, ako je r = t,/2, tada su koefici-
jenti sazeti u prosjeku 50%. Bas kao i veli¢ina podskupa u metodi odabira podskupa, ili
kazna kod ridge regresija, t mora biti izabran tako da minimizira procjenu ocekivane greske
predvidanja.

Da zaklju¢imo, moZemo uociti kako su ridge i lasso regresija zapravo problemi najma-
njih kvadrata, ali s uvjetima na parametre ;. KljuCna razlika imedu ridge i lasso regresije
je u domeni vrijednosti koje 8; moze poprimiti. Uvjeti na parametre Ce rezultirati dvjema
razli¢itim kuglama [, i [5:

BER? |G|+ ...+ |8yl <=1}
BERY:Bi+ ...+, <= s}

Slika 4.2 prikazuje ogranienja za parametre p = s =t = 2.

Lasso and ridge penally

— lasso panalty
Ficigs parialty

-a -2 -1 o 1

bartal

Slika 4.2: Primjer efekta procjenitelja iz tablice 4.1 s obzirom na nerestringirane procjeni-
telje. Izvor (3, str. 110)
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4.3 Usporedba metoda

U ovom poglavlju usporedujemo 3 pristupa obradena u prethodnim poglavljima: odabir
podskupa, ridge regresija i lasso.

U slucaju ortonormirane ulazne matrice X sve 3 procedure imaju eksplicitna rjesenja.
Svaka metoda primjenjuje jednostavnu transformaciju na procjenitelj najmanjih kvadrata
B ; kao Sto je detaljnije prikazano u tablici 4.1.

Ridge regresija radi proporcionalno saZimanje. Lasso translatira svaki koeficijent za
konstantni faktor A, smanjujuéi ih prema nuli, dok metoda odabira najboljeg podskupa
odbacuje sve varijable s manjim koeficijentima od M-tog najveceg.

Kod neortogonalnog sluc¢aja odnos izmedu metoda docCaran je slikom 4.4. Slika pri-
kazuje metodu lasso (lijevo) i ridge regresiju(desno) kada imamo samo dva prediktora.
Elipti¢ne konture, centrirane u punom procjenitelju dobivenim metodom najmanjih kva-
drata prikazuju podrucja jednakih suma kvadrata reziduala, RS S (5;,8,) Ograni¢eno po-
dru¢je ridge regresije je disk 8% + 55 < t, dok je to za metodu lasso dijamant |8] + |8,] < 7.
Obje metode daju rjeSenje prikazanog optimizacijskog problema tamo gdje elipti¢ne kon-
ture pogadaju ograni¢ena podrucja. Za razliku od diska, dijamant ima uglove. Ako se
rjeSenje pojavi u uglu, onda postoji parametar ; koji je jedank nuli. Kada je p > 2 dija-
mant postaje romboid koji ima mnogo stranica, uglova i ravnih rubova. Zbog toga je puno
viSe mogucénosti da procjenjeni parametri budu jednaki nuli.

Takoder, mozemo generalizirati ridge regresiju i lasso, i gledati ih kao Bayesovske
procjenitelje. Pogledajmo kriterij:

N P P
B =argmin{ > yi=Bo— ) %y’ + 1) Bl) (4.13)
1 =1

B i= j J=1

za g > 0. Konture za konstantne vrijednosti od ;|87 su prikazane na slici 4.5.

Na |8, mozemo gledati i kao log apriornu gustocu od ;. Vrijednost g = 0 odgovara
odabiru podskupa varijabli, s obzirom da kazna broji samo ne- nul koeficijente. g = 1
odgovara lassu, a ¢ = 2 ridge regresiji. Uoc¢imo da za ¢ < 1 apriorna distribucija nema
uniformni smjer, ve¢ koncentrira viSe mase u smjeru koordinatnih osi. Apriorna distribu-
cija koja odgovara slucaju kada je ¢ = 1 (lasso) je nezavisna dvostruko eksponencijalna
distribucija za svaki ulaz, s gustoom:

(1/27)exp(=|Bl/7)

zat = 1/4. ¢ = 1 je najmanji takav g za koji je ograniceno podrucje konveksno. Neko-
nveksno ogranicena podrucja ¢ine optimizacijski problem puno teZim.

Promatrajudi kriterij (4.13), mogli bismo pokuSati iskoristiti i ostale vrijednosti od g
osim 0, 1 1 2. Tako bi se moglo razmisliti o procjeni g-a iz podataka, iskustvo nam govori
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da se ne isplati truditi za viSak nastale varijance. Vrijednosti od ¢ € (1,2) nam sugeriraju
kompromis izmedu lasso i ridge regresije. Za g > 1, |8,|7 je diferencijabilna u 0, pa nema
sposobnost postavljanja koeficijenata na nulu, $to je slucaj kod lasso metode (¢ = 1).
Djelomic¢no zbog toga razloga, uvedeno je penaliziranje elasticnom mreZom:

P
A (e} + (1 - i),
j=1

drugaciji kompromis izmedu ridge regresije 1 lassa. Slika 4.6 usporeduje L, kaznu za
g = 1.2 1 kaznu elastiénom mreZzom za @ = 0.2. Elasti¢na mreZa bira varijable kao lasso,
te sazima koeficijente koreliranih prediktora kao ridge regresija.

Tablica 4.1: Procjenitelji za koeficijente 8; u slu¢aju ortonormiranih stupaca matrice X. M
1 A su konstante odabrane odgovaraju¢im tehnikama, sign oznacava predznak argumenta,
x; oznacava pozitivno dio od x, a I oznaCava karakteristicnu funkciju navedenog skupa.

Metoda Formula

Najbolji podskup (veli¢ine M) | S, - I(|B;]) = |B)]
Ridge Bi/(1+2)

Lasso sign([i’j)(l,[?j - A+

Slika 4.3: Primjer efekta procjenitelja iz tablice 4.1 s obzirom na nerestringirane procjeni-
telje. Izvor (1, str. 71)
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Slika 4.4: Procjene za ridge regresiju (desno) 1 lasso(lijevo). Plava podrucja su ograni¢ena
podrucja pripadnih metode, a crvene elipse konture funkcije greSke procjenitelja metodom
najmanjih kvadrata. Izvor (1, str. 71)

&4 F F

Slika 4.5: Konture za konstantne vrijednosti od };;|3,|? za pripadne vrijednosti g. Izvor (I,
str. 72)

L, Etastic het

Slika 4.6: Konture za konstantne vrijednosti od }}; |8;/? za ¢ = 1.2 (lijevo) i penaliziranje
elasticnom mrezom (1 — @)|B;| za @ = 0.2 (desno). Izvor (1, str. 73)






Poglavlje 5

Primjena opisanih metoda

5.1 Prikupljanje i analiza podataka

Nakon teorijske obrade modela statistickog ucenja vrijeme je da se posvetimo i njihovoj
primjeni u procjeni trziSne vrijednosti nogometasa. Prije nego $to krenemo s primjenom i
analizom rezultata obradenih modela moramo se upoznati s podacima. Podaci su prikup-
ljeni sa stranica Kaggle (4) i Statsbomb (5). Inicijalni podaci koje smo prikupili su bili
spremljeni u 5 tablica. Svaka od tih tablica je sadrzavala neke podatke koji ¢e nam biti od
znacaja, a konacnu tablicu koriStenu za modeliranje smo dobili agregiranjem, grupiranjem,
san je u Pythonovom paketu Pandas. Konacni skup podaka koji smo dobili sastoji se od
varijable odziva koja predstavlja trZiSnu vrijednost nogometasa i od 20 prediktora koje pri-
kazujemo u tablici 5.1. Sada cemo detaljnije opisati znaCenje nekih varijabli. Club points
prediktor nam govori koliko je uspjeha imao klub za koji igra¢ nastupa u ligi prvaka ili
europskoj ligi, dok league coefficient mjeri koliko je snazna liga u kojoj se igracev klub
nalazi. VaZno je da imamo oba prediktora jer samo jedan od njih ne moze jedinstveno
odrediti snagu kluba (club points > 0 samo za klubove koji sudjeluju u europskim natjeca-
njima, dok u recimo engleskoj ligi ima puno jakih klubova koji ne sudjeluju u europskim
natjecanjima). Igraci su po Age group parametru podjeljeni u 4 kategorije : ispod 20 go-
dina, izmedu 20 i 24 godina, izmedu 25 i 29 godina, te viSe od 30 godina. Razlog zasto smo
ih podijelili u grupe je taj Sto o¢ekujemo da godine igraca nece linearno utjecati na trziSnu
vrijednost igraca, ve¢ da ¢e igraci maksimalnu vrijednost doseci oko dvadeset pete godine.
Takoder vidimo da imamo podatke o igracu za svaku sezonu, ali takoder imamo i podatke
o golovima, nastupima i drugim parametrima i za proteklu sezonu. Razlog tome je Sto
trziSna vrijednost igraca nece ovisiti samo o njegovim performansama te sezone nego i o
proteklim sezonama. Takoder vidimo da imamo nekoliko kategorijskih varijabli koje ¢emo
tretirati kao dummy varijable. Pojam dummy varijable smo definirali u prvome poglavlju.

37



38 POGLAVLIJE 5. PRIMJENA OPISANIH METODA

Nas konacni dataset se sastoji od ukupno 25787 podataka od cega cemo 80% Kkoristiti kao
skup za trening, a 20% kao testni skup. Dio tih podataka moZemo vidjeti na slici 5.1.

Naziv varijable Tip varijable Opis varijable
position kategorijska golman, branic¢, vezni ili napadac
foot kategorijska je li igrac lijevak ili deSnjak
height in cm kvantitativna visina igraca u centimetrima
year kvantitativna sezona u kojoj je evaluacija napravljena
starting 11 kvantitativna | broj utakmica koje je igra¢ zapoceo u prvih 11
goals kvantitativna broj golova igraca
yellow cards kvantitativna broj zutih kartona igraca
red cards kvantitativna broj crvenih kartona igraca
assists kvantitativna broj asistencija igraca
matches played kvantitativna broj odigranih utakmica
international match kvantitativna broj medunarodnih utakmica
club points kvantitativna jakost kluba za kojeg igra€ nastupa
matches last season kvantitativna broj nastupa igraca prosle sezone
starts last season kvantitativna broj startova igraca prosle sezone
yellow cards last season | kvantitativna broj Zutih kartona proSle sezone
red cards last season | kvantitativna broj crvenih kartona prosle sezone
goals last season kvantitativna broj golova prosle sezone
assists last season kvantitativna broj asistencija prosle sezone
league coefficient kvantitativna jakost lige u kojoj igra¢ nastupa
age group kategorijska dobna kategorija u koju igra€ spada

Tablica 5.1: tablica prediktora




5.2. LINEARNA REGRESIJA

starting_11 goals vyellow_cards red_cards assisis club_points
57 34 8 0 20 8
53 23 G 0 17 8
53 1 7 0 g 24
58 2 & 0 G 8
58 2 19 0 2 5
56 9 8 0 7 1
53 0 3 0 1 24
54 2 4 0 11 8
51 4 3 0 0 8
47 2 8 0 B 12
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Slika 5.1: Podskup redaka i stupaca originalnog dataseta za razvoj modela

5.2 Linearna regresija

Prva metoda statistickog ucenja koju ¢emo ispitati na naSim podacima je klasi¢na line-
arna regresija. Potencijalni problem s kojim bismo se mogli susresti prilikom modeliranja
linearne regresije, s obzirom na nasSe podatke je multikolinearnost medu podacima. Zbog
toga postoji moguénost da na§ model bude osjetljv na male promjene u podacima, Sto
moze rezultirati velikom testnom greSkom. Stoga na sljedece 3 slike prikazujemo matrice

korelacije kvantitativnih nezavisnih varijabli:
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Slika 5.2: Korleacijska matrica i korelacijska matrica gdje su zamaskirane
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Iako bi za toc¢niju provjeru multikolinearnosti trebali izraCunati VIF metrike, iz gore
navedenih slika se moZe vidjeti da postoji svega par varijabli koje su znacajnije korelirane.
No, bez obzira na ove spoznaje, provest ¢emo sve ranije opisane modele, te ¢emo iz tih re-
zultata mo¢i vise zakljuciti kako multikoreliranost utjece na greSku u modelu. Sve modele
smo dobili koriste¢i paket R, uz glavne smjernice iz (7). Prilagodavanjem naseg linearnog
modela podacima skupa za trening dobivamo sljedece rezultate:

Coefficients:

Estimate std. Error t walue Pri=|t])
{Intercept) -1195. 600802 59,841734 -19.979 < Fe-1p *®®*
positionDefender 0. 874536 0. 206108 4.243 0.00002214292902 *®=*
positionGoalkeeper 1.446916 0.317648 4.555 0.00000526628826 *®*=*
positiommidfield 1.471383 0.178458 B.245 < Fe-1p *®®*
footright -0.144473 3.134693 -1.073 0. 2835
height_in_cm 0. 018004 $. 009949 1.810 0.0704 .
year 0. 5388675 $.029645 19, B57 < Fa-1p *®®*
starting_11 0. 283025 $.015214 18.804 < Fe-1p *®*®*
goals 0. 3501844 0.021891 22.925 < Fe-1p *®®*
yvellow_cards -0.040525 $.026338 -1.539 0.1239
red_cards -0.062078 0. 202962 -0.306 0.7597
assists Q. 378742 $0.031363 12.076 < fe-1p *®®¥*
matches_played -0.221697 0.014474 -15.317 < 2B-1p ww*E
international_match 0.221064 0. 030796 7.17E8 0.00000000000073 ®=*
club_points 1.135241 3.029901 37.966 < Fe-1p *®®*
matches_last_season -0.104310 0.014844 -7.027 0.00000000000217 #==*
starts_last_season 0.149980 0.015621 9,801 < Fe-1p *®®*
yellow_cards_last_season -0.042719 0.026255 -1.627 0.1037
red_cards_last_season 0.008398 0.206429 0.041 0. 9675
goals_last_season 0.391193 0.021753 17.984 < 2B-1p ww*
assists_last_season 0.273457 0.031374 8.716 < Z2e-1f ww®
international_match_last_season 0.667823 0.025163 26.540 < Z2e-1f ww®
league_coefficient 0.537391 0.010633 50.540 < 2B-1p ww*E
age_groupZs-29 -2.086GEE 0.142776 -14.8615 < Fe-1p *®*®*
age_groupover 30 -6.066501 0.161293 -37.612 Lo B Rl
age_groupunder 20 2.992884 . 648104 4.618 0.00000389968705 *®*=*
signif. codes: © f¥==! g, 6001 4*=!' 9,01 “*' 0.05 .7 0.3 1

Stupac “Estimate” daje procjene koeficijenata 8 dobivenih metodom najmanjih kva-
drata. Stupac ”’Std. Error” procjenjuje standardnu devijaciju procjenjenih koeficijenata,
dok je treci stupac vrijednost t - statistike, koja je zapravo jednaka koli¢niku prva dva
stupca. t - statistika u ovom slucaju je zapravo rezultat t testa koji testira koliko su znacajni
koeficijenti uz odredeni prediktor, odnosno jesu li oni jednaki nuli. Sto je apsolutna vrijed-
nost t - statistike veca, p - vrijednost tog testa ¢e biti manja i samim tim odbacujemo nultu
hipotezu da je koeficijent jednak nula na vecoj razini znacajnosti. Vidimo da odbacujemo
hipotezu da je koeficijent uz prediktor jednak O na razini znacajnosti od 0.001 za 20 od
26 prediktora. Prediktori za Cije koeficijente ne odbacujemo hipotezu da su jednaki O na
spomenutoj razini znacajnosti su: footright(dummy varijabla koju smo dobili iz varijable
foot), height in cm, yellow cards, red cards, yellow cards last season i red cards last season.
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Jo§ jedna mjera koja nam govori koliko dobar je na§ model je prilagodeni R*. To je mjera
koja nam govori koliko je varijabilnosti u zavisnoj varijabli objasnjeno prediktorima u mo-
delu sa viSe prediktora. U nasem modelu je ta vrijednost jednaka 0.5618. Medutim, ovo su
sve podaci koji nam govore koliko je na§ model dobro prilagoden skupu podataka za tre-
ning, a cilj metoda statistickog ucenja je minimiziranje greske testnog skupa. Mjeru koju
koristimo za validaciju greske testnog skupa u svim modelima je RMSE(root mean square
error). Za ovaj model testna greska jednaka je 7.773 (u milijunima eura). S obzirom da
je raspon vrijednosti varijable odziva jako visok (vrijednosti variraju od 0.025 do 200), te
da je greska na skupu za trening neznacajno manja (7.41), mozZemo biti zadovoljni kako
je model reagirao na testnim podacima, odnosno nije doSlo do “overfittinga”. S obzirom
da sve daljnje metode koje ¢emo koristiti podeSavaju odredene parametre modela, morat
¢emo koristiti postupak unakrsne validacije kojeg opisujemo u sljedeem poglavlju.

5.3 Unakrsna validacija

Unakrsna validacija jedna je od najcesce koriStenih metoda u procjeni ocekivane testne
greske. U idealnom slucaju, kada imamo dovoljno velik skup podataka, moZemo ga podije-
liti na dva dijela - skup za trening pomocu kojeg prilagodavamo model i skup za validaciju
koji koristimo za ocjenu dobivenog modela. Medutim, u praksi, ¢esto nemamo dovoljno
velik skup podataka. Unakrsna validacija nastoji doskociti tom problemu uzorkovanjem
skupa za trening.

K-struka unakrsna validacija

Ideja K-struke unakrsne validacije je podijeliti skup za trening na K dijelova pribliZno jed-
nakih veli¢ina i potom K — 1 dobivenih grupa iskoristiti za prilagodbu modela, a preostalu
jednu grupu za validaciju modela, za koju izraunu M S E. Spomenuti proces se ponovi k
puta, svaki put je drugi dio tretiran kao grupa za validaciju. U konacnici taj proces rezul-
tira s K procjena testnih greSaka, MS E|, MS E,, ..., MS Ex. Tada je procjena testne greske
dana sa:

1 K
CV=— MSEl

1 2 3 4

Train Train Validation Tran Train

Slika 5.3: Primjer za K = 5



42 POGLAVLIJE 5. PRIMJENA OPISANIH METODA

Unakrsna validacija se uglavnom koristi kada imamo niz modela razlicite fleksibilnosti
koja je odredena parametrom podeSavanja a. Tada se za svaki od tih modela provodi unakr-
sna validacija, te se odabire onaj model koji minimizira gore definiranu procjenjenu testnu
gresku. Nakon toga se model prilagodava na cijelom skupu za trening. U tom slucaju
ne zanima nas stvarna vrijednost procjene testne greske, ve¢ tocka minimuma u kojoj se
ta greSka postize. U praksi stvarnu testnu greSku ne znamo, no kod simuliranih podataka
mozemo ju izraCunati i usporediti s procjenom dobivenom unakrsnom validacijom. Tada
se da pokazuje da unatoC tome $to procjena testne greSke dobivena unakrsnom validaci-
jom ponekad podcjenjuje testnu gresku, u vecini slucajeva mozemo dosta dobro procijeniti
fleksibilnost modela. Medutim, ostaje nam pitanje koji K moramo odabrati. Slucaj kada
je K = n se u literaturi naziva LOCV - Leave One out Cross Validation 1 on daje prilicno
nepristranu procjenu testne greske s obzirom da je skup koji koristimo za prilagodbu pri-
blizno jednak skupu za trening. Medutim, varijanca moZe postati velika buduci da svaki od
n modela prilagodavamo na gotovo jednakim podacima. Za K = 5 unakrsna validacija ima
manju varijancu, ali ovisno o veli¢ini skupa za trening pristranost moze postati problem.
Kako god, u praksi se K = 51 K = 10 smatraju dobrim kompromisom s obzirom na odnos
pristranosti i varijance. Sljedeca slika nam prikazuje hipotetsku ovisnost 1 — Err o veli€ini

skupa za trening za K = 5.

0.8

1-Efr
0.4
s

i

0.0
1

H 50 100 150 200
Sire of Training Sat

Slika 5.4: Hipotetska ovisnost o¢ekivane testne greske o veli¢ini skupa za trening za K = 5.
Izvor (1, str. 243)
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5.4 Metode odabira podskupa

Metoda odabira najboljeg podskupa

Prisjetimo se, kod metode najboljeg podskupa za svaki m € {1,..., p}, gdje je p broj
prediktora, prilagodavamo model za sve moguce kombinacije m prediktora i biramo onaj
koji minimizira RSS. S obzirom da za ovaj model koristimo k-struku unakrsnu valida-
ciju, za svaki k ¢emo izabrati p modela 1 izraCunati testnu gresku na validacijskom. Nakon
toga, za svaki m imamo k testnih greSaka, te racunanjem aritmeti¢ke sredine dobijamo pro-
cjenu ocekivane testne greske za svaki m. Na kraju, biramo onaj model koji ima najmanju
ocekivanu procjenu testne greSke. U naSem slucaju je p = 25 jer imamo 25 varijabli predik-
tora (ukljucujuci i dummy varijable). Prije nego krenemo s postupkom unakrsne validacije
provjerimo kako se svaki od 25 najboljih modela prilagodio podacima skupa za trenira-
nje. Za to ¢emo koristiti metrike RSS (Residual sum of squares) i prethodno objaSnjeni
prilagodeni R?.

RSS for different predictors Best subset fitted on training set

0.55
|

045 050
1 |

1800000 2000000 2200000
1

Adjusted R*2

Residual Sum of Squares
0.40
1

1600000
|
035

|

0.30
|

T T T T T T T T T T
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

1400000
|

Number of predictors Number of predictors

Slika 5.5: RSS i prilagodeni R? za najbolje podskupove razliite veli¢ine

Na temelju ovih slika, vidimo kako je prilagodeni R? najbolji za model sa 22 prediktora
1oniznosi 0.5619. Medutim, to ne mora niSta znaciti jer je nama od glavnog interesa testna
greska, tako da kre¢emo s postupkom k-struke unakrsne validacije. Nakon provedenog
postupke rezultati dobiveni unakrsnom validacijom su spremljen u matricu dimenzija 25 X

10 ¢iji je izgled u naSem slucaju prikazan na slici 5.6.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
11.715145 10.905621 9.908644 9.723619 9.472014 9.662936 9.367151 9.335522 9.274914 9.206247 9.174812 9.139322 9.091071 9.084182 9.057845
10.984918 10.193108 9.608945 9.373585 9.181045 9.048509 8.853722 8.773451 8.671330 8.627690 8.603316 8.602909 B.576458 8.537443 B8.549639
10.495060 ©9.923897 9.371028 9.106578 8.930412 8.7843909 8.644330 8.346209 8.500719 8.441950 B.390086 8.360080 B.337401 8.328192 B.304581
10.389490 9.872185 9.349742 9.037986 8.818015 8.685996 8.542314 8.476420 8.400760 8.317359 B.284125 8.257368 B8.251535 8.231228 8.234117
10.814560 9.962461 9.399843 9.044794 8.928001 8.777961 B8.684349 8.620407 B8.557523 8.494745 B8.481892 8.440004 B.387439 8.405538 8.402403
10.190219 9.565292 9.059219 8.776855 8.534625 8.480300 8.386019 8.377386 8.293728 8.179619 8.180192 8.169021 8.153613 8.099830 8.096086
10.701835 9.676424 9.139904 B.818769 8.644082 8.463966 8.385971 8.200583 8.220688 8.181949 8.155927 8.113060 B8.099289 8.074868 8.068442
10.738863 10.087873 9.614136 9.250239 9.082666 8.906239 8 8.701886 8.739408 8.710132 B.674130 8.660424 B8.594309 8.601721 8.591354

9.924792 9.120467 B.645687 B8.204990 B8.028104 7.919357 7 7.692006 7 598621 7.578639 7.550856 7.504362 7.525275 7.503912

10.108064 9.388502 8.861733 8.500073 B8.348683 8.243191 8 8.037745 7.958702 7.918129 7.887245 7.867052 7.850166 7.818092 7.815939
16 17 18 19 20 21 23 24 25

9.063559 9.063728 9.063324 9.047202 9.049606 9.047914 9.047350 9.048163 9.048765 9.048844

8.546181 8.541431 8.548214 B.528160 8.3535040 8.534030 8.537410 8.539244 8.539570 8.539632

8.300928 8.290858 8.295394 B.297922 B8.298368 8.298425 8.301049 8.301103 8.301155 8.301197

8.232566 8.220015 8.230344 B.217795 8.218161 8.222179 8.222258 B.222366 8.222373 8.222372

8.402058 8.394642 8.387468 B,372686 8.370545 8.368053 8,368643 8.368869 8.368975 B8.368987

8.092256 8.083954 8.080632 8.082565 B8.078386 8.075509 8.075069 8.075347 8.075544 B.075565

8.056795 B8.043266 8.034315 8.027753 8.028675 8.021020 8.023185 8.021838 8.021944 B.021987

8.591959 8.585262 8.585793 8.590389 8.594015 8.593030 8.594157 8.3594303 8.3594360 B8.594367

7.311081 7.505326 7.508990 7.509121 7.504355 7.502715 7.501258 7.501405 7.501438 7.501441

7.810162 7.800150 7.798209 7.793111 7.792697 7.792076 7.791164 7.791645 7.791950 7.792185

Slika 5.6: Greske na skupu validaciju u svakom koraku k-struke unakrsne validacije

Na mjestu (i, j) gornje matrice nalazi RMSE modela na skupu za vallidaciju s i pre-
diktora ¢iji je skup za validaciju j-ta grupa. Na kraju se procjena testne greske za svaki
broj prediktora dobiva raCunanjem prosjeka po stupcima, te konacni rezultat prikazujemo
na sljedecoj slici:
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Slika 5.7: Prosjek greSaka na skupovima za validaciju
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S obzirom da smo dobili najmanju procjenjenu testnu greSku za modele s 21 predikto-
rom to Ce biti na§ kona¢ni model. Sada ga prilagodavamo na cijelom skupu za treniranje
i raCunamo greSku na testnom skupu. Uo¢imo kako model na kojem je procjenjena tes-
tna greSka najmanja (21 prediktor) ima razliCit broj prediktora od modela s najmanjim
prilagodenim R? (22 prediktora)! Nakon prilagodbe modela dobijamo sljedeée koeficijente
za odredene prediktore:

(Intercept) positionpefender positionGoalkeeper positionmidfield
-1202.32194551 0.88033942 1.40596522 1.338B08970
height_in_cm year starting_11 goals
0.02049729 0. 59180620 0. 28005515 0.49955507
assists matches_played international_match club_points
0.39644413 -0.22755094 0.19401617 1.20780235
matches_last_season starts_last_season yellow_cards_Tlast_season goals_last_season
-0.11502089 0.16275168 -0. 06712034 0.41173464
assists_last_season international_match_last_season Teague_coefficient age_group25-29
0.28648021 0.66176618 0. 53550497 -2.19274760
age_groupover 30 age_groupunder 20
-6.12432040 3.44166706

Uocimo kako u analizi nema prediktora foot right, yellow cards, red cards i red cards
last season. Testna greSka koju dobijemo je 7.778 Sto je neznaCajno vise od modela li-
nearne regresije (7.773), ali ipak vidimo da odabirom najboljeg podskupa nismo smanjili
gresku naseg modela.

Stepwise unaprijed i unatrag

Procedura najboljeg podskupa je jako spora i racunalno zahtjevna metoda. S obzirom
da ona razvija model za svaki podskup prediktora ukupno smo morali razviti ., (21.5) =
33554431 modela. S druge strane, stepwise unaprijed 1 unatrag su manje racunalno zah-
tjevne metode. Stepwise unaprijed krece bez prediktora, te se postupno u model dodavaju
jedan po jedan prediktor. U svakom koraku se u model dodaje onaj prediktor koji naj-
bolje poboljSava prilagodbu modela. Primijetimo, ukoliko se varijabla X nalazi u modelu
s jednim prediktorom, ona se mora nalaziti i u svim ostalim modelima, dok kod metode
odabira najboljeg podskupa nemamo takva ogranicenja. Sli¢no, stepwise unatrag krece s
punim modelom i i korak po korak odbacuje onaj prediktor koji najmanje utjece na odziv.
Stoga je za svaku od ove dvije metode potrebno razviti ukupno 21-2:51 i = 325 modela. S
obzirom da za na$ skup podataka, obje metode daju potpune iste rezultate kao i metoda
odabira najboljeg podskupa, ne¢emo ponovno stavljati rezultate, ve¢ ¢emo na iduce dvije
slike prikazati kojim su redoslijedom prediktori ubacivani, odnosno izbacivani iz modela.
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Slika 5.8: Prvih 10 prediktora koji su ubaceni u stepwise unaprijed model
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5.5 Metode sazimanja

Ridge regresija

Sljedeca metoda koju provodimo je Ridge regresija. Ona, za razliku od prethodno prove-
denih metoda nije metoda selekcije (ne izbacuje nuzno prediktore iz modela), ve¢ metoda
sazimanja, odnosno sazima koeficijente kako bi se smanjila varijanca modela. Ridge regre-
sija je pogodna za rjeSavanje problema multikolinearnosti, za koju smo u analizi varijabli
uocili da postoji medu nekim varijablama. Za validaciju ove metode ponovno koristimo
k-struku unakrsnu validaciju, te ¢emo nastojati minimizirati testnu greSku podeSavanjem

parametra fleksibilnosti 4. Na iducoj slici mozemo vidjeti mreZu parametara A koju ¢emo
koristiti u naSem modelu.

MreZa parametara podesavanja i

10000
|

grid
2000 4000 6000 8000

0
l

Sada provodimo Ridge regresiju. Za pocetak vizulizirajmo saZimanje koeficijenata u
ovisnosti 0 parametru A:
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Slika 5.10: Veli¢ina koeficijenata s obzirom na A

Na y-osi je prikazana veliCina koeficijenata svih prediktora, dok je na x-osi prikazana
logaritamska vrijednost parametra A zajedno s brojem prediktora koji ostaju u modelu.
Uocimo da za svaki A4 imamo maksimalan broj prediktora (25) iz razloga jer ridge regre-
sija ne provodi odabir prediktora kao $to smo vec objasnili. Na slici 5.11 je prikazana
procjena ocekivane testne greske provedena unakrsnom validacijom. Crvena linija prika-
zuje oCekivanu testnu gresku (MSE, RMSE se dobije korjenovanjem MSE) za razliCite
parametre A. Prva vertikalna linija prikazuju redom A,,;,, odnosno onaj A koji minimizira
ocekivanu testnu greSku. Druga vertikalna linija prikazuje A, ., odnosno onaj A ¢iji je MSE
udaljen za jednu standardnu gresku od MSE od 4,,;,. Za optimalni A uzimamo A,,;,, koji je
u naSem slucaju jednak 0.65, dok se u praksi za optimalni A ¢esto uzima i A, kako bi se

smanjila varijanca modela.
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Slika 5.11: Procjena oCekivane testne greSke za ridge regresiju k-strukom unakrsnom vali-

dacijom

Sljedeci korak je prilagodba optimalnog modela na cijelom skupu podataka za trening.
Nakon prilagodbe dobijamo sljedece koeficijente za odredene prediktore:

(Intercept)
-1106.426450857
positionMidfield
1.284458576

year

0.543123557
yellow_cards
-0.020000845
matches_played
-0.113380867
matches_last_season
-0.057890117

red_cards_last_season

0.007184065

international_match_last_season

0.616788818
age_groupover 30
-5.442954892

positionDefender
1.201023457
footright
-0.015287098
starting_11
0.174103873
red_cards
-0.017126895
international_match
0.218283336
starts_last_season
0.109799774
goals_last_season
0.389193942
league_coefficient
0.500754534
age_groupunder 20
3.652916132

positionGoalkeeper
1.889737412
height_in_cm
0.028518427

goals

0.470306817

assists

0.398774445
club_points
1.128595544
yellow_cards_last_season
-0.048858587
assists_last_season
0.294002110
age_group25-29
-1.738778788
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Uocimo kako su koeficijenti dobiveni ridge regresijom u pravilu nesto manji nego
obi¢nom linearnom regresijom, ali zbog veifine parametra A ta razlika nije velika. Tes-
tna greska koju dobijemo je 7.745 Sto je neSto bolje od ostalih dosad provedenih modela.
Za kraj nam ostaje jos posljednji model kojeg testiramo, a to je Lasso.

Lasso

Isto kao i Ridge, Lasso je metoda saZzimanja, uz razliku $to uz saZimanje Lasso vr$i i
odabir prediktora. Razlog tome je razlika u nacinu regularizacije koeficijenata u ove dvije
metode. Postupak provodenja lasso modela je isti kao 1 kod ridge regresije, pa u nastavku
prilaZemo slike veli¢ine koeficijenata i procjene ocekivane testne greSke s obzirom na pa-
rametar regularizacije A.

22 19 12 0 0 0 0

Coefficients
Y

Log Lambda

Slika 5.12: Velic¢ina koeficijenata s obzirom na A
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Slika 5.13: Procjena ocekivane testne greSke za lasso regresiju k-strukom unakrsnom vali-
dacijom

Na gornjim slikama uocavamo kako se povecanjem parametra A smanjuje broj pre-
diktora u modelu. Za lasso regresiju dobivamo da je optimalni parametar 4 = 0.71. sa

sljedecim koeficijentima uz prediktore:

(Intercept)
-1188.03261963
positionMidfield
1.29502139

year

0.58469241
yvellow_cards
-0.02532181
matches_played
-0.21644758
matches_Tast_season
-0.10169133
red_cards_last_season
0. 00000000
international_match_last_season
0.65506880
age_groupover 30
-6.04742328

positionbDefender
0.88000327
footright
0.00000000
starting_11
0.27509109
red_cards
0.00000000
international_match
0.18956255
starts_last_season
0.14821743
goals_last_season
0.40809078
league_coefficient
0.53196344
age_groupunder 20
3.38147638

positionGoalkeeper
1.38867475
height_in_cm
0.02029564

goals

0.49458232

assists

0.39289321
club_points
1.20766687
vellow_cards_last_season
-0.05146693
assists_last_season
0.28283294
age_group25-29
-2.13275629

Uocavamo da su u procesu sazimanja koeficijenata, koeficijenti uz foot right, red cards,

red cards last season poprimili vrijednost 0. Testna greska jednaka je 7.767.
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5.6 Analiza rezultata

U ovom radu istrazuje se utjecaj razli¢itih faktora na trziSnu vrijednost nogometasa. Za
validaciju rezultata koriSteno je nekoliko metoda statistickog u¢enja, a to su: linearna regre-
sija, metoda odabira najboljeg podskupa, stepwise regresija unaprijed, stepwise regresija
unatrag, ridge regresija i lasso.

Nakon pripreme podataka i analize svih 20 prediktora zakljucili smo da postoji multi-
kolinearnost izmedu nekih od njih. Zbog toga smo slutili da bi modeli saZimanja moZzda
mogli davati bolje rezultate od linearne regresije, ali svejedno smo proveli sve opisane
metode, te se njihovi rezultati nalaze u 5.2

Metoda Prilagodeni R | Testna greska (RMSE)
Linearna regresija 0.5619 7.773
Metode odabira podskupa 0.5618 7.778
Ridge regresija 0.57 7.745
Lasso regresija 0.569 7.767

Tablica 5.2: Rezultati razli¢itih modela

Uocavamo, da najbolje rezultate daje metoda ridge regresije, iako je s obzirom na ras-
pon vrijednosti varijable odziva razlika medu greSkama zanemariva. Takoder, RMSE na
skupu za trening nije puno manji od istog na testnom skupu, pa takoder mozemo zakljuciti
da je doSlo do “underfittinga” podataka, odnosno da na§ model ima malu varijancu, a ve-
liku pristranost. Jedna od potencijalnih moguénosti za smanjenje pristranosti je dodavanje
dodatnih prediktora u model. Takoder, uo¢imo da smo nevezano za poziciju igraca, proma-
trali iste metrike (broj golova, broj asistencija...), Sto nije najprecizniji pristup s obzirom
da broj postignutih golova sigurno vise utjeCe na vrijednost napadaca, dok bi na vrijed-
nost obrambenog igraca pozitivno utjecale neke druge metrike kao $to je naprimjer broj
utakmica bez primljenog gola.

Na kraju, zaklju¢ujemo kako postoji linearna veza izmedu nasih prediktora i trZiSne
vrijednosti nogometasa, ali za jo§ preciznije rezultate preporu¢amo koristenje robusnijih i
fleksibilnijih modela. Jedna od ideja za unaprjedenje modela je koriStenje razlicitih modela
linearne regresije ovisno o poziciji igraca. Opcija je takoder 1 kombiniranje modela linearne
regresije s modelima statistickog ucenja koji omogucavaju grananje prediktora kao Sto je
naprimjer model slucajnih Suma.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se predvidanjem trziSne vrijednosti nogometaSa koriste¢i me-
tode statistickog ucenja. Na pocetku rada podsjetili smo se linearnog regresijskog modela
1 najpoznatije metode njegove prilagodbe - metode najmanjih kvadrata. U nastavku de-
finiramo osnovne pojmove statistickog ucenja, te uvodimo metode odabira prediktora u
linearnim modelima i1 metode regularizacije (ridge i lasso regresija).

Svaku od metoda smo primijenili na podatke o nogometaSima. Rezultati ukazuju na
postojanje odredene linearne veze izmedu prediktora i varijable odziva uz ocite znakove po-
trebe za povecanjem kompleksnosti modela. Iako sve metode dovode do priblizno slicnih
rezultata, kao najpouzdanija metoda pokazala se ridge regresija s obzirom da je njena pri-
padna testna greSka najmanja.






Summary

The main goal of this thesis is to predict the market value of football players using
methods of statistical learning. At the beginning of the paper, we introduce the linear
regression model and the least squares method. Furthermore, we defined the basic concepts
of statistical learning and introduced methods for predictor selection in linear models and
regularization methods (ridge and lasso regression).

Each of these methods was applied to football player data. The results indicate the
existence of a certain linear relationship between predictors and the response variable with
obvious signs of the need to increase the model’s complexity. Although all methods lead to
approximately similar results, ridge regression proved to be the most reliable method since
its corresponding test error is the lowest.






Zivotopis

Roden sam 17.9.1999. u Splitu gdje sam pohadao osnovnu i srednju Skolu. Tijekom
osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja aktivno sam se bavio nogometom i sudje-
lovao na raznim natjecanjima iz matematike. Nakon zavrSetka srednje Skole 2018. godine
upisao sam preddiplomski studij Matematika na Prirodoslovno-matematickom fakultetu
u Zagrebu. ZavrSetkom preddiplomskog studija stekao sam titulu sveuciliSnog prvostup-
nika matematike 2021. godine kada sam upisao diplomski sveuciliSni studij Matematicka
statistika na istom fakultetu.

Tijekom studija bio sam aktivni ¢lan fakultetske futsal sekcije 1 demonstrator iz kolegija
Statistika. Od sijecnja 2024. godine zaposlen sam kao podatkovni znanstvenik u turistickoj
kompaniji Maistra d.d.



	Sadržaj
	Uvod
	Modeli linearne regresije i procjena parametara modela
	Oblikovanje modela
	Procjena parametara modela
	Gauss - Markovljev teorem
	Višestruka regresija
	Multivarijatna regresija

	Ocjena preciznosti modela statističkog učenja
	Fleksibilnost modela
	Pristranost, varijanca i kompleksnost modela

	Odabir podskupa
	Odabir najboljeg podskupa
	Stepwise unaprijed i unatrag
	Stagewise regresija unaprijed

	Metode sažimanja
	Ridge regresija
	Lasso regresija
	Usporedba metoda

	Primjena opisanih metoda
	Prikupljanje i analiza podataka
	Linearna regresija
	Unakrsna validacija
	Metode odabira podskupa
	Metode sažimanja
	Analiza rezultata

	Bibliografija

